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Introduction

e mot "copula" en latin est signifie "un lien". Le concept de "copule" a été utilisé
Ldans un sens mathématique en premier par Abe Sklar 1959 dans le théoréme qui
porte son nom.

Les copules constituent un outil statistique permettant de modéliser la dépendance entre
des variables aléatoires. La fonction copule relie en effet la densité jointe aux densités
marginales et contient ainsi toute I'information sur la structure de dépendance du modéle,
ce qui joue un role tres important dans ’étude de la modélisation de la dépendance d’une
maniére significative, ceci dans différents domaines de la statistique, telle que : la finance,

I’hydrologie, la biologie, I'actuariat...etc.

La copule est définie comme une fonction de répartition & marge uniforme sur [0, 1], elle
met en évidence la relation de dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoires. par

la relation établie dans le théoréme de Sklar :
H(z,y) =C(F(2),G(y)),

La mesure de dépendance entre deux ou plusieurs variables aléatoire est une pratique
largement utilisée chez les statisticiens. Parmi celles-ci le coefficient de corrélation linéaire
de Pearson est le plus connu ; mais I'utilisation de cette mesure connait plusieurs défauts,
pour éviter ce probléme nous avons recours a d’autres mesures de dépendance se fondant

sur la discordance et la concordance observé sur un échantillon et qui sont les coefficients
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de corrélation non linéaire tels que le tau de Kendall et le rho de Spearman. Ces mesures

de dépendance peuvent étre exprimées explicitement en fonction de la copule.
Ce meémoire est répartit en trois chapitres.

Le premier chapitre : Introduction aux copules. Dans ce chapitre, on rappelle les défi-
nitions nécessaires consternant les copules bivariées et des propriétés fondamentales asso-
ciées, en énoncant I'important théoréme de Sklar, ainsi que quelques familles de copule les

plus usuelles.

Le deuxiéme chapitre : Mesures d’associations. Dans cette partie on commence de
donner les définitions de la mesure de dépendance et la dépendance de queue, puis on
présente la mesure de concordance et quelque propriétés de cette fonction en particulier
le tau de Kendall et le rho de Spearman, & la fin du chapitre, nous présentons la méthode

d’inversion utilisée pour notre estimation.

Le troisiéme chapitre : copule de Gumbel. Nous nous intéresserons dans ce chapitre,
a une copule particuliére, soit la copule de Gumbel. Aprés I'avoir définit nous présentons
ses caractéristiques particulieres, puis on calcule les mesures d’association de la copule de
Gumbel, présenter les graphes d’échantillon de cette copule et estimer le parametre de

dépendance du copule de Gumbel en utilisant logicielle R.



Chapitre 1

Introduction aux copules

1.1 Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de donner avec le plus de précision possible la définition des
copules, ainsi que certaines propriétés élémentaires. Pour cela considérons un couple de
v.a (X,Y) de fonction de répartition jointe Hxy et de lois marginales respectives Fix et
Gy définies par :

H(zy)=P(X <Y <), (L1)

Fx(z) =P(X <x) 12)

Gy (y) =P(Y <)

Pour chaque copule de valeurs réelles (x,y) on peut associ¢ Fx (x),Gy (y) et H (z,y) ap-
partenant a 'intervalle I = [0, 1]. En d’autres termes pour chaque paire de nombres réels
(z,y) dans l'intervalle I= [0, 1]* correspond un point (Fy (z),Gy (y)) dans le carré unité
I et a son tour ce point on fait correspondre un nombre réel H (x,y) appartenant a I'inter-
valle I. Nous allons alors montrer que cette correspondance qui attribue la valeur de la dis-
tribution H (x,y) a la copule des fonctions de distributions marginales C' (Fx (z), Gy (y))

est en effet une fonction de I? dans I. Ces fonctions sont appelées copules.
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1.1.1 Notion de 2-croissance

Définition 1.1.1 Soient S; et Sy deux sous-ensembles non vide de R et soit H une fonc-
tion & deux dimensions telle que DomH = Sy X Sy et soit B = [x1, 23] X [y1, y2| un rectangle

dont les sommets sont dans domH alors le H-volume de B est donné par :

Vi (B) = H (v2,y2) — H (z2,51) — H (21,92) + H (71,91) - (1.3)

Définition 1.1.2 Une fonction réelle H bidimensionnelle est dite 2-croissante si
Vi (B) > 0 pour tout rectangle B dont les sommet sont inclus dans DomH . Quand H est
2-croissante, le H-volume du rectangle B est présenté parfois comme mesure de B certains

auteurs préférent quasi-monotone a fonction 2-croissante.

1.2 Copule bivariée

Définition 1.2.1 on appelle copule 2-dimensionnelle ou copule bivariée toute fonction C

de I? dans 1 possédant les propriétés suivantes :

(i) Pour tout u,v dans 1 on a :

C(u,0) = C(0,v) =0

(1.4)
C(u,1) =u et C(1,v) =v
(ii) La copule C est 2-croissante : Yuy, vy, us, vg € I telle que uy < uy et vy < vy
C(ul,vl) — C(ul,?)g) — C(UQ,Ul) + C(UQ,U2> 2 0. (15)
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Exemple des copules

1. Copule min : La copule min, noté M est définie par :

M (u,v) = min(u,v), Vu,v el (1.6)

En effet :

D’apres la propriété (i) dans (1.4), on a :

min (u,0) = 0 = min (0, v) et min (u,1) =w et min (1,v) =v, VYu,v el
De méme, et pour la propriété (ii) dans on a :

min (uy,v1) > min (uq, v2) et min (ug, v1) > min (ug, v2) , Yuy, v1, ug, vy € I
avec uy < ug et v; < vy,

Par conséquence M est une copule.

2. Copule max : La copule max, noté W est définie par :

W(u,v) = max(u+v —1,0), VYu,v €L (1.7)

Telle que max(v — 1,0) = max(u — 1,0) = 0 et max(v — 1,0) = v et max(u — 1,0) = .

C est aussi 2-croissante, telle que u; < uy et v1 < vy implique :

max(us + v — 1,0) — max(u; + v; — 1,0) < max(ug + vo — 1,0) — max(u; + v — 1,0)

Donc la fonction W en I? est une copule.

3. Copule produit (copule d’indépendance) : La copule produit, noté IT est définie
par :

C(u,v) =(u,v) = uv, Yu,v € L. (1.8)

De la méme fagon la fonction II vérifiée les deux propriétés et définie aussi de copule.
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1.2.1 Théoréme de Sklar

Le théoreme de Sklar explique en lumiére comment il est possible de relier le principe de

la copule a la fonction de répartition bivariée et aux lois marginales.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Sklar) Soit H une fonction de répartition conjointe de
deuz v.a X et'Y dont les marginales sont F' et G. Alors il existe une copule C' : 1> — 1

telle que VYx,y € R?, on a :

H(z,y) = C(F(x),G(y))- (1.9)

Si F' et G sont continus, alors C' est unique [12].

L’équation (1.9) permet d’exprimer une fonction de répartition bivariée H & I'aide d’une
copule et des lois marginales F et G. A l'inverse, il est également possible d’exprimer une
copule de la loi bivariée H et des inverses (ou quasi-inverses) des fonctions de répartition
marginales si on connait la forme de C (u,v).

Preuve.

Premiérement, les copules sont des fonctions de distribution conjointe de v.a uniformes

standards :

C(u,v) =P(U < u,V <w).

Deuxiémement, nous savons & partir de la théorie des probabilités élémentaires que les

distributions F'(X) , et G(Y) des v.a X et Y.
X—-FX) , Y—=GY).
Sont de loi uniforme standard :

3

FX)2U , GY)LV oulU~Upy,V ~ Ugy
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De maniére analogue, les transformations inverses F'~! et G~! des variables uniformes U, V/

sont on pour fonction de distributions respectives F' et G

K3

FlLx |, ¢H(v)Ly.

La copule des fonctions de distribution jointes F'(z), G(y) des v.a X et Y la fonction de

distribution conjointe au point (z,y)

C(F(2),G(y)=PU<F(),V<Gy)

=P (F'(U)<z,G7 (V) <y)

[3]. m

Corollaire 1.2.1 (Inverse du théoréme de Sklar)
Soit H une fonction de répartition bidimensionnelle de fonctions de répartitions marginales

F et G. Alors la copule C associée & H est donnée par :[4]

C(u,v) = H(F(x),G(y)) VY(u,v) €I

= H(F'(u),G™'(v)).

Exemple 1.2.1 Soit la distribution logistique bivariée de Gumbel [9] dont la fonction de

répartition conjointe est donnée par :
H(z,y) = (1 +exp(—z) +exp(~y))~",  pour tout (z,y) € R*.

Des équations F(x) = lim H(z,y) et G(y) = lim H(x,y), nous obtenons les fonctions de

Yy—00 T—00
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distribution marginales :
F(z) = (1+exp(-2))"" et G(y)=(1+exp(-y) "

Comme les fonctions inverses sont respectivement :

F'(u) = —In (% _ 1) et G(v)=—In (% _ 1) |

En se basant sur l’équation précédente, la copule associée a F(x,y) s’écrit :

C(“? U) = H(F_l(u)7 G_l(v))

(o) o))

uv

u+v—uv

Ceci montre le lien entre les fonctions de distribution marginales et les copules. Introdui-

sons les limites des copules, pour obtenir les bornes de Fréchet pour les copules.

1.2.2 Bornes de Fréchet-Hoeffding

Toute copule C' admet une borne inférieure et une borne supérieure déterminée par le

théoréme suivant :

Théoréme 1.2.2 (Fréchet-Hoeffding) Soit C une copule alors :
max(u +v — 1,0) < C(z,y) < min(u,v), Yu,v €L, (1.10)

telles que max(u + v — 1,0) = W (u,v) et min(u,v) = M (u,v) représentent les bornes

inférieure et supérieure de Fréchet-Hoeffding respectivement.
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Et comme conséquence du théoréme de Sklar, les copules C' minimale et maximale, C~ et
C'* sont appelées respectivement les limites inférieure et supérieure de Fréchet I'inégalité

C~ < C < C™* peut-étre récrite comme :
max(F(z) + G(y) — 1,0) < H(x,y) < min(F(z), G(y)),

est connue sous le nom de I'inégalité de Fréchet-Hoeffding.

1.3 Propriétés de copule

Cette section met en lumiere quelques propriétés importantes de la théorie des copules,
parmi lesquelles on peut citer la symétrie, la différenciabilité, la continuité.
Pour cela considérons deux v.a continues X, Y , de fonction de répartition jointe H et de

lois marginales respectives F' et G, et soit C' la copule associée définie par :
H(z,y) = C(F(x),G(y)).

1. Symétrie : Soient X, Y deux v.a continues, de fonction de répartition jointe H et
de marginales F' et GG, et soit C' la copule associée.
On dit que X,Y sont échangeable si et seulement si F' = G et Yu,v € I? si C (u,v) =

C' (v, u) on dit que C' est symétrique.

2. Dérivées partielles : Les dérivées partielles de C'(u,v) existent presque surement

pour tout (u,v) € I2.

Théoréme 1.3.1 A lintérieur de 12, les deux dérivées partielles OC/Ou, C/Ov de la

fonction C, existent presque partout et prennent des valeurs dans 1, [J] :
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Exemple 1.3.1 Les dérivées partielles de la copule max W existent a chaque fois
u+v—1+#0, c-a-d v # 1 —wu. [12] Depuis max(u+v —1,0) = u+v — 1 a chaque fois
que v > 1 —u, elles sont :

C (u,v)  9C(u,v) ) 0 siv<l-—u

ou ov 1

siv>1—u
3. Continuité : Soit C' une copule bivariée, on a :

|C (ug,v9) — C (ug,v1)| < |ug — uy| + |vg — v1], wy,us,v1,v €1, avec uy < uy et vy < vy

4. Ordre partiel :

Définition 1.3.1 Soit C, Cy deux copules, on dit que C4 est plus petite que Csy, ou Cy

est plus grand que C7 et on note Cy < Cy si :

Cy (u,v) < Cy (u,v) VY (u,v) € T2,

Exemple 1.3.2 On a la copule min M @ inférieur la copule max W .

5. Invariance fonctionnelle : Ce théoréme essentiel a la théorie des copules est celui

de l'invariance par transformations strictement croissantes.

Théoréme 1.3.2 Soient deuz v.a continues X etY de marges F' et G et de copule Cx y.

St a et B sont deux fonctions strictement croissantes, alors :

Cax)pv) = Cxyy

La copule Cxy est invariante par transformations strictement croissantes des v.a [12].

10
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Preuve.

Soient « et # deux fonctions strictement croissantes et X et Y deux v.a continues ayant
pour copule Cx y(u,v) = Hy (x,y) et pour fonctions de répartition marginales respective-
ment F; et G. Notons les fonctions de distribution univariées de o (X) et 8 (Y') respecti-
vement F, et G5 et la loi conjointe Hs. Puisque « et 3 sont strictement croissantes et que

X et Y sont des v.a continues, pour tout (u,v) € I, on a :

Ca(x).500) (1, v) = Cax) vy (Fa(), Ga(y))
= H, (z,y)
=P(a(X) <z,8(Y) <y)
= P(X <o Y2),Y < 57Hy))
= Hy(a™(z), 67 (y))
= Oxy (Fi(a™'(2)),G1 (87 (v)))

= Cxy(Fy(), Ga(y)).

Ce nous qui donne la formule de théoréme [1.3.2 m

6. Convexité et concavité :

Définition 1.3.2 Soient (a1, as), (b1,by) € I? et VA € L.

On dit que C' est conveze si :

C (May + (1= A) by, Aaz + (1 — N bp) < AC (a1, az) + (1 — A) C (by, b) .

On dit que C' est concave si :

C (May + (1= A) by, Aag + (1 — N bp) = AC (a1, az) + (1 — A) C (by, bs)

11
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1.3.1 Densité de copule

Soient X, Y deux v.a continues. Soit h la fonction de densité jointe de H, f et g sont les

fonctions de densités marginales de X, Y respectivement.

Définition 1.3.3 La densité c(F(z),G(y)) associée a la copule C(F(x),G(y)) est définie

par :

o(F (@), Gy) = LA, G (1.11)

D’apres le théoréme de Sklar, on donne la représentation canonique suivante :

h(z,y)=c(F(z),G(y)) f(z)g(y).

1.4 Famille des copules

1.4.1 Copule d’indépendance

Soit X et Y deux v.a continues, de fonction de répartition jointe H, et de lois marginales

respectives F et G.

Définition 1.4.1 57 X,Y sont deux v.a indépendantes, alors la copule associée est un

produit de ses marginales.
Cxy (u,v) = F(2).G(y) = H (z,y).

Qu’on note aussi :

Cxy (u,v) =11 (u,v) = uw (1.12)

12
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1.4.2 Copule elliptique

On appelle copule elliptique toute copule de la forme Vu,v € 1 :

Cr (u,v) = @, (D5 (v), 5" (v)) (1.13)

Fl(u)q)gl(“

2% — 2ray + P dad
m N"viee )%

oil @, est fonction de la distribution conjointe des variables X et Y, ®.' (u) et @' (v) les

fonctions quantiles respectives et r leur coefficient de corrélation.
Les deux classes les plus utilisées de copule elliptique sont les copules gaussiennes et les

copules de Student.

Copule Gaussienne

La copule Gaussienne fait partie de la famille elliptique des copules bivarées & un pa-
rameétre. Utiliser cette copule conséquente avec la mesure de dépendance obtenue par le

coefficient de corrélation 7.

Définition 1.4.2 La copule Gaussienne de deux v.a X, Y Gaussiennes de moyenne u et

’
de matrice de covariance ), = est définie par :

Cr (u,v) = @, (27" (u), 2" (v)), (1.14)

telle que ®,. est la fonction de répartition jointe de la loi normale standard (centré réduite)

bivariée de coefficient de corrélation linéaire r € [—1,1].

T

1 -2
O(x)=P(X; <z)= 2—/ exp 2 dt,
7r

—00

13



Chapitre 1. Introduction aux copules

_ m( z) . . o _
etr = . Par conséquent, la copule gaussienne bivariée est :
A/ 1)(L7 \/ U(IT

() ) 2 2
(u,v) / / exp( S+ rst;kt ) dsdt. (1.15)
(1— r2) 2(1—1r2)

Cette copule est paramétrée par le coefficient de corrélation linéaire r :
e Sir =0 alors C,(u,v) =1II(u,v).
e Sir = —1 alors C,(u,v) = W(u,v).

e Sir=1alors C,(u,v) = M(u,v).

Copule de Student

La copule Student extrait de la distribution de Student bivarée.

Définition 1.4.3 La copule de Student (t copule) est une copule paramétrique, paramétrée
par le coefficient de corrélation linéaire r et le degré de liberté k (k > 3) Cette copule est
définie par :

Cri (u,v) =t (t,;l (u) ,t,;l (v)) (1.16)

tell que t, i, la distribution de Student bivariée alors la copule Student bivariée est :

T Y —v+2
1 s2 12— 2rst\ 2
= _ 1+ — . 1.1
Cri (u,v) //QWm < + o (1= 1?) ) dsdt (1.17)

1.4.3 Copules Archimédiennes

Parmi les copules paramétriques les plus utilisées on peut citer la famille des copules
archimédiennes qui constitue une classe trés importante de copules, principalement en
raison de la facilité avec laquelle on peut les construire; et qui posséde des propriétés
intéressantes [14]. Cette famille regroupe un certain nombre de copules parmi lesquelles

on peut cités les copules de Clayton, Gumbel et Franck.

14
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Définition 1.4.4 On appelle générateur toute fonction ¢ : [0,1] — [0, 00[ décroissante,

continue et convexe, vérifiant ¢ (1) = 0. Le pseudo-inverse de ¢ est défini comme suit :

o (1) = oo (1.18)

Remarque 1.4.1 Si ¢ (0) = oo, alors ¢ est strictement décroissante telle que :

"

O t)<0ety (t)>0, Vo<t<l1

et on peut remplacer le pseudo-inverse ¢! par linverse ordinaire.

Définition 1.4.5 La copule archimédienne est définie comme suite :

C (u,0) = ¢~ o (u) + 0 (v)], (1.19)

tell que ¢ un générateur.

Nous présentons quelques exemples de copules archimédienne bivariées d’un seul parameétre

dite parametre de dépendance.

Copule de Gumbel (1960)

Pour un générateur ¢y (t) et son pseudo-inverse 906’,1 défini par :

0o (t) = (—Int)?, VO >1ett >0

oyt (1) = exp (7).

On défini alors la copule de Gumbel Cy pour 6 € [1, +oo[ par :
Cou,0) = 93 oo () + n @) = exp { - [+ (-]} (120)

15



Chapitre 1. Introduction aux copules

Qui est une copule asymétrique []].

Aux bornes de I'intervalle [1, +00| Cette copule prend les formes suivantes :

e Sif — 1 alors Cy — II.

e Sif — oo alors Cy — M.

Copule de Clayton (1978)

Cette copule a été introduite par Clayton (1978) de parameétre de dépendance 6 € [—1,0[U
10, +00[ et s’appelle aussi la copule de Cook et Johnson (1981) [5], et d’abord étudié par
Kimeldorf et Sampson (1975) [10]. elle est définie par :

Co (u,v) = (u’+v?— 1)% ,  pour d € [—1,0[U]0,+o0| (1.21)

de générateur @y (t) et de pseudo inverse tel que :

o) =-(t"=1), Gt =(t+1)7.

| =

Nous avons pour les valeurs limites de 'intervalle de définition :

e Si # — 0 alors les variables sont indépendantes II.
e Si § — 400 alors on obtient la copule de borne supérieur de Fréchet-Hoeffding M.

e Si § — —1 alors on obtient la copule minimale W.

Copule de Frank (1979)

Cette copule est symétrique de parameétre de dépendance 6 € |—o0,0[ U |0, +o00| [7]. Elle

est définie par :

(exp (—uf) — 1) (exp (—vf) — 1)
exp(—0) —1 ’

1
Cy (u,v) = ~9 In |1+ pour f € R* (1.22)

16



Chapitre 1. Introduction aux copules

ou le générateur est tel que :

vo (t) = —In [M] |

exp (—0) — 1

et de densité :

_ u+v
Cy (1, ) = (0 —1)Ind

On peut vérifier que :

e Sif — 0alors C — II.
e Sif — +oo alors C — M.

e Sifl — —oo alors C — W.

1.4.4 Copule Farlie-Gumbel-Morgenstern

(0 —1+ (O —1)(6° —1))*

(1.23)

La copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern est la plus connue des copules paramétrique,

cette copule a été étudier par Morgenstern (1956), Gumbel(1958), et enfin Farlie (1960).

Définition 1.4.6 La copule Farlie-Gumbel-Morgenstern connue par (F-G-M) est définie

pour un paramétre de dépendance 0 € [—1,1] comme suit :
Co (u,v) = uv + Quvuv,

telle que u =1 —wu, et v =1—0.
La fonction de densité de la copule F-G-M est donnée par :

02C (u,v)

e =cp(u,v) =1+0 (1 —2u—2v+ 4uv)

17
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Chapitre 1. Introduction aux copules

1.4.5 Copule des valeurs extrémes

On appelle copule des valeurs extrémes, toute copule C' vérifiant la propriété suivante :

C (u',v') = C" (u,v) Yu,v €T?Vt > 0. (1.26)

ok (u',0") = C (u,v) Vu,v €IVt > 0. (1.27)

Par la suite on tentera de justifier 'appellation de ces copules en établissant 1’existence

d’un lien entre la caractérisation ci-dessus et la théorie des valeurs extrémes bivariées.

Exemple 1.4.1 On considére la copule de Galambos comme exemple on a :

Cy (u,v) = uvexp {— [(—lnu)_e + (— lnv)_g] _91} , V0 >0. (1.28)

Donc

1

Co (u',v") = u'v' exp —lnu gt (—lnvt)_g}g

0

}

_lnu +(~Inv) ﬂ:’l}t

_lnu (—m)ﬂ@l})t

1
= u'v' exp —tlnu) "’ + (—tlnv)_e} }

<!
-

= v’ exp

-
-l
= u'v exp{ t (—Ilnwu)” +(—1nv)*"]
-l
:(Wexp{

= Cf (u,v).

Qui est une copule bivariée de valeurs extrémes notée BVE.
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Chapitre 2

Mesures d’assocliations

Dans ce chapitre, on donne les définitions de mesure de dépendance et mesure de concor-
dance les plus connues (tau de Kendall et le rho de Spearman). Il existe en statistique
un certain nombre de grandeurs proposées par leurs auteurs comme des mesures de la
dépendance entre deux v.a.

cov(X,Y)

Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson, définit par ryy = —(——=-2— est la
’ Var(X)Var(Y)

mesure la plus connue. Ce coefficient est une mesure tres imparfaite de la dépendance.

2.1 Mesure de dépendance

Une mesure de dépendance est une application qui associe a deux v.a, un réel permettant
de quantifier la force du lien existant entre les deux v.a.
Pour étre jugée satisfaisante, une mesure de dépendance doit satisfaire un nombre de

propriétés, et d’autre part qu’elle soit une mesure de concordance.

Définition 2.1.1 Une mesure d’association 6 entre deux v.a continue X et Y est une

mesure de dépendance si et seulement si [§] :

1. 0xy est définie pour tout couple (X,Y’) de v.a continues.
2. 0<dxy <1.
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Chapitre 2.Mesures d’associations

3. Symétrique : dxy = dy.x.
4. X et Y sont indépendantes si est seulement si dxy = 0.

5. 0xy = 1 si et seulement si chacun des v.a X, Y est une fonction strictement monotone

de 'autre presque siirement.

6. Si a et 8 sont deux fonctions strictement monotones presque stirement, alors :

Ox,y = a(X),8(Y)-

7. Si {(X,,Y,)} est une suite de couples aléatoires continue de copules respectives {C,, }
et si {C,} converge vers C. Alors d¢, converge vers dc.

lim 5Cn = 50.

n—oo

2.1.1 Dépendance de queue

La dépendance de queue est une mesure locale, qui mesure la dépendance au niveau des
queues de distribution [3]. Cette mesure de grande importance définie les copules des
valeurs extrémes et trés pertinentes pour I’étude de la dépendance de valeurs extrémes. Il

existe deux coefficients de dépendance des queues :

Définition 2.1.2 Soit X,Y deux v.a continues de fonctions de répartition respectives F
et G. Le coefficient de dépendance inférieure (lower tail dependence coefficient) \j est
défini par :

AMX,)Y)=ImP (X <F ' (a) /Y <G ' (a)). (2.1)

a—0t

Et le coefficient de dépendance supérieure (upper tail dependence coefficient) U est défini
par :

AM(X,Y)=lmP(X>F'(a))Y >G (). (2.2)

a—1—

On peut définir ces mesures en fonction d’une copule C' :
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Chapitre 2.Mesures d’associations

Définition 2.1.3 Soit X,Y deux v.a continues de copule C, alors nous avons :

(XY = lim S8 (2.3)

u—0t U

et

1-2
(X, Y) = lim L2 20Ol
u—1- 1—u

Preuve. Voir [2]. =

Remarque 2.1.1 Quand A\, € ]0,1] alors C' a une dépendance de queue inférieure.
Quand A;, = 0 alors C' n’a pas de dépendance de queue inférieure.
Quand \y € ]0,1] alors C' a une dépendance de queue supérieure.

Quand \y = 0 alors C n’a pas de dépendance de queue supérieure [J].

Exemple 2.1.1 Considérons la copule logistique bivariée de Gumbel telle que définie a

lexemple . [2] Comme on a :

1-C C
Ao = 2— Tim 12w et A =2 — lim (%)
u—l- 1 —u u—0t 1 —u
9
—2_ lim —2_ lim % 1
u—1-2 — u—0+ \ 2 — 1 U
1
—0. =
9

Cette copule posséde une dépendance de queue a gauche, mais ne posséde pas de dépen-

dance de queue a droite.

2.2 Mesure de concordance

La copule C' d'un couple aléatoire continue (X,Y") est une normalisation de la distribu-
tion conjointe H aprés avoir éliminé les effets des marges. C’est donc une structure de

dépendance entre les deux v.a X et Y connaissant leurs distributions respectives. Cette
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Chapitre 2.Mesures d’associations

structure permet d’étudier cette dépendance a travers les mesures de concordance (corré-

lation linéaire, la concordance, tau de Kendall et rho de Spearman).

Définition 2.2.1 Deux observation (z1,y1), (x2,y2) d’un couple de v.a continue (X,Y)

sont dit :

- Concordantes : si

(x1—22) (Y1 —y2) >0 (21 <zoet yy <yo) ou (1> a2 €t Y1 > 1),  (2.5)

- Discordantes : si

(x1—22) (y1 —12) <0 (x1 < z2et y3 > y2) ou (7 <x2 €t Y1 >12). (2.6)

2.2.1 Caractérisation d’une mesure de concordance

Définition 2.2.2 (Mesure de concordance)
Une mesure d’association K entre deux v.a continues X etY de copule. C' est une mesure

de concordance si elle vérifié les propriétés suivantes :

1. K est définie pour tout couple (X,Y') de v.a continues.

2. -1<Kx_x <Kxy<Kxx<1l

3. K est symétrique i.e Kxy = Ky x.

4. Si X et Y sont indépendantes alors : Kxy = 0.

5 K xy=Kx_v=—-Kxy.

6. Si Cret Cy sont deux copules telles que C; < Cy alors on a : K¢, < Kg,.

7. Si {(X,, X,,)} est une suite couples aléatoires continue dont la copule est {C,}, et
si {C),} converge vers C' Alors K¢, converge vers K.

lim Kcn = Kc.

n—oo
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Soit (X71,Y7) et (X3, Ys) deux couples aléatoires continues de lois conjointe Hyet Ho

mais de marge communes F' et G (i.e. F' pour X; et X5 et G pour Y] et Y3).
Définition 2.2.3 On défini la fonction de concordance entre ces deux couple (X1, Xs) et
(Y1,Y2) par :

Q=P[((X1 - X2) = (Y1 —Y2)) > 0] = P[((X1 — X2) — (Y1 — Y2)) <0]. (2.7)

C’est la différence entre la probabilité de concordance et celle de discordance.

Chaque distribution conjointe étant caractérisée par une copule unique, le théoréme de
Sklar permet d’établir une relation entre toute fonction de concordance et les copules

associées.

2.2.2 Propriété de la fonction de concordance :

Théoréme 2.2.1 Soient (X1,Y1) et (Xo,Y2) deux couples aléatoires indépendants de dis-
tribution conjointes Hy, et Hy avec des marges communes F' et G respectivement. Soit Cy

et Cy les copules associées aux distributions Hyet Hy respectivement. Alors :
1,1
Q=Q(C,0) = 4/ / Cy (u,v)dCh (u,v) — 1. (2.8)
0o Jo
Pour les copules usuelles M, W et II (1.6, (1.7)) et (1.8) respectivement on a :
1
Q(M,M) =1, Q(M,TI) = Q (W,T) = =, Q (M, W) = Q(ILTI) = 0 et Q (W, ) = —1
Pour toute copule C' on a :

0<QUMC) <1, ~1<Q(CI) < let = <Q(C,M) <

Wl =

En effet
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1. Le support de la copule usuelle M est I'ensemble Dy = {(u,v) € I?/u = v} .

Q(M,M):4/ M (u, ) dM (u,v) — 1

12

:4/ M (u,u) dM (u,u) — 1 car Dy {(u,v) € I*/u= v}
. 1

:4/ udu—1:4{—u2} =1
0 3

Q (M, W) —4/ W (u,v) dM (u,v —1—4// (2u—1)du—1=0.
12 2

Q (M, 1I) :4//HQH(u,v)dM(u,v)—1:4//H2u2du—1:%

e De méme, le support de la copule usuelle IV est 'ensemble Dy = {(u,v) € ?/u=1—v}.

Q(MW—4/ Wuv)dMuv—1—4// (2u—1)du—1=0.
12 2

Q(W,H)24//]12H(u,v)dM(u,v)—1:4//]12u2du—1:%

e Finalement, puisque dII (u,v) = dudv on a :

Q (IL 10) :4//H2H(u,v)dl'[(u,v)—1:4//quvdudv—1 ~ 0.

2. Pour toute copule quelconque C' on a :
W<C<M=QW,M)<Q(C,M)<Q(MM)=0<Q(C,M)<1.
De la méme maniére, on établit que :

—1<Q(CW)<1et?1<Q(CM)§

Wl
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2.2.3 Tau de Kendall

Etant donné la mesure de dépendance la plus largement utilisée dans la littérature sur
I’estimation des copules paramétriques, le tau de Kendall a ’avantage de ne pas reposer
sur une hypothese de linéarité entre les variables en étant plutot une mesure d’association

, contrairement au coefficient de corrélation de Pearson.

Définition 2.2.4 (Tau de Kendall empirique) Soit un échantillon de n observations

d’un copule (z,y). On définit le tau de Kendall (version d’échantillon) par :

[Nombre de paires concordantes] — [Nombre de paires discordantes|

(2.9)

n = Nombre total de paires

Définition 2.2.5 Soient(X1, X2) et (Y1,Ys) deux observations d’un couple (X,Y) conti-
nues (iid) de fonction de répartition jointe H. Le tau de Kendall du couple aléatoire (X,Y),

noté Txy est définit par :
Txy =P[(X1 —X5) — (Y1 —Y2) >0 —P[(X; — X2) — (V1 — Y3) <O0]. (2.10)

Si C' est la copule associée au couple (X,Y), le résultat suivant donne la conséquence

immédiate du théoréme ([2.2.1]).

Théoréme 2.2.2 Soit X etY deux v.a continue de copule C alors le tau de Kendall de

X etY est donnée par :
my =70 = Q(C.C) =4 [ [ Cuv)ac fw) -1, (2.11)
]I2

En fait, 'intégrale // C (u,v) dC (u,v) est la moyenne de la v.a C (U, V) ouU etV sont
12

uniformément distribués sur I, donc :

//HZC (u,v) dC (u,v) = B[C (u,v)].
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Ainsi, on peut écrire :

¢ =4E|[C (u,v)] — 1 (2.12)
Exemple 2.2.1 Pour toute copule de la famille de Fréchet :

Cop=aM+(1—a—p)I+ pW. (2.13)

Par la suite on a :

dC 5 = adM + (1 — a — B) dII + BdW

donc

CopdCop=a’MdM + o (1 —a — ) Mdll + aBMdW + B (1 — a — 3) IldM

+ (1 — o — B)*IdII + B*WdW
alors

//HQCO‘”B (u,v) dCq g (u,v) = *Q (M, M) + a (1 —a — 8)Q (M, 1) + apQ (M, W)

+B(1—a=p)QULM)+(1—a—5)°QILI) +abQ (MW)

et

/ /pca,ﬁ (4, 0) dCr s (1, 0) = 02Q (M, M) + 52Q (W, W) + (1 — a — B Q (IL II)

+2[a(l-a=-pF)QMI)+afQMW)+5(1—-a-F)]QUALW)

alors

12
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donc

//pC’aﬂ (u,v) dCy g (u,v) = (o= f) (g +5+2) = Tap-

2.2.4 Rho de Spearman

Tout comme le tau de Kendall, le rho de Spearman est une mesure de dépendance basée
sur la notion de concordance. Soient (X7i,Y7), (X, Ys) et (X3,Y3) trois couples aléatoires
indépendants de méme distribution H dont les distributions marginales sont F' et G et

dont la copule associée est C.

Définition 2.2.6 (Rho de Spearman empirique) Soit un échantillon de taille n de
données bivariées {(xx, yr) }r_, la version empirique de Tho de Spearman [13], noté p,, est

définie par :

n

> (R — Si)?

p=1-6= ,
P n(n?—1)

(2.14)

tel que Ry, est le rang de Xy et Sy est le rang de Y.

Définition 2.2.7 La version populaire du rho de Spearman est définit comme étant pro-
portionnelle a la différence de la probabilité de concordance et celle de discordance des

couples aléatoire (X1,Y1), (Xo,Ys) [11) :
pxy =pc=3P[(Xi —X5) = (Y1 - Y3)] >0 -P[(X; — Xo) — (Y1 - ¥3) <0]. (2.15)

La distribution de (X7, Y7) étant H et celle de (X5, Y3) étant I (car les variables X, et Y3

sont indépendantes) alors d’aprés ce qui précéde on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.3 Soient X,Y deux v.a continues de copule C. Le rho de Spearman de X

et Y est définit par :

pxy = 12// C (u,v) dudv — 3. (2.16)
12
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En effet :

pxy = pc = 3Q (C,1I)

= 12// wvdC (u,v) —
12
= 12//C(u,v)dudv—3.
12
1

Car les variables U,V sont uniforme d’espérance E(U) = E(V) = 3, et de variance

|

Var(U) =Var(V) = =, alors C' peut s’écrire :

12’

(2.17)

E(UV) - E(U)E (V)
V/Var (U) Var (V)

Preuve. Nous avons / / uvdC' (u,v) présente 'espérance de (U, V') alors :
12

pc—12//uvd0 u,v) — 3
]12

= 12E(UV) - 3

= 12(E(UV) — 3/12)
_EUV)-1/4

B 1/12
_E@UV)-EU)E(V)

V/Var (U)/Var (V)

Ce nous qui donne le formule précédente 2.17, m

Exemple 2.2.2 Soit C une copule de Farlie-Gumbel-Morgenstern, de paramétre 0 tel que
0 € [—1,1] (1.24), alors :

Co (u,v) = uv + Ouv (1 —u) (1 —v),
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donc :

//Cg(u,v)dudv://uv+9uv(1—u) (1= v) dudv
o

1736

Et le rho de Spearman :

0

Exemple 2.2.3 Soit C la copule de Marchal Olkin, de paramétres 0 < «, B < 1 définie

par :

Co (u,v) = (2.19)

donc on établit que :

1 a+
//C’aﬁ (u,v) dudv = 5 (m) :

Le rho de Spearman on établit que :

1 af
%ﬂ—z(ﬁtzﬁrﬁ)' (2.20)

La table (2.1]) présente les deux types de mesure principales qui sont le tau de Kendall et

le rho de Spearman de quelques copules usuelles :
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Copule Tau de Kendal Rho de Spearman

Normale 7= 2Arcsin(p) || p= LArcsin (£)

Gumbel T=1-3% /

Frank T=1-4500 )y =1 1921000

Clayton T = % /

Marshall olkin || 7 = a_zg 5 p=7 <%>

F-G-M T =20 p="2

MinMax 7=l p=3-— gz:izzl;;ﬂog;’f 12 (~1)" &

TAB. 2.1 — Présentation de Tau de Kendall et Rho de Spearman de quelques copules.

2.3 Estimation paramétrique

2.3.1 Meéthode d’inversion du tau de Kendall et du rho de Spear-

man

Cette méthode consiste a estimer les parameétres recherchés en utilisant certaines mesures

d’association telles que le tau de Kendall ou le rho de Spearman. Car il existe une relation

entre ces mesures et le parametre de dépendance de la copule [6].

Soit Cy la copule du couple aléatoire (X,Y") de copule paramétrée par 6.

Estimation basé sur le tau de Kendall

Puisque le tau de Kendall s’écrit en fonction de la copule Cp donc du parametre 6 (2.11),

et alors définie par :

xy = f(0) = 4//09 (u,v) dCq (u,v) — 1,
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ou f est une fonction continue et dérivable, alors un estimateur 0TK de 6 est défini par :
0" =7 (#), (2.21)
telle que 7 ou 7, est estimateur empirique de 7 (2.9)).

Estimation basé sur le rho de Spearman

De méme que pour le tau de Kendall le rho de Spearman s’écrit en fonction de Cy donc

du parametre 6 (2.16)), définie par :

pxy =g (0) = 12//09 (u,v) dudv — 3,
12

ol g est une fonction continue et dérivable, alors un estimateur ORS de 0 est défini par :
67 = g1 (p), (2.22)

telle que p est ’estimateur empirique de p.
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Copule de Gumbel

Parmi les copules Archimédiennes on peut citer la copule de Gumbel qui est la plus utilisée
pour modéliser une dépendance de I'extrémité supérieure d’une distribution.

On remarque pour cette copule une asymétrie provoquée simplement par une dépendance
trés importante au niveau de ’extrémité supérieure de la distribution, et une dépendance

presque nulle dans sa partie inférieure.

3.1 Caractérisation de la copule de Gumbel

Nous allons d’abord présenter les caractéristiques théoriques de la copule de Gumbel.

Définition

Comme cité dans le premier chapitre ((1.20)) la copule de Gumbel est définie par :

o 1,0) = 93 oo ) + o )] = xp { = [(- 1m0+ (-]} vz 1 3y

Dont la fonction génératrice pp = (—In 25)‘9 vérifie pour t € [0, 1], les caractéristiques

suivantes :

1. La fonction génératrice inverse est o, (t) = exp (—t%) :
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4. SDle(t) = —%(—lnt)afl et golg(t) < 0 pour 6§ > 1.

"

5. @g(t) = —5(—Int)2[0 — 1 —Int] et gog(t) < 0 pour 6 > 1.

Ainsi, ¢ est une fonction continue strictement décroissante de I dans [0, +00], convexe.

Pour # = 1 la copule de Gumbel n’est autre que la copule d’indépendance :

=

}

C1 (u,0) = 1 o1 (1) + 1 (0)] = exp { = [(~Inw)" + (= nv)']
=exp{—[(—Inu) + (—Inv)]} = exp (Inu — Inv)

= exp (Inuv) = wv.

Gumbel,copule d'independence

10

x[2.]
08

04
|

02
|

00

I T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

A1.]

Fi1G. 3.1 — Nuage de points de la copule de Gumbel pour 6 = 1.

La copule de Gumbel est une copule de valeurs extréme. En effet, pour une constante ¢
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réelle positive, on a :

D=

C(u',v") = exp— [(—Inu’)? + (—Inv")’]

S

=exp— [t’ [(-Inu")’ + (= In0v")"]]
=exp—t[(—lnu)’ + (—In v)e}%
= (exp — [(=Inu)’ + (— Inv)’] é)t

= C"(u,v).

Densité

Nous savons que la densité d'une copule (1.11]) deux fois différentiable, est telle que la

densité de copule de Gumbel est :

oy (eXp {— [(=10w)+ (~nv)’] 1/9})

co(u,v) = oudv Oudv ’ (3.2)

Alors on commence la dérivation par rapport & la premiére variable w :

S (exp {— (- w) + (v’ WD
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Ensuite on dérive par rapport a la deuxiéme variable v :

y oo+ mo)?)

So-1)

8209(u, 1}) ((—1n7t)6+(—1n1))0)
Oudv o

| (—Inw)’ exp (— ((— nu)’ + (—In v)9> ’
)9>§(291)

) (9 + ((-m)a + (—hw)@)

wolnu Inwv

<(— Inu)’ 4+ (—Inwv

Exemple 3.1.1 Densité de la copule de Gumbel pour n = 500.

Fic. 3.2 — Densités de la copule de Gumbel pour § = 2,0 = 5 et § = 10 de gauche a droite
respectivement.
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Chapitre 3.Copule de Gumbel

3.2 Mesure d’association de la copule de Gumbel et
estimation

3.2.1 Coeflicient de corrélation de Kendall

Le tau de Kendall pour une copule C(u,v) est défini par (2.11]) :

r=4 / / 2C (u, v)dC (u, v) — 1

—4E(C(U,V)) — 1 = 4E(X) — 1.

Pour avoir la forme du tau de Kendall pour une copule archimédienne [12] nous citons le

théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 Soit C' une copule Archimédienne générée par p, Soit Ko(t) la fonction

de répartition de la copule C sur le domaine D = {(u,v) € 1?/C (u,v) < t}, alors :

Koy —t— 20y (3.3)

ot @, (t) est la dérivé de py(t).

Soit dans le cas de la copule de Gumbel :

tint
Ko(t) =t — —r
c(t) 7
Ainsi, la densité de X tel que X = K¢ (t) est :
’ 1 Int
Ka(t)=1—>— 2%,
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Par conséquent, on a :

E(X):/OltK’C(t)dt:/Olt(1_%__
)
SO

D’ou le tau de Kendall pour une copule Cy(u,v) :

T=1-—-.

On en déduit que par méthode d’inversion ([2.21]) :

I = ) =

3.2.2 Valeurs empiriques des coefficients de dépendance

Tau de Kendall et rho de Spearman

1—7

)

(3.4)

(3.5)

Les valeurs empiriques du tau de Kendall et du rho de Spearman sont représentés dans les

deux tableaux suivant, ainsi que les nuages de points associés. On fait varier les tailles de

I’échantillon n = 500, n = 1000 et n = 2000, pour deux valeurs différentes du parameétre

0=2et §=28.
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TAB. 3.1 — Coefficient de dépendance de la copule de Gumbel.
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Pour § =2 :

['zlx

1,1

0.9789199

1,1

0.8818758 | 0.9795685
38

1000 | 0.8632392 | 0.9730055

2000 | 0.878044

500

1,1

Fic. 3.3 — Nuage de points de la copule de Gumbel pour ¢ = 2.
TAB. 3.2 — Coeflicient de dépendance de la copule de Gumbel.

Pour § =8 :
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x2,]

D’aprés les tableaux (3.1]), (3.2) et aussi les figures (3.3)) et (3.4) on remarque que :

n=500

n=1000

n=2000
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Fic. 3.4 — Nuage de points de la copule de Gumbel pour ¢ = 8.

e La dépendance est importante entre les deux variables surtout aux points extrémes (0, 0)

et (1,1).

e [l y a une forte dépendance quand le parameétre de copule # augmente.

Dépendance des extrémes

Par un résultat de Nelsen (2006), on a que [1] :

et

Au

AL =

—9_

Pour notre copule de Gumbel, on a :

/\L = lim

1
t=+oo exp —to

exp —(2t)o

1

et (2t)
oo g1 (1)

lim

1—<p_1

(24)

t—ot 1 — QD_I (t) ’

lim exp
t——+o00
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et

1 —exp—(2t)

S

)\U = 2— lim

t=0% 1 —exp — (t)

D=

On calcule les mesures d’association telle que le tau de Kendall 7, et le rho de Spearman

p. et la dépendance de queue inférieur (lawer) A, et supérieur (upper) Ay de copule de

Gumbel.

Te

Pe /\L

Au

0.5
0.8
0.875

0.6828545
0.943039
0.9773597

0.5857864
0.8513016
0.9094923

TAB. 3.3 — Mesures d’association et la dépendance de queue de copule de Gumbel.
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Fic. 3.5 — La dépendance de queue pour paramétre différente.
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D’apré le tableau ({3.3) et le figure (3.5 on observe :

Le copule de Gumbel est une asymétrique ot elle possede une dépendance de queue supé-

rieur Ay augmente lorsque 6 et ne posséde pas une dépendance inférieure.

3.2.3 Estimation de paramétre de dépendance 0

Estimer le parametre 6 par la méthode d’inversion pour n = 500 et n = 1000 et calculer
1

le biais=1 3 (0-0)et RMSEz(%% (0- 9)2) "
=1

i=1

n 0 | 67K Biais RMSE RS Biais RMSE
1.960581 | —0.03941935 | 0.0770706 || 1.950516 —0.0494836 | 0.08406512
500 4.929092 | —0.07090837 | 0.2811585 | 4.910761 —0.08923858 | 0.3225149
7773822 | —0.2261782 | 0.4763117 || 7.741059 —0.2589415 | 0.4936444
1.993741 | —0.009965781 | 0.07299124 || 1.990256 —0.009743844 | 0.06992813
1000 | 5 | 4.862159 | —0.1378411 | 0.2477758 || 4.84291  —0.1570901 | 0.2591656
8 | 8.102206 | 0.1022062 0.4311046 || 8.126304 0.1263038 0.4092352

TAB. 3.4 — Représentation de Biais et RMSE de ’estimation de parameétre de la copule
de Gumbel.

Pour une dépendance assez importante aux extrémités de la distribution et pour des
échantillons de taille différentes n = 500 et n = 1000 nous obtenons des estimateurs 6 du
parametre 6 trés proche de la vraie valeur du paramétre comme indiqué par la valeur du
biais tres proche de 0 et ceci pour les deux méthodes d’inversion du tau de Kendal et du

rho de Spearman comme indiqué dans le tableau.
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Conclusion

es copules jouent un role trés important dans la statistique mathématique, notam-
Lment la caractérisation de la mesure de dépendance entre les variables aléatoires, en
modélisant cette dépendance avec plus de précision que le coefficient de corrélation, le tau
de Kendall ou le rho de Spearman qui ne font que mesurer cette dépendance.
Grace a ces avantages, la théorie des copules a été utilisée dans nombreux domaines
mathématiques telle que la finance, 'actuariat, ’hydrologie...ect
L’étude de la dépendance n’a pas cessé d’intéresser les statisticiens. Une telle étude s’était
restreinte pour longtemps aux distributions normales pour leurs propriétés remarquables
surtout étre internes par I’addition, I’équivalence entre I'indépendance et la non-corrélation
et la gaussienneté de leurs marginales. Cependant elles présentent des inconvénients, par
exemple, elles n’attribuent d’importance au queux des marginales qui peuvent présenter
un tres grand risque en cas de modélisation de risques.
Une alternative de construction de fonctions de répartition multivariées est basée sur les
copules qui permettent un large choix de marginales et de types de dépendance.
De plus, on a plusieurs méthodes d’estimation des paramétres basées sur les copules comme
la méthode du maximum de vraisemblance "MV", la méthode des moments "MM" et la
méthode d’inversion du tau de Kendall et du rho de Spearman qui étude la simulation.
Dans le cas bivarié la méthode d’inversion peut étre une bonne méthode d’estimation en

termes de biais et RMSE.
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Annexe A : Logiciel R

Le logiciel R est un logiciel de statistique dédié a I'analyse des données et a leur visuali-
sation, il contient une collection d’outils pour la statistique, un environnement graphique
et un langage de programmation orienté objet. Il existe plusieurs versions de R telle que
R.3.0.3

Dans cet partie on va présenter les instructions et les commandes du logiciel R , il contient
plusieurs package surtout les packages "copula" et "gumbel" qui nous intéresse le plus.
Fonctions utilisées : les fonctions utilisées dans notre application sont :

gumbel.cop <- gumbelCopula(f) : Pour définie une copule de gumbel (dimension 2)
x <- rCopula(n, gumbel.cop) : Générer un échantillon de taille n.

cor(x, method = "kendall") : Calculer le tau de Kendall empirique.

cor(x, method = "spearman") : Calculer le rho de Spearman empirique.
tau(gumbel.cop) : Calculer le tau de Kendall théorique.

rho(gumbel.cop) : Calculer le rho de Spearman théorique.

taillndex(gumbel.cop) : calculer la dépendance de queue "lower,upper".

mean :calculer le moyenne.

iTau(gumbel.cop, cor(x, method="kendall" )[1,2]) :Estimation de la copule de
gumbel par la méthode d’inversion basée le tau de Kendall.

iRho(gumbel.cop, cor(x, method="spearman")[1,2]) : Estimation de la copule de
gumbel par la méthode d’inversion basée le tau de Kendall le rho de Spearman.

plot(u) : pour dessiner le graphe.

45



Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abrévariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

.a Variable aléatoire.

Convergence en loi, convergence en distribution.

iid Indépendantes identiquement distribuées.
I,1? 0, 1], [0, 1]?respectivement.

R [—o0, +0].

H F G Fonction de répartition jointe et marginales.
C Copule.

E(X) Espérance de X.

Var (X) Variance de X.

Cov(X,Y) Covariance de X et Y.

W, M, 11 Copules min, max et prouit.
F—G—M  Farlie-Gumbel-Morgenstern.
c Densité de la copule.

Xy Coefficient de corrélation linéaire.
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h

T, TC, TX)Y
P, PC, PXY
/f_? T’”’ ﬁ? p’ﬂ

¢

~

0
éTK
éRS

uv

Densité de la distribution conjointe.

Tau de Kendall.

Rho de Spearman.

Tau de Kendall et rho de Spearman empiriques.
Fonction de la loi normale standard.

Estimateur de parameétre 6.

Estimateur de # par 'inversion de tau de Kendall.
Estimateur de 6 par 'inversion de rho de Spearman.

Variables aléatoires uniformes.
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