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Introduction

a modélisation des événements extrémes (ouragan, tremblement de terre ou inon-

Ldation, crues, crises ...nanciéres, krachs, chocs pétroliers) est aujourd’hui un
champ de recherches particuliérement actif, notamment par 'importance de leurs impacts
économiques et sociaux. En particulier, depuis quelques années, on note un intérét crois-
sant pour I’application de la Théorie des Valeurs Extrémes (TVE) pour la modélisation
de tels événements. La théorie des valeurs extrémes permet d’évaluer les événements rares
et les pertes associées a leur apparition. En d’autres termes lorsqu’une perte importante
survient, cette théorie permet d’en évaluer 'ampleur. De plus cette théorie acquiert une
importance particuliére du fait qu’elle s’intéresse directement & la queue de la loi.
Nous parlerons également de la fiabilité, en particulier de la fiabilité des machines. Dans
ce mémoire, I’étude sera seulement sur la loi de Weibull.
Notre mémoire est organisé comme suit :
Chapitre 1 : Divisez ce chapitre en deux parties, la premiére partie nous proposons
la théorie des valeurs extrémes. Cette théorie est basée sur la statistique d’ordre d’un
échantillon de taille n, le comportement asymptotique du maximum. Cette approche est
basé sur le théoréme de Fisher et Tippett qui sert & modéliser les maximums preuvés en
1928, la preuve compléte a été proposée par Gnedenko 1943.
La deuxiéme partie nous proposons la fiabilité. Dans cette section, nous examinons en
particulier la fiabilité des machines. Ou nous fournissons des lois de fiabilité en général,

puis nous utilisons la loi de Webull pour modéliser les données de fiabilité.



Introduction

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’estimation de I'indice pour les lois & queue
de type weibull. On a d’abord estimateur de type Hill et sa propriétés avec comparaison
avec d’autres estimations. Ensuite nous utilisation de poids et estimateur Zipf. Enfin nous

touchons un estimateur débiaisé.



Chapitre 1

Théorie des valeurs extrémes et

fiabilité

1.1 Théorie des valeurs extrémes

La théorie des V.E a été développée pour ’estimation de la probabilité d’occurrence d’évé-
nements extrémes. Elle permet d’extrapoler le comportement de la queue de distribution
des données & partir des plus grandes observations.

Dans ce chapitre, nous parlons spécifiquement des lois & queue de type weibull.

1.1.1 Statistiques d’ordre

Définition 1.1.1 (Statistique d’ordre) La statistique d’ordre d’une suite de n variables
aléatoires (v.a’s) indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) (X1, ..., X,,) est le ré-

angement croissant de cet échantillon elle est dénotée par X, ..., Xy, telle que
Xl,n S S Xn,n-

pour 1 < i < n, la variable X;,, est appelée la i-iéme statistique d’ordre (ou statistique

d’ordre i). Elles sont nécessairement dépendantes en raison des relations d’inégalité entre

3



Chapitre 1. Théorie des valeurs extrémes et fiabilité

elles.

La premiére statistique d’ordre, noté X, est le minimum de ’échantillon de taille n
Xy, =min(Xy, ..., X,,).

La derniére statistique d’ordre noté X, ,, est le mazimum de l’échantillon de taille n
Xy = max(Xy, ..., X,).

On obtient la correspondance entre minimum et maximum par la relation suivante :
min(X7y, ..., X;,) = —max(—Xy, —Xs..., — X,,) ainsi, tous les résultats que nous allons pré-

senter pour les maxima pourront étre transposés pour les minima.

Définition 1.1.2 (La distibution et la densité de la i-éme statistique d’ordre) La
distribution de la i-éme statistique d’ordre(F;,) pour 1 <i <n est définit comme suit :
On pose Y, = >} _ 1ix, <z (le nombre de répétitions de l’évenement X < x en n expé-

riences indépendantes), alors la v.a'Y,, suit une loi binomial B(n, F(z)).Donc on a :

Alors,

= P(au moins i Xy sont plus petites que x)

=P (Y, >1i)
:ZP(Yn:r)

= Z CT(F(z)) (1—F)"™" , —oco<z<+00
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Sa densité est

" (F@I - P f@) zeR

Jinl®) = G =)

ot f est la densité associée o F'.

Proposition 1.1.1 (La distribution et la densité du X, , et X, ,) Soient Xi,...X,,
n v.a’s i.1.d, de fonction de distribution commune F.

— La fonction de repartition de X, est

FXl,n (:U) = P{len S x}

:1—P{ﬁ{Xi>x}}

n

—1-J[a-P{xi <o}

=1

=1—(1-F(x))".
— La fonction de repartition de X, , est
Fx, (x) = P{Xn, <z}

o[

=1

— La densite de X, ,, est



Chapitre 1. Théorie des valeurs extrémes et fiabilité

— La densite de X, ,, est

frn(x) = n[F(@)]"" f(2).

Définition 1.1.3 (Fonction de survie) On appelle fonctions de survie d’une v.a X la

fonction définie sur R par

elle est ausst appelée la queue de la distribution.

Définition 1.1.4 (Fonction de quantile) La fonction quantile associée o F est l'in-

verse généralisé de F' c’est une fonction continue & gauche définie par :
Qt)=F(t)=inf{zr e R: F(x) >t}, 0<t<l1

Définition 1.1.5 (La fonction de répartition empirique) La fonction de répartition

empirique associée & un échantion (Xi, ..., X,) est définie par :
(x) = —1 - 1 €
F.(r) = E <z1, T ER.
né= {X;<z}
avec

)

F.(Xin) = %, pouri=1,...,n.

Définition 1.1.6 (Fonction du quantile empirique) La fonction du quantile empi-

rique d’un échantillon (X1, ..., X,) est définie par

1 :
Qn(t) =F,; (t) = Xin, o<t pouri=1,...n.
n n
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1.1.2 Lois limites des valeurs extrémes

Le théoréme ci-dessous est fondamental en théorie des valeurs extrémes puisqu’il précise
les lois limites possibles pour le maximum renormalisé. Ce théoréme est ’équivalent du

théoréeme central limite pour les queues de distribution.

Théorlme 1.1.1 (Fisher-Tippett(1928), Gnedenko(1943)) Soit (X;);>1 une suite
des v.a’s, i.i.d. et s’il exviste deuz suites de constantes de normalisation (a,),, > 0 et
(bn)p>1 € R et une loi non-dégénérée H telles que pour tout v € R

lim P {— < x] = lim F"(a,x + b,) = He(x).

n—oo a’TL n—oo

ou He est la fonction de répartition de la loi des valeurs extrémes(EVD). Alors & une

translation et un changement d’échelle prés. La lois limite peut prendre trois forme pos-

sible : )

0 <0

(Loi de Fréchet) ®¢(z) = ) et& >0
exp [—xif] x>0

> 1

exp —(—:c)_E} x<0

(Loi de Weibull) V¢(x) = et £ <0
1 x>0

(Loi de Gumbel) Hy(x) = A(z) = exp [—exp(—1)]

Ces trois distributions limites sont appelées les distributions de valeurs extrémes standard.

Définition 1.1.7 (Jenkinson-von Mises) Il est possible de rassembler les trois familles
de lois de valeur extréme en une seule famille paramétrique (He(z),& € R) dite famille
des lois des valeurs extrémes généralisées notée GEV (Generalized Extreme Value). Elle
est paramétrée par un seul nombre réel & € R appelé indice des valeurs extrémes notée
EVI(Eztreme Value Index) ou indice de queue, mais toujours & un facteur de changement

d’échelle et de translation prés. La fonction de distribution de la famille H des valeurs
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extrémes généralisée (GEV) est, pour £ € R,

. [— (1+ex)s| si€£0, 1+€x>0.
exp [— exp (—z)] si&=0, xeR.

Nous avons alors les correspondances sutvantes

Be(a) = Hel(r—1) /€], 7 € R,
We(w) = Hel(w+1) /€], 2 € R,
A(x) = Hy(z).

Pour les variables non centrées et non réduites, on peut écrire He(x) sous une forme
plus générale (appelée forme paramétrée de von Mises) dans laquelle on fait apparaitre un

paramétre de localisation |1 et un paramétre d’échelle o

_ o\ € _
exp —(1+§%) si§%0,1+§%>0.

exp | — exp [— (m—,u) } st & =0,reR.

g

He o) = JER, 0 eRY

Remarque 1.1.1 On peut passer de l'une des trois lois a ['autre relativement facile-

ment.Supposer X > 0

X~nd, = h(X)~A= -X1~1T,.

1.1.3 Loi max-stable

Définition 1.1.8 La loi H est dite maz-stable si pour tout n > 2, (X1, ..., X,) étant des
v.a’s, i.i.d de loi H, il existe a, > 0 et b, € R, tels que (X, — by) /a, suit la loi H.

Alors la loi limite des valeurs extrémes est une lot max-stable.
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1.1.4 Fonctions a variations lentes

Les fonctions a variations lentes sont généralement dénotées par L(.).

Définition 1.1.9 Une fonction mesurable positive L est dite a variation lente a l'infini

St
L
lim (A7)
s ()

=1, VA > 0.

Corollaire 1.1.1 (La représentation de Karamata) L(.) est une fonction a varia-

tion lente si et seulement si pour tout x > 0 :

L(z) = c(z) exp {/I#dt} ,

ouc:R, — R,, e: Ry — R, telles que :

lim ¢(x) = ¢ € ]0, +o0] et lime(z) = 0.

T— 00 r—00

Remarque 1.1.2 Si la fonction c est constante, on dit que L est normalisée.

1.1.5 Fonctions a variations réguliéres

Définition 1.1.10 Une fonction mesurable U : RT — R™ est a variations réguliéres

d’indice o € R a Uinfini (on notera par la suite U € RV,) si pour tout A > 0 :

lim Ulhz)

=\~
i U (1)

Sia =0, on dit que la fonction U est & variations lentes (U € RV ). En remarquant que
st U est a variation réguliére d’indice o alors U(x)/x® est & variation lente.

Toute fonction o variation régquliére d’indice o peut toujours s’écrire sous la forme :

U(x) =z%L(x), L € RV,.
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Remarque 1.1.3 Soit U une fonction a variation réguliére d’indice . En utilisant le fait

que U(x) = z*L(x), on déduit facilement que pour tout x > 0 :

U(z) = c(x) exp {/lxt_ls(t)dt} :

ol ¢ et € sont des fonctions positives telles que :

lim ¢(x) = ¢ € ]0, +o0] et lime(t) = a.

T—00 t—o0

Théorlme 1.1.2 Supposant que pour une fonction f : Rt — R mesurable, il existe une

fonction a > 0 telle que pour tout x > 0 :

1
f('rt)_f@) :W(.’L’) ¢ a SZO[;AO.

clog(z) sia=0.

Ot la fonction W n’est pas constante, ¢ # 0. La fonction a est appelée fonction auxiliaire

de f. Si f vérifé U’hypothése du théoréme ci—dessus avec a # 0 alors f € RV,,.

ThéorBme 1.1.3 Soit f et g deux fonctions positives et continues. Soit 0 < a < b < o0

et soit (ay,) et (b,) deux suites :

an

lim supa,, = oo, lim sup =1.

n— oo n— o0 Apt1

lim by, f (anz) = g(),

n—oo

pour tout x € [a,b]. Alors f est a variation réguliére.

Théorlme 1.1.4 Soit [ une fonction positive et monotone, g une fonction (a,) et (b,)

deux suites telles que :

Qn

lim sup b, = oo, lim sup =1

n—00 0o Ap+1

10
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lim b, f(ant) = g(t),

n—oo

pour t est dense dans sous-intervalles de [0,00[. Alors f est a variation réguliére.

Corollaire 1.1.2 Si U € RV, alors :

o sta> 0,
Ulx) — quand r — 1.

0 sta<0,

1.1.6 Condition de second ordre sur les fonctions a variations

lentes

On fait 'hypothése du second ordre habituelle sur la fonction & variations lentes,a savoir

quand r — o0

o (L (Az)

) ~ o, . (1)

ou A > 0, avec

A
K,(\) = /1 trdt.

Le parameétre de second ordre p < 0 controle la vitesse de convergence de L (Az) /L (x)
vers 1. Plus p est proche de 0, plus la vitesse de convergence est faible. On a toujours
b(x) — 0 quand = — oo et |b] € RV,,.

Cette hypothese est trés souvent utilisée pour étudier le comportement asymptotique des

estimateurs de I'indice des valeurs extrémes.

1.1.7 Caractérisations Générales

Définition 1.1.11 (Point terminal) On appelle point terminal de la fonction F, le réel
Tp définit par :

rp=sup{r € R: F(z) < 1}.
Définition 1.1.12 (Queue équivalente) Deuz distributions F' et H seront dites a queue

11
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de distribution équivalente (tail equivalent) si elle posséde le méme point terminal, ie.

Tp = Xy, et st pour une certaine constante positive ¢ > 0

lim F(SE) =
atep H (l’)

Définition 1.1.13 (Domaine d’Attraction) On dit qu’'une distribution F appartient
au domaine d’attraction de H, et on note F' € D(H¢) s’il existe des suites réelles (a,),~, >

0 et (bn),>; € R telles que :

lim F"(a,z + b,) = He(z).

Définition 1.1.14 (Fonction queue) La fonction queue est définie par :

U(t):@<1—%>:(1/ﬁ)ﬁ 1<t <o

ot @ est la fonction quantile associée a F.

1.1.8 Domaine d’attraction de Weibull

Dans cette section, nous caractérisons le domaine d’attraction de V¢ pour £ < 0 Un fait
important, bien que pas du tout évident, est que tout F' dans D (¥¢) a un point terminal

rr finite.

ThéorBme 1.1.5 La fonction de répartition F appartient au domaine d’attraction de la
loi de Weibull avec un indice de valeur extréme & < 0 si et seulement si xp < +00 et

1 — F* est une fonction a variations réguliéres d’indice 1/£ avec

. 0 st <0
F*(z) =
F(ep—at) siz>0

12
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Les suites de normalisation (a,) et (b,) sont données par :
an:a:F—U(n):xF—Q(l—%),bn:a:F.
Corollaire 1.1.3 On dit que F' € D (¥¢) avec & < 0 si et seulement si xp < 400 et
F(zx)=1- (zp — x)_% L((zp— x)_l) , L()€eRV.

Corollaire 1.1.4 (Condition de Von Mises)
Soit F' une fonction de répartition absolument continue avec une densité f positive sur un
certain intervalle [z, xp|

. (ep—2) fle) 1
zlep F(x) 13

alors F' € D (V).

Proposition 1.1.2 (Propriétés de fermeture)
Soient F' et H deux distributions de probabilité. Supposons que F' € D(H;) avec a,, > 0 et
b, les constantes de normalisation ie,

lim F" (a,x 4+ b,) = Hi(x) alors lim H" (a,x + b,) = Hy (ax +b),

n—--auo~o n—--auo=Qo

st et seulement si pour a >0 etb € R, F' et H sont a queue de distribution équivalente.et
St

Hy = V¢ alors b =0 etc:a%.

13
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1.2 Fiabilité

1.2.1 Durée de vie
Définition de durée de vie

Le terme de durée de vie est employé pour désigner le temps qui s’écoule jusqu’a la surve-
nue d’'un événement particulier. cette notion de durée de vie est observée dans plusieurs
domaines tels que la médecine, la fiabilité, I’assurance, I’économie, la biologie et d’autres

domaines. Dans cette étude, nous nous intéressons au domaine de la fiabilité.

1.2.2 Définition de la Fiabilité

(1) La fiabilité est 'une des composantes essentielles de la qualité d’un produit et elle
est retenue en tant que critéere fondamental pour leur élaboration. Elle est prise en
considération dés le stade de la conception.

(2) La fiabilité est la caractéristique d’'un dispositif exprimée par la probabilité que ce
dispositif accomplisse une fonction requise dans des conditions d’utilisation et pour une

période de temps déterminée.

Remarque 1.2.1 — Plus une machine est constituée d’un nombre important de compo-
sants plus la fiabilité de cette derniére a tendance o diminuer. Lorsque les composants
sont trop nombreux ou trop complexes, il arrive fréquemment un moment ot la maitrise
de la fiabilité n’est plus possible et l’hypothése d’une défaillance trés probable.

— Un ensemble composé de piéces de trés haute qualité ne garantie pas nécessairement une
grande fiabilité aprés assemblage (les interactions qui se produisent entre les composants
diminuent la capacité de l’ensemble).

— De méme, une grande fiabilité sous certaines conditions ne garantie pas forcément une
grande fiabilité sous d’autres conditions.

— La meilleure connaissance de la fiabilité provient de l’analyse des défaillances lorsque

14
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les produits sont en seruvice.

— La non-fiabilité d’un produit ou d’un bien augmente les cotts de l’aprés vente( applica-
tion des garanties, frais judiciaires, etc...). Construire plus fiable augmente les codts
de conception et de production. Le codt total du produit prendra en compte ces deux

tendances.

1.2.3 Fonction de fiabilité et fonction de défaillance

On note parT une variable aléatoire continue & valeurs positives et possédant une densité

de probabilité f.

Définition 1.2.1 (Fonction de défaillance) La fonction défaillance de T est définie
par

F(t):P(Tgt):/tf(t)dtpourtZO.

F(t) est la probabilité qu’un dispositif prélevé au hasard dans la population considérée ait

une défaillance avant ["instant t.

Définition 1.2.2 (Fonction de fiabilité) La fonction de fiabilité est définie par
Rt)=P(T>t)=1-F(t) = / f(z)dx = pourt > 0.
t

R(t) est la probabilité qu’un dispositif prélevé au hasard dans la population considérée n’ait

pas de défaillance avant l’instant t.

Proposition 1.2.1 e Comme F(t) est une fonction croissante, la fiabilité R(t) est une

fonction décroissante.

e R(0)=1et lim R(t)=0.

e P(t; <T < t2) R(t1) — R (ts)
o f(t)=-R(t).

o F(t)+ R(t) =1

15
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Estimation de F(t) :

Méthode des rangs bruts :

n;
F(t;) = —.
(t) =
Méthode des rangs moyens :
n;
(t:) n+1
Méthode des rangs médians :

o

n; : rang de la défaillance survenant & 'instant .

Définition 1.2.3 Le taux d’avarie moyen dans un intervalle [t,t + At] est défini par

R(t)—R(t+At) 1

R (t) “ Al

Définition 1.2.4 (Taux de défaillance instantané) L’ écriture mathématique du tauzx

de défaillance a Uinstant t, noté \(t), défini sur R est le suivant :

. Rt)—-R(t+At) 1  f(1)
Al = fim =0 “At T R

et satisfait A(t) > 0, Vt et

On alors

16
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1.2.4 Indicateurs de fiabilité

Taux de défaillance

Définition 1.2.5 )\ représente le taux de défaillance ou le taux d’avarie. Il caractérise la
vitesse de variation de la fiabilité au cours du temps. La durée de bon fonctionnement est

égale a la durée totale en service moins la durée des défaillances.

_ Nombre total de défaillances pendant le service

A\ =

Durée total de bon fonctionnement

Temps moyen de bon fonctionnement :

Définition 1.2.6 Le MTBF (qui vient de l’anglais Mean Time Before Failure) représente
la moyenne des temps de bon fonctionnement entre deux défaillances. En d’autres termes,

1l correspond a l’espérance de la durée de vie t.

+00
MTBF =E(T) = R(t)dt.
0

1.2.5 Fiabilité des systémes

On s’intéresse a un ensemble de n composants ou sous-systémes, montés en série ou en
parallele.
Soient Ty la durée de vie du composant k, R sa fiabilité et Ay son taux de panne.

La durée de vie T' du systeme est telle que

T >t <= Ty >tpourtout k € {1,2,....,n},
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Chapitre 1. Théorie des valeurs extrémes et fiabilité

(1) En série

R(t)=P (T > 1)

|
T

(Ty >tNTy >tN..NT, >t)

Si les n composants sont identiques avec une méme fiabilité R (¢) la formule sera la

suivante

Si les taux de défaillances sont constants au cours du temps la fiabilité sera calculée

selon la formule suivant :

R(t) = He”\’“t,
k=1

avec
1
MTBF = ,
M+ + .+,
si en plus, les composants sont identiques Ay = Ay = ... = A\, = \. Alors

1
R(t)=e ™ MTBF = —.
(t) =e ", Y

Et T'= min {Tl,TQ, Tn} .
(2) En paralléle

n

Rt)=P(T>T)=1-]](1-Re(t).

k=1

Si les "n” composants sont identiques R = Ry = Ry = ... = R,, Alors
Rt)y=1—(1-R(®))".

On note T' = max {1, Ts, ..., T,,} .

18



Chapitre 1. Théorie des valeurs extrémes et fiabilité

1.2.6 Utilisation de la loi de Weibull pour modéliser les données

de fiabilité

La loi de Weibull est la plus couramment utilisée pour la modélisation des données de
fiabilité. Cette loi est simple & interpréter et a de nombreuses utilités dans I'analyse de
fiabilité.

On retrouve alors, pour tout t > v la fiabilité, la défaillance, son taux et la densité pour

la loi de Weibull.

conclution 1.2.1 e Fonction de fiabilité :
e Fonction de défaillance :

e Densité de probabilité :

frt|v,n,B) = g <t_77)ﬂ_lexp [— (t_Ty)ﬁ] .

e Son tauz de défaillance instantané :

Ou B, n et v les paramétres de weibull

B : paramétre de forme (5 > 0).
n : paramétre d’échelle et indique l'ordre de grandeur de la durée de vie moyenne (n > 0).

v : paramétre de position ou paramétre de décalage (— oo <y < +00).
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Chapitre 1. Théorie des valeurs extrémes et fiabilité

Relation entre les parameétres de la loi de Weibull et les fonctions de fiabilité

e Si § < 1 le taux de défaillance est décroissant, nous avons donc des pannes de jeunesse.

e si f =1 le taux de défaillance est constant.

si 8 > 1 le taux de défaillance est croissant, panne de vieillesse ou maturité en mécanique.

Si v =0 : on étudie la fiabilité des la premiére utilisation de la machine.

Si~ > 0: on étudie la fiabilité un certain temps apres la premiére utilisation de I’appareil.

Modéle du maillon faible

La loi de Weibull permet également de modéliser la distribution de données de durée
de vie dans lesquelles de nombreux processus identiques et indépendants entrainent une
défaillance, et oul le premier processus qui atteint un stade critique détermine la durée
avant défaillance. La théorie des valeurs extrémes est un élément fondamental du modeéle
de "maillon faible", ot de nombreux défauts peuvent étre a l'origine de la défaillance
finale. Etant donné que la loi de Weibull peut étre dérivée de la loi des plus petites valeurs
extrémes d’un point de vue théorique, elle peut également fournir un modele efficace pour
les cas de type "maillon faible" comme les défaillances en lien avec les condensateurs,
les roulements a billes, les relais et la résistance des matériaux. Cependant, si la variable
recherchée admet des valeurs négatives, la loi des plus petites valeurs extrémes est plus
adaptée, car la loi de Weibull peut uniquement modéliser des valeurs positives en raison

de sa borne inférieure de 0.
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Chapitre 2

Estimation de I’indice de queue de

Weibull

Nous nous intéressons ici & une famille particuliére de lois : les lois a queues de type
Weibull. Cette famille regroupe notamment les lois de Weibull, normales, gammas, etc...

Ces lois sont indexées par un parametre appelé I'indixe de queue. On présente ici un esti-
mateur de cet indice ainsi que ses propriétés asymptotiques (consistance faible et normalité
asymptotique).

L’indice des valeurs extrémes ne fournit donc aucune information sur la vitesse de décrois-
sance de la fonction de survie a I'intérieur de cette famille de loi. C’est I'indice de queue de
Weibull qui nous donne cette information : une valeur de § proche de zéro (resp. U'infini)

correspond & une décroissance rapide (resp. lente) de la queue de distribution.

2.1 Les lois a queues de type Weibull

Les lois a queues de type Weibull sont définies par leur fonction de survie

1 — F(z) =exp[—H (x)] avec H (t) = inf {x, H (z) >t} =t°L(t). (2.1)
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Chapitre 2. Estimation de 'indice de queue de Weibulll

ou 6 > 0 est appelé I'indixe de queue et L (z) est une fonction & variation lente.

Remarque 2.1.1 En particulier, si L(x) est constante, on retrouve les lois de Weibull
classiques. Ce type de lois inclut également les lois normales (0 = 1/2) et les lois Gamma

( 0 =1),pour lesquelles la fonction a variation lente s’écrit sous la forme
L(z) = a1+ 2 ((log z) /) + O (1/x),

ot c1 > 0 et ¢y sont deux constantes.

2.2 Estimation de ’indice de queue

2.2.1 Estimateur de type Hill

Cette estimateur consiste d’utiliser le k,, statistique d’ordre supérieur X,,_,+1 < ... < X, ,
ou k, est une séquence d’entiers tels que 1 < k,, < n. Notre estimateur appartient a cette

famille. Il est défini par :

kn—1 kn—1
O = > (log (Xp_is1n) —log (Xu_p,412)) / Y _ (loglog (n/i) —loglog (n/ky)), (2:2)
=1 =1

Proposition 2.2.1 La formule est similaire o ’expression de [’estimateur de Hill

kpn—1
1

2= 2o (o8 (i) 108 (Ko i) (23)
" i=1

de lindice de valeur extréme 1/£ pour les distributions de type Pareto, i.e. tel que

— t_% lorsque x — o0 pour tous t > 0.

Bien que les estimateurs et n’abordent pas le méme probléme, il semblerait

qu’ils partagent des propriétés similaires.
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Chapitre 2. Estimation de 'indice de queue de Weibulll

Lemme 2.2.1 La suite (k,) vérifie k, — oo et k,/n — 0 lorsque n — oo.

cette hypothése assure que le nombre de statistiques d’ordre conservées k,, est assez grand
(k, — 00) pour obtenir des estimateurs stables, mais pas trop (n/k, — oo) pour que les
observations utilisées restent dans la queue de distribution. Le choiz de la suite (k,) est

donc un compromis entre le biais et la variance de [’estimateur.

Théorlme 2.2.1 Si (2.1) vérifié et

k
k, — oo et — — 0, (2.4)
n
on a
én £ g lorsque n — oo. (2.5)

Lemme 2.2.2 Supposer k, — 0 et k,/n — 0. Alors
(i) Ep_iv1n/log(n/i) 2= 1, Uniformément eni=1,.... k,
(ii) K (Bnsy1n — log (n/ky)) =5 N (0,1).

Preuve. (Théoréme ([2.2.1))) Pour des raisons de simplicité, dans cette preuve on notons

P . A 2) , (1
k pour k,. Nous écrivons aussi 0,, = 7'7(1 ) / 7'7(1 ) avec

k—
0 = ﬁ > (loglog (n/i) — loglog (n/k)) Zk’g (1 s (k//k))>

i=1
L’inégalité bien connue —x/2 <log (1 + z) — x < 0, 2 > 0 Nous obtenons

k-1

- %log (11/14:) a— zilloglog (k/ (i) <log (n/k) 7" — Zlog (k/i) < 0. (2.6)

Maintenant quand £ — o0,

k—1

Zloglog (k/i) —>/ loglog (z) dx et

Zlog (k/i) — /0 log (z) dx = 1.
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Alors,
1 1

w__ Y ot Y 2.7

A = ooy * © (ogroe ) 20
Et

Lk

R 1 (log (Xo—i+1,n) — log (Xn—k,41,n)) -
=1

Soit Ey ,, ..., By, une suite de v.a exponentielle. En dessous de (12.1)) nous avons

7'7(3) < 2 1_ 1 S (log H (En—i-‘rl,n) —log H™ (En—k+1,n))
" i=1
fogts Lm (i) v 3 e ()
= TT(L3) + TT(L4)
Pour simplifier 7 Qui 'implique
{En—itin}; ={EBn-tt1n + (Bn—iviin — Enogiin) bioy B tstn+ Broin}ioy

ot {E1 j—1, ..., Ex_1,-1} sont des statistiques ordonnées indépendantes de E,,_j11 et gé-
néré par k — 1 variables exponentielles standard indépendantes {E1, ..., Ex_1 }. Donc

n 3) 4 _1Zlog(1—|—Eklkl>: Zlog( Eq ),

n k+1n n k+1n

et, de méme que ([2.6]),

k—1

;En - _1ZE2<T " k+1"_—ZE <0.

=1

Maintenant, depuis quand k — oo

_1ZE2 LN t—ZE
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par la loi forte des grands nombres et lemme (i), alors

(3) 4 E; ( )
T = + O,
En ktin bk — 1 Z log? (n/k)

et, en vue de (12.7))

k—1
™ 4 log (n/k) 1 ( 1 ) »
E+0,| ————| — L 2.8
7(11) En—k:+1,n k-1 ZZ:; P 10g2 (n/k:) ( )

Avec lemme (i) et la loi forte des grands nombres finalement 7 peut étre réécrit en

utilisant la représentation Karamata de L,

n—i+1l,n
n i+1n ( . (5) (6)
7 _1Zlog< ) _12/ _t t=:1,"+71,".

TL k‘+1TL n k+1,n

Ou 7\”) converge a 0 en probabilité en vue de Lemme (i) outre 79 peut étre controlé

en introduisant la variable aléatoire

Cn = sup {|e (u)|,u > En—k+1,n} )

et remarquant que

9] < (e Z/"”l"-du—cn © = 0, (+).

kE+1,n

avec lemme (i). De (2.7) et (2.8) on obtient 7'7(14)/ 7" converge & 0 en probabilité et

la, conclusion suit avec ([2.8))

b= )0 2, g

Théorlme 2.2.2 On suppose que les conditions et (ﬂ) sont satisfaites. St k%D (log (n/ky)) —
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0 et k:,l/Q/log (n/k,) — 0 alors
1/2 () d 2
K2 (B, —0) 5 N (0,6%). (2.9)
Preuve. voir([6]). =

Correction de biais

On montrons que 'estimateur 6, souffre d’un biais systématique ayant deux origines.
Pour des lois de Weibull, c’est- a-dire lorsque la fonction L est constante, I’espérance de

~

0,, peut étre calculée explicitement quels que soient n et £, :

n

A i log (i) /e .
- kn . kn—1i i—kn g _
E <9n> = k,C E (—1) c, w1 ;:1 (loglog (n/i) — loglog (n/ky)) -

i=kn
Comparaison avec d’autres estimations

1- Broniatowski un autre estimateur d’indice de queue de Weibull est proposé. Il est défini

par
kn—
i 1 s log (Xn—z‘+1,n)

" ke & log(nfi)

Les deux estimateurs 6,, et #,, sont basés sur un principe similaire, basé sur le fonction

du quantile définie par

q(t)=(1—F)" (t)=H" (log(1/t)) = (log (1/t))" L (log (1/1)).

2- La comparaison avec estimateur Beirlant et al :
Beirlant et al proposent d’utiliser la fonction de vie résiduelle moyenne e (z) = E (X —z | X > z)

pour estimer le paramétre 6.

kn—1

log(n/k,) 1
= ani n an ny -
Xn—]g,,ﬁ»l,n kn . 1 ; { +1, kn+1, }

b
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Et pour plus d’informations, voir [6].

2.2.2 Utilisation de poids

Nous nous focalisons sur la famille d’estimateurs Gardes and Girard (2008) de 6 incorpo-
rant des poids dans I’estimateur 0,, défini par |) Les estimateurs obtenus sont donc des
combinaisons linéaires de statistiques d’ordre c’est-a-dire des L-estimateurs. Plus précisé-

ment, on consideére la famille d’estimateurs 0 = {én (€), ¢ = (Cns -y Cknq,n)} avec

kin—1 kin—1
= Gim (log (X i110) — 108 (X0 k,110)) / > Gim (loglog (n/i) —loglog (n/kn))

. . (2.10)
ou G = W (i/kn) + €in, (i) i =1,...,k, — 1 étant une suite non-aléatoire. La fonction
déterministe W (.) doit satisfaire les deux hypothéses de régularité ci dessous :
(H.1) la fonctionV (.) est définie et admet une dérivée continue sur 'intervalle |0, 1].
(H.2) Il existe M > 0,0 < ¢ < 1/2 et p < 1 tels que pour tout x € |0, 1[, |W (z)| < Mz~
et |W’ (z)| < Mz—P,

Ces conditions sont essentielles pour établir la normalité asymptotique des L-estimateurs.

On pose :
ll,.. = i lesal i OV) = [ W ()10 1) do
02(W):/ / W (@) W (y) B =Y
zy

Nous rappelons a présent le résultat de normalité asymptotique des estimateurs apparte-

nant A cette famille.

Théorlme 2.2.3 On se place sous le modéle et on suppose que les conditions
a (H.2) sont satisfaites. Si ks/*blog (n/ky,) — p € Ret kx/? max {1/10g (n), ||5||n7oo} — 0
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lorsque n — oo, alors
B2 (00 (C) = 0= bllog (n/ky))) 5 N (0,626 (W) [ (W)

Dans le cas ou liminf |||, , log (n) < 1 avec ¢ # 0 le théoreme n’est valable que

si p > —1 ce qui correspond & une vitesse de convergence lente dans la condition .

Donnons a présent deux choix possibles pour les poids ¢, @ = 1, ..., k, — 1.

En prenant ¢, = 1 pour tout i =1, ..., k, —1(i.e W () = 1 pour tout = € |0, 1[ et ¢;,, =0
én(voir I’équation proposé par

pour tout ¢ = 1,...,k, — 1), on retrouve l’estimateur

Beirlant et al (1996).

2.2.3 Estimateur Zipf

En rappelant que les points (loglog (n/7),log (Xn—it1n)), ¢ = 1,...,k, — 1 sont approxi-
mativement répartis sur une droite de pente 6, il est possible d’estimer 6 par I’estimateur
des moindres carrés Il est montré dans (Gardes and Girard, 2008) que lestimateur des

moindres carrés appartient a la famille ©; avec les poids :

kn—1

1 c ‘ .

— Z loglog (n/i) = W ((i/kn) + €in-
i=1

Gim = (i = loglog (n/7) — ?

ou W (z) = — (log (x) + 1) et uniformément eni = 1, ..., k,—1, &;,, = O (log® (k,) / log (n))+
O (log (k,) /ky) L'estimateur 6, (C*) ainsi obtenu est similaire & I'estimateur de 'indice des
valeurs extrémes de Zipf. Nous rappelons ci-dessous le résultat sur la normalité asympto-

tique de 0, (¢¥). Cest une conséquence directe du théoreme (2.2.3).

Corollaire 2.2.1 On se place sous le modéle et on suppose que les conditions
et (ﬂ) sont satisfaites. Si ky/*b (log (n/ky)) — 0 et k' ? log? (kn) /log (n) — 0 alors

L2 (én (¢*) — 9) 4 N (0,20%) .
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2.2.4 Un estimateur débiaisé

Considérons & présent un estimateur débiaisé de 'indice de queue de Weibull 8. On définit

les variables aléatoires

Z; = jlog(n/j) (log (Xp—js1n) —log (Xn_jn)), 7 =1,.... kn.

Le modele suivant peut étre établi

o log (n/k,) oc (n L, o (1 -
2= (04 (L) btom 0/b)) £y + 0 0 Qo (0/) =Ll (200

ou fj, 5 = 1,...,k, sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de

parameétre 1 et le terme o, (b (log (n/k,))) ne dépend pas de j. On obtient & partir du

modele (2.11)) "approximation
Z;~=0+b(log(n/ky))x;+mn;,7=1, ..k, (2.12)

ou 7; est un terme d’erreur aléatoire centré et x; = log (n/k,) /log (n/j). En estimant les
parametres 0 et b (log (n/ky,)) du modele de régression linéaire (2.12)) par la méthode des

moindres carrés ordinaires, on obtient un estimateur de 6 débiaisé :

1 b(log (n/ky,)) ~—
9,’? = ]{}_ Z Zj — Z.’L'j,
n j=1 n j=1
ou
A kn 1 & kn 1 2
b(log (n/k.)) = (ﬂﬂj i Z%) Zi | > (%‘ o Z%)
j=1 " j=1 j=1 " oj=1

La normalité asymptotique de éf est donnée par le résultat ci-dessous.

Théorlme 2.2.4 On se place sous le modéle et on suppose que les conditions

et sont satisfaites. Supposons de plus que la fonction b (.) est telle que x |b(x)| — oo
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lorsque * — oo avec (ki/z/log (n/kn)> b(log (n/k,)) — ¢ € RSupposons enfin que, si
@ =0, log? (k) /1og (n/kn) — 0 et kn'*/log (n/ky) — 0. On a :

b 0P —0) % N (0,6°
log(n/k‘n)<"_ >_> (0.6%).

2.2.5 Choix du nombre £k, de statistiques d’ordre

En ne tenant pas compte du terme de biais dans le modéle de régression (2.11)), on obtient

un estimateur non débiaisé de 6 défini par :
1 kTL
2%

L’erreur moyenne quadratique asymptotique (AMSE) de cet estimateur est donnée par :

2
2
ASME(kn):—Z +( (log n/k Zlog (/K )

Un choix possible pour kn est alors de prendre k%" = arg miny,, ASME (k). Nous pouvons
estimer cette erreur par la quantité ASME (k) obtenue en remplacant 0 et b (log (n/k,))
par les estimateurs 62 et b (log (n/k,)) définis précédemment. Le nombre k%' est estimé
par :

k,, = arg minASME (kn) -

kn
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Conclusion

Apres avoir dans le premier chapitre rappelé certaines des notions clés en théorie des valeurs
extrémes, et la fiabilité de machine avec utilisation de la loi de Weibull pour modéliser les
données de fiabilité, nous nous sommes intéressés dans le deuxiéme chapitre au techniques
pour l'estimation de l'indice de queue de type Weibull. Il y a d’autres estimations dont
nous n’avons pas parlé.

Pour conclure nous signalons que notre theése n’est qu'un point de départ pour mieux
connaitre ce monde immense des valeurs extrémes. Et d’examiner la fiabilité de tenter

d’augmenter la vie ou d’estimer le moment de I’échec pour éviter ou minimiser les pertes.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

iid
GEV
EVI

(X1, Xo.oy X,1)
(X, X (@) X(m))

oo w M
>

expliquées ci-dessous.

Variable alétoire.

Indépendantes et identiquement distribuées.
Generalized Extreme Value distribution.
Extreme Value Indixe.

Population.

Echantillon de taille n de v.a X.
Statistiques d’ordre associées a (X7, Xs..., X,,).
Loi exponentielle de parameétre .

Fonction de répartition.

Densité de probabilité.

Fonction de survie.

Fonction de répartition empirique.

Fonction des quantilles.

Fonction des quantilles empiriques.

Fonction de survie ou Fonction de fiabilité.

33
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RV,

AMSE
MTBF

Var (X)

gl [» & =

Fonction a variationlente.

Fonction a variations réguliéres d’indice a.
Taux de défaillance (ou d’avarie).

Erreur moyenne quadratique asymptotique.
Temps moyen de bon fonctionnement.
Taux de défaillance (ou d’avarie).
Variance mathématique de X.

Moyenne empirique.

Fonction indicatrice de I’ensemble A.
convergence en probabilité.

convarge en loi.

convarge en presque sure.
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