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Introduction

e calcul stochastique est une branche & la croisée des probabilités et de ’analyse
Lqui s’occupe des phénomeénes aléatoires dépendant du temps.

Le domaine d’application du calcul stochastique comprend la mécanique quantique, le

traitement du signal, la chimie, les mathématiques financiéres, la météorologie et méme la

musique et autres plusieurs domaines.

Les martingales forment une classe de processus aléatoires aux propriétés trés inté-
ressantes cette classe de processus permettent d’étudier des mécanismes de renforcement
pour mieux comprendre des comportements collectifs, des algorithmes stochastiques ou
des phénoménes issus de 1’écologie comme la dérive génétique.

Le but de ce mémoire est d’étudier le calcul stochastique par rapport les martingales
qu’elles sont communément associées aux jeux de hasard et les stratégies optimales peuvent
étre définies a I'aide de martingales et de temps d’arrét.

Ce travail est organisé comme suite :

Dans le premier chapitre on se donne les notions de base avec des définitions et des
propriétés du processus stochastique, martingale, martingale locale, semi- martingale et
mouvement brownien.

Dans le deuxieéme chapitre on va parler sur I'intégrale stochastique par rapport au mou-
vement brownien avec le calcul d’Ito et on s’intéresse ’étude d’intégrale stochastique par
rapport & une martingale bornée dans L?, par rapport & une martingale locale et par

rapport a une semi-martingale.



Chapitre 1

Processus et Martingales

Dans ce chapitre on va présenter trois parties : premiérement on va donner des
notions générales sur les processus stochastique, deuxiémement on va faire une
étude sur les martingales avec des propriétés (convergence des martingales , martingales
et temps d’arrét,. .. ), en plus de la définition d’une martingale locale et semi-martingale.
En ce qui concerne le troisiéme partie on va étudier le mouvement brownien avec des

propriétés et donner la relation entre le mouvement brownien et les martingales.

1.1 Rappel sur les processus stochastique

Soit (£2, F, P) un espace de probabilité.

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire X = (X;) rer

a valeur réelle.
- L’indice t est souvent interpréte le temps.

- Le processus est en temps continue si 7' est continue ( par exemple 7' = [0,00)) et en

temps discrét si 7" est discrét ( par exemple 7= {0, 1, ....... 1.

Définition 1.1.2 1. Les applications t € T — X, (w) pour w fizé dans Q sont appelées

trajectoires du processus X.
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2. Les applications w € Q — X; (w) pour t firé dans T' sont des variables aléatoires sur

lespace de probabilité (0, F, P).

Remarque 1.1.1 On dit que le processus X = (X;),.p est

- Continue si presque toutes les trajectoires sont continues.

- Continue o droite et limite o gauche (cadlag) si les trajectoires sont continues & droite

et limite a gauche.

Définition 1.1.3 - Deux processus X et'Y ont méme lois s’ils ont méme lot fini-dimensionnelles

pour toutn € N et ty, ..., t, € T

- On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X si pour toutt € T
PX,=Y,)=1

- Deux processus X et'Y sont dit indistinguables si presque toutes ces trajectoires sont les
meéme

PX;=Y; vteT)=1.
Remarque 1.1.2 indistinguable =—> modification =—> méme lois fini-dimensionnelles.

Définition 1.1.4 On dit qu’un processus X est uniformément intégrable si

limsup £ [|Xt\ 1‘Xt‘>a} =0.

a—oo t>0
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1.1.1 Filtration et processus

Définition 1.1.5 — Soit (2, F, P) un espace de probabilité, une filtration sur cet espace
est une famille croissante (j:t)ogtgoo de sous-tribu de F. On a alors F; C Fs pourt < s.

— Soit X = (X¢),ep un processus la filtration naturelle de X est définie par :
FX=0(X,; 0<s<t), t>0.

Définition 1.1.6 Soit ()< < une filtration sur (Q,F,P). On dit que la filtration (F;),,< . satisfait

aux conditions habituelles si :

1. Fo contient tous les ensembles P-négligeable (filtration compléte).

2. (Ft)o<i<oo st continue a droite.

Définition 1.1.7 Un processus (X;),. est dite mesurable si l’application

(Ry x Q,B(Ry) ® F) — (R% B (RY)

(t,w) = Xi(w)

est mesurable.

Définition 1.1.8 — Un processus (X;),., est dite adapté a la filtration (F),.q si pour
toutt € T', X; est F;-mesurable.

— Un processus (X),.p est dite progressif (ou progressivement mesurable) si l’application

(0, x 2, B([0,1])) & F,) — (R, B (R?))

(w,s) = Xi(w)

est mesurable.

Proposition 1.1.1 Soit X un processus adapté et a trajectoires continue alors, X est

progressif.
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Définition 1.1.9 Un processus X est dit a accroissement indépendants si
1. Xo =0 p.s.

2.Vn>1,Vty, .., t, € Ry, tel que : 0 <ty <ty < ... <t,, les variables aléatoires
(th, Xy — Xpyy oy Xo — Xt(n_1)>

sont indépendants.

Définition 1.1.10 Un processus (Xt)teR+ est un processus a accroissements indépendants
stationnaires si : Vs, t € Ry, tel que 0 < s <t la variable aléatoire X; — X a la méme lo:
que X;_g.

Autrement dit Vh > 0

L
Xt—l—h - Xs+h = Xi s

1.1.2 Processus a variation finie

Définition 1.1.11 Soit T > 0. Une fonction continue f : [0,T] — R telle que f(0) =0
est dite a variation finie s’il existe une mesure signée (i.e. différence de deux mesures

positives finies) o sur [0,T] telle que f(t) = u([0,t]) pour tout t € [0, 7).

Lemme 1.1.1 Si g:[0,7] — R est une fonction continue et f : [0,7] — R Une fonction
a variation finie et si () = th<th <..<tp = T une suite de subdivisions de [0,T] dont

le pas tend vers 0, on a

/9 (s)df (s) = nh_{glozng (t?fl) (f ') — f (77;71)) .

Définition 1.1.12 Un processus a variation finie A = (A)i>o0 est un processus adapté
dont toutes les trajectoires sont & variation finie au sens de la définition précédente. Le

processus A est appelé processus croissant si de plus les trajectoires de A sont croissantes.
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Proposition 1.1.2 Soit A un processus & variation finie et soit h un processus progressif

tel que
t

vVt >0, Yw € Q /|h5(w)] |[dAs (w)] < 0.

0

Alors le processus h-A défini par

t

(- 4, = [H.@)dA.

0

est aussi un processus 4 variation finie.

1.1.3 Temps d’arrét

Définition 1.1.13 Une variable aléatoire T a valeurs dans [0,00) est un temps d’arrét si
pour toutt >0, on a : {T <t} € F.

On associé a un temps d’arrét les tribus suivants
Fr={AeF :Vt>0,AN{T <t} € F/}.

Lemme 1.1.2 Soit S et T deux temps d’arrét, alors
- 5S <7 dans Q, Fs C Fr.

- 51 S et T deux temps d’arrét alors

Foras = FrN Fs.
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1.1.4 Espérance conditionnelle

Définition 1.1.14 Soient X; une variable aléatoire définie sur (2, F,P) et G est une
sous- tribu de F. St X; est positive, l'espérance conditionnelle de X; sachant G est la

variable aléatoire G-mesurable, notée E [X, | G|, a valeurs dans R, et telle que
/Xth:/E[Xt|g], Ceg
c c

Proposition 1.1.3 Soit X,, Y; deux variables aléatoires réelles positives ou intégrables et

G une sous- tribu de F.

1. Si X, >Y; p.s, alors

EX,|F]= BN | F] ps.

2. Pour tout (a,b) € R?
ElaX;+bY; | Fl=aFE [X; | Fl|+bE[Y; | F] p.s.
3. G est une sous- tribu de F. On a
EEX, | FG]=E[X. [G] ps.

4. EE[X,| F)| = E[X)] p.s.

5. X, est Fi-mesurable

E(XY, | F] = XEY: | Flps. E[X; | F] = X, p.s.
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1.2 Martingales

1.2.1 Introduction

En théorie des probabilités, la premiére apparition du mot martingale (et non du concept)
se trouve dans la these de Jean Ville (en 1939), au chapitre IV, paragraphe 2 dans 1’expres-
sion : "systéme de jeu ou martingale". Il précise que ce terme est emprunté du vocabulaire
des joueurs. Notons que la dénomination anglaise (martingale) a été reprise de la frangaise
par Joseph Leo Doob, alors rapporteur de la thése de Ville.

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-a-dire d’un jeu ou le gain que 1’on
peut espérer faire en tout temps ultérieur est égal a la somme gagnée au moment présent.
Les martingales sont des processus intégrables et adaptés tel que la meilleure prédiction
pour une valeur future sachant les valeurs passés et présente est la valeur actuelle. Elles,
ainsi que leurs variantes les sous-martingales et les sur-martingales, jouissent de nom-
breuses propriétés qui les rendent trés utiles dans 1’étude de processus stochastiques plus

généraux.

1.2.2 Définitions et propriétés des martingales

Définition 1.2.1 Soit T = R™, un processus M = (M), de (2, F, P) dans R est une

martingale continue relative & une filtration (Fy),cp sur (Q,F) si

1. M est adapté a (F) c’est a dire YVt € T, M, est F;-mesurable.

teT

2. Vt € T, My est intégrable, soit M; € L' (2, F, P).

3. Vt,seT,s<t, E[M|Fs] = Ms.

Remarque 1.2.1 1. Si (3) est remplacé par : ¥ s <t, E[M,; | Fs] < Ms, alors M, est

une sur-martingale.
2. Si (8) est remplacé par : ¥ s < t, E[M; | Fs] > Ms, alors M, est une sous-martingale.

3. Une martingale (My),., est une (Fy),cp sous-martingale et sur-martingale.

8
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4. La définition précédente généralise de maniére évidente les notions analogues & temps
discréte, on considére un processus (Xn)neN indexé par les entiers positifs.
Proposition 1.2.1 Si Z est un processus a accroissements indépendants alors
1. Si Z, € L' pour tout, t >0, Z, = Z, — E [Z;] est une martingale.

2. Si Z, € L? pour tout, t >0, X, = Z?> — E [th} est une martingale.

. exp (02:)

3. S'il existe 6 € R, tel E 07,)] < toutt >0 Xy = ————— est
il existe § € R, tel que E [exp (0Z;)] < oo pour tout t > "= Floxp (0Z))] est une
martingale.

Preuve.

1. Dans le premier cas, on a pour 0 < s <t

£|2| F] = B2~ B2) | 7]
=E[Z,— Zs+ Z, | ) — E[Z)]
—E[Z,~Z, | F]+ E|Z, | F,] — E[Z)]
= E[Z, — Z)+ Z, — E[Z)]

=Z,—FEl|Z].

2. Dans le deuxiéme cas, on a pour 0 < s < ¢t

- . N
E[Ztms}:E{Zer = |]—“8]

[/~ ~\2

=7+ FE (Zt—ZS)}

22| 28|22, + B |22

Par ce que E [ZSZ} =F [ZSE [Zt | ]:SH =F [ZSQ], le résultat voulu en découle.

9



Chapitre 1.Processus et Martingales

3. Dans le troisieme cas, on a pour 0 < s <t

_exp(0Z,) Elexp0(Z, — Z,) | Fs]  exp(0Z,)
ElX 7l =F lexp (0Z,) E [exp 0 (Z: — Z,)]  Elexp (02,)] A

Remarque 1.2.2 — Si (M), . est une martingale, la fonction t — E [M,] est constante

E [Mt] - E [MO] 5 \V/t < R+.

— 8i (My),eq est une sous-martingale, la fonction t — E [M,] est croissante

E[M] > E[M], Vt € R..

— i (My),eq est une sur-martingale, la fonction t — E [M,] est décroissante

E[M] < E[M], Vt € R,.

Définition 1.2.2 On dit qu’une martigale M, € LP si

sup E [| M["] < oo.

Cas particulier p=1 (resp p = 2), alors on dit My € L* (resp M; € L*).

Proposition 1.2.2 Soit (M;),.; une martingale de carré intégrable (M, € L* pour tout
t >0) alors

E M} — M| F,| =E[(M,— M,)*| F,] .

10
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Preuve.
E[(M, — M,)* | | = E [M} — 2M, M, + M? | F]
= E [M} | F,] — 2M,E [M, | F,] + M?
=E [M} | F] — M?
=B [M} — M? | F]
| ]

Théoréme 1.2.1 (Inégalités de Doob)

1. Soit (]\Jt)t€1R+ une sous-martingale continue & droite relativement a une filtration

(Ft)ter, alors, pour tout t >0, pour tout ¢ >0

E | M,
P<supMszc>§ [1M:]]

s€0,t] c

et

VI €eR,, E|sup [M]|

te[0,7

< 4E [|Mr|].

2. Soit (]\@)te]R+ une martingale continue a droite telle que pour toutt € Ry, M, € LP,

avec p > 1 fixé, alors pour tout t > 0, pour tout ¢ > 0

E[|M,|P
P(sup M| zc) < BIMJ]

s€[0,t] cP

3. Sous les hypothéses du (2), on obtient que

sup |M| € LP et
s€[0,¢]

sup | M,

s€[0,t]

p
< — || My, -
< Lo,

Définition 1.2.3 Soit (F3),5, une filtration. Une suite (Hy),, est un processus prévisible

st Hy C Fy_1 pour tout t > 1.

11
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Proposition 1.2.3 (Décomposition de Doob)

Tout sous-martingale (X),~, peut étre écrit d’une maniére unique comme
Xt - Mt + At7

ot M, est une martingale et A, est un processus prévisible croissant tel que Ay = 0.

Théoréme 1.2.2 Supposons que la filtration (]:t>t20 satisfait les conditions habituelles.
Si M une (F),sq-surmartingale et si la fonction t — E [M,] est continue a droite, alors
M admet une modification qu’est une (E)tzo—surmartingale et dont les trajectoires sont

continues a droite et limite a gauche en tout point.

Théoréeme 1.2.3 Soit (Mt)teR+ une martingale continue & droite bornée dans L', alors

il existe une variable My, € L' telle que

lim M, = M, D.S.

t—o0

Proposition 1.2.4 Soit p > 1 et st (Mt)te]R+ une martingale continue a droite bornée

dans LP?, alors (]\@)teR+ converge p.s vers une limite LP-intégrable quand t — oo.

Preuve. Soit p > 1 et si (M;),p, une martingale d’aprés le théoréme (1.2.3) précédent,
on a (Mt)te]R+ converge vers My, p.s quand ¢ — 0o, on montre que M., € L”, p > 1 d’aprés

le lemme de Fatou, on a

E[M.’] = E [li{n inf |Mt|p]
< ligninfE [| M |"]

< supE [|My["]

>0

alors M, € LP et (Mt)te]R+ converge vers My, avec M, € LP. m

12
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Martingale continue et temps d’arrét

Définition 1.2.4 Soit (F;),-, une filtration sur lespace probabilisé (2, F, P) si (Xi),5¢
est un processus réel adapté et continue o droite et si T est un temps d’arrét on note
(X7)

i>0 le processus stochastique réel définie par

XtT = Xt/\T

le processus X s’appelle le processus arrété a T .

Proposition 1.2.5 Si (Mt)t20 une martingale continue a droite et si T temps d’arrét,

alors (MtT)t>0 est une martingale continue a droite.

Théoréme 1.2.4 Soit (Mt>t20 une martingale o trajectoire continue a droite et unifor-
mément intégrable, soient S et T deux temps d’arrét avec S < T, alors Mg et My sont
dans L' et

Ms = E[Mr | Fsl,

avec la convention Mz = My, sur {T = oo}, en particulier pour tout temps d’arrét avec
S, ona

Ms = E[My | Fs],

E[Ms] = E[Ms] = E[My] .

13
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1.2.3 Variation quadratique d’une martingale

Théoréme 1.2.5 Soit M une martingale continue bornée et 0 = tg <7 < .. <ty =T

une suite de subdivisions de [0,T] dont le pas tend vers 0, alors

pn—1

2
lim Z (Mtg_lme - Mtf/\t)
=0

n—00 4

existe dans L* et définie pour t < T un processus croissant continue adapté noté (M, M),
s’appelle la variation quadratique de M ou bien"crochet”. De plus M? — (M, M), est une

martingale.

Remarque 1.2.3 On a sous les coditions de théoréme (1.2.5) (M, M), =0 et (M, M), =
(M), .

Proposition 1.2.6 Soient (M;),5, et (Ni),», deux martingales continues de carré inté-
grable.

— On définit la covariation quadratique de (M), et (Ni),>o par
1
(M,N), = 7 (M +N,M+N), ~ (M~ N,M - N),).

— Le processus (MyN; — (M, N),) est une martingale.

Proposition 1.2.7 Soient (M;),, et (Nt),5o deux martingales continues issu de 0 et de

carré intégrable et soit ¢ € R, alors
1. E[(M,N),] =0.

2. {cM + N,cM + N)=c*(M,M) + (N, N).
Preuve. Dans la premiére égalité et d’apres la proposition précédente on trouve que
E [MtNt - <M, M>t] - O

14
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alors

E[(M,N),] = E[MN]
=F [Mt] E [Mt]

= E [Mo] E [Mo]

— Dans la deuxiéme égalité
(M + N,cM + N) = c* (M, M)+ c{(M,N)+c(N, M)+ (N, N)
et comme (M, N) =0 et (N, M) =0, alors

(cM + N,cM + N) = ¢ (M, M) + (N, N).

Lemme 1.2.1 Si M est une martingale bornée et T temps d’arrét alors

(M7, M7), = (M, M),z .

1.2.4 Martingale locale

Définition 1.2.5 Un processus adapté a trajectoires continues M = (M;);>o tel que
My = Op.s est une martingale locale (continue) s’il existe une suite croissante (T, )nen de
temps d’arrét telle que T, — oo et pour tout n le processus arrété M™ est une martingale

uniformément intégrable.

15
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- Plus généralement, lorsque M, # 0, on dit que M est une martingale locale si
Mt - M[) + Nt,

ou le processus N est une martingale locale issue de 0.

- Dans tous les cas, on dit que la suite de temps d’arrét 7,, — oo réduit M si pour tout n le
processus arrété M7+ est une martingale uniformément intégrable. Lorsque M, = 0,

on parle de martingale locale issue de 0.

Théoréme 1.2.6 Une martingale locale M bornée, ou plus généralement telle qu’il existe

une variable Z € L', pour tout t > 0, |My| < Z, est une martingale.

Preuve. Si M est bornée (ou plus généralement dominée par une variable intégrable), on
obtient pour s <t

Ms/\Tn =L [Mt/\Tn | -;Es]

on a par la convergence dominée la suite M.z, converge dans L' vers M; et donc on peut

passé a la limite n — oo pour trouver

M, = lim Mar,
n—00

= llm E [Mt/\Tn | FS}

=F llm Mt/\’]’n fs

Avec M est intégrable qui implique que M est une martingale. m

Théoréme 1.2.7 Soit M une martingale locale. Alors si M est un processus & variation

finie, M est indistinguable de 0.

16
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Variation quadratique d’une martingale locale

Théoréme 1.2.8 Soit M = (M), une martingale locale continue, il existe un processus

croissant adapté noté ((M, M),),., tel que M? — (M, M), soit une martingale locale conti-

t>0

nue. De plus, pour tout t > 0, si 0 =5 <t} < .. <t =1 est une suite de subdivisions

emboitées sur [0,t] de pas tendant vers 0, on a au sens de la convergence en probabilité
Pn 2
(M, M), = limy (Mt? . Mt?ﬂ) .

=1

Le processus (M, M) est appelé la variation quadratique de M.

Théoréme 1.2.9 Soit M une martingale locale nulle en 0. Il y a équivalence entre
a) B[(M,M),] < ox.
b) M est une martingale bornée dans L>.

De plus si ces conditions sont satisfaites, le processus M} — (M, M), est une martingale.
Et il y a équivalence entre
c) M est une martingale de carré intégrable.

d) E[(M,M),] < oo, pour tout t > 0.

Proposition 1.2.8 (Inégalité de Kunita-Watanabe 1)
Soient M et N sont deux martingales locales et H et K deux processus progressivement

mesurables. Alors

N

o0

[ 1 sy, < | [,
0 0

N

[ K,

0

Lemme 1.2.2 Si M et N sont deux martingales locales et T temps d’arrét, alors
<MT7NT> = <M7N>T
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Définition 1.2.6 Soit M et N deux martingales locales. Le "crochet” de M et N est
définie par

<M7N>t: (<M+N7M+N>t_<M7M>t_<N7N>t)‘

1
2
1.2.5 Semi-martingale continue

Définition 1.2.7 Un processus X = (X;),~, est une semi- martingale s’il s’écrit sous la
forme

Xy = Xo+ M; + Ay,
ot M est une martingale locale (nul ent =0) et A est un processus & variation finie.

Proposition 1.2.9 Si X = Xg+ M + A et Y =Yy + N + B, sont des semi-martingales
alors
1. (X,Y)=(M,N).

2. En particulier (X, X) = (M, M).

18
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1.3 Mouvement brownien

Le mot mouvement brownien provient du mouvement irrégulier des grains de pollen a la
surface d’eau, observé par le botaniste écossais Robert Brown en 1828.
Et en 1923 Winner établit la modélisation mathématique du mouvement brownien qu’il

est un processus gaussien par excellence.

1.3.1 Définitions et propriétés des mouvements browniens

Définition 1.3.1 Un processus X = (X),5, @ valeurs réelles est un mouvement brownien,

sl est un processus & accroissements indépendants et stationnaires dont les trajectoires

sont continues. Ce qui signifie

i) Continuité P p.s : la fonction s — X, (w) est continue.

ii) Indépendances des accroissements : si s < t, la loi de X; — X est indépendant
de la tribu Fs = 0 (X, u < s).

iii) Stationnarité des accroissements : si s < t, la loi de X; — X est indépendants a

celle de X;_s — Xp.

Définition 1.3.2 Un processus stochastique B = (B,g)t20 est appelé mouvement brownien

standard s’il satisfait les conditions suivants
1. By =0.

2.V ty <ty <..<ty, les accroissements B,, — By, ,,..., By, — B, sont des variables

aléatoires indépendants.
3. Si0 < s <t laccroissement By — By admet distribution normale N (0,t — s).

4. Le processus (By),s, admet des trajectoires continues.

Remarque 1.3.1 1. Le processus X est un processus gaussien si chaque famille finie
(X4, Xy,), Vn > 1 et ty...t, € Ry est une variable aléatoire gaussien (i.e. Z%‘Xi

i=1
est un variable aléatoire gaussien, ¥n > 1 et t1... t, € Ry et ay... a, € R).
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2. On note B pour le mouvement brownien standard.

Proposition 1.3.1 Un mouvement brownien (By),., est un processus gaussien dont la
fonction de covariance est

p(s,t)=tAs=min(t,s).

Preuve. Soit s <t on a

p(s.1) = Cov(B,, B)) = E[B.B)) — E B E B

comme B; suit un loi gaussien centré (E [B;] = 0), donc

p(s,t) = E BB, + B? — B?| = E[B?| + E BB, — B,|

pour s < t, on utiliser I'indépendance et I’évolution By, — N (0, s), nous obtenons la valeur

Corollaire 1.3.1 Si B; est un mouvement brownien, alors les processus suivants sont
ausst des mouvements browniens.
1) X, = —DB; (symétrie).
2) X, = tBi, Xo=0 (inversion du temps).
1
3) a>0 firée, Xy =—=B, (scaling).
) fi t Ja (. g)

4) S 20, Xt:Bt+s_B8'

5) r >0 fixé, X, = B, — B,_;, t € [0,7] (retournement de temps).

20
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1.3.2 Mouvement brownien et martingale

Proposition 1.3.2 Si (B;),, est un mouvement brownien alors
1) (B;) est Fi-martingale.
2) (B? —t) est une F;-martingale.

3) (exp <aBt - §t>> est une Fi-martingale.

Preuve.

1) B est un processus adapté et intégrable, F [B;] =0 < oo

E[Bt|~7:S]:E[Bt_BS|}—S]+E[BS’}—s}

= F[B;, — Bs] + B;
et comme F [B; — Bg| = 0 alors
E[B; | 5] = Bs.

2) On a B, est un processus adapté et B? — ¢ est continue alors le processus (B — t) est

adapté, concernant I'intégrabilité on a Vi > 0

E[|B; —t|]] < E[B}] + E[t]
< E|[Bf]+t

<2t < o

alors |B? — t| est intégrable.
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On a
E[B} | Fy] = E[(B: — Bs + B,)* | F]
= E [B2 +2B,(B; — B,) + (B, — B,)* | ]
= B2+ 2B,E[(B; — By) | ;] + E [(B: — B,)* | ]
=B2+0+(t—s)
donc

E[Bl —t|F]|=B2+(t—s)—t

_ p2
= B — s.

Alors B? — t est une martingale.

3) On a B, est un processus adapté et exp <0Bt — %Qt) est continue alors le processus

exp (aBt — §t> est adapté, concernant l'intégrabilité on a : Vi > 0

oo )] -2l o)
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alors exp <aBt — %2t> est intégrable

Elexp (0B;) | Fs] = exp (0 Bs) E'[exp (o(B; — Bs)) | Fs (1.1)

= €Xp (UBS) E [exp (0<Bt—s))] :

Dans I’égalité précedante, pour le deuxiéme terme a droite, ona

Elexp (0(B;i—s))] = / exp (ox) %dm

—00

2241 92(t—
x4+ 2(t S)Ox>dx

/W%Sexp( 2(t— )

B T 2 —2(t—s)or+0%(t—s) —o2(t—s)
_/ 2w/t—seXp<_ 2(t —s) )dm

En substitution dans la formule ((1.1)

o~S

Elexp(0B,) | F.] = exp (0B,) x exp (%) X exp <”—2t) .

2 o2
E [exp <aBt — —t) ] .7:1 = exp <0BS — 73) ,
2

o .
alors exp (O’Bt — 715) est une martingale. m

Finallement

Théoréme 1.3.1 (Caractérisation de P.Lévy du mouvement brownien)
Soit (ft)tzo une filtration et M, = (Mt)tzo une Fy-martingale continue avec My =0, si le

processus (M7 —t),~, est aussi une Fy-martingale alors M est un mouvement brownien.
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1.3.3 Variation quadratique de mouvement brownien

Proposition 1.3.3 Soit 0 = t§ < t7 < ... < &7 = T une suite de subdivision de [0, T

telle que sup |tf‘ — t?_l‘ — 0. Alors, quand n tend vers oo
1<i<pn n—0oo

> <Bt? - Bt?1>2

converge dans L? vers T .

Théoréme 1.3.2 Si B = (Bi),5, est un mouvement brownien réel, alors B admet une
variation quadratique et

Pps, (B,B),=t VteR,.
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Chapitre 2

Calcul stochastique par rapport des

martingales

Dans ce chapitre, on va étudier des théories de 'intégration par rapport les pro-
cessus stochastique.

On commence par 'intégration par rapport & un mouvement brownien. Ensuite on s’inté-
resse & l'intégration par rapport & une martingale bornée dans L?, puis par rapport & une

martingale locale et dernierement l'intégration par rapport a une semi-martingale.

2.1 Intégrale stochastique par rapport au mouvement
brownien

Soit (B;)i>o un F; -mouvement brownien standard sur un espace probabilisé filtré

(L F, (F)s0, P)-

t

Nous allons donner un sens a / f(s,w)dB, pour une classe de processus f(s,w) adapté
0

a la filtration (F;),~,- On va commencer par construire Iintégrale stochastique sur un
ensemble de processus dits élémentaires.

Dans la suite, on fixe 7' un réel strictement positif. Le processus élémentaire (@), est
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de la forme

I(®); = > ¢ (B, — Bi_,) + ¢r1 (Be — By,) , si t €]ty_1, 1.

1<i<k

Notons que I(®); peut s’écrit

(q))t (w) = Z¢Z (W> Ly, 1 1) (t) )

ou les ¢;) sont F;,  -mesurables et bornées.

Définition 2.1.1 L’ intégrale stochastique d’un processus élémentaire ® est le processus

continu qu’est défini par

]((I))T = Z ¢z (BtZ - Bti—l) :

1<i<n

T

On notera pour /CIDSdBS pour I(®)p.
0

Proposition 2.1.1 Si (®), est un processus élémentaire, alors

T
- F /@SdBS = 0.
L0
[ /T 2 T
- FE /(I)sst =F /<1>§ds (Isométrie d’Ito).
0 0
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Preuve.

1) Pour la premiére égalité, on a

T
E /@Sst]E > i (B, - Bi_,)
0 1<i<n
=Y E¢i (B, - Bi_,)]
1<i<n
= > EB[E[¢: (B, - B._) | 7]
1<i<n

puisque ¢(;) est F;,_ -mesurables et (Btl. — Bti_l) indépendant de F;, alors

E { / <1>5st] = Y E[6:E[(Bn— Bi)) | Ful]]

1<i<n

- Z E[6:E (B, — By,.,)]] = 0.

1<i<n

2) Pour la deuxiéme, on a

)

Var(@- (Btz - Bti—l)) =FK [(qbl (Btz - Bti—l))2] =k [¢z2] E |:(Btz - Bti—1)2:| =FE [9252} (tl - ti—l) .

Aors

Var( Y ¢ (B, — Bi,)) = > E[(6: (Bi, — By, )]

1<i<n 1<i<n

+ 2 Z E [(¢z (Bti - Bti—l))(¢j (Btj - Btj—1)>]

1<i<j<n

27



Chapitre 2. Calcul stochastique par rapport des martingales

et pour 7 < j, on a

E [(¢i (Bi, = By, ,))(¢5 (Byy — By, ,))] = E[E [(¢: (B, = Bi,,))(¢5 (By — By, ) | F]]
E [sz (Btz - Bti—l) d)JE [(Btj - Btj—l) ‘ ftj”
FE

[¢Z (Btz - Bti—l) ¢]E [Btj - Btj_lﬂ =0.

Finalement, on a

T 2

E / ®.dB, | | =var( Y ¢i (B, — Bi_,))

0 1<i<n

= Z E [(sz (Bti - Btz‘—l))z]

1<i<n

= Z E[¢7] (t; — tiz1)
1<i<n

=Y [EWEa

1§i§nt_
i—1

T

T
:/E[@f}dt:E /<I>§ds
0

0

]
On vient de définir et donner des propriétés de l'intégrale stochastique pour les processus
¢lémentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale a une classe de processus

adaptés

t
H = { (®)g<<p, Processus adapté a (Fi),~o B /@ids < 00
0
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Proposition 2.1.2 Si (), un processus de H, alors
t 2 t

1) £ | sup /@SdBS <A4F /@ids .

0<t<T
0

2) Si T est un -Fitemps d’arrét, alors
T T
Pp.s /CIDSalBS = /1S§T<I>SdBS.
0 0

Proposition 2.1.3 Lintégrale I(®), est une martingale.

Preuve. Il est claire que I(®), est continu et d’aprés la proposition (2.1.1) I'isométrie d'It6

montrée que I(P); est un processus de carré intégrable, donc par I'inégalité de Cauchy-

EI@)] < B [(1(2),)7] < .

Si on suppose que t €]ty _1,t], alors

Scharaz, on a

E T|ft ZE ¢7, Btifl) |f‘t]+E[¢k+1(Bt_Btk)|f;f]
+ ZE[¢Z (Bti_Btiﬂ) |f;f}

i=k+1
k—1 n

= 0 (B = B ) + oen E[(Bi— B,) | Fl+ Y E[6E (B, — Bi.,) | B ] |
i=1 i=k+1

= Z¢z (Bti o Bti—l) + ¢k+1 (Bt - Btk) +0= I(q))t

alors le processus I(®); est une martingale car
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2.1.1 Calcul d’It6

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastiques.

On appelle ce calcul "calcul d’Tto6" et 'outil essentiel en est la "formule d’'Tto ".

Définition 2.1.2 Soient (Q, F, <‘7:t>t20 , P) un espace de probabilité muni d’une filtration
et (Bt)i>o un Fy-mouvement brownien. On appelle processus d’Ito, un processus (Xi)o<t<r

a valeurs dans R tel que

t t
PpsV0<t<T Xt:X0+/sts+/<I)sst.
0 0

Dans la définition précedant, on a

Propriété 2.1.1 - X est Fo-mesurable.

- (Ki)o<i<r et (®)gycp sont des processus adaptés a Fi.
t

- /\Ks|ds < 00, Pp.s.

0
t

- /@SIZ ds < oo, P.p.s.
0

Proposition 2.1.4 1) Soit (M;)o<i<r une martingale continue telle que

¢ ¢
M, = /sts, avec P.p.s et / | K| ds < o0
0 0

alors
Pps V0<t<T, M,=0.
2) La décomposition d’un processus "d’Ito" est unique .Ce qui signifie que si

t

t t
Xt:XO+/KSds+/<I>SdBS:X3+/K;ds+/<1>’sd35
0 0 0

t

0
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alors
Xo=X, Pps, &=, dsx Ppp, K,=K.dsx Pp.p.
3) i (Xi)o<y<r est une martingale de la forme :

t

Xi=Xo+ /sts + /@SdBS

alors

K;=0 dsx Pp.p.

Théoréme 2.1.1 Soit (X;)oo,cp un processus d’Ito écrit sous la forme

t

X =Xo+ /sts + /@sst
0

et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a

£ (X)) = f (Xo) + /f dX+/f” x),,

ou par définition
t

(X,X), = /<1>§ds

0

/ J)dX, = /f de+/f ) ®,dB,.

De méme si (t,z) — f(t,z) est une fonction deuz fois différentiable en = et une fois

et

différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x)(on dit dans ce cas que [ est de
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classe C*?), on a

t t

FX) = 10X+ [ x)ds+ [5x4 g 1) ax),.
0

0 0

Proposition 2.1.5 Soient X; et Y, deux processus d’Ito

t

t
Xy =Xo+ /sts + /<I>SalBS
0

et
t

t
Yt:YoJr/K;der/@’sst
0 0

alors
t

t
XY, = XoYo + / X,dY, + / YidX, + (X,Y),
0 0

avec la convention
t

(X,Y), = /<I>S¢;ds.

0
Preuve. On a d’aprés la formule d’Ito
t

t
(X, + Y0 = (Xo + Yo)’ + 2/ (X + Vo) d(Xo+ V) + [ (Do +®)%ds.
0 0

Avec

t t
X2 =X? +2/XSdXs+/<1>§ds
0 0

et
t t

}Q2:%2+2/1§d1§+/<1>§ds
0 0
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d’oti, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes

t t
X,Y; = XoYo + /Xdes + /YSdXS +(X,Y),.
0

0

Théoréme 2.1.2 Soit (B:)i>0 un mouvement brownien réel et soit f une fonction de

classe C¢ (R), alors

t t

f(By) = f(Bo)+ /f’ (Bs)dBs + %/f” (Bs) ds.

0 0

Preuve. On a

F(B— 1B =3 (£(B)— 1 (B2,))

i=1

ou 0=ty <t} <..<t; =t une suite de partitions de [0,1], telle que

lim max |t — tﬂl! = 0.
n—ool<i<n

Par un développement de Taylor classique, on a

)~ F@) = @) =)+ 50" (@)~ 2 47y — )

o1 (h)
ou }lgr%)? = (0. Donc

F(B)— (B =3 <f’ (Bee,) (Be — Bu, ) + 57" (Bee,) (B~ B ) + r?) ,

=1

converge en probabilité vers
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ce qui permet de conclure, vu que (B), =s. m

2.2 Intégrale stochastique par rapport a une martin-
gale bornée dans L

On note H? 'espace des martingales continues de carré intégrable, bornées dans L? telle
que My = 0. D’apres le théoréme (1.2.9) on a: E[(M,M)_] < oo et d’aprés 'inégalité de
Kunita-Watanabe, on a si, M, N € H?, alors E [|(M,N)_|] < co. En effet

N|=
[N

E[(M,N) [ <E /!d<M,N>S\ < E[(M; M) J* E[{N,N)]* < .

- On définit le produit scalaire sur H? par
(M;N)yp> = E[(M,N)].

- La norme associé a ce produit scalaire est donnée par

N

M|l 2 = E[(M, M)_]* .

Proposition 2.2.1 H? est un espace de Hilbert.

Preuve. Il s’agit de vérifier que H? est complet pour la norme |.| 2, pour cela on
considére une suite de Cauchy (M") ., pour cette norme, d’apés le théoréme (1.2.9),

(M"™— M m)2 —(M™ — M™ M™ — M™) est une martingale uniformément intégrable, I’éga-
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lité de martingale assure

E[(M" = M™); = (M" =M™, M" — M"),]

C’est a dire

E[(M"—M"™);] = E[(M" =M™, M" — M™),]

< E[M" =M™ M" — M™)]

Par la propriété de Cauchy de la suite (M"), ., pour H?, on a donc

lim sup E[(Mt”—th)ﬂ = lim E[M" - M" M"—M™)] =0

m, n—oo t>0 m, n—00

et d’apres 'inégalité de Doob on a

lim F {sup (M — th)2] < limsup F [(]\ﬂ1 — th)ﬂ =0.

m, n— 00 t>0 m, n—oo t>0

On peut alors construire une sous- suite (ny) r>1 telle que pour tout £ > 1

1

E {sup (M — M:k“)z} ) <

t>0

1
ﬁ.
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Avec l'inégalité de Cauchy-Scharaz, on a

1
2

Wk

E [sup (]\/[t"’c — Mtn'““)z}

E Zsup‘Mtn’“ — Mtnk“‘] <
k=1

k=1

1
2k

M8

1

3

A
8

on en déduit p.s i sup | M7 — M| < oo, donc la suite (M;™),5 converge unifor-
mément sur R, vg;sl une limite qu’on note (Mt)t20 a des trajectoires continues. Puisque
(M}"),~, converge aussi dans L? vers M;, pour tout t > 0 (car la suite (M}"),., est de
Cauchy dans L?).

On voit immédiatement en passant & la limite dans 1'égalité M;"™ = E[M | F;] que
M; = E[My | F] et donc (M), est une martingale bornée dans L?.

Enfin

lim B [(M™ — M, M™ — M)]_ = lim E |sup (M™ — M,)*| =0,

k—o0 k—o0 t>0

ce qui montre que la sous- suite (M™) converge p.s, donc aussi la suite (M™) converge
vers M dans H?. =

Pour M € H?, on note
H? (M) = H? (Ry x Q, Prog,dP ® d (M, M)).

est ’espace des processus progressifs h = <h3)520 tels que
+oo

E /hid(M,M)s < 4o0.

0
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L’espace H? (M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

+oo
(hy K)poay = E / hoKod (M, M),
0

On note S le sous-espace vectoriel de H? (M) formé des processus élémentaires, c’est-a-dire

des processus h de la forme

hS (w) = Zhl (w> 1]ti, tiv1] (S> .

=0

O les h;) sont Fy,-mesurables et bornées.
Proposition 2.2.2 Pour tout M € H?, S est dense dans H* (M).

Preuve. Un sous espace S de I'espace de Hilbert H? (M) est dense dans H? (M) si le sous
espace orthogonale St de S se réduite a {0} .

Si X € St pour tout h € S, on a

E /th(M, Myl =o.

0

Montrons que X = 0 dans H? (M), c’est a dire
E /X2d<M, M)| =0.
0

Posons

t
Y, = /Xsd<M, M),
0

on intégre un processus progressif X par rapport & un processus (M, M) continu, croissant
et nul en 0 et d’apérs la proposition (1.1.2) U'intégrale Y est donc un processus adapté,

continu et a variation finie.
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Montrons que Y est une martingale, soit s <t, A € F, et h = 1413,y € S, on a

E /th<M,M> ) 1A/Xd<M,M> = E[14 (Y, - Y,)] =0,

0

puisque Xy = 0 et X est & variation finie, le théoréme (1.2.7) exige alors d’avoir

X =0, ie.

t
/Xsd(M,M>S =0 Vt>0, ps
0

ce qui entraine

Xs=0 d(M,M), pp p.s.
donc X =0 dans H* (M). =

Théoréme 2.2.1 Soit M € H?. Pour tout h € S, on définit h- M € H? par la formule

L’application h — h - M s’étend a une isométrie de H* (M) dans H?.

De plus, h - M est caractérisé par la relation

(h-M,N), =h-(M,N), = /hsd(M, N), . (2.1)

0

Proposition 2.2.3 Si K € H?> (M) et h € H?* (K - M), alors hK € H? (M)
(hK)- M =h- (K - M).

Preuve. On a

(K-M,K-M)=K?*-(M,M),
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donc HK € ‘H? (M). De plus, d’aprés le théoréme précédent, pour tout N € H?

(hK)-M,N) = (hK)-(M,N)
=i (K- (M, \))
=h-(K-M,N)

= (h-(K-M),N).

Proposition 2.2.4 Si T est un temps d’arrét et si M € H?, on a
(lomh) - M = (h-M)" =h- M7,

avec des notions intégrales

t tANT t

/ L hdM = / hdM = / hdM™.
0 0

0

Preuve. On a M7 = 1y 7+ M car pour tout N € H?
(MT,N) = (M, N)" =157 - (M,N) = {1p.17- M, N)
par la proposition précédente, on a
K-M"=K-(lop5-M) =K 197 -M

(K-M)T =1pq-(K-M)=147 K- M.
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Remarque 2.2.1 1) De maniére informelle, I’égalité de la proposition (2.2.3)

t t

/ hy (K,dM,) = / hy Kod M.

0 0

2) De méme la relation ([2.1))

t t

</hSdMS,N> :/h3d<M,N>S.

0 t 0

a) En appliquant deuz fois cette relation, on obtient

t

< [, /KSdNS> ~ [rsaqn ),
0

0 t 0

b) En particulier
t

</hdes,/Hdes> :/hid(M,M>S.

0 t 0
Remarquons enfin que puisque h - M est une martingale de H? on a si M € H?, N € H?,
h € H*(M) et K € H*(N), pour tout ¢ € [0, c0]

t t

t
E /hdes =0 et E /hSdMS /KSdNS = E /hSKSd<M,N>S
0 0

t

0

En particulier
. 2

t
E /hSdMS = E /hid(M,M)S
0 0
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2.3 Intégrale stochastique par rapport a une martin-
gale locale

On note H2,. (M) Pespace des processus progressif h tels que pour tout ¢ > 0

t
/h?d(M, M), < oo p.s.
0

On rappelle que, pour M une martingale locale, on note toujours H? (M) 'espace des

processus progressif h tels que
t
E /hgd (M, M),]| < oc.
0

Corollaire 2.3.1 Pour h, K € H2_ (M), pour tout temps d’arrét T

loc
(h-M)T =h-MT =h-1p7-M

et
(hK)-M =h-(K-M).

Théoréme 2.3.1 Soit M une martingale locale issus de 0. Pour tout h € H2 (M), il

existe une unique martingale locale issus de 0, notée h- M, telle que pour toute martingale
locale N
(h-M,N)="h-(M,N).

Preuve. On peut construire une suite de temps d’arrét (7,,), — oo tels que M Tn ¢ H? et

H™ € HZ2 . (M). Donc, pour tout n, on peut définir I'intégrale stochastique

X =p". M e g2
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Si on arréte X+ en 7, on obtient

S pR—
h

Tn+1
Lo,z - M

= hl[og—] - M

n

on peut donc définir h - M en posant
(h- M), = X" sur [0,7,)].

(h - M), est une martingale locale continue car (H - M)™ = X" € H?.
On a clairement

(h- M,N)=h-(M,N)

puisque

(h- M,N)™ = (h- (M,N))™
ou (7,), —oco. m

2
loc

Proposition 2.3.1 Soit M une martingale locale et soit h € Hj . (M) alors, pour tout

t>0
t 2 t

E /hdes <E /h§d<M,M>s
0 0

Corollaire 2.3.2 (Inégalité deKunita- Watanab 2)
Pour he H2,. (M), K € H2,. (M)

t 2 t t

/thsd<M,N>S g/hid(M,M)S/Kjdw, N). .
0 0 0

Définition 2.3.1 Un processus progressivement mesurable h est dit localement borné s’il
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existe une suite de temps d’arrét (1), — 400 et des constantes C,, tels que
W) < C,

Un processus h adapté et continu est localement borné.

Remarque 2.3.1 Lintérét de la définition précédente est que si h est progressivement

mesurable et localement borné, alors pour toute martingale locale continue M, on a

heH:. (M).

loc

2.4 Intégrale stochastique par rapport a une semi-
martingale

Définition 2.4.1 Soit X = Xg+ M + V une semi-martingale continue et soit H un

processus progressif localement borné. L’intégrale stochastique h - X est alors définie par
h-X=h-M+h-V,

o M est une martingale locale et V' un processus o variation finie, nuls en 0, continus

adaptés et X est Fo-mesurable, on note cette intégrale par

t

(h-X), = / hedX,.
0

On a les propeiétés suivantes

Propriété 2.4.1 i) L’application (h,X) — h- X est bilinéaire.
ii) h- (K- X)=(h-K)-X, si h et K sont localement bornés.
iii) Pour tout temps d’arréet T, (h-X)T = h - lor - X =h-X7.

43



Chapitre 2. Calcul stochastique par rapport des martingales

iv) Si X est une martingale locale (resp. si X est un processus & variation finie), alors

h - X est une martingale locale (resp. h - X est un processus & variation finie).

p—1

v) Sih eS8 s'écrit hy (w) = > hi (W) L, 4,4 (5) avec hy Fy,-mesurable et bornée, alors
i=0
p—1
(h- X)t = Zhi (Xti+1/\t - Xti/\t) .
=0

Proposition 2.4.1 Soit X une semi-martingale continue et soit h un processus adapté a
trajectoires continues. Alors, pour tout t > 0, pour toute suite 0 = 1 < ... < by, =1 de

subdivision de [0,t] de pas tendant vers 0, on a
pn—1 t
JLHSOth? (thnﬂ o Xt?) - /hstS’
=0 0
au sens de la convergence en probabilité.
Preuve. On peut traiter séparément les parties martingale et a variation finie de X. La

partie & variation finie est traitée par le Lemme (1.1.1). On peut donc supposer que X = M

est une martingale locale issue de 0. Pour chaque n, définissons un processus A par

S

Osis>tous=0.

Posons enfin pour tout p > 1

T, =inf {s > 0 [h| + (M, M) > p}

44
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et remarquons que H, h™ et (M, M) sont bornés sur I'intervalle |0, 7,], pour tout p fixé

B [((h(n)‘M%)t - (h‘M%)t)z] -

- F /(h@ — )11 (s)d (M, M),
0

AT,
_E / (W — h)%d (M, M),

0

converge vers 0 quand n — oo par convergence dominée car (hg") — hy)? est borné sur

0, 7,] par (2p)2 et
tAT,

B [ @ora@an,| =B [04.00),5] <4°E [010)5] < 457 x p = 1p°

0

puis par continuité lim A" = h pour tout s > 0, on a donc (h”.MTP)t — (h.MTP)t dans

n—:o0

L? et en utilisant la propriété d’arrét, on en déduit la convergence dans L?

lim (h".M),,7. = (h.M)

n—oo t/\lz-p )

Pour conclure, on remarque que P(7, > t) /' 1 quand p — oo, ce qui affaiblit la conver-

gence L? obtenue en une convergence en probabilité. m
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Théoréme 2.4.1 Soient X une semi-martingale et F : R — R une fonction de classe C*?

alors
t t
/ ]. 1
F (X)) :F(Xg)+/F (Xs)dXS+§/F (X,)d (X, X)..
0 0
Si on considére p semi-martingale continue X, ..., X? et F : R? — R de classe C? alors,

F(X}, ., XP) = F (X}, ..., XP)

) dX,

- P ¢
Z/axlaxj L XP)d (X XY

z j=1
Du htéoréme précédant on peut deduire la forme différentielle de la formule d’It6

OF 1<~ OF

1 P Z
o (X1, ""XS)dXS+2i;18xiaxj

dF (X}, .. X}) = Z (X2, .., XP)d (X', X7) .

Intégration par partie

Corollaire 2.4.1 Si X etY sont deux semi-martingales continues, on a

t
i) X2=X2+2[X,dX, + (X, X),.
0
t

i) X,Y; = XoYo + /XSdYS + /YSdXS +(X,Y),.
0

Preuve.

i) Soit (A,), une suite de subdivisions de [0, ¢] telle que |A,| — 0, alors

Xt -3 =37 (X, - x3)

%

=25 Xy (X, = X ) + 3 (X, - Xt;L)Q

46



Chapitre 2. Calcul stochastique par rapport des martingales

Dong, lorsque |A,,| — 0, X? — X2 converge en probabilité vers
t
2 / X,dX, + (X, X),
0

ii) D’aprés l'inégalité (i) on 'applique & X +Y et & X — Y on trouve

XY, = i (X, +Y)" = (X, — Y7)?
- i [(Xo +Y0)" = (Xo = Yo)’]
+iz/@ym@a&+nwﬂ/dkﬁﬁﬂﬂ—ﬂ>
+i[<X—|—Y,X—|—Y>t—<X—Y,X_Y>t]

t t
 XoYs + /Xsd(YS) + /st(xs) XY,
0 0

puisque par définition

(X)), =-[(X+Y,X+Y), —(X-Y, X-Y),].

1
4
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(Q,F, (Ft)i0 P) : Espace de probabilité filtré.

o (X) : tribu engedrée par X

B (R) . tribu borélien sur R
Xty . X égal 4 Y en loi
EX] : espérance de X

Var (X) . variance de X

Cov (X,Y) . covariance entre X et Y
p.S : presque stirement

D.p : presque partout

At . lorthogonale de A

N (0,1) . La loi Gaussienne centré de variance t.
IRl : la norme

i.e : Cc’est a dire

resp . respectivement

prog . progressif
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