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Introduction

Les processus di¤érentiels sont souvent modélisés par des équations di¤érentielles, du fait

que les équations, décrivant un phénomène quelconque caractérisé par une ou plusieurs

variables d�états, dépendent continûment du temps en réalité, pue de systèmes sont mo-

délisés par des équations linéaires ; en électronique, par exemple, les circuit linéaires ne

peuvent remplir toutes les fonctions désirées par l�ingénieur, dés lors que les e¤ets non

linéaires sont indispensable pour assurer la majorité des fonctions. En général, les modèles

non linéaires sont innombrables et rester le plus souvent inclassable ; en e¤et, ils présentent

des e¤ets complexes et surprenants tels que les bifurcations, les chaos. Les scienti�que ne

disposent pas de techniques générales adéquates pour les traiter ; on parvient cependant

par construction ou par certains choix, de rester dans le domaine de comportement linéaire.

Le modèle linéarisé est très séduisant par la simplicité des calculs, cela malheureusement
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Introduction

n�est qu�une approximation qui engendre en contre partie un désavantage évident. Un

des aspects qualitatifs les plus importants des systèmes di¤érentiels est leur comporte-

ment asymptotique, c�est-à-dire le comportement des solutions lorsque le temps tend vers

l�in�ni ; ce concept qui est directement lié à la stabilité, a fait l�objet d�une recherche abon-

dante depuis la �n du XIX éme siècle. Son importance réside dans le fait que la notion de

la stabilité est commune à plusieurs domaines, d�une part, et d�un point de vue technique,

la stabilité est nécessaire au fonctionnement des engins. Dans le cas d�un modèle linéaire.

Tes critères de la stabilité étant déjà anciens, le problème reste posé pour les modèles non

linéaires, l�approximation par linéarisation, représentant l�astuce la plus proche à l�esprit,

n�est pas toujours justi�ée et donne dans certaines situations une fausse description du

système non linéaire, l�élaboration des théorèmes de linéarisation a résolu partiellement

problème. En e¤et, dans des cas limites, le problème est encore posé jusqu�à nos jours

et il en est de même pour les cas où les théorèmes de linéarisation classique ne sont pas

applicables. Les problèmes de la stabilité sont apparus pour la première fois en mécanique.

Un critère pour la stabilité des corps rigides sous l�e¤et de forces gravitationnelles a été

formulé par E Torrcelli en 1644 ; G.Lagrange, en 1788, démontra un théorème qui dé�nit

les conditions nécessaires pour la stabilité des systèmes conservatifs. Au XIX éme siècle, le

développement de la technologie et les problèmes de fonctionnement des engins ont poussé

les scienti�ques à chercher des méthodes pour l�étude de la stabilité du mouvement, les tra-

vaux de Routh et Herwitz restant des grandes références jusqu�à n et Herwitz restant des

grandes références jusqu�à nos jours Toute fois commence à utiliser les systèmes linéarisés

pour l�étude des systèmes non linéaires sans aucune justi�cation.

En 1892. A.M.Lyapunov a publié sa thèse "Problème général de la stabilité du mouve-

ment", on il a introduit une dé�nition très rigoureuse du problème de la stabilité du

mouvement, l�absence d�une telle dé�nition ayant causé un grand malentendu. Lyapunov

a justi�é en quelque sorte l�utilisation de la première approximation. Après Lyapunov,

le développement de la théorie de la stabilité s�est orienté dans plusieurs directions, en
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Introduction

précisant les résultats déjà élaborés. Notre travail est structuré en deux chapitres :

Le premier chapitre a essentiellement pour objectif de donner les premières dé�nitions et

propriétés concernant les systèmes di¤érentiels (linéaire et non linéaire) et quelque notions

sur la stabilité

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de la notion de stabilité et la classi�cation d�un

système di¤érentiel linéaire et la présentation détaillée de la théorie de Lyapunov dans les

systèmes non linéaires, autonomes ou non autonomes. et systèmes presque linéaires

3



Chapitre 1

Génèralités sur les systèmes

di¤érentiels

1.1 Rappels sur les équations di¤érentielles

Les équations di¤érentielles sont utilisées pour construire des modèles mathématiques de

phénomènes physiques et biologiques, par exemple pour l�étude de la radioactivité ou

la mécanique céleste, par conséquent les équations di¤érentielles représentent un vaste-

champ d�étude, aussi bien en mathématiques pures qu�en mathématiques appliquées. La

théorie des équations di¤érentielles ordinaires permet d�étudier de nombreux processus

d�évolution déterministes, �nis et di¤érentiables. Nous exposons ici les principales notions

indispensables à l�étude de tels systèmes.

Dans la suite J � R est un intervalle ouvert de R et U � E sont des ouverts d�un espace

de Banach E, et très souvent on prendra E = Rn

1.1.1 Equations di¤érentielles

Dé�nition 1.1.1 (Equation di¤érentielle ordinaire) Une équation di¤érentielle or-

dinaire, également notée EDO, d�ordre n est une relation entre la variable réelle t, une

4



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

fonction inconnue t 7! x(t) et ses dérivées x
0
; x"; :::; x(n) au point t dé�nie par

f(t; x; x
0
; x"; :::; x(n)) = 0

où f est une fonction de n+ 2 variables et n�est pas indépendante de sa dernière variable

x(n). x est une fonction de la variable réelle t 2 J tel que x en général sera à valeurs dans

Rn, n 2 N�. On peut écrire

f(t; x(t); x
0
(t); x"(t); :::; x(n)(t)) = 0 , 8 t 2 J

Dé�nition 1.1.2 (Ecriture vectorielle d�un système di¤érentiel) On rappelle qu�une

équation di¤érentielle (linéaire ou non) est de la forme dans E

x0 = f(t; x) (1.1)

On s�intéressera plus particulièrement aux systèmes di¤érentiels, i.e. au cas où E = Rn,

l�équation ci-dessus étant écrite avec les notations usuelles

�!
x
0
=

�!
f (t;

�!
x ) :

�!
x

0

(t) =
�!
f (t;

�!
x (t))()

8>>>><>>>>:
x01 = f1(t; x1; x2; : : : ; xn),

...

x0n = fn(t; x1; x2; : : : ; xn),

avec x 2M � Rn, t 2 J � R ; où M est l�espace d�état.

Exemple 1.1.1 Soit le système di¤érentiel suivant :

8><>: x
0
1 = 4x1 � 2x

x
0
2 = x1 + x2

5



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

C�est un système di¤érentiel autonome (linéaire), de solution sur R, tel que
�!
f =

0B@ f1

f2

1CA
, f1 = 4x1 � 2x2 et f2 = x1 + x2

Dé�nition 1.1.3 (Problème de cauchy) Des conditions initiales peuvent être données

en t = t0 pour chacune des variables d�état d�ou le problème de Cauchy suivant :

8><>: x
0
(t) = f(t; x(t))

x(t0) = x0

()

8>>>>>>><>>>>>>>:

x
0
1(t) = f1(t; x1(t); x2(t); : : : ; : : : ; xn(t)); x1(t0) = �1

x
0
2(t) = f2(t; x1(t); x2(t); : : : ; : : : ; xn(t)); x2(t0) = �2

...

x0n(t) = fn(t; x1(t); x2(t); : : : ; : : : ; xn(t)); xn(t0) = �n

(1.2)

comme x; x0 2M � Rn, t0 2 J et f : J � Rn ! Rn. On appelle solution du problème de

Cauchy un ensemble des fonctions (x1(t); x2(t); : : : ; : : : ; xn(t)) dé�nies sur un intervalle J

contenant t0 et qui satisfont les équations de (1:2)

1.1.2 Systèmes autonomes

Dé�nition 1.1.4 On appelle équation di¤érentielle autonome une équation di¤érentielle

pour laquelle f ne dépend pas du temps : f(t; x) = f(x).C�est donc un équation di¤éren-

tielle de type :

x0 = f(x) (1.3)

Proposition 1.1.1 Pour un système di¤érentiel autonome, si ' est solution sur J , toutes

ses translatées  (t) = '(t+ c) pour c 2 R sont solutions sur J � c:

Preuve. Soit ' une solution sur J � R : '0(t) = f('(t)) pour tout t 2 J . Et donc, pour

c 2 R et t tel que t + c 2 J , il vient '0(t + c) = f('(t + c)) pour tout t 2 J � c, i.e.

 0(t) = f( (t)) pour tout t 2 J � c
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Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

Remarque 1.1.1 Cette proposition est bien sûre fausse pour les systèmes non auto-

nomes : on a alors

'0(t+ c) = f(t+ c; '(t+ c)); d�où  0(t) = f(t+ c;  (t)) 6= f(t;  (t))

Remarque 1.1.2 Les équations autonomes sont très importantes quand on cherchera des

solutions stationnaires ainsi que leur stabilité

Remarque 1.1.3 Un système autonome est indépendant du temps initial alors qu�un

système non autonome ne l�est pas. Tout instant peut être considéré comme instant initial

.Tout état x(t) du système peut être considéré comme un état initial. Dans la suite nous

ne considérerons que des systèmes autonomes. De plus nous considérerons uniquement des

systèmes dont le vecteur d�état est réel de dimension �nie

Dé�nition 1.1.5 (champs de vecteurs) Un champ de vecteurs X sur R2 est dé�ni

par la donnée de deux applications f1 et f2 aux quelles on associe le système d�équations

di¤érentielles ordinaires :

X =:

8><>: x01 = f1(x1; x2)

x02 = f2(x1; x2)

Dé�nition 1.1.6 (Espace des phases) L�espace des phases M 0 est un espace mathé-

matique souvent multidimensionnel. Chaque axe de coordonnée de cet espace correspond

un variable d�état du système dynamique étudié et chaque variable d�état caractérise le

système à un instant donné le système est donc caractérisé par point de cet espace. A

l�instant suivant, il sera caractérisé par un autre point et ainsi de suite. Si l�espace des

phases est représenté en trois dimensions, cette suite des points peut montrer graphique-

ment l�évolution du système dans le temps. L�ensemble des trajectoires possibles constitue

le portrait des phases

Dé�nition 1.1.7 (Portrait de phase) La portrait de phase est une représentation géo-

métrique des trajectoires d�un système dynamique dans l�espace des phases M 0 à chaque

7



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

ensemble de conditions initiales correspond une courbe ou un point.

Dé�nition 1.1.8 (orbite) L�orbite d�un point x de M 0 est l�ensemble 
(x) dé�ni par :


(x) = f�t(x),t 2 I(x)g

Dé�nition 1.1.9 (Trajectoire ) La trajectoire d�un point x de M 0 est l�application

t 2 I(x) �! �(x) 2M 0

un trajectoire est une courbe paramétrée de l�espace des phases

Dé�nition 1.1.10 (Attracteur) Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent

toutes les trajectoires des points de l�espace des phases, c�est à dire une situation (ou un

ensemble de situations) vers laquelle évolue un système, quelles que soient ses conditions

initiales. Mathématiquement, l�ensemble A est un attracteur si :

� Pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A tel que toute solution x(x0; t) =

�t(x0) restera dans U

si x0 2 V

� \�t(V ) = A , t � 0

� Il existe une orbite dense dans A, il y a deux types d�attracteurs : les attracteurs réguliers

et les attracteurs étranges où chaotiques.

1.1.3 Transformation d�une équation di¤érentielle à une système

di¤érentiel d�ordre 1

Plus généralement, nous donnons la façon de déterminons un système di¤érentiel du pre-

mier ordre équivalent à une équation di¤érentielle ordinaire d�ordre n (n 2 N� f1g)

8



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

Dé�nition 1.1.11 (Equation di¤érentielle normale) Une équation di¤érentielle d�ordre

n dans Rn, est une équation de la forme :

xn = f(t; x; x
0
; : : : ; : : : ; : : : ; xn�1) (1.4)

où f : U ! Rn , une application continue dé�nie sur U . Nous introduisons de nouvelles

variables, dites d�état x1; x2;:::; xn en posant :

x1 = y; x2 = y
0
; x3 = y"; ::::::::::; xn = yn�1 (1.5)

On dérive chaque terme de chaque équation de (1:5 )et on utilise ces équations encore

une fois ainsi que l�équation(1:4)pour déterminer les systèmes d�EDO du premier ordre

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

x
0
1 = y

0
= x2

x
0
2 = y" = x3

x
0
3 = y

000
= x4

... =
... =

...

x
0
n�1 = yn�1 = xn

x
0
n = yn = �a0y � a1y

(1) � a2y
(2) � ::::� an�1 y

n�1 + g

Donc8>>>>>>><>>>>>>>:

x
0
1 = 0:x1 + 1:x2 + : : : + 0:xn = f1(t; x; x

0
; : : : ; : : : ; : : : ; xn)

x
0
2 = 0:x1 + 0:x2 + x3:0 � 1:0:xn = f1(t; x; x

0
; : : : ; : : : ; : : : ; xn)

... =
... =

...

x
0
n = �a0x1 � a1x2 � a2x3 � ::::� an�1xn+ g = f1(t; x; x

0
; : : : ; : : : ; : : : ; xn)

9



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

()

0BBBBBBB@

x1

x2
...

xn

1CCCCCCCA

0

=

0BBBBBBB@

0 1 0 0

...
. . . . . . 0

0
. . . . . . 1

�g : : : 0 �

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

x1

x2
...

xn

1CCCCCCCA
+

0BBBBBBB@

0

0

...

g

1CCCCCCCA

() X
0
(t) = A(t)X(t)+b(t)

(1.6)

ou A(t) 2 Mn(R) est une matrice et b(t) 2 Rn. Alors , Y 2 Cn(J , R) est solution de

(1:4) si et seulement si X 2 C1(J ,Rn) est solution de (1:6) .

Exemple 1.1.2 Soit

y(4)(t)� 3t2y2(t) = t+ 1:

() y(4)(t) = 3t2y2(t) + t+ 1

On a : 8>>>>>>><>>>>>>>:

x1 = y

x2 = y
0

x3 = y"

x4 = y
000

()

8>>>>>>><>>>>>>>:

x
0
1 = y

0
= x2

x
0
2 = y" = x3

x
0
3 = y

000
= x4

x
0
4 = y"" = 3t2y2(t) + t+ 1

()

0BBBBBBB@

x1

x2

x3

x4

1CCCCCCCA

0

=

0BBBBBBB@

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 3t2 0

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

x1

x2

x3

x4

1CCCCCCCA
+

0BBBBBBB@

0

0

0

t+ 1

1CCCCCCCA
() X

0
= AX + b:

1.1.4 Expontielle d�une matrice :

Dans cette section on donne quelques dé�nitions et propriétés qui généralisent aux matrices

des résultats bien connus pour les éléments de R ou C.

Dé�nition 1.1.12 Soit A une matrice n � n et t un réel, eAt est la matrice n � n qui

10



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

véri�e : 8><>:
d
dt
eAt = AeAt

eA0 = e0 = Id

Dé�nition 1.1.13 Si A 2M(|) ,on pose

eA =

+1X
n=0

1

n!
An

Munissons Mn(|) de la norme (jkkj) des opérateurs linéaires sur |m associée à la norme

euclidienne (resp hermitienne) de Rm(resp Cm). On a alors

kj 1
n!
An jk � 1

n!
kj An jk

de sorte que la série
X

1
n!
An est absolument convergente. On voit de plus que kj eA jk �

ekjAjk

Proposition 1.1.2 L�exponentielle de matrice véri�e les propriétés suivantes :

1. e(A(t+t0)) = e(At)e(At0)

2. Si BA = AB, alors Be(At) = e(At)B

3. Si BA = AB, alors Be(At) = e(At)B

4. Si BA = AB, alors e(A+B) = e(A)e(B)

5. (e(A))�1 = e(�A)

6. det (e(A)) = e(trace(A))

7. Si B est inversible, e(BAB
�1) = Be(A)B�1

8. Si A est symétrique dé�nie positive eA est symétrique dé�nie positive. Calcul de

11



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

l�expontielle d�une matrice

si A =

0BBBBBBB@

�1 0 : : : 0

0 �2
. . . 0

...
. . . . . .

...

0 : : : : : : �n

1CCCCCCCA
, alors : eA =

0BBBBBBB@

e�1 0 : : : 0

0 e�2
. . . 0

...
. . . . . .

...

0 : : : : : : e�2

1CCCCCCCA
De manière générale, si A est nilpotente d�indice de nilpotente k, (9k�Ak = 0)

eA =
k�1X
k=0

Ak

k!
= I + A+

A2

2!
+
A3

3!
+ : : :+

Ak�1

(k � 1)!

1.2 Notions de stabilité

La question de la stabilité d�une des questions fondamentale de la théorie qualitative, elle a

été étudier à des mathématiciennes comme LYAPUNOV, elle se pose de la façon suivante :

Si l�on écarte le système de l�équilibre, y reviendra-t-il ? Ou bien une petite perturbation,

qui éloigne le système légèrement de son régime stationnaire, peut avoir des conséquences

importantes et être ampli�ée au cours du temps ?

A) Instable B) Localement stable C) Asymptotiquement stable

Soit le système di¤érentiel autonome

8><>: x0(t) = f(x(t)) , x 2 U � R

x(t0) = x0 , t0 2 J � R
(1.7)

12



Chapitre 1.Génèralité sur les systémes di¤érentielles

1.2.1 Point d�équilibre

Dé�nition 1.2.1 Nous appelons point d�équilibre (ou point critique ou point singulier ou

point stationnaire, solution stationnaire, point critique) de (1:7) le point P qui véri�e

f(P ) = 0

Exemple 1.2.1 Soit le système suivant

8><>: x0 = 1� (x2 + y2)

y0 = �2xy

Les points d�équilibre sont les points P = fp1,p2,p3,p4g où x0 = y0 = 0, soit x2 + y2 = 1,

x = 0 où y = 0. Donc p1 = (1,0) et p2 = (0,1), p3 = (0,�1), p4 = (�1,0)

1.2.2 Stabilités et classi�cation des points critiques :

Le problème est de savoir si 2 solutions �proches� à un temps t0 vont rester �proches�

(stabilité) et si même elles se �rapprochent�quand t �! �1 (stabilité asymptotique)

Dé�nition 1.2.2 Une trajectoire f�!' (t) : t 2 Rg approche un point P = (a1,: : :,an)tssi :

lim
t!�1

�!' (t) = P

On se limite dans la suite au cas 2-D.

Classi�cation des points critiques

1. Un point critique P est un n�ud ssi : ou bien il y a une in�nité de trajectoires

entrantes, ou bien une in�nité de trajectoires sortantes.

2. Un point critique P est un point selle ssi il y a 2 trajectoires entrantes et 2 trajectoires

sortantes, les autres trajectoires étant asymptotiques à ces 4 là

13
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3. Un point critique P est un point spiral ssi chaque trajectoire s�approchant de P s�y

enroule en spiral quand t! +1

4. Un point critique P est un centre ssi P est au centre d�une famille de trajectoires

fermées, aucune trajectoire n�approchant P asymptotiquement.

Stabilité

Dé�nition 1.2.3 1. Un point critique P est stable ssi pour tout R > 0 il existe r > 0

tel que si une trajectoire est dans la boule B(P; r) à un instant t0, elle reste dans la

boule B(P;R) à tout instant t > t0

2. Il est dit instable ssi il n�est pas stable.

3. Il est dit asymptotiquement stable ssi il est stable et de plus il existe � > 0 tel que

toute trajectoire qui est dans B(P; �) à t0 s�approche de P quand t! +1.

14



Chapitre 2

Stabilité des systèmes di¤érentiels

2.1 introduction

Les systèmes linéaires sont d�un intérêt particulier, car souvent, c�est à leur théorie que

l�on se référera pour une étude locale des systèmes non linéaires. l�on se référera pour une

étude locale des systèmes non linéaires

L�objet de la théorie de la stabilité est de tirer des conclusions quant au comportement du

système sans calculer explicitement ses trajectoires. La contribution majeure fut apportée

par AMLyapunov en dont les travaux n ont et e connus qu�a partir des années il a introduit

la majorité des concepts et dé�nitions de base concernant la stabilité et des systèmes

représentes par des systèmes di¤érentiels arbitraires mais a aussi fourni les principaux

résultats théoriques. Nous ne présentons dans cette partie qu�une version simpli�ée et

abrégée de ses travaux. Dans la suite D0 � D � U sont des ouverts non vides et K � U

aussi

2.2 Stabilité des systèmes di¤érentiels linéaires

La stabilité est l�étude de la dépendance des solutions par rapport aux conditions initiales.

Physiquement, si on jette deux pierres tout d�un cous on aimerai bien savoir si l�une

15



Chapitre 2.Stabilité des systèmes di¤érentiels

s�éloigne de l�autre au cours du temps ou non. En terme d�équations di¤érentielles, si on

prend deux solutions d�une même équation di¤érentielle est-ce-que ceux deux solutions

restent assez proches lorsque leurs conditions initiales sont su¢ samment proches

2.2.1 Cas autonome

Dé�nition 2.2.1 (Stabilté) La position d�équilibre La position d�équilibre P = 0 est

stable en sens de lyapunov si : 8" > 0 , 9 �(t0; ") telle que :8x0 véri�ant : k x0 k< � (i.e.

x0 2 B(0; �);la solution de (1:7) véri�e :

1. x(t) est dé�nie pour tout t � t0

2. k x(t) k< " (i.e. x(t) 2 B(0; ")):

Dé�nition 2.2.2 (Stabilité asymptotique) La position d�équilibre P = 0 est asympto-

tiquement stable si :

1. Elle est stable en sens de lyapunov

2. lim
t!+1

k x(t) k= 0, (0 :point d�équilibre)

8 " > 0; 9�(") > 0; 8x0 :k x0 k< � =)k x(t) k< "

Remarque 2.2.1 on dit que la position d�équilibre P est instable si elle n�est pas stable

Théorème 2.2.1 (Cas d�un système di¤érentiel linéaire) Soit le système di¤érentiel

linéaire homogène autonome :

8><>: x
0
1 = ax1 � bx2

x
0
2 = cx1 + dx2

ab� dc 6= 0

où a,b,c et d sont réels. Alors P = (0; 0)t est le seul point critique. Et si �1et �2 sont les

racines du polynôme caractéristique P (�) = �2 � (a+ d)�+ ad� bc, alors :
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1. P est un n�ud ssi �1 et �2 sont réels de même signe (�1�2 > 0). Ce n�ud est

asymptotiquement stable ssi �1 < 0 et �2 < 0, instable sinon. (En particulier vrai si

�1 = �2).

2. P est un point selle (instable) ssi �1 et �2 sont réels de signe opposé (�1�2 < 0).

3. P est un point spiral ssi �1 = �2 est non réel, stable si Re(�1) < 0 et instable si

Re(�1) > 0.

4. P est un centre ssi, �1 = �2 est un imaginaire pur.

2.2.2 Cas non autonome

Dé�nition 2.2.3 Soit (Ts,Tf ) 2 R�+�R�+ tels que Ts < Tf , on dit queK est (J ,Ts,Tf ,D0,D)

-pratiquement stable pour le système non autonome

8><>: x0(t) = f(t,x(t)) , x 2 U � Rn

x(t0) = x0 , t0 2 J � R
(2.1)

si 8x0 2 D0 et t0 2 J , on a :

1. x(t,t0,x0) est dé�nie sur [t0,t0 + Tf ]

2. 8t 2 [t0,t0 + Tf ] , x(t,t0,x0) 2 D

3. 8t 2 [t0 + Ts,t0 + Tf ] , x(t,t0,x0) 2 K. De plus, K est (J ,Ts,Tf ,D0,D)-pratiquement

stable en temps �ni si K est (J ,Ts,+1,D0,D)-pratiquement stable

Dé�nition 2.2.4 On dit que le système (2:1) est stable au sens de Lyapunov par rapport

au point d�équilibre x� si pour des conditions initiales x(t0) su¢ samment proches du point

d�équilibre soit :

8" > 0 ; 9� > 0 :k x(t0)� x� k� � =)k x(t,x(t0))� x� k� ", 8t � t0

telle que : x(t0) 2 B(x�,�) et x(t,x(t0)) 2 B(x�,")
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Fig. 2.1 �Stabilité pratique

Dé�nition 2.2.5 On dit que K est stable pour le système (2:1) si pour tout " > 0, et

t0 2 J , il existe �("; t0) > 0 tel que

(x0 2 B�(";t0)(K))()

8><>: x(t; t0; x0) est dé�nie pour t � t0

x(t; t0; x0) 2 B"(K) 8t � t0:

Exemple 2.2.1 On considère l�équation :

x0 = (6t:sin(t)� 2t)x , t 2 R:

Il admet des solutions de la forme :

x(t; t0; x0) = x0exp[

Z t

t0

(6s:sin(s)�2s)ds] = x0exp[6sin(t)�6tcos(t)�t2�6sin(t0)+6t0cos(t0)+t20]

On voit que le terme en exponentielle est borné pour tout t � t0 par une constante c(t0)

qui dépend seulement de t0. Ainsi, on a :

jx(t; t0; x0)j � jx0j c(t0) 8 t � t0
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Pour tout " > 0, si l�on choisit � = "
c(t0)

, on voit que 0 est stable.

Dé�nition 2.2.6 Si K n�est pas stable pour le système (2:1), on dit que K est instable

pour le système (2:1).

Stabilité asymptotique

Dé�nition 2.2.7 Le point d�équilibre x� est asymptotiquement stable si

8� > 0 :k x(t0)� x� k� � =) lim
t!+1

k x(t; x(t0))� x� k= 0

Dé�nition 2.2.8 (Stabilité d�attraction) On appelle bassin d�attraction D0 de x� = 0

pour l�équation di¤érentielle x0 = f(x), x 2 Rn, l�ensemble des x0(x(t = t0)), 9� > 0 telle

que

lim
t!+1

k x(t; x0) k= 0;8, k x0 k� �:

Dé�nition 2.2.9 Soit K � U , on dit que K est attractif pour le système (2:1) si pour

tout t0 2 J , il existe �(t0) > 0 tel que :

(x0 2 B�(t0)(K))()

8><>: x(t,t0,x0) est dé�nie, 8t � t0

lim
t!1

d(x(t,t0,x0), K) = 0

Dé�nition 2.2.10 On dit que K est asymptotiquement stable pour le système (2:1) si :

1. K est stable pour le système (2:1)

2. K est attractif pour le système (2:1).

Dé�nition 2.2.11 On dit que K est globalement asymptotiquement stable pour le système

(2:1) si :

1. K est stable pour le système (2:1)

2. 8t0 2 J , et x0 2 U , x(t,t0,x0) est dé�nie 8t � t0 ; lim
t!+1

d(x(t,t0,x0), K) = 0
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Exemple 2.2.2 On considère l�équation :

x0 =
x

1 + t
, t � 0

Il admet des solutions de la forme : x(t,t0,x0) = x0 exp[
R t
t0

�1
1+s

ds] = x0
1+t0
1+t
. On voit ainsi

que 0 est globalement asymptotiquement stable

Dé�nition 2.2.12 (Stabilité expontielle) Le point d�équilibre x� est exponentiellement

stable si :

8" > 0 ; 9 �,a,b > 0 :k x(t0)�x� k� � =)k x(t,x(t0))�x� k� a k x(t0)�x� k e�bt, 8t � t0

Exemple 2.2.3 Considérons l�équation décrit par

x0 = �(1 + sin(x3))x

Il est claire que P = 0 est un point d�équilibre. La solution du l�équation est donnée par

x(t) = x(0)e
R
�(1+sin(x3))ds

On a

8t � 0: j x(t) j� k j x(0) j e�t

D�où la stabilité expontielle de système

Remarque 2.2.2 Stabilité exponentielle =) Stabilité asymptotique

Dé�nition 2.2.13 Le point d�équilibre x� est instable si le système (2:1) n�est pas satis-

faite.
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Stabilité uniforme

Dé�nition 2.2.14 On dit que K est uniformément stable pour le système (2:1) si pour

tout " > 0, il existe �(") > 0 tel que :

8 t0 2 J; (x 2 B�(")(K)) =)

8><>: x(t; t0; x0) est dé�nie pour t � t0

x(t; t0; x0) 2 B"(K) pour t � t0

Fig. 2.2 �Stabilité uniforme

Remarque 2.2.3 La stabilité uniforme entraine la stabilité, mais la réciproque est fausse.

Reprenons l�exemple précédent

x0 = (6t sin(t)� 2t)x, t 2 R:

Supposons que t0 prenne les valeurs successives t0 = 2�n, n 2 N et que x(t,t0,x0), soit

évalué en t0 + �, alors

x(t0 + �,t0,x0) = x0 exp[(4n+ 1)(6� �)�]
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Donc si x0 6= 0 on a :

lim
n!1

x(t0 + �,t0,x0)
x0

= lim
n!1

exp[(4n+ 1)(6� �)�] = +1

Ainsi, pour " donné, il n�existe pas de � indépendant de t0 qui permette de dire que 0 est

uniformément stable.

Dé�nition 2.2.15 (stabilité absolue) La position d�équation P = 0 est absolument

stable si :elle est asymptotiquement pour tout x0

� Si il existe une valeur propre � de A tell que Re(�) � 0 alors le point d�équilibre P est

instable.

� Si toute les valeurs propres de A ont un partie réelle strictement négative alors le point

d�équilibre P est asymptotiquement stable.

� Si toute les valeurs propres de A ont une partie réelle négative ou nulle et si toute valeur

propre a partie réelle nulle est simple alors le point d�équilibre P est stable.

Preuve. Nous étudions d�abord le cas le plus simple à savoir le cas d�un système linéaire

sans second membre

x0 = Ax

x =

0BBBBBBB@

x1

x2
...

xn

1CCCCCCCA
, A =

0BBBB@
a11 : : : a1n
...

. . .
...

an1 : : : ann

1CCCCA
Avec xj ,aij 2 C ; le cas réel peut bien entendu être vu comme un cas particulier du cas

complexe. La solution du problème de cauchy de condition initiale x(t0) = x0 est données

par x(t,x0) = e(t�t0)Ax0 est la stabilité est liée au comportement de e(t�t0)A quand t tend

vers +1 , dont la norme k e(t�t0)A k doit rester bornée. Distinguions quelques cas

1ercas
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? n = 1, A = (a), on a alorsj e((t�t0)a) j= e((t�t0)Re(a)). Les solutions sont stables ssi cette

quantité reste bornée quand t tend vers +1, c�est-à-dire si Re(a) � 0. De même les

solutions sont asymptotiquement stable ssi Re(a) < 0 et on peut alors prendre :

(t) = e((t�t0)Re(a)) �!
t!+1

0

2ercas

? n quelconque

� Si A est diagonalisable , on se ramène après un changement linéaire de coordonnée

eA =
0BBBB@

�1 : : : 0

...
. . .

...

0 : : : �n

1CCCCA
Où �1,. . . ,�n désignent les valeurs propres de A , le système se ramène aux équations

indépendantes x0j = �jxj et admet pour solution xj(t; y) = yje
(�j(t�t0)), j = 1; n. Les

solutions donc sont stables ssi Re(�j) � 0 pour tout j et asymptotiquement stable ssi

Re(�j) < 0 pour tout j et instable si Re(�j) > 0

� Si A n�est pas diagonalisable, il su¢ t de regarder ce qui se passe pour chaque bloc d�une

triangulation de A supposons donc

A =

0BBBB@
� : : : !

...
. . .

...

0 : : : �

1CCCCA = �I +N

Où N est une matrice nilpotente (triangulaire supérieur ) non nulle. Il vient alors :

e((t�t0)A) = e((t�t0)�I)e((t�t0)N) = e(�(t�t0))
n�1

n�1X
k=0

(t� t0)

k!
Nk
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Donc les coe¢ cients de e((t�t0)A) sont des produits de e((t�t0)�) par des polynômes de

degré � n� 1 non tous constants (car N 6= 0, donc le degré est aux moins 1).

� Si Re(�) < 0, les coe¢ cients tendent vers 0, et si Re(�) > 0 leur module tend vers +1

car la croissance de l�expontielle l�emporte sur celle des polynômes.

� Si Re(�j) = 0 on a j e((t�t0)�) j= 1 et par suit e((t�t0)A) est non bornée on voit donc que

les solutions sont asymptotiquement stables ssi Re(�) < 0 et sinon elles sont instables

2.2.3 Portrait de phase en dimension 2

Soit le polynôme caractéristique de la matrice A :

PA(x) = det(A� xI) = (x� �1)(x� �2)

alors A possède deux valeurs propres �1 et �2, ces valeurs propres nous renseignent sur le

type de stabilité du système x0 = Ax selon leur signe :

1ercas

I- Si �1 et �2 sont réels :

� Si �1 > �2 > 0 alors le point d�équilibre est instable et il est appelé n�ud instable.

Fig. 2.3 �N�ud instable
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Exemple 2.2.4 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = 3x1

x
0
2 = 2x2

où A =

0B@ 3 0

0 2

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = 3 et �2 = 2 sont toutes positives et di¤érentes on parle

de n�ud instable ou de source

� Si �1 < �2 < 0 alors le point d�équilibre est stable et il est appelé un noeud stable

Fig. 2.4 �N�ud stable

Exemple 2.2.5 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = �2x1 + x2

x
0
2 = x1 � 2x2

où A =

0B@ �2 1

1 �2

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = �3 et �2 = �1 sont toutes négatives et di¤érentes, on

parle de n�ud stable

� Si �1 > 0 et �1 < 0 dans ce cas Le point d�équilibre représente un col ou un point selle -
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Fig. 2.5 �Point selle

Exemple 2.2.6 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = x1

x
0
2 = �2x2

où A =

0B@ 1 0

0 �2

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = 1 > 0 et �2 = �2 < 0 ,alors on parle d�un point selle

i) Si A est diagonalisable : ceci a lieu si tous les vecteurs sont des vecteurs propres, chaque

droite qui passe par le point d�équilibre est une trajectoire, on distingue deux cas :

� Si �1 = �2 > 0 : le point d�équilibre est un n�ud asymptotiquement instable

Exemple 2.2.7 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = x1

x
0
2 = x2

où A =

0B@ 1 0

0 1

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = 1 = �2 sont positives et égaux, alors on parle de n�ud

asymptotiquement instable

� Si �1 = �2 < 0 : le point d�équilibre est un n�ud asymptotiquement stable.
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Fig. 2.6 �N�ud asymptotiquement instable

Fig. 2.7 �N�ud asymptotiquement stable
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Exemple 2.2.8 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = x1

x
0
2 = x2

où A =

0B@ �1 0

0 �1

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = �1 = �2 sont négative et égaux , alors on parle de

n�ud asymptotiquement stable

ii) Si A n�est pas diagonalisable : il existe un seul vecteur propre et donc une seule droite

qui contient une trajectoire. Le point d�équilibre est dénommé n�ud dégénéré.

� Si �1 = �2 > 0 le point d�équilibre est un n�ud dégénéré instable

Fig. 2.8 �N�ud dégénéré instable

Exemple 2.2.9 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = x1 + x2

x
0
2 = x2

où A =

0B@ 1 1

0 1

1CA
On a une valeur propre double � = 1 > 0 alors on parle d�un n�ud dégénéré instable

� Si �1 = �2 < 0 le point d�équilibre est un n�ud dégénéré stable.
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Fig. 2.9 �N�ud dégénéré stable

Exemple 2.2.10 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = x1 + x2

x
0
2 = x2

où A =

0B@ �1 1

0 �1

1CA
On a une valeur propre double � = �1 < 0 alors on parle d�un n�ud dégénéré stable

� Dans le cas des valeurs propres identique, on obtient un n�ud, soit stable (� < 0), soit

instable si (� > 0)

Exemple 2.2.11 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = 6x1 + 5x2

x
0
2 = 6x2

où A =

0B@ 6 5

0 6

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = �2 = 6 > 0 (Double), alors on parle d�un n�ud etoilé

instable

2�emecas
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Fig. 2.10 �N�ud etoité stable

II- Si �1et �2 sont complexes : On pose :8><>: �1 = �+ i�

�2 = �� i�

� Si � = 0 : les trajectoires sont des ellipses fermées avec période T = 2�
�
. Le point

d�équilibre est dit un centre.

Fig. 2.11 �Centred
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Exemple 2.2.12 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = 2x2

x
0
2 = �2x2

où A =

0B@ 0 2

�2 0

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = 2i et �2 = �2i sont complexe et � = 0, alors on parle

d�un centre

� Si � < 0 : le système est asymptotiquement stable et les trajectoires convergent vers le

point d�équilibre en suivant des spirales. Le point d�équilibre est dit foyer stable.

Fig. 2.12 �Foyer stable

Exemple 2.2.13 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = �x1 + 2x2

x
0
2 = �2x1 � x2

où A =

0B@ �1 2

�2 �1

1CA
Les valeurs propres de A sont �1 = 2i� 1 et �2 = �2i� 1 sont complexe et � = �1 < 0,

alors on parle d�un foyer stable

� Si � > 0 : le système est instable et les trajectoires s�éloignent du point d�équilibre en

suivant des spirales. Le point d�équilibre est dit foyer instable
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Fig. 2.13 �Foyer instable

Exemple 2.2.14 Soit le système suivant :

8><>: x
0
1 = x1 � 2x2

x
0
2 = 2x1 + 2x2

où A =

0B@ 2 �2

2 2

1CA
les valeurs propres de A sont �1 = 2i + 2 et �2 = �2i + 2 sont complexe et � = 2 > 0,

alors on parle d�un foyer instable

Remarque 2.2.4 Comme on ne peut pas toujours trouver des expressions faciles à ma-

nipuler de ces valeurs propres, on utilise le déterminent et la trace de la matrice A pour

pouvoir prédire le comportement des systèmes au voisinage des points d�équilibre. On sait

que : det(A) = �1�2 et tr(A) = �1 + �2. L�équation caractéristique peut prendre donc la

forme :

PA(x) = (x� �1)(x� �2) = (�1 + �2)x+ �1�2 = x2 � tr(A)x+ det(A) = 0

Il en suit que :�1;2 =
tr(A)�((tr(A)2�4 det(A))

1
2

2

� Si det(A) < 0 alors on aura 2 valeurs propres réelles l�une positive et l�autre négative ce

qui implique que le point d�équilibre est un point selle et donc instable
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� Si det(A) > 0 mais tr(A) > 0, on distingue deux cas selon le signe du discriminent :

i) Si � = (tr(A)2 � 4 det(A)) > 0 donc la matrice A admet deux valeurs propres réelles

positives d�où le point d�équilibre est un n�ud instable

ii) Si � < 0, la matrice A admet deux valeurs propres complexes conjuguées avec une

partie réelle positive (car tr(A) > 0) donc le point d�équilibre est un foyer instable

� Si det(A) > 0, avec tr(A) < 0, on distingue aussi deux cas selon le signe du discri-

minent :

i) Si � � 0, la matrice admet deux valeurs propres réelles négatives donc le point d�équi-

libre est un n�ud stable.

ii) Si � < 0, la matrice A admet deux valeurs propres complexes à partie réelle négative

donc le point d�équilibre est un foyer stable.

� Si det(A) > 0, avec tr(A) = 0, le point d�équilibre est un centre. L�ensemble de ces cas

peut être résumé par le graphique dans le domaine tr(A), det(A) où la parabole a pour

équation (tr(A)2 � 4 det(A))

La stabilité en dimension n quelconque :Critère de Routh-Hurwitz

Le calcul du signe de la partie réelle des valeurs propres de A ne nécessite pas le calcul de

toutes les valeurs propres, il est su¢ sant d�e¤ectuer quelques tests sur les coe¢ cients ai du

polynôme caractéristique. Un de ces tests est le test de Routh Hurwitz qui nous permet

d�avoir des informations sur les valeurs propres sans les avoir déterminer explicitement et

donc de déterminer la stabilité du système considéré.

Théorème 2.2.2 Soit le système linéaire dX
dt
= AX avec A 2Mn(R) et soit le polynôme

caractéristique associé :

PA(X) = det(A�XI) = a0X
n + a1X

n�1 + : : :+ an avec ai 2 R; i = 1; n
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Considérons le tableau de Hurwitz qui est une matrice de taille [n + 2 ; E(n
2
) + 1] de la

forme

H =

0BBBBBBBBBB@

an an�2 an�4 : : :

an�1 an�3 an�5 : : :

A11 A12 A13 : : :

...
...

... : : :

An1 An1 An1 : : :

1CCCCCCCCCCA

A11 =

� det

0B@ an an�2

an�1 an�3

1CA
an�1

; A12 =

� det

0B@ an an�4

an�1 an�4

1CA
an�1

A21 =

� det

0B@ an�1 an�3

A11 A12

1CA
A11

, : : : , Aij =

� det

0B@ Ai�2 ,1 Ai�2 , j+1

Ai�1 ,1 Ai�1 , j+1

1CA
Ai�1 ,1

,8i > 2

Condition nécessaire pour la stabilité du système :Tous les coe¢ cients du polynôme

caractéristique ont le même signe.

Condition su¢ sante pour la stabilité du système :Tous les éléments de la première

colonne du tableau de Routh ont le même signe

Condition nécessaire et su¢ sante pour la stabilité du système : Les coe¢ cients

du polynôme caractéristique et les éléments de la première colonne du tableau de Routh

Hurwitz ou doivent avoir le même signe.

2.3 Stabilité des systèmes di¤érentiels non linéaire

Certaines méthodes visant à stabiliser les systèmes non linéaires sont basées sur l�utilisation

de la linéarisation statique ou dynamique. Elles peuvent conduire à des résultats plus ou

moins satisfaisants du point de vue pratique.

Cependant, ceux-ci ne s�adressent qu�à une classe relativement restreinte de systèmes phy-
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siques : ceux régis par des équations di¤érentielles ordinaires non linéaires possédant cer-

taines propriétés. La méthode de Lyapuov est une méthode temporelle indirecte qui permet

l�étude de la stabilité des systèmes non linéaires. Elle ne s�intéresse pas à la résolution des

équations mais plutôt à l�étude de la stabilité des solutions et de leurs propriétés. L�avan-

tage fondamental de l�approche de lyapunov réside dans le fait que cette approche est

globale et permet dans de développer une étude de la stabilité sans pour autant calculer

les solutions. Bien qu�elle reste confrontée à des problèmes de choix de fonction de Lya-

punov, la méthode reste parfois l�unique outil disponible dans le cas de système complexe

ou de grande dimension

Dé�nition 2.3.1 On considère le système autonome dé�ni par

8><>: x0 = F (x)

F (x0) = 0
x,x0 2 Rn (2.2)

où F est un champ de vecteur globalement lipchitzien sur Rn. On désigne par Ft(x) la

solution de (2:2) issue du point x à l�instant t = 0 soit

dFt(x)

dt
jt=0= F (x) et F0(x) = x

Dé�nition 2.3.2 On dira que x0 est un point d�équilibre localement attractif pour le sys-

tème (2:2) s�il existe un voisinage U � Rn de x0 tel que 8x 2 U , Ft(x) existe pour tout

t � 0 et lim
t!+1

Ft(x) = x0. Si U = Rn, x0 est globalement attractif.

Dé�nition 2.3.3 On dira que x0 est un point d�équilibre asymptotiquement stable (resp.

globalement asymptotiquement stable) s�il est stable et localement attractif (resp. stable et

globalement attractif).
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2.3.1 Méthode de lyapunov (méthode indirecte)

la méthode indirecte de lyapunov consiste à étudier la stabilité du système non linéaire

en utilisant son linéairisé peut dans certains cas, apporter une réponse au problème de

stabilité locale. Le systéme (1:3) est linéairisé autour de P (en général P = 0), en utilisant

un développement en série

x0 =
@f

@x
jx=0 x+R(x)

Où R(x) contient les termes en x d�ordre supérieur ou égale à 2: Le système linéarisé que

l�on utilise est alors

x0 =
@f

@x
jx=0 x = Ax

Soit f(x) =

0BBBB@
f1(x)

...

fn(x)

1CCCCA un champ de vecteur de classe C2 sur U , et soit x0 un zéro de

f (point critique). On appelle linéairisé de x0 = f(x) au point x0 l�équation di¤érentielle

linéaire "0 = A" telle que

A =

0BBBB@
@f1
@x1

j x0 : : : @fn
@xn

j x0
...

...

@fn
@x1

j x0 : : : @fn
@xn

j x0

1CCCCA
Si l�on fait un développement limité de f au voisinage de x0. En générale, au voisinage de

x0, les solutions d�un système di¤érentiel non linéaire x0 = f(x) ressemblent à celles de

son linéairisé : "0 = A"

Exemple 2.3.1 Soit le système suivant

8><>: x0 = x(2y � 1)

y0 = y(2x� 1)
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Les points d�équilibres sont : p1 = (0,0) ; p2 = (12 ,
1
2
). le linéarisé en (0,0) est

"0 =

0B@ �1 0

0 �1

1CA "

Le linéarisé en (1
2
,1
2
) est

"0 =

0BBBB@
0 1

1 0

1CCCCA "

Théorème 2.3.1 (Produit scalaire adapté à un endomorphisme) Soit E = Rn, g

un endomorphisme de L(Rn) et P son polynôme caractéristique. P se factorise en P =

P+ �P� où P� a toutes ses racines de parties réelles strictement négatives et P+ a toutes ses

racines de parties réelles positives ou nulles. On a la décomposition (lemme des noyaux)

suivante :

E = E� � E+ avec E� = ker(P�(A)); E+ = ker(P+(A))

Alors il existe un produit scalaire < �,� > sur Rn et � > 0 tels que

ker(P�(A)) ? ker(P+(A))

et 8 x 2 E�, < g(x),x > � � 2� < x,x >

8 x 2 E+, < g(x),x > � � 2� < x,x >

Théorème 2.3.2 (Stabilité en première approximation ) Soit le système

x0 = f(x) , f 2 C1(Rn;Rn) (2.3)

et soit x0 2 Rn un équilibre. Si x0 est un équilibre asymptotiquement stable du système

linéarise x0 = @f
@x
(x0)(x� x0), alors c�est un équilibre asymptotiquement stable de (2:3).
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Preuve. Quitte à considérer la fonction ef(x) = f(x + x0) � f(x0), on peut supposer

que x0 = 0 et poser g = df(0). D�aprés (le théorème Produit scalaire adapté à un en-

domorphisme), on peut construire < �,� > adapté à g, tel que 8x 2 Rn, < g(x),x > �

�2� < x,x >, pour un certain � > 0 (notons qu�ici P� = P de sorte que ker P�(g) = Rn).

La fonction V (y) = 1
2
< x; x > = 1

2
k x k2 est une fonction C1 qui admet un minimum

strict en 0. De plus, on a au voisinage de 0

f(x) = f(0) + df(0)x+ o(y) = g(x) + o(x)

de sorte qu�il existe " > 0 tel que pour tout k x k � ", < f(x) � g(x) > � � k x k.

Finalement, pour x dans la boule de centre 0 et de rayon ", on a :

dV (x)f(x) = < x,f(x) >

= < x,g(x) > + < x,f(x)� g(x) >

� �2� < x,x > + k x k + k f(x)�g(x) k (par Cauchy-Schwartz)

� �2� k x k2 +� k x k2= �2�V (x):

Finalement, V est une fonction de Lyapunov et on peut conclure en utilisant le théorème

de Lyapunov.

Théorème 2.3.3 (Non-stabilité en première approximation) Soit le système (2:3)

et soit x0 2 Rn un équilibre. On suppose que @f
@x
(x0) a une valeur propre de partie réelle

strictement positive. Alors x0 n�est pas un équilibre stable de (2:3)

Remarque 2.3.1 On ne peut rien dire dans le cas où @f
@x
(x0) a une valeur propre de partie
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réelle nulle, comme le montre l�exemple suivant :

8><>: x01 = x2 � (x21 + x22)
2x1

x
0
2 = �x1 � (x21 + x22)

2x2

Le calcul de @f
@x
(0; 0), dont les valeurs propres sont �i. Maintenant, en passant en coor-

données polaires x1 = r(�)cos(�), x2 = r(�)sin(�), il vient1

x01 =
�
rcos(�)�r

�
�sin(�) = rsin(�)�r3cos(�), x02 =

�
rsin(�)+r

�
�cos(�) = �rcos(�)�r3sin(�)

d�où
�
� = �1 et �r = �r3. L�équilibre est alors stable où instable suivant le signe choisi �

Dé�nition 2.3.4 Soit (2:3) et x0 2 Rn. Le système linéarisé en x0 est le système d�équa-

tions di¤érentielles linéarisé

x0 = df(x0)(x0 � x) + f(x0)

C�est le système d�équations di¤érentielles linéairisé obtenu en remplaçant f(x) par son

développement de Taylor ou premier ordre en x0

Résultats principaux

Théorème 2.3.4 Si le système linéarisé est asymptotiquement stable (toutes les valeurs

propres de A sont dans le demi-plan complexe gauche) alors le point d�équilibre du système

non-linéaire est asymptotiquement stable

Théorème 2.3.5 Si le système linéarisé est instable (au moins une des valeurs propres de

A sont dans le demi-plan complexe droit) alors le point d�équilibre du système non-linéaire

est instable

Théorème 2.3.6 Si le système linéarisé est limite de stabilité (toutes les valeurs propres
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de A sont dans le demi-plan complexe gauche et au moins une d�autre elles sur l�axe

imaginaire) alors on ne peut rien conclure sur la stabilité du système non-linéaire

Exemple 2.3.2 Soit l�équation non linéaire :

x0 = ax+ bx4

Par linéarisation on obtient :

�0x = x0 = a�x = ax

En appliquant la méthode indirecte on a :

� Si a > 0 alors le système est instable

� Si a < 0 alors le système est asymptotiquement stable

� Si a = 0 alors conclusion ? Dans ce dernier nécessité d�utiliser une autre approche

2.3.2 Seconde méthode de lyapunov (méthode direct)

La seconde méthode est plus di¢ cile à mettre en �uvre mais, en contre-partie, et d�une

portée beaucoup plus général. Elle est basée sur la dé�nition d�une fonction particulière,

notée et appelées fonction de lyapunov.

Cas autonome

2.3.3 Fonctions de Lyapunov

La détermination de la fonctions de Lyapunov reste encore l�étape la plus complexe dans

l�étude de la stabilité.

Dé�nition 2.3.5 Soit V : U ! Rn ayant des dérivées partielles sur U . On dé�nit la
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dérivée totale
�
V pour le système (2:2) par :

�
V (x) =

nX
i=0

@iV

@xi(x)
fi(x) tel que fi 2 F , 8 i 2 N

Dé�nition 2.3.6 Une fonction V : U �! R continue sur un Voisinage U de x0, dé�nie

positive et di¤érentiable sur U � fx0g telle que :

� V (x0) = 0 et V (x) > 0 si x 6= x0

�
�
V (x0) = F:V (x0) � 0 ,8 x 2 U où

F:V (x) =
d

dt
V Ft(x) jt=0=< rF (x); F (x) >

est appelée fonction de Lyapounov large pour (2:2) en x0. Si de plus la fonction véri�e

la condition :

�
�
V (x0) < 0 , 8x 2 U � fx0g alors V est appelée fonction de Lyapunov stricte pour (2:2)

en x0.

Théorèmes de lyapunov

Dé�nition 2.3.7 (Fonction radialement non bornée) Une fonction V : Rn �! R

est radialement non bornée si :

lim
kxk!+1

V (x) = +1

Théorème 2.3.7 (Théorème stabilité locale) Soit 0 un point d�équilibre de (1:3), s�il

existe un voisinage V de 0 et la fonction v : V �! R+, continue, ayant des dérivées

partielles continues, telle que :

(i) v soit dé�nie positive

(ii) La dérivée total v
0
soit négative alors 0 est stable. De plus si la dérivée total v

0
est

dé�nie négative, alors 0 asymptotiqment stable
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Théorème 2.3.8 (Théorème stabilité globale) Soit 0 un point d�équilibre de (1:3), s�il

existe un voisinage V de 0 et une fonction v : V �! R+ continue, ayant des dérivées

partielles continues, telle que :

� v(x) est dé�nie positive

� v
0
(x) est dé�nie négative

v(x) �!
kxk!1

1 (est radialement non bornée)

Alors le point d�équilibre (P = 0) est globalement asymptotiquement stable

Théorème 2.3.9 (Théorèmé instabilité) Soit 0 un point d�équilibre, s�il existe un voi-

sinage V de 0 et une fonction

W : V �! R+

continue, ayant des dérivées partielles continuées, telle que

� 8 x 2 V � f0g, W (x) > W (0)

� La dérivée totale W 0 soit dé�nie positive, alors 0 est instable

Cas non autonome

Considérons les systèmes non autonomes décrits par

x0 = f(t; x) ; x 2 Rn (2.4)

La principale di¢ culté dans l�étude de tels systèmes est que les solutions dépendants de

l�instant initial t0

k x(t) k � k k x(t) k e��(t�t0) ; 8t � t0
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Exemple 2.3.3 Soit le système

x0(t) = ��(t)x(t)

La solution s�écris :

x0(t) = x(t0)e
�
R t
t0
�t dt

� Si
R +1
t0

�tdt = +1, le système est asymptotiquement stable

� S�il existe une constante T , telle que :

Z t+T

t0

�(�)d� � 

pour tout t, alors il expontiellement stable

Dé�nition 2.3.8 (Fonction décrescente) Une fonction V : J�U �! R est décresente

si :

lim
kxk!0

V (x; t) = 0

uniformément en t, c�est à dire :

8" > 0;9 � > 0;8 x 2 U; (k x k< �) =) (8 t 2 J; V (x; t) < ")

théorème de stabilités La dérivée temporelle de v(x; t) est :

v0(x; t) =
@v

@x
x0 +

@v

@x
=
@v

@t
f(x; t) +

@v

@t

Théorème 2.3.10 (Stabilité uniforme) Soit 0 un point d�équilibre de (2:4), s�il existe

un voisinage V de . et une fonction

v : J � V �! R+
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continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :

� v est dé�nie positive

� v0 est semi-dé�nie négative. Alors 0 est stable au sens de lyapunov. Si de plus V est

décroissante, alors 0 est uniformément stable

Théorème 2.3.11 (Stabilité asymptotique uniforme) Soit 0 un point d�équilibre de

(2:4), s�il existe un voisinage V de 0 et une fonction

v : J � V �! R+

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :

� v est dé�nie positive

� v0 est dé�nie négative

� v est décroissante alors 0 est uniformément asymptotiquement stable

Dé�nition 2.3.9 (Fonction dé�nie positive localement) Une fonction scalaire dé-

pendante du temps, V (x; t) est localement (semi) dé�nie positive si :

� V (0; t) = 0

� il existe une fonction scalaire invariante (semi) dé�nie positive V0 telle que 8x 2 
,8t >

t0, V (x; t) � V0(x)

Dé�nition 2.3.10 (Fonction dé�nie positive globalement) Une fonction scalaire est

globalement dé�nie positive si :

� V (0; t) = 0

� il existe une fonction scalaire invariante dé�nie positive V0telle que :

8x 2 Rn, 8t > t0, V (x; t) � V0(x)

Dé�nition 2.3.11 (Fonction dé�nie négative) Une fonction scalaire dépendante du

temps, V (x; t) est localement (semi)dé�nie négative si :
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� �V (x; t) est localement (semi) dé�nie positive.

� Autre concept nécessaire : les fonctions décroissantes

Théorème 2.3.12 Si dans un voisinage de 
 l�origine, il existe une fonction scalaire

V (x; t) avec des dérivées partielles continues telle que :

� V (x; t) est dé�nie positive

� V (x; t) est semi dé�nie négative, alors l�origine est stable au sens de Lyapunov.

De plus si :

� V (x; t) est décroissante alors l�origine est uniformément stable.

Si pour la seconde condition on véri�e

� V (x; t) est dé�nie négative, alors l�origine est uniformément asymptotiquement stable

Exemple 2.3.4 On considère le système

8><>: x01 = �x1 � e�2tx2

x02 = x1 � x2

pour lequel on s�interroge sur la stabilité de l�origine. Soit la fonction de Lyapunov candi-

date

V (x; t) = x21 + (1 + e�2t)x22

� V (x; t) est dé�nie positive par

V0(x) = x21 + x22

� V (x; t) est décroissante par

V1(x) = x21 + 2x
2
2

De plus, la dérivée de V (x; t) pour le système vaut :

�
V (x; t) =

@V

@t
+
@V

@x
f(x)
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()
�
V (x; t) = �2x22e�2t + 2x1x01 + 2(1 + e�2t)x2x

0
2 + 2(1 + e

�2t)x2(x1 � x2)

()
�
V (x; t) = �2(x21 � x1x2 + x

2
2(1 + e

�2t))

ce qui montre que :

�
V (x; t) � �2(x21 � x1x2 + x22)

()
�
V (x; t) � �x21 � (x1 � x2)

2 � x22

()
�
V (x; t) � 0

On en déduit alors que
�
V est dé�nie négative, et que 0 est uniformément asymptotique-

ment stable

Théorème 2.3.13 (Stabilité asymptotique uniforme globale) Soit 0 un point d�équi-

libre de (2:4), s�il existe un voisinage V de 0 et une fonction v : J � V �! R+, continue,

ayant des dérivées partielles continues, telle que :

� v est dé�nie positive

� v0 est dé�nie négative

� v est radialement non bornée. Alors 0 est globalement uniformément asymptotiquement

stable

Exemple 2.3.5 Soit le système (masse-ressort)

x" + c(t)x0 + k0x = 0

c(t) peut être assimilé à un coe¢ cient de frottement variable et penser que si c(t) >

constant > 0, l�origine sera asyptotiquement stable. Ceci n�est pas nécessairement vraie.

En e¤et avec c(t) = 2 + et et la condition initiale

x(0) = 2a et x0(0) = �a on a x(t) = a(1 + e�t) et x(1) = a
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L�amortissement augmente tellement vite que le système s�immobilise en a. En supposant

que c(t) = (2 + 8t) et k0 = 5, on peut conclure que le système x" + (2 + 8t)x0 + 5x = 0 est

asymptotiquement stable

2.3.4 Théorème inverse de lyapunov

Théorème 2.3.14 (Théorème inverse de stabilité uniforme) On considère le sys-

tème (1:1) avec f 2 C0(Vt0) et f 2 lipy(Vt0), il existe un voisinage V 0
t0
� Vt0 et une fonction

de lyapunov associée au système :

v : V 0
t0
�! R+

telle que :

� v est décrescente

� v 2 lip(t;y)(V 0
t0
)

Théorème 2.3.15 (Théorème inverse de stabilité uniforme asymptotique) On

considère le système (2:4), avec f 2 C0(Vt0) et f 2 lipy(Vt0), il existe un voisinage V 0
t0
� Vt0

et une fonction de lyapnov associée au système :

v : V 0
t0
�! R+

telle que :

1. v est décrescente

2. v 2 lip(t;y)(V 0
t0
)

3. v0 est dé�nie négative

Théorème 2.3.16 (Premier théorème sur l�instabilité) Si dans un voisinage de 


l�origine il existe une fonction V (x; t) continûment di¤érentiable et décroissante telle que
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� V (0; t) = 0

� V (x; t0) est peut prendre des valeurs positive (resp. négative) dans un voisinage arbitraire

de 


� V 0 est dé�nie positive (resp. négative) dans 
 alors l�origine est un point d�équilibre

instable.

Théorème 2.3.17 (Deuxième théorème sur l�instabilité) Si dans un voisinage 
 de

l�origine il existe une fonction scalaire V (x; t) continûment di¤érentiable et décroissante

telle que :

� V (0,t) = 0

� V (x; t0) peut prendre des valeurs positives dans un voisinage arbitraire de 
,

� V 0 � �V (x; t) � 0, 8t � t0 et pour x 2 
 avec � une constante strictement positive,

alors l�origine est un point d�équilibre instable

Exemple 2.3.6 Soit le système :

8><>: x01 = x1 + 3x22sin
2(x2) + 5x1x

2
2 sin

2(x1)

x02 = 3x1sin
2(x2) + x2 � 5x21x2 cos2(x1)

avec :

V (x) =
1

2
(x21 � x22)

On peut montrer que
�
V (x) = 2V (x)+5x21x

2
2. ce qui correspond à la condition 3 du théorème

précédent. L�origine est donc un point d�équilibre instable.

Théorème 2.3.18 (Troisième théorème sur l�instabilité (Cetaev)) Si dans un voi-

sinage de l�origine il existe une fonction scalaire V (x; t) continûment di¤érentiable et dé-

croissante et s�il existe une région 
1 � 
 telles que

� V (x; t0) et V 0(x; t0) sont dé�nies positives sur 
1

� l�origine appartient à la frontière de 
1
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� sur le frontière de 
1 on véri�e V (x; t) = 0, 8t � t0, alors l�origine est un point

d�équilibre instable

Fig. 2.14 �Interprétation géométrique

Cas systèmes linéaires On se donne l�équation d�état :

x0 = Ax

et on cherche une fonction de lyapunov de forme quadratique :

V (x) = xTPx

Le problème est donc de calculer la matrice P , sachant qu�elle doit être dé�nie positive

Conclusion
�
V :

�
V = xTP

�
x+

�
x
T
Px = xTPAx+ xTATPx = xT (PA+ ATP )x

P est une matrice dé�nie positive ) toutes ses valeurs propres sont strictement positives

Pour que le système soit stable, il su¢ t d�avoir :

�Q = (PA+ ATP )
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avec Q dé�nie positive. Le problème peut êtralors posé ainsie : Etant donnée Q dé�nie

positive , trouve la matrice P dé�nie positive qui véri�e l�équation matricielle :

(PA+ ATP ) = �Q

Le calcule de P peut se faire soit de manière directe en résolvant l�équation à n(n+1)
2

inconnues soit en utilisant la formule

P =

Z 1

0

eA
T tQeAtdt

9 � < 0; 8t � 0 k eAT tQeAt k� c k Q k e2�t

En e¤et, si le système est stable, on peut écrire :

eA
T t �!

t!1
0

d�où :

Q = �
h
eA

T tQ eAt
i1
0
= �

Z 1

0

d(eA
T tQ eAt)

Il vient

�Q = AT
Z 1

0

(eA
T tQeAtdt) +

Z 1

0

(eA
T tQeAt)A

En rapprochant ce dernier résultat de l�expression :

�Q = (PA+ ATP )

on obtient évidement la formule préconisée pour le calcul de P
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2.4 Systèmes di¤érentiels presques linéaires

On regarde les systèmes autonomes :

8><>: x01 = f1(x1; x2)

x02 = f2(x1; x2)
(2.5)

Dé�nition 2.4.1 Ce système est dit presque linéaire si 0 est un point critique isolé, et

s�il peut être écrit sous la forme

8><>: x01 = ax1 + bx2 + g1(x1; x2)

x02 = cx1 + dx2 + g2(x1; x2)
(2.6)

avec :

lim
(x1;x2)!(0;0)

g1(x1; x2)
p
x21+x

2
2

= lim
(x1;x2)!(0;0)

g2(x1; x2)
p
x21+x

2
2

= 0

(I.e. g1(
�!
x ) = o(j �!x j) = g2(

�!
x ) au voisinage de 0) Et on appelle système di¤érentiel

linéaire associé le système di¤érentiel linéaire :

8><>: x01 = ax1 + bx2

x02 = cx1 + dx2

Exemple 2.4.1 Le système di¤érentiel autonome :

8><>: x01 = 3x1 + x2 + x1x2

x02 = �13x1 � 3x2 + x21

est presque linéaire. De même que le système prédateur proie :

8><>: x01 = ax1 � bx1x2

x02 = cx1x2 � kx22
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Théorème 2.4.1 On considère le système di¤érentiel presque linéaire (2:6) avec ad�bc 6=

0 (le point critique 0 étant isolé). On suppose que g1 et g2 sont C1. Et on considère les

racines �1 et �2 du polynôme caractéristique du système di¤érentiel linéaire associé. Alors

les solutions ont le comportement suivant au voisinage de P = 0 (voisin du comportement

correspondant au système linéaire associé) :

1. P est un n�ud lorsque �1 et �2 sont réels de même signe (�1�2 > 0) avec de plus

�1 6= �2. Lorsque �1 = �2, P est soit un n�ud, soit un point spiral.

2. P est un point selle ssi �1 et �2 sont réels de signe opposé (�1�2 < 0)

3. P est un point spiral lorsque �1 = �2 est non réel avec partie réelle non nulle.

4. Lorsque �1 = �2 est un imaginaire pur, P est soit un centre, soit un point spiral.

Théorème 2.4.2 (Stabilité : Théorème de Lyapunov) Sous les hypothèses du théo-

rème précédent, pour le système di¤érentiel presque linéaire (2:6) :

1. Si Re(�1) < 0 et si Re(�2) < 0, alors P est asymptotiquement stable (applicable en

particulier lorsque �1 et �2 sont réels).

2. Sinon, i.e. Re(�1) > 0 ou si Re(�2) > 0, alors P est instable
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Conclusion

Ce mémoire a pour cadre l�étude de la stabilité au sens de Lyapunov c�est un des aspects

qualitatifs les plus importants des systèmes di¤érentiels est leur comportement asympto-

tique, c�est-à-dire le comportement des solutions lorsque le temps tend vers l�in�ni. Trois

axes d�étude ont été développés.

Dans le premier axe, nous avons donné en détail les dé�nitions et les propriétés et ras-

semblé tous les résultats connus sur les systèmes di¤érentiels et nous avons données les

résultats établis pour les systèmes linéaires et une classi�cation des systèmes di¤érentiels

bidimensionnels. Dans le second axe nous avons données établis pour des systèmes di¤é-

rentiels non linéaires deux méthodes sont présentés la première concerne la comparaison

avec le système linéarisé Cette méthode, malgré sa simplicité ne semble pas très e¢ cace.

En d�autres termes, la méthode de linéarisation est une méthode par approximation, elle

n�est donc valide que localement autour du point d�équilibre concerné et ne peut certaine-

ment pas être utilisée pour en déduire un comportement global. De plus, les dynamiques

d�un système non linéaire sont beaucoup plus riches que celles d�un système linéaire dans

le sens où elles re�ètent des comportements et des phénomènes purement linéaires. La

deuxième concerne la fonction de Lyapunov. Le principal inconvénient de cette méthode

est de ne pas disposer de guide pour le choix de la fonction de Lyapunov. Dans la plupart

des applications, les fonctions considérées sont l�énergie totale du système. Un autre in-

convénient de cette méthode, c�est qu�en donnant une telle fonction de Lyapunov, on doit

examiner sa dérivée temporelle tout au long de la trajectoire pour montrer sa décroissance.
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