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Introduction

Depuis quelques années, on voit se développer des méthodes statistiques, utilisant des obser-

vations ordonnées par ordre croissant et appelés statistiques d’ordre. Ces derniers jouent un

rôle très important dans la pratique comme l’astronomie l’économétrie et dans les sciences

techniques,...

Les statistiques d’ordre sont très utiles en théorie des valeurs extrêmes, ils ont été dé-

veloppés pour l’estimation de probabilités d’occurrences d’évènement rares ou événement

ayant une faible probabilité d’apparition. Ils sont dits extrêmes quand il s’agit de valeurs

beaucoup plus grandes ou plus petites que celles observées habituellement.

Le mémoire et organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à l’étude des distributions d’une statistique d’ordre dont

je commence par présenter les définitions et les propriétés générales des statistiques d’ordre

associées à un échantillons, ainsi que les lois d’une statistique d’ordre et la distribution

jointes des statistiques d’ordre. Puis j’étudié quelques propriétés des espacements uniformes

et exponentielles. Ensuite, je regroupe les différentes techniques de simulation permettent

de générer des échantillons ordonnés.

Dans le deuxième chapitre, nous énonçons des caractérisations générales en présentan le

résultat essentiel de la théorie des valeurs extrêmes, décrit les limites possible de la loi

du maximum d’un échantillon. Ces lois sont indexées par un paramètre ζ appelé indice

de valeurs extrêmes et selon son signe, nous distinguons trois domaines d’attraction :
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Introduction

Weibull (ζ < 0), Fréchet (ζ > 0) et Gumbel (ζ = 0). Nous énonçons ensuite les conditions

d’appartenance d’une fonction de répartition à l’un de ces trois domaines d’attraction.

Je présente aussi dans ce dernier chapitre, la distribution des valeurs extrêmes généralisées

(GEV ), la distribution de Pareto généralisée (GPD) et le théorème de Balkema-de Haan

et Pickands.
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Chapitre 1

Statistiques d’ordre

La statistique d’ordre fait partie des outils fondamentaux de la statistique non paramé-

trique et de l’inférence statistique. Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et les

propriétés générales des statistiques d’ordre, et nous réservons une partie sur la simulation

des statistiques d’ordre.

De plus amples détails pour les propriétés générales des statistiques d’ordre peuvent être

trouvés dans les références [1], [3].

1.1 Définitions des statistiques d’ordre

Soit X1, ..., Xn n variables aléatoires (va’s) indépendantes et identiquement distribuées

(iid) de densité commune f et de fonction de répartition F (x) = P (X ≤ x), pour x ∈ R.

Définition 1.1.1 (Statistique d’ordre) On appelle statistiques d’ordre notéesX1,n, ..., Xn,n

les variables aléatoires ordonnées en sens croissant :

X1,n ≤ X2,n ≤ ... ≤ Xk,n ≤ ... ≤ Xn,n.

Deux statistiques d’ordre sont particulièrement intéressantes pour l’étude des événements

extrêmes, sont : la plus petite X1,n (ou statistique du minimum notée mn) et la plus grande
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statistique d’ordre Xn,n (ou statistique du maximum notée Mn), telles que :

mn := X1,n = min(X1, ..., Xn) et Mn := Xn,n = max(X1, ..., Xn).

où pour k = 1, ..., n, la va Xk,n appelée la kième statistique d’ordre (ou statistique d’ordre

du rang k).

1.2 Distribution d’une statistique d’ordre

Nous présentons dans cette partie la fonction de répartition et la densité de l’une des

statistiques d’ordre suivantes : X1,n, Xn,n et Xk,n.

1.2.1 Distribution du minimum

Proposition 1.2.1 Soit X1, ..., Xn n va’s iid de densité commune f et de fonction de

répartition F , alors la loi de la va X1,n est donnée par :

FX1,n(x) = 1− [1− F (x)]n, ∀x ∈ R (1.1)

et sa densité est :

fX1,n(x) = nf(x)[1− F (x)]n−1. (1.2)

Preuve. On a

FX1,n(x) = P (X1,n ≤ x) = P (min(X1, ..., Xn) ≤ x)

= 1− P (min(X1, ..., Xn) > x)

= 1− P [(X1 > x) ∩ ... ∩ (Xn > x)]

4
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En utilisant le fait que les Xj sont iid :

FX1,n(x) = 1− P
[

n⋂
j=1

(Xj > x)

]
= 1−

n∏
j=1

P [(Xj > x)]

= 1−
n∏
j=1

[1− P (Xj ≤ x)] = 1−
n∏
j=1

[1− F (x)]

= 1− [1− F (x)]n, ∀x ∈ R.

En dérivant FX1,n(x), en déduit la densité :

fX1,n(x) :=
δ

δx
FX1,n(x) = n[1− F (x)]n−1f(x), ∀x ∈ R.

Nous obtenons le résultat.

1.2.2 Distribution du maximum

Proposition 1.2.2 Soit X1, ..., Xn n va’s iid de densité commune f et de fonction de

répartition F , alors la loi de la va Xn,n est donnée par :

FXn,n(x) = [F (x)]n, ∀x ∈ R (1.3)

et sa densité est :

fXn,n(x) = nf(x)[F (x)]n−1. (1.4)

5
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Preuve. Il est clair que,

FXn,n(x) = P (Xn,n ≤ x) = P (max(X1, ..., Xn) ≤ x)

= P [(X1 ≤ x) ∩ ... ∩ (Xn ≤ x)]

= P

[
n⋂
j=1

(Xj ≤ x)

]
=

n∏
j=1

P [(Xj ≤ x)]

=
n∏
j=1

F (x) = [F (x)]n, ∀x ∈ R.

En dérivant FXn,n(x), nous obtenons la forme de la densité comme suit ;

fXn,n(x) :=
δ

δx
FXn,n(x) =

δ

δx
[F (x)]n = n[F (x)]n−1f(x), ∀x ∈ R.

1.2.3 Distribution de la kième statistique d’ordre

Proposition 1.2.3 Soit X1, ..., Xn n va’s iid de densité commune f et de fonction de

répartition F , alors la loi de la va Xk,n pour k = 1, ..., n, est donnée par :

FXk,n(x) =
n∑
j=k

Cj
n[F (x)]j[1− F (x)]n−j, ∀x ∈ R (1.5)

où

Cj
n =

n!

j!(n− j)! ,

et sa densité est :

fXk,n(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (x)]k−1 [1− F (x)]n−kf(x). (1.6)

6
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Preuve. On a,

FXk,n(x) = P (Xk,n ≤ x)

= P {au moins k des Xj sont inférieur à x}

=

n∑
j=k

P {exactement j de X1, ..., Xn sont inférieur à x} ,

alors ∀x ∈ R :

FXk,n(x) =
n∑
j=k

Cj
n[F (x)]j[1− F (x)]n−j, 1 ≤ k ≤ n.

Soit Xk,n, avec 1 ≤ k ≤ n la kième statistique d’ordre, on peut représenté l’événement

{x < Xk,n ≤ x+ δx} comme suit :

k − 1

−∞
]
x

1
]

x+δx

n− k

+∞
;

Xs ≤ x pour k− 1 des Xs, x < Xs ≤ x+ δx pour l’un des Xs, est Xs > x+ δx pour n− k

restes des Xs.

Considérons δx assez petit, on peut écrire

P (x < Xk,n ≤ x+ δx) =
n!

(k − 1)!1!(n− k)!
[F (x)]k−1 [F (x+ δx)− F (x)]

[1− F (x+ δx)]n−k +©
(
(δx)2) , (1.7)

où©
(
(δx)2) est une limite d’ordre (δx)2 qui correspondant à la probabilité de l’événement

d’avoir plus d’un Xs dans l’intervalle (x, x+ δx], alors de l’équation (1.7) on peut calculer
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la densité de Xk,n pour k = 1, ..., n, comme suit :

fXk,n(x) = lim
δx→0

1

δx
[P (x < Xk,n ≤ x+ δx)]

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
[F (x)]k−1f(x)[1− F (x)]n−k, 1 ≤ k ≤ n.

(voir Arnold et al.,1992 [1]). En particulier pour k = 1 et k = n, on obtient la densité du

minimum et maximum comme suit :

fX1,n(x) = n[1− F (x)]n−1f(x) et fXn,n(x) = n[F (x)]n−1f(x), ∀x ∈ R.

Ce qui donne la preuve.

Exemple 1.2.1 Soit (U1, ..., Un) un échantillon suit la loi uniforme sur [0, 1], de fonction

de répartition F (t) = t, t ∈ [0, 1], alors la densité de la va Ui,n pour i = 1, ..., n, est donnée

par :

f
Ui,n

(t) =
n!

(i− 1)!(n− i)!t
i−1 (1− t)n−i 1I{0≤t≤1}.

1.3 Distribution jointe des statistiques d’ordre

1.3.1 Distribution jointe d’un couple de statistique d’ordre

Proposition 1.3.1 Soit X1, ..., Xn n va’s iid de fonction de répartition F et densité f ,

alors la fonction de répartition d’un couple de statistique d’ordre (Xr,n, Xs,n) pour 1 ≤ r <

s ≤ n est définit par : ∀x, y ∈ R

F(Xrn,Xs,n)(x, y) = P (Xr,n ≤ x,Xs,n ≤ y)

8
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On a deux cas :

1ercas : x < y

F(Xr,n,Xs,n)(x, y) =

n∑
v=s

v∑
u=r

n!

u!(v − u)!(n− v)!
[F (x)]u

[F (y)− F (x)]v−u[1− F (y)]n−v, (1.8)

2ièmecas : x ≥ y

F(Xr,n,Xs,n)(x, y) = FXs,n(y), (1.9)

et la densité jointe d’un couple de statistique d’ordre (Xr,n, Xs,n) pour 1 ≤ r < s ≤ n est

donnée par :

f(Xr,n,Xs,n)(x, y) =
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!F (x)]r−1f(x)f(y)

[F (y)− F (x)]s−r−1[1− F (y)]n−s, (1.10)

avec −∞ < x < y <∞.

Preuve. Considérons le cas ou x < y :

F(Xr,n,Xs,n)(x, y) = P (Xr,n ≤ x,Xs,n ≤ y)

= P{au moins r de X1, ..., Xn sont inférieur à x et au moins s de X1, ..., Xn

sont inférieur à y}

=
n∑
v=s

v∑
u=r

P{exactement u de X1, ..., Xn sont inférieur à x et exactement v de

X1, ..., Xn sont inférieur à y}

=

n∑
v=s

v∑
u=r

n!

u!(v − u)!(n− v)!
[F (x)]u[F (y)− F (x)]v−u[1− F (y)]n−v.

9
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De même pour le cas ou x ≥ y :

F(Xrn,Xs,n)(x, y) = P (Xr,n ≤ x,Xs,n ≤ y)

= P (Xs,n ≤ y) = FXs,n(y).

Concernant la densité jointe du couple (Xr,n, Xs,n) pour 1 ≤ r < s ≤ n, on peut représenté

l’événement {x < Xr,n ≤ x+ δx, y < Xs,n ≤ y + δy} comme suit :

r − 1

−∞
]
x

1
]

x+δx

s− r − 1
]
y

1
]

y+δy

n− s

+∞
;

Xj ≤ x pour r − 1 des Xj, x < Xj ≤ x + δx pour l’un des Xj, x + δx < Xj ≤ y pour

s− r − 1 des Xj, y < Xj ≤ y + δy pour l’un des Xj et Xj > y + δy pour n− s restes des

Xj.

Considérons δx et δy assez petits, on peut écrire

P (x < Xr,n ≤ x+ δx, y < Xs,n ≤ y + δy)

=
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)! [F (x)]r−1 [F (x+ δx)− F (x)] [F (y)− F (x+ δx)]s−r−1

×
{

[F (y + δy)− F (y)] [1− F (y + δy)]n−s
}

+©
(
(δx)2 δy

)
+©

(
δx (δy)2) , (1.11)

où©
(
(δx)2 δy

)
et©

(
δx (δy)2) sont des limites d’ordre plus supérieur, qui correspondant

aux probabilités de l’événement d’avoir plus d’un Xj dans l’intervalle (x, x+ δx] et un Xj

dans l’intervalle (y, y + δy] , et de l’événement d’avoir un Xj dans l’intervalle (x, x+ δx] et

plus d’unXj dans l’intervalle (y, y + δy] respectivement. Alors de l’équation (1.11) on peut

calculer la densité jointe d’un couple de statistique d’ordre (Xr,n, Xs,n) pour 1 ≤ r < s ≤ n,

10
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comme suit :

f(Xr,n,Xs,n)(x, y) = lim
δx,δy−→0

1

δxδy
{P (x < Xr,n ≤ x+ δx, y < Xs,n ≤ y + δy)}

=
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!F (x)]r−1f(x)[F (y)− F (x)]s−r−1f(y)[1− F (y)]n−s,

avec −∞ < x < y <∞.

Pour plus de détaille, voir Arnold et al., (1992) [1].

Remarque 1.3.1 (Cas particulier) Pour r = 1 et s = n, on obtient la densité jointe

du maximum et minimum, comme suit :

f(X1,n,Xn,n)(x, y) = n (n− 1) [F (y)− F (x)]n−2f(x)f(y), −∞ < x < y <∞.

Remarque 1.3.2 Les variables aléatoires X1,n, ..., Xn,n ne sont pas indépendantes et iden-

tiquement distribuées.

1.3.2 Densité de n statistiques d’ordre

Proposition 1.3.2 Soit X1, ..., Xn n va’s iid de densité commune f . Alors la densité

conjoint de (X1,n, ..., Xn,n) est donnée par :

f(X1,n,...,Xn,n)(x1,...,xn) = n!
n∏
j=1

f(xj), −∞ < x1 < ... < xn <∞. (1.12)

Preuve. On a,

P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1, ..., xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

= n!P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1)...P (xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

11
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on divisant par δx1...δxn on obtient :

P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1, ..., xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

δx1...δxn

= n!
P (x1 ≤ X1,n < x1 + δx1)

δx1

...
P (xn ≤ Xn,n < xn + δxn)

δxn

alors,

f(X1,n,...,Xn,n)(x1,...,xn) = n!
n∏
j=1

f(xj), −∞ < x1 < ... < xn <∞.

Cette preuve est en détaille dans David et Nagaraja (2003) [3].

1.3.3 Densité conditionnelle de statistique d’ordre

Proposition 1.3.3 Soit X1, ..., Xn n va’s iid de densité commune f . Alors pour 1 ≤ r <

s ≤ n, la densité conditionnelle f(Xr,n/Xs,n) de Xr,n sachant l’évènement {Xs,n = y} est

donnée par :

f(Xr,n/Xs,n)(x/y) =
(s− 1)!

(r − 1)!(s− r − 1)!
[F (x)]r−1f(x)[F (y)− F (x)]s−r−1[F (y)]1−s, (1.13)

avec −∞ < x < y <∞.

Preuve. On rappelle que

f(Xr,n/Xs,n)(x/y) =

(
f(Xr,n,Xs,n)(x, y)

)
fXs,n(y)

,

alors pour 1 ≤ r < s ≤ n, on a :

f(Xr,n/Xs,n)(x/y) =
n!

(r − 1)!(s− r − 1)!(n− s)!F (x)]r−1f(x)[F (y)− F (x)]s−r−1f(y)[1− F (y)]n−s

× (s− 1)!(n− s)!
n!

[F (y)]1−s [f(y)]−1 [1− F (y)]s−n

=
(s− 1)!

(r − 1)!(s− r − 1)!
[F (x)]r−1f(x)[F (y)− F (x)]s−r−1[F (y)]1−s,

12
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avec −∞ < x < y <∞.

Pour plus de détails sur les statistiques d’ordre voir [1] et [3].

1.4 Estimation des quantiles

Définition 1.4.1 (Fonction de répartition empirique) SoitX1, ..., Xn échantillon de

n va’s iid de fonction de répartition F , alors la fonction de répartition empirique est don-

née par :

Fn(x) :=
1

n

n∑
j=1

1I{Xj≤x}, −∞ < x <∞. (1.14)

1I{Xj≤x} : c’est la fonction indicatrice, tell que

1I{Xj≤x} :=

 1 si Xj ≤ x,

0 sinon .

Définition 1.4.2 (Fonction des quantiles) L’inverse généralisé de la fonction de ré-

partition appelée la fonction des quantiles (notée Q) telle que :

Q(t) = F−1(t) := inf{s : F (s) ≥ t}, 0 < t < 1. (1.15)

Définition 1.4.3 (Fonction des quantiles empirique) La fonction des quantiles em-

pirique : c’est l’inverse généralisé de la fonction de répartition empirique Fn (notée Qn),

pour n ≥ 1 ona :

Qn(t) = F−1
n (t) := inf{s : Fn(s) ≥ t}, 0 < t < 1. (1.16)

On peut représenté la fonction des quantiles empirique en terme des statistiques d’ordre
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comme suit :

Qn(t) :=

 Xj,n si j−1
n
< t ≤ j

n
,

Xn,n si 0 < t < 1.
(1.17)

Définition 1.4.4 (Quantile d’ordre p) Soit X une variable aléatoire de loi de probabi-

lité F . On définit le quantile d’ordre p (p ∈ ]0, 1[) par :

xp := F−1(p), 0 < p < 1. (1.18)

Proposition 1.4.1 Soit p ∈ ]0, 1[. Supposons que F est continue et qu’il existe une seule

solution xp à l’équation F (x) = p. Soit (k (n) , n ≥ 1) une suite d’entiers telle que

1 ≤ k (n) ≤ n et k (n) /n→ p quand n→∞.

Alors la suite des quantiles empiriques
(
Xk(n),n

)
n≥1

converge presque sûrement vers xp.

Proposition 1.4.2 Soit p ∈ ]0, 1[ supposons que la loi de X1 possède une densité f conti-

nue en xp et telle que f(xp) > 0. On suppose de plus que k (n) = np + ◦ (
√
n). On a la

convergence en loi suivante

√
n
(
Xk(n),n − xp

) d→ N
(

0,
p (1− p)
f 2(xp)

)
quand n→∞. (1.19)

où N (0, a) designe la loi normale centré de variance a.
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1.5 Espacements

1.5.1 Propriétés des espacements uniformes

Soit U1, ..., Un une suite de va’s iid uniformes sur [0, 1], avec les statistiques d’ordre asso-

ciées U1,n ≤ U2,n ≤ ..., Un,n. Les statistiques Si définies par

Si = Ui,n − Ui−1,n, 1 ≤ i ≤ n+ 1, (1.20)

où par convention U0,n = 0, Un+1,n = 1, s’appellent les espacements uniformes pour cet

échantillon.

Théorème 1.5.1 Les espacements S1, ..., Sn sont uniformément distribuées sur le simplex

An :=

{
(x1, ..., xn) : xi ≥ 0,

n∑
i=1

xi ≤ 1

}
. (1.21)

Théorème 1.5.2 (Pyke, 1965, 1972) Soit E1, ..., En+1 une suite des va’s iid exponen-

tielle de paramètre 1.

{S1, ..., Sn+1}
d
=

{
E1∑n+1
i=1 Ei

, ...,
En+1∑n+1
i=1 Ei

}
. (1.22)

Preuve. Voir Devroye (1986) [4, Chapitre 5].

1.5.2 Propriétés des espacements exponentiels

Théorème 1.5.3 (Sukhatme,1937) Soient E1,n ≤ ... ≤ En,n les statistiques d’ordre cor-

respondantes à une suite des va’s exponentielles iid E1, ..., En. Si E0,n = 0, alors les espa-

cements exponentiels

(n− i+ 1) (Ei,n − Ei−1,n) , 1 ≤ i ≤ n, (1.23)

sont des va’s iid de distribution exponentielle standard.
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Corollaire 1.5.1 (Malmquist, 1950) Soient 0 ≤ U1,n ≤ ... ≤ Un,n ≤ 1 les statistiques

d’ordre associées à U1, ..., Un ; une suite des va’s iid uniformément distribuées sur [0, 1], si

Un+1,n = 1, alors {(
Ui,n
Ui+1,n

)i
, 1 ≤ i ≤ n

}
d
= {U1, U2, ..., Un} . (1.24)

Preuve. Voir Devroye (1986) [4, Chapitre 5].

Proposition 1.5.1 (Transformation des quantiles) Soit U1, ..., Un une suite de va’s

uniformes sur [0, 1], avec les statistiques d’ordre associées U1,n ≤ U2,n ≤ ..., Un,n.

(a) Pour toute fonction de répartition F , nous avons

Xk,n
d
= F−1(Uk,n), k = 1, ..., n. (1.25)

(b) Si F est continue, nous avons

F (Xk,n)
d
= Uk,n, k = 1, ..., n. (1.26)

1.6 Simulation des statistiques d’ordre

Dans cette partie, nous allons utiliser trois méthodes à l’aide du logiciel R, pour générer

un échantillon ordonné. Soit (U1, ..., Un) un échantillon suit la loi uniforme sur [0, 1], de

fonction de répartition F (x) = x, x ∈ [0, 1] .
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1.6.1 Méthode de la fonction de répartition empirique

On peut représenté la fonction de répartition empirique en terme des statistiques d’ordre

comme suit :

Fn(x) :=
1

n

n∑
j=1

1I{Xj,n≤x} =


0 si x < X1,n,

j−1
n

si Xj−1,n ≤ x < Xj,n, 2 ≤ j ≤ n,

1 si x > Xn,n.

(1.27)

Par conséquent les statistiques d’ordre sont la solution de cette équation

Fn(x)− j

n
= 0.

Le code suivant permet de résoudre cette équation, afin de simuler un échantillon ordonné

issue d’un échantillon uniforme standard.

N = 8

XO = numeric (N)

U = runif (N)

FN = function (x, U) {

Y = numeric (N)

for (j in 1 : N) {

if (U [j] <= x)Y [j] = 1

else

Y [j] = 0}

mean (Y )}

for (j in 1 : N) {

H = function (x) {FN} (x, U)− (j/N)}

X = uniroot (H, lower = 0, upper = 1)

XO [j] = X$root}.

17
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1.6.2 Méthode directe

Soit (U1, ..., Un) un échantillon suit la loi uniforme sur [0, 1] et (U1,n, ..., Un,n) la statistique

d’ordre associée.

Le code suivant nous donne une suite ordonnée de taille N = 100.

N = 100

U = runif(N)

UO = sort(U)

1.6.3 Représentation de Reny

Soit (U1, ..., Un) un échantillon suit la loi uniforme sur [0, 1] et (U1,n, ..., Un,n) la statistique

d’ordre associée, et soit E1, ..., En+1 un échantillon de taille n+ 1 suit la loi exponentielle

de paramètre 1, alors :

Ui,n
d
=

E1 + ...+ Ei
E1 + ...+ En+1

, i = 1, ..., n. (1.28)

N = 100

U = runif(N)

UO = sort(U)

US = numeric(N)

E = r exp(N + 1)

S = 0

for (i in 1 : N) {

S = S + E [i]

US [i] = S/sum (E)}

qqplot (UO,US)

ks.test (UO,US) .
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L’exécution de ces commandes nous donne FiG 1.1, cette figure montre que le quantile

associée à l’échantillon ordonné par la représentation de Reny et le quantile relative à

l’échantillon ordonné par la méthode directe sont alignés, se qui preuve l’égalité (1.28) .

Fig. 1.1 —Comparaison des statistiques d’ordre entre la méthode directe et représentation
de Reny

Nous avons appliqués le test de Kolmogorov-Smirnov sur les deux échantillons, en raison

de la plus grande valeur de ”P − value = 0.69”, les deux distributions sont identiques à

n’importe quel niveau de signification standard.
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Chapitre 2

Théorie des valeurs extrêmes

La théorie des valeurs extrêmes (EVT, en anglais Extreme Value Theory) a été dévelop-

pée pour l’estimation des probabilités d’occurrences d’événement rares. Par définition, les

événements rares sont des événements ayant une faible probabilité d’apparition.

Dans ce chapitre nous énonçons théorèmes limites et nous parlons sur des distributions

limites des extrêmes et leurs domaines d’attraction. Cependant, on y retrouve deux mo-

dèles : loi des valeurs extrêmes généralisée et loi de Pareto généralisée. De plus amples

détails pour le théorie des valeurs extrêmes peuvent être trouvés dans les références : de

Haan, Ferreria (2006) [5], Embrechts et al. [6] et Reiss, Thomas (1997) [14].

On a la relation entre la statistique du minimum (min) et celle du maximum (max) comme

suit :

min ( X1, ..., Xn) = −max (−X1, ...,−Xn) .

Les distributions asymptotiques du minimum et du maximum quand n tendre vers l’infini

sont :

lim
n→∞

FX1,n(x) = lim
n→∞

1− [1− F (x)]n =

 0 si F (x) = 0

1 si F (x) > 0
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et

lim
n→∞

FXn,n(x) = lim
n→∞

[F (x)]n =

 1 si F (x) = 1

0 si F (x) < 1

2.1 Caractérisations générales

Dans cette partie, nous présentons quelques définitions et rappels.

Définition 2.1.1 (Fonction de survie) Soit X est une variable aléatoire définie sur un

espace de probabilité (Ω,F ,P), avec de fonction de répartition F {F (x) = P (X ≤ x),∀x ∈

R} alors la fonction de survie est donnée comme suit :

F̄ (x) = 1− F (x) = P (X > x), ∀x ∈ R. (2.1)

Définition 2.1.2 (Fonction quantile de queue) On définit la fonction quantile de queue

(notée U) par :

U(t) = F−1

(
1− 1

t

)
, 0 < t <∞. (2.2)

Définition 2.1.3 (Fonction quantile de queue empirique) On définit la fonction quan-

tile de queue empirique (notée Un), pour n ≥ 1 par :

Un(t) = F−1
n

(
1− 1

t

)
, 0 < t <∞. (2.3)

Théorème 2.1.1 (Glifenko-Contelli, 1933) Soit (Xn, n ∈ N) une suite des va’s réelles

indépendantes et de même loi F , avec la fonction de répartition empirique Fn, alors :

lim
n→∞

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| = 0 p.s. (2.4)
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2.2 Théorèmes limites

Dans cette partie, nous énonçons deux théorèmes très importants en statistique : la lois

des grandes nombres (L.G.N) et le théorème central limite (T.C.L).

2.2.1 Lois des grandes nombres

Les lois des grands nombres (L.G.N) indiquent que l’on fait un tirage aléatoire dans une

série de grandes tailles. Elles sont de deux types : lois faibles mettant en jeu la convergence

en probabilité P et lois fortes relatives à la convergence presque sûre p.s.

Théorème 2.2.1 (L.G.N) Si (X1, ..., Xn) est une suite d’une va X tel que µ = E(X) <

∞, alors :

La loi faible : X̄n
P→ µ quand n→∞,

La loi forte : X̄n
Ps→ µ quand n→∞.

2.2.2 Théorème central limite

Le théorème central limite (T.C.L) établit, sous des hypothèses très peu contraignantes,

la convergence en loi d’une somme de va’s iid vers la loi normale.

Théorème 2.2.2 (T.C.L) SoitX1, ..., Xn est une suite des va’s iid de moyenne µ (E(X) =

µ) et de variance σ2 finie. Considérons la somme Sn := X1+X2+...+Xn, alors l’espérence

de Sn est nµ et son écart-type est σ/
√
n, donc

√
n (Sn − nµ)

σ

d→ N (0, 1) quand n→∞.

Remarque 2.2.1 Pour plus de détails sur les théorèmes L.G.N et T.C.L en peut cité le

livre Saporta [15].
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2.3 Loi des valeurs extrêmes

Le théorème ci-dessous est fondamental en théorie des valeurs extrêmes.

Théorème 2.3.1 ( Fisher-Tippet 1928, Gnedenko 1943) Soit (Xi, i ≥ 1) une suite des

va’s iid etMn = max(X1, ..., Xn), s’il existe deux suites normalisantes réelles {cn > 0, n ≥ 1}

et {dn ∈ R, n ≥ 1} et une distribution limite non dégénérée H telles que :

lim
n→∞

P
(
c−1
n (Mn − dn) ≤ x

)
= H(x), x ∈ R, (2.5)

alors H appartient à l’un des trois types des distributions suivants :

1) Distribution de Weibull :

Ψα(x) =

 1 si x > 0

exp(−(−x)α) si x ≤ 0
, α < 0 (2.6)

2) Distribution de Fréchet :

Φα(x) =

 0 si x ≤ 0

exp(−x−α) si x > 0
, α > 0 (2.7)

3) Distribution de Gumbel :

Λ(x) = exp(− exp(−x)), x ∈ R. (2.8)

Preuve. On peut trouver la démonstration de ce théorème dans le livre Embrechts et al.

[6].

Remarque 2.3.1 1) Les trois distributions ci-dessus sont appellant les distributions de

valeurs extrêmes.
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2) Les suites (cn) et (dn) ne sont pas unique.

Proposition 2.3.1 Soit X une va positive (X > 0). Alors la relation entre les trois dis-

tributions Fréchet, Weibull et Gumbel est :

X ∼ Φα ⇐⇒ −X−1 ∼ Ψα ⇐⇒ lnXα ∼ Λ.

2.4 Distribution des valeurs extrêmes généralisées

Définition 2.4.1 (Von-Mises 1936, Jenkinson 1955) Jenkinson [9] en 1955 montre que

ces trois distributions peuvent être regroupées dans un unique distribution dite distribution

des valeurs extrêmes généralisées (GEV, Generalized Extreme Value), notée Hζ et donnée

par ∀x ∈ R :

Hζ(x) :=

 exp{− exp(−x)} si ζ = 0

exp{−(1 + ζx)−
1
ζ } si ζ 6= 0, 1 + ζx > 0

(2.9)

— La fonction de distribution Hζ est appelée loi des valeurs extrêmes.

— Le paramètre ζ est appelée indice des valeurs extrêmes.

— Si ζ = α−1 on a :

Ψ 1
ζ
(x) = H−ζ

(
1

ζ
(x+ 1)

)
, x < 0

Φ 1
ζ
(x) = Hζ

(
1

ζ
(x− 1)

)
, x > 0

Λ(x) = H0 (x) , x ∈ R

On peut écrire Hζ(x) sous une forme générale :

Hζ,µ,δ(x) :=

 exp{− exp(−(x−µ
δ

))} si ζ = 0,

exp{−(1 + ζ(x−µ
δ

))−
1
ζ } si ζ 6= 0, 1 + ζ(x−µ

δ
) > 0.

(2.10)
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— Le paramètre µ, µ ∈ R est appelé le paramètre de localisation.

— Le paramètre δ, δ > 0 est appelé le paramètre d’échelle.

— Si nous dérivons Hζ,µ,δ on obtient la densité de la loi des valeurs extrêmes pour ζ ∈ R,

et pour tout x tel que 1 + ζ(x−µ
δ

) > 0,

h
ζ,µ,δ

(x) :=


1
δ

exp{−(x−µ
δ

)− exp(−(x−µ
δ

))} si ζ = 0,

1
δ
(1 + ζ(x−µ

δ
))−

1+ζ
ζ exp{−(1 + ζ(x−µ

δ
))−

1
ζ } si ζ 6= 0,

(2.11)

Fig. 2.1 —Distributions et densités des valeurs extrêmes généralisées Weibull (ζ = 1),
Fréchet (ζ = 1) et Gumbull (ζ = 0)

25



Théorie des valeurs extrêmes

2.4.1 Loi max-stable

Définition 2.4.2 (Loi max-stable) Une loi H non dégénérée est dite max-stable s’il

existe des constantes cn ∈ R∗+ et dn ∈ R telles que

Hn (cnx+ dn) = H (x) ,∀x ∈ R.

Exemple 2.4.1 La loi de Weibull (ψα) est une loi max stable, en effet,

ψn
α

(
n
−1
α x
)

= exp(−(−n
−1
α x)α)n

= exp(−(−n−1xα)n)

= exp(−(−xα))

= ψα (x) .

2.5 Domaines d’attraction

Définition 2.5.1 (Domaines d’attraction) Soit F la fonction de répartition, on dit

que F appartient au domaine d’attraction du maximum de la distributionHζ

(
notée F ∈ DA(H

ζ
)
)
,

si F vérifie le théorème de Fisher-Tippet.

Nous présentons tout d’abord la défénition de fonction à variation lente et fonction à

variation régulière.

2.5.1 Fonction à variation régulière

Définition 2.5.2 (Fonction à variation lente) Une fonction positive L est dite à va-

riation lente au voisinage de l’infini pour tout x > 0, si et seulement si

lim
t→∞

L (tx)

L (t)
= 1. (2.12)
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Définition 2.5.3 (Fonction à variation régulière) Une fonction positive G est dite à

variation régulière d’indice α ∈ R au voisinage de l’infini (notée G ∈ RV (α)), pour tout

x > 0 si et seulement si :

lim
t→∞

G (tx)

G (t)
= xα. (2.13)

On a aussi G ∈ RV (α) si et seulement si :

G (x) = xαL (x) , (2.14)

avec L est une fonction à variation lente (ou L ∈ RV (0)).

Exemple 2.5.1 i) La fonction log (x) est une fonction à variation lente.

ii) La fonction xα log (x) est une fonction à variation régulière.

Définition 2.5.4 (Représentation de Karamata) Si L est une fonction à variation

lente si et seulement si pour tout t > 0 :

L(t) = c(t) exp

[∫ t

a

b(z)

z
dz

]
, (2.15)

avec b et c sont des fonctions positives telles que :

lim
t→+∞

c(t) = c, c > 0 et lim
z→+∞

b(z) = 0.

Définition 2.5.5 (Le point terminal de F ) On définit le point terminal de la fonction

de répartition F (noté xF ) par :

xF := sup{x ∈ R : F (x) < 1}. (2.16)
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2.5.2 Domaines d’attraction de Weibull

Ce domaine d’attraction regroupe la majorité des distributions dont le point terminal est

fini, par exemple la loi Uniforme et la loi Beta.

Théorème 2.5.1 F est appartient au domaine d’attraction de Weibull noté F ∈ DA(ψ
ζ
)

avec ζ < 0 si et seulement si x
F
< +∞ et 1 − F ∗ est une fonction à variation regulière

d’indice 1
ζ
avec

F ∗(x) =

 F (x
F
− 1

x
) si x > 0,

0 si x ≤ 0,

et le choix possible pour les constantes de normalisation cn et dn est :

cn = xF − F−1(1− 1

n
) et dn = xF .

Exemple 2.5.2 Soit U = (U1, ..., Un) un échantillon suit la loi uniforme sur [0, 1], de

fonction de répartition F (x) = x, x ∈ [0, 1].

Puisque F ∈ DA(ψ1) alors les constantes de normalisation sont :

cn =
1

n
et dn = 1,

d’où

lim
n→∞

P
(
c−1
n (Xn,n − dn) ≤ x

)
= lim

n→∞
P
(
Xn,n ≤

x

n
+ 1
)

= lim
n→∞

F n
(x
n

+ 1
)

= lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= exp(x).
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2.5.3 Domaines d’attraction de Fréchet

Ce domaine d’attraction contient la majorité des fonctions de répartition à queue lourde,

par exemple : Pareto, Cauchy et Student.

Théorème 2.5.2 F appartient au domaine d’attraction de Fréchet avec ζ > 0 noté F ∈

DA(Φ
ζ
) si et seulement si xF = +∞ et F̄ est une fonction à variation regulier d’indice

−1
ζ

(
i.e : F̄ (x) = x

−1
ζ L(x)

)
, avec L est une fonction a variation lente. Le choix possible

pour les constantes de normalisation cn et dn est :

cn = F−1(1− 1

n
) et dn = 0.

Exemple 2.5.3 Soit X une va de loi de Pareto, de paramètre 1 et α et F sa fonction de

répartition telle que :

F (x) = 1− x−α, x, α > 0,

puisque F ∈ DA(Φα) alors les constantes de normalisation sont :

cn = F−1(1− 1

n
) = n

1
α et dn = 0,

alors,

lim
n→∞

P
(
c−1
n (Xn,n − dn) ≤ x

)
= lim

n→∞
P
(
Xn,n ≤ n

1
αx
)

= lim
n→∞

F n
(
n
1
αx
)

= lim
n→∞

(
1− x−α

n

)n
= exp(−x−α).
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2.5.4 Domaines d’attraction de Gumbel

Ce domaine d’attraction contient la majorité des fonctions de répartition à queue finie

comme la loi Normale, Exponentielle et Gamma.

Théorème 2.5.3 F appartient au domaine d’attraction de Gumbel noté F ∈ DA(Λ) si

et seulement s’il existe une fonction de Von-Mises1 F ∗ telle que

F̄ (x) = c(x)[1− F ∗(x)] = c(x) exp{−
∫ x

t

g(s)

α(s)
ds}, t < x < x

F
,

où c et g sont deux fonctions mesurables satisfaisantes lim
x−→x

F

c(x) = c > 0 et lim
x−→x

F

g(x) =

1, et α est une fonction positive absolument continue de densité α′ vérifiant lim
x−→x

F

α′(x) =

0.

Dans ce cas, le choix possible pour les constantes de normalisation cn et dn est :

cn = c(dn) et dn = F−1(1− 1

n
).

Exemple 2.5.4 Soit E = (E1, ..., En) un échantillon suit la loi exponentielle de paramètre

1, avec la fonction de répartition

F (x) = 1− e−x, x > 0.

puisque F ∈ DA(Λ), alors les constantes de normalisation sont :

cn = 1 et dn = log n.

1

Définition 2.5.6 (Fonction de Von-Mises) F est une fonction de Von-Mises s’il existe t < x
F
telle

que

F̄ (x) = c exp{−
∫ x

t

ds

α(s)
}, t < x < x

F
, (2.17)

avec c > 0 et α est une fonction positive absolument continue de densité α′ satisfaire lim
x−→x

F

α′(x) = 0.
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Donc,

lim
n→∞

P
(
c−1
n (Xn,n − dn) ≤ x

)
= lim

n→∞
P (Xn,n ≤ x+ log n)

= lim
n→∞

F n (x+ log n)

= lim
n→∞

(
1− e−x

n

)n
= exp(− exp (−x)).

Proposition 2.5.1 (Conditions de Von-Mises) Soit F la fonction de répartition conti-

nue avec de densité f alors :

i) Si α > 0 et

lim
x→∞

(x
F
− x) f(x)

F̄ (x)
= α,

alors, F ∈ DA(Ψα) (ie : F appartient au domaine d’attraction de la loi de Weibull de

paramètre α).

ii) Si α > 0 et

lim
x→∞

xf(x)

F̄ (x)
= α,

alors F ∈ DA(Φα) (ie : F appartient au domaine d’attraction de la loi de Fréchet de

paramètre α).

iii) Si f ′ la dérivée négative de f pour tout x ∈ ]t, x
F

[ et f(x) = 0 pour x ≥ x
F
et

lim
x→x

F

f ′(x)F̄ (x)

(f(x))2 = −1,

alors F ∈ DA(Λ) (ie : F appartient au domaine d’attraction de la loi de Gumbel).

Distribution des excès

Définition 2.5.7 (Fonction de répartition des excès) SoientX1, ..., Xn une suite d’ob-

servations indépendantes et de même loi de probabilité F et xF un point terminal, alors
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un seuil u < xF fixé, on définit la variable Xi − u pour i = 1, ..., n, l’excès au dessus du

seuil u. La fonction de répartition des excès est :

Fu(y) = P (X − u ≤ y/X > u) =
F (u+ y)− F (u)

F̄ (u)
, 0 ≤ y ≤ xF − u. (2.18)

Définition 2.5.8 (Fonction de moyenne des axcès) On définit la fonction de moyenne

des excès, (notée e(u)) comme suit :

e(u) = E[X − u/X > u], u < xF . (2.19)

2.6 Distribution de Pareto généralisée

La fonction de distribution de Pareto généralisée standard (GPD, en anglais generalized

Pareto distribution), pour ζ ∈ R est définie par :

Gζ(x) :=

 1− (1 + ζx)
−1
ζ si ζ 6= 0,

1− exp (−x) si ζ = 0,
(2.20)

cette distribution est définie pour :

0 ≤ x ≤ −1
ζ

si ζ < 0,

x ≥ 0 si ζ ≥ 0.

Une forme générale de GPD, notée par Gζ,ν,β(x), est obtenue en remplaçant l’argument x

par x−ν
β
dans (2.20) , où ν ∈ R et β > 0 sont respectivement les paramètres de localisation

et d’échelle.

Le GPD standard correspond au cas ν = 0 et β = 1.

Le GPD avec les paramètres ν = 0 et β > 0 joue un rôle important dans l’analyse
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statistique des événements extrêmes, cette famille notée par G
ζ,β
et définie comme suit :

Gζ,β(x) :=

 1− (1 + ζ x
β
)
−1
ζ si ζ 6= 0,

1− exp
(
−x
β

)
si ζ = 0,

(2.21)

avec,

0 ≤ x ≤ −β
ζ

si ζ < 0,

x ≥ 0 si ζ ≥ 0.

La densité de Gζ,β(x) sécrit comme suit :

g
ζ,β

(x) :=


1
β
(1 + ζ x

β
)−

1
ζ
−1 si ζ 6= 0,

1
β

exp
(
−x
β

)
si ζ = 0.

(2.22)

Fig. 2.2 —Distributions et densité de GPD standard avec différentes valeurs de ζ
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Remarque 2.6.1 La relation entre la loi de Pareto généralisée standard Gζ(x) et la loi

des valeurs extrêmes généralisées standard H
ζ
(x) est :

Gζ(x) = 1 + logHζ(x) si logHζ(x) > −1. (2.23)

(Pour plus détail sur GPD voir Embrechts et al. [6]).

Théorème 2.6.1 (Balkema-de Haan et Pickands) Si F appartient à l’un des trois

domaines d’attraction de la loi des valeurs extrêmes, alors il existe une fonction strictement

positive β(u) telle que :

lim
u−→x

F

sup
0<x<xF−u

∣∣Fu(x)−Gζ,β(u)(x)
∣∣ = 0, (2.24)

où Fu est la fonction de répartition des excès au dessus du seuil u et Gζ,β(u) est la fonction

de répartition de la loi de Pareto généralisée.
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Conclusion

Les statistiques d’ordre constituent le point de départ dans la théorie des valeurs extrêmes.

Cette théorie est basée sur la connaissance de la loi asymptotique du maximum d’un échan-

tillon.

Dans mémoire, nous avons donnés un aperçu général sur les statistiques d’ordre associées

à un échantillon. Ensuite, nous avons présentés la loi des valeurs extrêmes ainsi que les

domaines d’attraction et la distribution des valeurs extrêmes généralisées et l a distribution

de Pareto généralisée.

Le but de ce mémoire été l’étude des distributions des statistiques d’ordre ainsi que les

expressions des lois asymptotiques possibles des valeurs extrêmes.
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Annexe : Notations et abréviations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

d
= égalité en distribution.

d→ convergence en distribution.

Cj
n combinaison.

E1, ..., En+1 suite de va’s suit la loi exponentielle standard.

E1,n, ..., En,n statistiques d’ordre associées à E1, ..., En.

EV T extrem value theory.

D(Hζ) domaine d’attraction.

E [X] l’espérene de X.

F fonction de répartition.

F̄ fonction de survie.

F−1 l’inverse généralisée de F .

Fn fonction de répartition empirique.

f densité de probabilité d’une variable aléatoire.

f
Xk,n

fonction de densité de probabilité de Xk,n.

f
(Xr,n,Xs,n)

fonction de densité jointe de Xr,n et Xs,n.
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Annexe : Notations et abréviations

Gn distribution empirique uniforme.

GEV distribution des valeurs extrêmes généralisée.

GPD distribution de Pareto généralisée.

1IA fonction indicatrice de l’ensemble A.

ie en d’autre terme.

iid indépendantes et identiquement distibuées.

inf A infimum de l’ensemble A.

L fonction à variation lente.

LGN loi des grands nombres.

Mn = Xn,n maximum de X1, ..., Xn.

mn = X1,n minimum de X1, ..., Xn.

N nombre naturelle.

N (0.1) loi normale standard.
p→ convergence en probabilité.
ps→ convergence en prèsque sûre.

Q fonction des quantiles.

Qn fonction des quantiles empirique.

R ensemble des nombres réelles.

supA supremum de l’ensemble A.

Sn somme arithmétique.

Si,n espacements uniformes.

TCL théorème centrale limite.

µ espérance, ou moyenne d’une va.

σ2 variance d’un va.

Φα loi de Fréchet.

ψα loi de Weibull.

Λ loi de Gumbel.
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Annexe : Notations et abréviations

u seuil.

U1, ..., Un suite de va’s uniformément distribées sur [0, 1] .

U1,n, ..., Un,n statistiques d’ordre associées à U1, ..., Un.

va variable aléatoire.

Vn fonction des quantiles uniforme.

x
F

point terminale.

xp quantile d’ordre p.

(X1, ..., Xn) échantillons de taille n de va’s.

X1,n, ..., Xn,n statistiques d’ordre associées à (X1, ..., Xn) .

:= égalité par définition.
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