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Introduction

es équations différentielles stochastique rétrograde (EDSR) ont été introduites en
L1973 par J-M. BISMUT [Bis73| dans le cas ou f est linéaire par rapport aux
variables Y et Z. Il a fallu attendre le début des années 90 et le travail de £. PARDOUX
et S.PENG [PP90] pour avoir le premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas ou f
n’est pas linéaire.
Du point de vue Mathématique, résoudre une EDSR, c’est trouver un couple de proces-
sus adaptés par rapport & la filtration du mouvement brownien (B), <i<T s (Y2, Zt)te[O,T]

vérifiant 1’équation différentielle stochastique rétrograde :
_d}/;‘ = f (tvna Zt) - thBta 0 S t S T>

avec la condition finale Y = £ ou £ est une variable aléatoire de carré intégrable.

En peut écrire cette équation d’une fagon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Vet [ fovizar- [ zdp. o<i<r
t t

Le but de ce mémoire est de présenter la théorie des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades EDSR, et d’en donner des applications dans les équations aux dérivées
partielles EDP.

Notre mémoire est composé de trois chapitres.

ele premier chapitre est consacré au rappel de calcul stochastique, en donnant les défini-
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tions et les généralités de processus stochastique et calcul d’Ito, etc.
eDans le deuxiéme chapitre, nous étudions ’existence et 'unicité de ’EDSR.
eDans le toisiéme chapitre on a étudié le lien entre les EDSR et les EDP et on a introduit

la notion de solution de viscosité d’une EDP.



Chapitre 1

Rappels de calcul stochastiques

1.1 Définition et généralité

1.1.1 Processus stochastique

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. 2 est un ensemble, F est une tribu contenue

dans ’ensemble des parties de €2 et P est une probabilité sur la tribu F.

Définition 1.1.1 (La filtration) Soit (2, F,P) un espace de probabilité, une filtration
sur cet espace est une famille croissante {F;,0 <t < 400} de sous tribu de F. On a

alors, pour tous 0 < s < t,

FoCFsCF CFoCF.
On dit que (Q,f, (ft)tzo ,IP’) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.2 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille

de variables aléatoires (Xy,t € [0, 00[) définies sur le méme espace de probabilité.

Définition 1.1.3 (La mesurabilité) Un processus X est dit mesurable si l’application
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sutvante :

([0, +00[ x , B ([0, +o0) @ F) — (R", B (R"))

(t,w) — X; (w) est mesurable

Définition 1.1.4 Un processus (Xt),5, est dit adapté si, pour tout t > 0, X; est Fy —

mesurable.

Définition 1.1.5 Un processus X est progressivement mesurable par rapport a {]—'t}tzo
si, pour tout t > 0, lapplication (s,w) — X, (w) de [0,t] x Q dans R? est mesurable par

rapport a B ([0,t]) @ F et B (R?).
Un progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.1.6 Soient X et Y deux processus, X est une modification de Y si, pour

tout t > 0, les variable aléatoire X, et'Y; sont égale P —p.s.: ¥Vt >0, P(X;, =Y;) = 1.

Définition 1.1.7 On dit que X et'Y sont indistinguables si, P — p.s, les trajectoires de

X et deY sont les méme c’est a dire P(X; =Y, Vt > 0) = 1.

Remarque 1.1.1 La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modifica-
tion. Notons que si X est une modification de 'Y et st X et'Y sont a trajectoires continues

a droite (ou o gauche) alors X et'Y sont indistinguables.

Définition 1.1.8 On dit que le processus est a trajectoires continues si les applications

t — X, (w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.9 Un processus est dit cadlag (continu & droite, pourvu de limites & gauche)

si ses trajectoires sont continues a droite et limitées a gauches.
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1.1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.1.10 Le processus (B;,t > 0) est un mouvement brownien (standard) si :

1. P(By =0) =1 (le mouvement brownien est issu de l'origine).
2. Vs < t, By — B est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (¢ — s) .

3. Vn, Vt;, 0 < tg < ty.... < ty, les variables (By, — By,_,, ..., By, — By, By,) sont

indépendantes.

4. Le processus (B;),., admet des trajectoires continuées.

Remarque 1.1.2 On dit que B est un {F;},., —mouvement Brownien si B est un pro-

cessus continu, adapté a la filtration {Fi},. , vérifiant :
Vue RVO<s<t E (ei“(Bt_B“’)/fS) =exp{—u’(t —s)/2}.

Proposition 1.1.1 Soit B un MB standard.

1. pour tout s > 0, {Bys — Bs},5, est un MB indépendant de o {B,,u < s};
2. —B est aussi un MB;

3. pour tout ¢ > 0, {CBL} est un MB;
£>0

2

4. le processus défini par Xg =0 et X; = tB% est un MB.

Proposition 1.1.2 Soit B un MB. La filtration {ftB } vérifie les conditions habituelles

>0

et B un {FP} MB.

t>0

1.1.3 Martingale

Définition 1.1.11 Un processus stochastique { X;,t € [0, +0o[} a valeurs dans R est une

martingale par rapport & la filtration {F,},, si :

1. X, est F; — mesurable pour tout t.
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2. X, est intégrable pour tout t.

3. B (X,/F.) = X,, Vs < t.

Définition 1.1.12 Un processus stochastique (X, t € [0, +00[) est une sur-martingale (resp

sous-martingale) par rapport & la filtration (F;) si :
1. X; est F; — mesurable pour tout t.

2. X, est intégrable pour tout t.

3. E<Xt/Fs) S Xs7 Vs S 13 (7’68]) E<Xt/fs) 2 Xs)

Remarque 1.1.3 Si B est un MB, alors {B} —t},5, est {exp (0B, — 0°t/2)},5, sont des

martingales.

Définition 1.1.13 (Temps d’arrét) Soit (Q,f, (Ft) >0 ,]P’) un espace de probabilité fil-
tré, un temps d’arrét est une variable aléatoire T F — mesurable & valeurs dans [0, 0]
telle que :

V>0, {T<t}eF.

Définition 1.1.14 (Martingale local) Soit X un processus cadlag adapté. On dit que
c’est une martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét T,, croissant vers l’infini

telle que pour tout n le processus arrété X T"I{an} soit une martingale.

Théoréme 1.1.1 (Représentation des martingales browniennes) Soit M une mar-

tingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration {ftB } Alors il existe un unique

te[0,T]

processus (Zt)te[o,T} . appartenant ¢ M? (]Rk) , tel que

t
P—ps. Vtel0,T], Mt:M0+/Zs.st.
0
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1.2 Calcul d’Ito6

1.2.1 Intégrale d’Ito

Définition 1.2.1 L’intégrale stochastique ou l’intégrale d’Ité est une intégrale de la forme :

t
| ouas.
0

ol (Bt),»( est une mouvement brownien et (6;),., un processus stochastique répondant a

certains critéres d’intégrabilité.

1.2.2 Formule d’It6

Théoréme 1.2.1 (Premiére formule d’Itd) Toute fonction f € C?(R) a dérivée se-

conde bornée vérifie p.s :

t t

f(By) = f(Bo)+ /f/ (Bs) dBs + %/f” (B,)ds,Vt <T.

0 0

La notion infinitésimale de cette relation est :
1
& (B) = f(B.)dB, + " (B,)ds.

Théoréme 1.2.2 (Deuxiéme formule d’Itd) Soit f une fonction définie sur Ry x R

de classe C' par rapport a t, de classe C? par rapport ¢ v. On a :

FX) = 10X+ [ s Xodst [ L X)X+ g [ 12 (5. X)X X
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1.2.3 Processus d’Ito

Définition 1.2.2 Un processus d’Ité est un processus de la forme :

t t

X, =Xo+ /gosds + /QsdBS,
0 0

avec Xog Fo — mesurable, 0 et ¢ deuxr processus F — adapté vérifiant les conditions d’in-

tégrabilité :
T T
/\03\2ds < oo p.s. et /|g05| ds < oo p.s.
0 0

On note de maniére infinitésimale :
dXt = (ptdt + etdBt.

L’étude que nous avons menée jusqu’a maintenant nécessitait des conditions d’intégra-
bilité plus fortes sur les processus 0 et p. Afin de pouvoir présenter ici la démonstration de
certains résultats de cette partie, nous aurons besoin d’imposer les conditions d’intégrabi-

lités suivantes :

T T
E /\63\2ds <oo et E /]<p3|2d$ < 00.
0 0

1.3 Quelques inégalités classiques

1.3.1 Inégalité de Doob

Théoréme 1.3.1 Soit (M,,n € N) une martingale réelle de carré intégrable. On a

E [max M,f] <4E [M7].

0<k<n
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En particulier,
E [sup Mﬁ} <4E [M]].

neN

1.3.2 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Théoréme 1.3.2 Pour tout réel p > 0, il existe des constante c,, C,, telles que pour toutes

martingale local M continue issue de 0,

B [(M, M)??] <E [Sup |Mt|p} < C,E [(M, M)2?].

>0

Remarque 1.3.1 En particulier, si

T>0, B (M, M}?| <B { sup |Mt|1’} <GB (M, A2

0<t<T

1.3.3 Lemme de GRONWALL

Soit ¢ : [0, 7] — R une fonction continue telle que, pour tout ¢,
t

g(t)§a+b/g(s)ds, acR,b>0.
0

Alors, pour tout t, g (t) < aexp (bt).



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

2.1 Problématique

On considére sur un espace probabilité filtré (Q, F, (]:t)tzo ,IP’) une variable aléatoire &
mesurable par rapport & Fr, avec T' le temps terminal.

On voudrait résoudre I’équation différentielle suivante :

—dY, = f(Y)dt, t€[0,T]

Yr=¢

en imposant que, pour tout instant ¢, le processus Y; soit adapté par rapport a la filtration
(Ft)y»0 C'est-a-dire que le processus Y; ne dépende pas du futur aprés ¢.

On prend 'exemple le plus simple & savoir f = 0. Le condidat naturel Y; = & qui n’est
pas adapté si & n’est pas déterministe. La meilleure approximation (dans L?) adaptée est
la martingale Y; = E(£/F;). Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement

brownien, le théoréme de représentation des martingales browniennes permet de construire

10
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un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :

Vi=B(E/F) =B+ [ 2B,

d’autre part,

T
Yr=E (&) + / Z.dB,,
0

t T
Y, - Yr = / Z.dB, — / Z,dB,
0 0

T
= —/ Z,dB,,
t

il vient alors,
T
Y; = 6 - / ZrdBr
t
c’est-a-dire
—dY; = _thBt
Yr=¢
On voit donc apparaitre sur I'exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le
processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.
Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande géné-
ralité, on permet & f de dépendre du processus 7,

I’équation devient donc :

—d}/;g - f (t, }/t, Zt) dt - thBt7 t € [O, T]

Yr=¢

ou, de fagon équivalente, sous forme intégrale,

11
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T T
Yt:§+/ f(r,K,Zr)dr—/ Z.dB,, 0<t<T. (2.1)
t t

2.2 Notations et définitions

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet et B un MB d—dimentionnel sur cet
espace. On notera {7}, la filtration naturelle du MB B. On travaillera avec deux espaces
de processus :

.52 (Rk) I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, & valeurs

dans R*, tels que :

VI =B | sup %] < o
0<t<T

S? (Rk) le sous-espace formé par les processus continus.
:M? (RF*9) formé par les processus Z, progressivement mesurables, a valeurs dans RF*9,

tels que :
T
nmm=EUna%ﬂ<w
0

ousi z € R¥4 ||z||> = trace (z2*) . M? (R¥*?) désigne I’ensemble des classes d’équivalence
de M? (RF9) |
Les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies précédem-

ment. Nous désignerons L? I'espace de Banach S? (R¥) x M? (RF*) .

En suite on définit une application aléatoire :
f:[0,T] x Q x RF x R¥>4 — RF,

telle que, pour tout (y,z) € RF x R¥*¢ le processus (f (t,y, )<< SOit progressivement
mesurable. Enfin, on considére une variable aléatoire £, mesurable par rapport a Fr et a
valeurs dans R*.

Notre objectif est de trouver une solution de ’équation ({2.1) c’est-a-dire les inconnues

12



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Y et Z. La fonction f s’appelle le générateur et & la condition terminale.

Définition 2.2.1 Une solution de 'EDSR (2.1)) est un couple de processus (Yi, Zt) o<yt

vérifiant :

1. 'Y et Z sont progressivement mesurables ¢ valeurs respectivement dans RF et RF*;
T
2. P—ps f, {If (n Y Z)| + 1 Z,)*} dr < oo;

3. (Y, Z) vérifie (2.1)).

Proposition 2.2.1 Supposons qu’il existe un processus {fi}ycicp, €t A une constante

positive tels que :
V(t,y,2) € [0, T] x RE x RM [ f (t,y,2)] < fi + A(|yl + [|21])-

Si {(Ye, Zt) }o<yer €St une solution de 'EDSR |) telle que Z € M? alors Y appartient

s Q2
a S:.

Preuve. La démonstration de cette proposition est bassé du lemme de Gronwall et du
fait que Yy est déterministe,

En effet, on a, pour tout t € [0,77],

t t
Yi=Yo- [ 0. z)dr+ [ z.aB,
0 0

et par suite, on utilise I’hypothése sur f

t
o [l
0

¢
/ Z,.dB,
0
t
/ Z,.dB,
0

T
Y| < |Yo|+/ (o MZ, ) dr + sup
0

0<t<T

posons

T
‘= |Yo|+/ oM Z ) dr + sup
0 0<t<T

13
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On a par hypothése, Z appartient a M? et donc, via I'inégalité de Doob, le troisiéme
terme est carré intégrable; il en est de méme pour {f} <7, €t Yo est déterministe donc
de carré intégrable; il s’en suit que ( est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu remarque précédente, le lemme de Gronwall fournit

Pinégalité supg<;<p [¥;] (X qui montre que Y appartient a S%. =

Lemme 2.2.1 Soient Y € 5 (R¥) et Z € M2 (R*) . Alors { [} Y,.Z.dB,, t € [0,T]}

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. D’apres 'inégalités de BDG :

t [ T 3
E[sup /Y}.ZrdBr] < CE </ |Y;|2HZTH2dr> ]
0<t<T |Jo 0

On a:

T 2
< CE | sup !Yt!(/ HZrHer) ]
0<t<T 0

=

et par suite, comme ab < a?/2 + b%/2,

t T
/ YT.ZrdB,,} <C (E { sup |Y;|2] +E [/ ||Zr||2er.
0 0<t<T 0

Ou cette derniére quantité est finie par hypothése, d’ou le résultat. m

]E{sup

0<t<T

2.3 Le cas Lipschitz

2.3.1 Le résultat de Pardoux-Peng

PARDOUX et S. PENG [PP90] : C’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour
les EDSR dans le cas ou le générateur est non-linéaire.

(L) Il existe une constante K telle que P — p.s.,

14
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1. condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t,y,v', z, 2/,
f(ty,2) = Fy ) <K (ly—y[+llz=2);
2. condition d’intégrabilité :

E [|s|2+ / |f<r,o,o>|2} < co.

Nous commencons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se
L 2 (k
donne £ de carré intégrable et un processus {]:t}ogth dans M (]R ),

et on veut trouver une solution de ’'EDSR

T T
Yt=§+/ FTdr—/ Z,dB,, ,0<t<T. (2.2)
t t

Lemme 2.3.1 Soient & € L* (Fr) et {Fi}oeyer € M? (R¥). L’EDSR (2.2) posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M?2.

Si on prend 'espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement,

T

Y, =E §+/Frdr/ft

t

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remarquons
t

que, d’aprés le théoréme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable, / F.dr est

0
un processus adapté a la filtration {"Tt}te[O,T]; en fait dans S? puisque F est de carré

intégrable. On a alors, pour tout t € [0,77],

T

t t
K:E §+/Frd7"/.;rt —/FrdT:Mt—/FrdT.
0 0

0

15
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M est une martingale brownienne; via le théoréme de représentation des martingales

browniennes on construit un processus Z appartenant & M? tel que

t t t

Yt:Mt—/Frdr:Mg—i—/ZTdBT—/Frdr.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de "EDSR étudiée puisque

comme Yy = &,

t t

T T
Yt—szO—l—/ZrdBr—/Frdr— M0+/ZrdBT—/FTdT
0 0 0 0

T T
= /Frdr — /ZrdBT
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. m

Théoréme 2.3.1 (Pardoux-Peng 1990) Sous [’hypothése (L), 'EDSR (2.1) posséde

une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. Pour démontré cette théoréme on utilisons un argument de point fixe dans ’es-
pace de Banach L? en construisant une application ¥ de L? dans lui-méme de sorte que
(Y, Z) € L? est solution de 'EDSR si et seulement si c’est un point fixe de W.

Pour (U,V) élément de L?, on définit (Y,Z) = ¥ (U,V) comme étant la solution de

I’EDSR :

T T
}Q:§+/f(r,UT,VT)dr—/ZTdBT 0<t<T.
t t

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans L2 En

effet, posons F, = f (r,U,,V,). Ce processus appartient & M? puisque, f étant Lipschitz,
|F[ < 1f (r,0,0)] + K |Ur| + K [[V2][

16
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et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliques le
Lemme 2.1.1 pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?. (Y, Z) appartient
a L?:
I'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’apres la Proposition 2.0.1, Y appartient
a S2.
L’application ¥ de L? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U',V') deux éléments de L2 et (Y, Z) = ¥ (U, V), (Y',2") =¥ (U",V").
Notons Y =Y —Y'et Z=2Z—-272".0na, Yy =0et

d?t = - {f (ta Utv Vt) - f (t, Utlv Vt/)} dt + thBt-
On applique la formule de It6 & e* ‘Vt}Q pour obtenir :
d <e°‘t }?t\z) = ae® [V, |" dt—2e"Y . {f (t, U, Vi) — £ (, U}, V))} dt4+2e*Y . Z,dB,+e || Z,| dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient

T T T
ot \7t|2+/ear |Z,|[* dr = /ear <—a V" 4 2V, {f (4, U Vi) — £ (1, UL, v;;)}) dr—/Qeo‘T?TZrdBT,

t t t

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant U et V pour U — U’ et V — V' respectivement,

T T T
oot ‘7t|2+/€ar H7TH2 dr < /ear (_a ‘?Tf + 2K ‘7T| |Ur| + 2K ‘?T| ||Vr||) dr—/Zear?T.ZrdBr'
t

t t
Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e + €b?, et donc, I'inégalité précédente donne
T T T T

et ‘?t|2+/em H7erdr < /em (—a + 2K2/6) }YT‘Qdr—/Qem?r.ErdBr—i-e/em (}Uf’f + ||VT||2> dr,

t t t t
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T
et prenant o = 2C?%/¢, on a, notant R, = e/e‘” (|UT|2 + HVTH2> dr,
t

T T
vie 0.7, [T+ / e | Z,|Pdr < R. — 2 / Y, Z,dB,.  (23)
t t
t
La martingale locale / eY,.Z,dB, est en réalité une martingale nulle en 0
0 te[0,7)

puisque Y, Y’ appartiennent & S? et Z, Z' appartiennent & M?2.
En particulier, prenant ’espérance qui fait partir 'intégrale stochastique via la remarque

précédente, on obtient facilement, pour ¢ = 0,

T
B /e"”||7,,H2dr <E[R/]. (2.4)
0

Revenant a U'inégalité (2.3), les inégalités Burkholder-Davis-Gundy fournissent -avec C

universelle-,

D=

T
E |: Sup eat |?t‘2:| SE[RG]—FCE /e2ar ‘?1”‘2“71”“2dr
0<t<T ;
T 3
<E[R]+CE | sup 2|V, /e“’“ 1z ar ) |
0<t<T

0

puis, comme ab < a?/2 + b*/2,

T

2

E { sup e ‘?tﬂ < E[R]+ 1E [ sup e }Ytlz] + C—E /eo” H7T||2dr
0<t<T 2 |o<t<r 2 )
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Prenant en considération I'inégalité (2.4)), on obtient finalement

T
E | sup e ‘7t|2+/ear||77,H2dr < (3+C*) B[R,

0<t<T
0

et par suite, revenant a la définition de R,,

T T

E | sup e* {?t}Q + /em H7TH2dr <e€ (3+ 6’2) (1VT)E | sup e |Ut|2 + /eo” HV,,H2dT
0<t<T ) 0<t<T )

Prenons e tel que €(3+ C?)(1VT) = %, de sorte que l'application ¥ est alors une
contraction stricte de L? dans lui-méme si on le munit de la norme

1
T 2

IOV, =B | swp (U + e Vol ar]|
0<t<T J

qui en fait un espace de Banach - cette derniére norme étant équivalente & la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.

¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence et 1'unicité d’une solution

de 'EDSR (2.1) dans L?. m

2.4 Théoréme de comparaison

2.4.1 Equation différentielle stochastique rétrograde linéaires

Le but de ce paragraphe est ’étude du cas particulier des EDSR linéaire pour lesquelles
on donnent une formule plus ou moins explicité. On placent le cas £ = 1; donc Y est un

réel et Z est une matrice de taille 1 x d c’est & dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 2.4.1 Soit {(at,bt)}te[oﬂ un processus & valeurs dans R x R? progressi-

vement mesurable et borné. Sotent {ci},cip) un élément de M?%(R) et & une variable
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades

aléatoire, Fr — mesurable, de carré intégrable, o valeurs réelles.

L’EDSR linéaire
T T
Y, =¢ +/ {a,Y, + Z,b, + ¢, } dr — / Z,.dB,,
t t
posséde une unique solution qui vérifie :
T
Y, =T,'E (gFT +/ CTPTd’I“/E) ., Ytelo,T],
t

avec, pour tout t € [0,T],

t 1 [t t
I = exp {/ b,.dB, — —/ |b,,|2 dr +/ ardr} )
0 2 Jo 0

2.4.2 théoréme de comparaison

Théoréme 2.4.1 Supposons que k =1 et que (&, f), (¢, f') vérifient ’hypothése (L) On
note (Y, Z) et (Y', Z') les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également que
P—ps. &< et que f(t,Y,Z) < f'(t,Ys, Z;) m® P — p.p. (m mesure de Lebesgue) .
Alors,

P—ps., Vtel0,T], Y,<Y,.

Si de plus, Yo = Yy, alors P —p.s., Y, =Y/, 0 <t < T et f(t,Ys,2:) = f (t,Ys, Zt)
m QP — p.p. En particulier, dés que P (£ <&') > 0 ou f(t,Yy, Z¢) < f'(t, Yy, Z4) sur un

ensemble de m ® P — mesure strictement positive alors Yy < Y.
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Chapitre 3

Lien entre '’EDSR et PEDP

3.1 Equations aux Dérivées Partielles

Une Equation aux Dérivées Partielles (EDP) est une équation fonctionnelle qui met en
relation des dérivées partielles. Typiquement, si u est une fonction a valeurs scalaires des
variables z et y, (z,y) € 2, ou Q désigne un ouvert de R?, une EDP est une relation de la

forme :

F (u,x,y, %, %) =0 pour (z,y) € (3.1)

ol F désigne une fonction définie sur un ouvert de R>.

L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation présent
dans I’équation est donc d’ordre 1.

La dimention d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indé-
pendantes dont dépend la fonction inconnue u. L’équation (3.1) est donc de dimension
2.

Résoudre 'EDP consiste donc & déterminer toutes les fonctions u définies sur §2 satisfai-

sant (3.1]).

En général, une EDP est complétée par des conditions sur le bord de §2 du type :
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Chapitre 3.Lien entre 'EDSR et 'EDP

ou Ou

G (u,x,y, I a_y) =0 pour (z,y) € ' C 9N (3.2)

3.2 Equations différentielles stochastiques

Définition 3.2.1 Soient b: [0,T] x R* — R™ et ¢ : [0,T] x R™ — R™*? deux fonction
mesurable, o T un réel strictement positif, Z est une variable aléatoire, de carré intégrable,
et indépendante du MB B.

Une solution de 'EDS :

dX, =b(t,X,)dt + o (t,X,)dB
By (b.o) = e =0(t, X) (t, Xi) dBy
Xo=2

est consistée par :
(a) Un espace de probabilité filtré (0, F,{F,t > 0} ,P).
(b) Un (F;) —mouvement brownien B = (By, ..., B,) a valeurs dans R™.

(¢) Un processus X = {X;, t > 0} continu (F;) — adapté tel que les intégrales

t t
/ b(r, X,)dr et / o(r,X,)dB,
0 0
aient un sens et tel que [’egalité
t t
Xt:ZJr/b(r,XT)dr+/a(r,Xr)dBr, 0<t<T. (3.3)
0 0

soit satisfaite pour toutt P — p.s.

Définition 3.2.2 (La solution fort de ’EDS) Soit X est un processus continu tel que :

1. X est progressivement mesurable ;

2. P—p.s. fOT {|b(r, X)| + [lo (r, X,)||*} dr < 00, ot ||o|| = trace (00*);
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Chapitre 3.Lien entre 'EDSR et 'EDP

3. P—ps,onaX, =7+ fgb(r, X,)dr+ fota (r, X,) dB,.

Théoréme 3.2.1 (Existence et unicité) Soient b et o deux fonctions boréliennes. On

suppose qu’il existe une constante K telle que, pour toutt € [0,T], z,y € R",

1. Condition de lipschitz , uniforme en temps :
bt x) = bty + ot z) =0ty < K|z —yl;
2. Croissance linéaire :
b(t,2)| + llo (¢, 2)[ < K (14 [x]);
3. B[|1Z]°] < oo

Alors VEDS (3.3|) posséde une unique solution.

Propriété 3.2.1 Dans cette proprietés on a travailler avec des conditions initiales déter-
ministes ce qui permet de prendre la filtration naturelle du mouvement brownien {EB } 50

On suppose que les fonctions b et o vérifie les hypothéses du théoréme 3.1.1 Lipschitz et

croissance linéaire. D’aprés le résultat précédent, on peut construire pour tout (s,z) €

[0,T] x R™, la solution de I’EDS
¢ ¢
X" =x —|—/ b(r, X)) dr +/ o(r,X)*)dB,,s <t <T, (3.4)

et l’on conviendra que X;"* =x si 0 <t < s.

Définition 3.2.3 (Propriété de Markov) Soit X un processus progressivement mesu-
rable par rapport a la filtration {.7-}},520 si, pour toute fonction borélienne bornée f, et pour

tout s <t, on a

E(f(Xt)/:Fs):E(f<Xt)/Xs)7 ]P)_p's-
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Montrons la propriété de Markov pour les solutions de I’EDS (3.4)) par rapport a la tribu

du mouvement brownien B.

3.3 Le cadre markovien

Soit (2, F,P) un espace de probabilité complet, B un mouvement brownien d—dimensionnel.
{E}tZO est un filtration naturelle de B augmentée de sorte que les conditions habituelles

sont satisfaites.

Définition 3.3.1 b et o deux fonction continues telle que :

b:[0,T] xR* — R" et 0 : [0,T] x R* — R"*,

On suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que, pour tout t, pour tout x,z’ de R™,
1o(tx) = b(t, )| + |lo(t,z) — o (t,2")]| < K|z —2'|;
2. |b(t,z)| + [lo (@t z)| < K(1+][z]).

Sous ces hypothéses, on peut construire, étant donnée un réel t € [0,T] et une variable

aléatoire 0 € L? (F), {XLP}, _ . la solution de ’EDS
X =9 +/ b (r,X%) dr +/ o(r, X" dB,, t<u<T; (3.5)
t t

on convient, que si 0 <u <t, X' =K (0/F,).

D’autre part on considére deux fonctions continue g : R¥ — R¥ et f : [0,7] x R™ x
RF x R¥*d — R,
Supposons que f et g vérifient les hypothéses suivantes : il existe deux réels p et p > 1 tels
que, pour tout (t,z,y,y', 2,7,

L(y—y). (f(tay,2) = f(tay,2) <uly =y

2. |f(ta,y,2) = f o,y 2) < Kz =2

3. g @)+ 1f (t 2y, 2)| < K (L+ |2 + [yl + [2]]) -
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Sous ces hypothéses, si 0 appartient o L* (F;), on peut résoudre 'EDSR

T T
Y =g (X;G) + / f(r X0 Y0, 280 dr — / Z4%4B,, 0<u<T. (3.6)

3.3.1 La propriété de Markov

Proposition 3.3.1 Soit (t,2) € [0,T] x R". {(X}", Y1) },c < est adapté par rapport a
la filtration {F,},c < - En particulier, Y;"" est déterministe.

On peut choisir une version de {Z;"}, .. . est adapté par rapport a la filtration {F.},o, <1 -

Preuve. Considérons le processus {Wu}uzo définie par W,, = By, — B; et notons {G,},

sa filtration naturelle augmentée.

Soit {Xu}g<y<p_; la solution {G,}, —adapté de 'EDS

Xu:x+/ b(t—l—r,X,,)dr—i-/ ot+rX)dW,, 0<u<T-—t.
0 0

En particulier, pour tout v € [0,7], on a
v—t v—t
Xv_t:x+/ b(t+T,X,,)dr+/ o(t+r X,)dW,.
0 0

On obtient par un chengement de variable s =r + 1 :

v—t v v—t v
/ b(t+r X,)dr = / b (s, Xs—¢)ds, / o(t+rX,)dW, = / o (s, Xs—¢)dBs,
0 t 0 ¢

et par suite,

th:x+/ b(s,Xst)ds+/ o(s,Xs4)dBs, t<v<T;
t t
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Chapitre 3.Lien entre 'EDSR et 'EDP

par définition du processus X%,
;qw:x+/quaxyyw+/ﬂmgxyyw& t<v<T
t t

Par unicité des solutions d’EDS & coefficients Lipschitz, ces deux processus sont indistin-
guables : P—p.s., Vv € [t,T], X,y = X*. En particulier, X** est mesurable par rapport
a G,_; puisqu’il en est ainsi pour X, ;. Or G, ; = F!.

Le résultat pour les EDSR se déduit de celui que nous venons d’établir pour les EDS. En

effet, on considere la solution {(Yu, Zu) }g<y<p_; » Gu—adaptée de PTEDSR

T—t T—t
Yo=9(Xr_)+ f(t~|—7“,Xr,Yr,Z,n)dr—/ Z.dW,., 0<u<T—t,
soit encore
T—t T—t
Y;;ft :g(XTft> + f(t—i—’f’, XMY;HZT) dT—/ ZrdWra t S v S T.
v—t v—t

On effectue le changement de variables s = t + r dans les deux intégrales, pour obtenir

Il s’en suit que {Y,—¢, Zy—t},cpp est solution sur [¢,7] de PEDSR 1} pour 0 = x
puisque nous savons déja que X, ;, = X5, L’unicité des solutions des EDSR donne,
dans S? x M2, Yo, Zo-i ey = 1Y0" Z0" by €t la mesurabilité recherchée puisque
{Yo_s, ZU*t}ve[t,T} est adapté par rapport a G, ; = F_.

Puisque nous savons que Y;"" est une quantité déterministe, on peut définir une fonction

en posant,

V(t,z) € [0,T] xR", u(t,x)=Y""

Commencons par étudier la croissance et la continuité de cette fonction. m
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Proposition 3.3.2 La fonction u est continue et & croissance polynomiale. On a
V(t,z) € [0,T] xR", |u(t,z)| <C 1+ |z).
Sous I'hypothese (Lip), la fonction u vérifie de plus, pour tout (¢,z), (¢',2'),
u(t,z) —u(t,2') < C <|x =)+ |x|)> .
Théoréme 3.3.1 Soientt € [0,T] et € L* (F,). On a :
P—ps. Y =ut0)=Y"00.
Corollaire 3.3.1 Soientt € [0,T] et 0 € L? (F;). Alors, on a, P — p.s.,
vse[t,T], Y =u(s,X).

Preuve. Fixons (t,0) € [0,T] x L? (F;) et prenons s € [t,T]. On a d’apres le théoréme
précédent,

P—p.s., Y X —y (s, Xﬁ’e) .

s

Ou {(Y}S’X?G, Zf’XE’e)} est solution sur [0,7] de 'EDSR

s, x50 r xto r
Y, :g(XT’ : ) + f(r,Xﬁv : ,ﬁ,Zr> dr— | Z.dB,, s<u<T.

Ou, par unicité des solutions sur [s, 7] de 'EDS,

X,,:X;’HJr/ b(u,Xu)du+/ o (u, Xy) dB,
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on obtient facilement
,0
P—ps., VrelsT], X;f”X;5 = X1

Par conséquent, {(YT&X;’Q, Zf?Xz’e)} et {(V,",Z19)}  sont deux solutions sur [0,7] de
T

I’EDSR
T T
Y,=g <X%9) —|—/ f(r, Xy, Z,) dr — / ZydB,, s<u<T.
L’unicité des solutions de cette EDSR donne en particulier
P—ps, Y= Y;S’X?e =u (s, X!7).
Ceci est valable pour tout s € [t,T]; comme les deux processus {}/st’e}s et {u (s, X;f’e) }s

sont continus via la continuité de u, on obtient le résultat m

Remarque 3.3.1 On utilise souvent ce résultat avec 6 constante égale & x. Cette propriété
de Markov, Y2* = u (s, X1"), joue un réle important lorsque l'on tente de construire la

solution d’une EDP a laide d’une EDSR : nous le verrons plus loin.

3.4 Lien entre les EDSR et les EDP

3.4.1 Formule de Feynman-Kac

Dans cette partie en faisant un lien entre les EDSR et les EDP. On a vu que Y'* =
u (r, X1*) au paragraphe précédent, on u est une fonction déterministe ;
Notations :

L : Vopérateur différentiel du second ordre,

si h est une fonction de ¢ et x nous notons d;h ou k' la dérivée partielle en temps,
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Vh : le gradient en espace (vecteur colonne) et Dh = (Vh)*,
D?h : 1a matrice des dérivées secondes.

Nous allons voir que u est solution d’une équation aux dérivées partielles - EDP. £ 'opé-

rateur différenteil du second ordre suivant : pour h réguliere

L(t,z) = %trace (00" (t,) D*h (t,2)) + b (t, 2) .Vh (t,z)

_ %Z (00%),; (1) Duyyh (1) + S i (t,2) Do ()

ij=1 i=1
L’objectif de ces section est d’établir des relations entre {Y,"*, Z/*}_, . solution de
I'EDSR.
T

T
V=g (Xp") + / F X7, Y0, 2,7 du — / Z;dB,,  t<r<T,  (37)
t

t
ot { X7}« est la solution de 'EDS avec la convention X" =z si 0 <r < T,

s T

Xy /b (1, X1 du + /g (u, Xt)dB,, t<r<T, (3.8)

t t

d’une part de la solution v (¢,2) PEDP suivante :

o (t,x) + L(t,x) + f(t,z,v(t,x), Dv(t,z)o(t,x)) =0, (t,x) €]0,T[ x R"
v(T,z) = g(x)
(3.9)
Proposition 3.4.1 Supposons que ’EDP posséde une solution v, de classe C*2 ([0, T] x R™),
telle que pour tout (t,x) € [0,T] x R™, |Vv (t,z)| < C (1 + |z]?).
Alors, pour tout (t,z) € [0,T] x R, la solution de I’EDSR , Y 20 er s

est donnée par le couple de processus {v (r, X1*), Dvo (r, XE*)}, o, o . En particulier, on
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obtient la formule,

w(t,r) =Y " =v(tz).

Preuve. Pour démontré cette proposition on utilisant la condition de croissance sur le

gradient de v assure que (Dvo (r, X1*)) est un processus de carré intégrable. De plus,

T

comme v est régulicre, en appliquant la formule d’Tto, on obtient,
v (5, X7) =f (s, X7) ds-+ Vo (s, X0%) dXE 4 Ltrace {o0" (s, Xi7) D (s, Xi%) } ds:
soit encore, utilisant dX%* pour s > ¢, et la définition de L,
dv (5, X7) = [of (5, X%) + £ (s, X'%) } ds + Do (s, X'*) dB,.
Ot v est solution de 'EDP (3.9), donc v’ + £ v = — f; il vient alors
dv (s, X1) = —f (s, X, v (s, X% , Dvo (s, X)) ds + Do (s, X1*) dB..

On conclut en intégrant de r & 7' notant que v (7, X7*) = g (X7*). =

Corollaire 3.4.1 Prenons f (t,x,y,2z) =c(t,x)y+h(t,x), ot c et h sont deuz fonctions

continues bornées. Sous les hypothéses précédentes, pour tout (t,z) € [0,T] x R",
T T T
v(t,x)=FE {g (X;z) exp (/ c (r, Xﬁx) dr) +/ h (7‘, Xﬁ“/’) exp (/ c (S,X;’z> ds) dr} :
t t t
Preuve. On a vu que v (t, 2) = Y;**. Mais lorsque la fonction f prend la forme :
ftx,y,2)=c(t,x)y+h(t,x),

I’EDSR que 'on doit résoudre est une EDSR linéaire. m

Remarque 3.4.1 Dans les deux derniers énoncés, nous avons supposé l’existence d’une
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solution classique v et nous en avons déduit la solution de I’EDSR et la formule v (t,x) =
Y. Si tous les coefficients sont réguliers, on peut montrer que u qui est définie par

u(t,z) = Y, est une fonction réguliére qui est solution de ’EDP (3.9)).

Définition 3.4.1 Soit u une fonction continue sur [0,T] x R™ wvérifiant la condition
u(T,x)=g(x).

u est une sous-solution (resp. sur-solution) de viscosité de I’EDP si, pour toute fonc-
tion ¢, de classe CY2 ([0, T] x R™), on a, en tout point (ty, zo) €10, T x R™ de maximum

(resp. minimum) local de v — ¢ :
Oyp (to, o) + L (to, zo) + f (to, o, u (to, o) , Dpo (to, x9)) >0,  (resp. <0).

u est solution de viscosité si elle est a la fois sous-solution et sur-solution de viscosité.
Théoréme 3.4.1 La fonction u (t,z) = Y;"" est solution de viscosité de ’EDP ({3.9).

Preuve. Remarquons que u est une fonction continue et vérifie u (7', .) = g. Nous montrons
seulement que u est sous-solution (la démonstration de u sur-solution est identique).

Soit ¢ une fonction de classe C'? telle que u — ¢ posséde en (ty, r5) un maximum local
(0 <ty <T). On remplace ¢ par ¢ — ¢ (to, ) + u (t9, xo) on suppose que ¢ (tg, o) =

u (to, zo) . Nous devons montrer que

¢’ (to, o) + Lo (to, o) + f (to, To, u (to, o) , Do (tg, xg)) > 0.

Supposons le contraire i.e. il existe § > 0 tel que

¢’ (to, o) + Lo (to, o) + f (to, o, u (to, z0) , Dpo (tg, xg)) = —d < 0.

u — ¢ posséde un maximum local en (tg, o) qui est nul donc par continuité, il existe
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0<a<T—tytel que, sity <u<ty+aet|r—ux <a,
u(t,z) < o (t,2) et o(ta)+Lo(t)+ f (bautz), Do (ta)) < —5/2

Considérons le temps d’arrét 7 = inf {u > to; | X" — 29| > a} Aty + . Comme X070
est un processus continu on a | X" — 74| < a.

La formule d’Tt6 appliquée a ¢ (r, X'*°) donne
do (r, X[0™) = {¢' (r, X[o") + Lo (r, X[>") } dr + Do (r, X[0™°) dB,.

et, en intégrant de u A 7 a (top + a) AT = 7 pour ty < u < tg + «, on obtient

T

e (unT, X0%0) =@ (1, XIo™0) — / {4+ L} (r, X[0"0) dr — / Dyo (r, X[™) dB,;
uNT u

AT

notant, pour tp <u <ty+a, Y, = (u AT, ij}(fo) et Z! = ly<; Do (r, X[o%0)  Dégalité

précédente prend la forme
to+a to+a
Yu, =0 (7_7 Xio,zo)_F/ — 1< {(p, + L) (T‘, Xﬁo,xo) dr—/ Z;dBT, to < u < tyg+a.
u u
De la méme facon, si on pose, pour tg < u < tg+a,, Y, = Y% et Z, = 1,<,Z0%, on a
to+a to+a
Yu = Y%o—&-a + / ]-TSTf (Ta X£07I07 }/7’7 Z’I‘) dr — / ZrdBry tO S U S tO + .
u u

Ou la propriété de Markov - Corollaire 3.1.1 et la remarque qui le suit - implique que,
P — p.s. pour tout ty < r < tg+ a, Y0 =y (r, X!0%) d’ou jon déduit que Yi 1o =
Yio®o = g (7, Xlow0)

L’égalité précédente devient alors
to+a to+a
Y, =u (7', Xﬁo’wo)—i—/ lr<rf (7“, Xﬁo’xo,u (r, Xff”xo) ,Zr) dr—/ Z.dB,, ty<u<tyta.
u u
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Nous allons appliquer le théoréme de comparaison a (Y,, Z),), et (Y, Z,), qui sont solu-

tions d’EDSR. Par définition de 7, on a u (1, X%0) < ¢ (7, X 0:%0) et
Lo f (r, Xlo:mo qy (r, Xﬁo’“”o) ,Z;) =1l<.f (7", Xlo:mo Ly (r, Xﬁo’:‘o) , Dpo (7“, Xf"’xo))

< —li<r {90/ + Lo} (Ta Xﬁovxo) .

De plus, on a, toujours par définition de 7,

to+a
E [/ 0 1< (" + Lo+ f) (r, X% u (1, X[%) , Dpo (r, X[0™)) dr| > E [T —to) §/2.

to

Cette quantité est strictement positive : en effet, 6 > 0 et 7 > t; car |Xf§’10 — xo‘ =0<a.
On peut donc appliquer la version stricte du théoréme de comparaison, voir la remarque
a la suite du Théoréme 2.4.1, pour obtenir u (ty, ) = Yy, < Y, = ¢ (to,20). Ceci est

impossible puisque u (tg, z9) = ¢ (tg, Zo) . u est donc bien une sous-solution. m
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

(Q,F,P) Espace de probabilité.
(92, F,(Ft);»0,P)  Espace de probabilité filtre.

B (Rd) Tribu Borélienne sur R

P—p.s. Presque stirement pour la mesure de probabilité P.

MB Mouvement Brownien.

EDS Equations Différentielles Stochastiques.

EDSR Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades.

EDP Equations aux Dérivées Partielles.

z* Transposée de la matrice z.

Xt Processus de Markov.

Lt Espace des processus intégrables.

L? Espace des processus de carré intégrables.

o Ensemble des fonctions une fois dérivables et dont la premiére dérivée
est continue.

o Ensemble des fonctions deux fois dérivables et dont la dérivée seconde

est continue.
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