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Introduction

La dé�nition d�un espace de Sobolev consiste à l�aide de la dérivée faible.

Ces espaces (de Sobolev) sont complets, ce qui est un avantage considérable pour l�étude

des solutions des équations aux dérivées partielles, car la théorie de distribution n�a¢ rme

pas qu �une fonction u et sa dérivée au sens de distribution sont dans le même espace, mais

dans les espaces de Sobolev ; si une fonction u appartient à l�espace de Lebesgue Lp(I) ou

Lp(
) (I partie non vide de R et 
 partie non vide de Rn), alors sa dérivée appartient à

le même espace ( u et u0 2 Lp(I) ou Lp(
) au même temps).

Ce travail est dévisé en deux chapirtres ; dans le premier on étudie les espaces Lp

avec 1 � p � 1 et leurs proprietés, on précise l�espace L2 parce qu �il est important

pour dé�nir l�espace de Sobolev, on présente aussi quelques théorèmes fondamentaux pour

l�utiliser surtout dans les démonstrations .

Le deuxiéme chapitre est le principal dans ce travail ; on présente les principaux résultats

concernant les espaces de Sobolev, on commence par dé�nir formellement les espaces de

Sobolev, on dé�nit les espaces W 1;p(I);Wm;p(I) et W 1;p
0 (I), et on donne les proprietiés de

chaque espace avec bien sûr des théorèmes ,propositions et résultats liés à chacun.

Considérons le probleme suivant .Étant donné f 2 C ([a; b])

Trouver une fonction u(x) véri�ant :

8><>: �u00 + u = f sur [a; b]

u(a) = u(b) = 0
(1)
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Introduction

Une solution classique (fort) du probleme (1) est une fonction de classe C2 sur [a; b]

véri�ant (1) au sens usuel.

Bien entendu (1) peut être résolu explicitement par un calcul simple , mais nous ignorerons

cet aspect des choses a�n d�illustrer la méthode sur cet exemple élémentaire.

On multiplie (1) par ' 2 C1 ([a; b]) et on intègre par partie ; il vient :

Z b

a

u0'0 +

Z b

a

u' =

Z b

a

f' 8' 2 C1 ([a; b]) ; '(a) = '(b) = 0: (2)

On notera que (2) a un sens dés que u 2 C1 ([a; b]) (par contre à (1) qui suppose u deux

fois dérivable) ; en fait il su¢ rait même d�avoir u; u0 2 L1 (a; b) ; u0 en un sens à préciser.

Disons (provisoirement) qu�une foncion u de classe C1 qui véri�e (2) est une solution faible

de (1) :

On précise la notion de solution faible ; celle-ci fait intervenir les espaces de Sobolev qui

sont les outils de base .
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Chapitre 1

Introduction sur les Espaces Lp

L�objectif de ce chapitre est de présenter quelques rappels sur les espaces Lp ;les espaces

ré�exifs,les espaces séparables et les espaces de Hilbert, a�n de faciliter l�étude de l�espace

de Soblov .


 désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx:

I désigne un interval de R:

1.1 Dé�nition et proprietés élémentaires

Dé�nition 1.1.1 On dé�nit l�espace L1 (
) par :

L1 (
) =

�
f : 
 �! R ; f mesurable et

Z



jf(x)j <1
�
:

Posons : kfkL1 =
R


jf(x)j dx ou k:k désigne une norme.

Dé�nition 1.1.2 Soit p 2 R avec 1 < p <1:

On note et on dé�nit un espace Lp comme suite :

Lp (
) =
�
f : 
 �! R ; f mesurable et jf jp 2 L1 (
)

	
:

On note kfkLp =
�R


jf(x)jp dx

�1=p
.
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Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

L�espace Lp satisfait les proprietées suivante :

i) Pour tout � 2 R, si f 2 Lp (
) alors �f 2 Lp (
) :

ii) Si f; g 2 Lp (
) alors jf + gjp � 2p�1(jf jp + jgjp) et de plus on a : f + g 2 Lp(
):

Pour montrer cette proprietée on utilise la convexité.

Rappelons que si f est une fonction convexe alors :

8�; � 2 [0; 1];8x; y 2 
; f(�x+ �y) � �f(x) + �f(y); �+ � = 1

On sait que la fonction tn est convexe sur [0;+1[:

Donc j�f + �gjp � �jf jp + �jgjp:

On choisit � = � = 1
2

On obtient : �
1

2

�p
jf + gjp � 1

2
(jf jp + jgjp):

Multiplions par 2p il vient :

jf + gjp � 2p�1(jf jp + jgjp):

iii) L�inégalité triangulaire valide pour p � 1 (i:e kf + gk � kfk+ kgk) :

Dé�nition 1.1.3 On pose :

L1 (
) = ff : 
 �! R; f mesurable et 9 une constante C telle que jf(x)j � C p:p.sur 
g :

Remarque 1.1.1 Si f 2 L1 on a :

jf(x)j � kfkL1 p:p. sur 
:

En e¤et :

Il existe une suite Cn telle que Cn �! kfkL1 ; et pour chaque n, jf(x)j � Cn p:p: sur 
:

Donc jf(x)j � Cn pour tout x 2 
nEn; avec En négligeable.
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Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

On pose E = [
n
En:

Alors E est négligeable et on a jf(x)j � Cn pour tout n et pour tout x 2 
nE:

Par coséquent jf(x)j � kfkL1 pour tout x 2 
nE:

Notation 1.1.1 Soit 1 � p � 1 .

On désigne par q l�exposant conjugué de p , (i:e: 1
p
+ 1

q
= 1):

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Hölder)

Soit f 2 Lp et g 2 Lq avec 1 � p � 1:

Alors : f:g 2 L1 et : Z
jfgj � kfkLpkgkLq : (1.1)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et p =1:

Supposons donc que 1 < p <1.

Rappelons l�inégalité de Young :

ab � 1

p
ap +

1

q
bq 8a � 0 8b � 0: (1.2)

La démonstration de (1:2) :

La fonction log étant concave sur ]0;1[ (i:e: (log)00 < 0) :

On a :

log

�
1

p
ap +

1

q
bq
�
� 1

p
log ap +

1

q
log bq = log ab:

Donc :

jf(x)j jg(x)j � 1

p
jf(x)jp + 1

q
jg(x)jq p:p: x 2 
:

Il en résulte que fg 2 L1 et que

Z
jfgj � 1

p
kfkpLp +

1

q
kgkqLq : (1.3)

5



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

Remplaçant dans l�inégélité (1:3) la fonction f par �f (� > 0):

Il vient :

Z
jfgj � �p�1

p
kfkpLp +

1

�q
kgkqLq : (1.4)

On choisit : � = kfk�1Lpkgk
q=p
Lq

Remplaçant la valeure de � dans (1:4) on obtient alors (1:1)

Théorème 1.1.2 (Inégélité de Minkowski)

Soit f; g 2 Lp et soit 1 � p � 1 alors :

kf + gkLp � kfkLp + kgkLp :

Preuve. Si f + g = 0 le résultat est évident.

Si f + g 6= 0 alors :

On considère l�égalité :

jf + gjp = jf + gj:jf + gjp�1 � (jf j+ jgj)jf + gjp�1:

et on integre sur 


Z



jf + gjpdx �
Z



[(jf j+ jgj) jf + gjp�1]dx

Hölder
� (kfkLp + kgkLp)k jf + gjp�1 kLq

Et comme 1
p
+ 1

q
= 1 alors :

6



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

k j f + g jp�1 kLq =
�Z




j f + g jp dx
� 1

q

On obtint :

�Z



j f + g jp dx
�1� 1

q

� kfkLp + kgkLp :

Théorème 1.1.3 Lp est un espace vectoriel et k:kLp est une norme pour tout 1 � p � 1:

Preuve. Les cas p = 1 et p =1 sont évidente (d�après la remarque 1.1.1).

Supposont que 1 < p <1 et soient f; g 2 Lp.

On a :

j f(x) + g(x) jp� (j f(x) j + j g(x) j)p � 2p(j f(x) jp + j g(x) jp):

Par conséquent :

f + g 2 Lp:

D�autre part on a :

kf + gkpLp =
Z
jf + gjp�1 jf + gj �

Z
jf + gjp�1 jf j+

Z
jf + gjp�1 jgj

Or jf + gjp�1 2 Lq:

Et grâce à l�inégalité de Hölder on obtient :

kf + gkpLp � kf + gk
p�1
Lp kfkLp + kf + gk

p�1
Lp kgkLp

(i:e:kf + gkLp � kfkLp + kgkLp):

7



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

Dé�nition 1.1.4 (Espace de Banach)

Soit E un espace vectoriel sur R muni d�une norme k:k:

On dit que E est un espace de Banach si E est complet.

Théorème 1.1.4 (Théorème de la convergence monotone de Beppo Levi)

Soit (fn) une suite croissante positive de fonctions de L1, (i:e: 0 � f1(x) � f2(x) � :::)

telle que sup
n

R
fn <1:

Alors fn(x) converge p:p: sur 
 vers une limite �nie notée f(x):

De plus on a : f 2 L1 et kfn � fkL1 �! 0:

Théorème 1.1.5 Lp est un espace de Banach pour tout 1 � p � 1:

Preuve. 1)Sopposons d�abord que p =1:

Soit (fn) une suite de Cauchy dans L1.

Étant donné un entier k � 1; il existe Nk tel que :

kfm � fnkL1 �
1

k
pour m;n � Nk:

Donc il existe Ek négligeable tel que

j fm(x)� fn(x) j�
1

k
8x 2 
�Ek; 8m;n � Nk: (1.5)

En�n, posons E = [kEk (E est négligeable)

On voit que pour tout x 2 
�E la suite fn(x) est de Cauchy (dans R):

Soit fn(x) �! f(x) pour x 2 
�E:

Passant à la limite dans (1:5) quand m �!1 on obtient :

j f(x)� fn(x) j�
1

k
8x 2 
�E; 8n � Nk;

8



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

Donc :

f 2 L1;

Et :

kf � fnkL1 �
1

k
8n � Nk;

Par conséquent :

kf � fnkL1 �! 0:

2)Supposons maintenant que 1 � p <1:

Soit (fn) une suite de Cauchy dans Lp.

Pour conclure il su¢ t de montrer qu�une sous-suite extraite converge dans Lp:

On extrait une sous-suite (fnk) tel que :

kfnk+1 � fnkkLp �
1

2k
8k � 1:

[On procède comme suit : il existe n1 tel que kfm � fnkLp � 1
2
pour m;n � n1;

On prend ensuite n2 � n1 tel que kfm � fnkLp � 1
22
pour m;n � n2; etc ].

On va montrer que fnk converge dans Lp.

Pour simpli�er les notations on écrit fk au lieu de fnk ; de sorte que l�on a :

kfk+1 � fkkLp �
1

2k
8k � 1: (1.6)

Posant gn(x) =
nP
k=1

j fk+1 � fk j;

Il vient :

kgnkLp � 1:

On déduit du théorème de convergence monotone que p:p: sur 
, gn converge vers une

limite �nie noteé g(x) avec g 2 Lp:

9



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

D�autre part, on a pour m � n � 2

j fm(x)� fn(x) j�j fm(x)� fm�1(x) j +::: j fn+1(x)� fn(x) j� g(x)� gn�1(x);

Il en résult que p:p: sur 
; (fn(x)) est de Cauchy et converge vers une limite noteé f(x):

On a aussi p:p:sur 
 :

j f(x)� fn(x) j� g(x) pour n � 2: (1.7)

Il en résult que f 2 Lp:

En�n :

kfn � fkLp �! 0;

En e¤et :

On a

j fn(x)� f(x) jp�! 0 p:p;

etj fn(x)� f(x) jp� gp(x) majorante intégrable.

On conclut grâce au théorème de Lebesge.

1.2 Espaces ré�exifs

Dé�nition 1.2.1 On a une injection canonique J : E �! E 00 dé�nie comeme suit :

Soit x 2 E �xé.

L�application f 7�! (f; x) de E 0 dans R constitue une forme linéaire continue sur E 0, i:e:

un élément de E 00 noté Jx:

On a donc (Jx; f)E00;E0 = (f; x)E0;E 8x 2 E , 8f 2 E 0

10



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

Dé�nition 1.2.2 Soit E un espace de Banach, E 0son dual (topologique) et E 00 son bidual

(c�est-à-dire le dual topologique de E 0).

Soit J l�injection canonique de E dans E 00:

On dit que E est ré�exif si J(E) = E 00:

Lorsque E est ré�exif on identi�e implicitement E et E 00 à l�aide de l�isomorphisme J:

Remarque 1.2.1 Il est essentiel d�utiliser J dans la dé�nition précédente .

Proposition 1.2.1 Soit E un espace de Banach, et soit M � E un sous-espace vectoriel

fermé ;

M muni de la norme induit par E;

Alors M est ré�exif.

La démonstration de proposition basée sur la topologie faible.

Voir[1]:

Corollaire 1.2.1 Soit E un espace de Banach.

Alors E est ré�exif si et seulement si E 0 est ré�exif.

Théorème 1.2.1 L�espace Lp est ré�exif pour 1 < p <1:

La démonstration de ce théorème est décomposée en trois étapes :

Voir[1]:

1.3 Espaces séparables

Dé�nition 1.3.1 On dit qu�un espace métrique est séparable s�il existe un sous-ensemble

D � E dénombrable et dense.

11



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

Autrement dit,

Il existe une suite (xn) dans l�espace(D; d) telle que :

8x 2 D;8" > 0;9n 2 N; d(x; xn) � ":

1) Tout espace vectoriel de dimension �nie est séparable,

Il su¢ t de choisir des coordonnées rationnelles.

2) Tout espace métrique compact est séparable.

3) On en déduit qu�un espace qui est réunion dénombrable de compact est

séparable (on dit ��compact).

Dé�nition 1.3.2 Une partie D d�un espace vectoriel normé E est dite totale, si elle

engendre une partie dense de E.

Proposition 1.3.1 Un espace vectoriel normé E est séparable si et seulement s�il contient

une famille totale dénombrable.

Proposition 1.3.2 Soit E un espace métrique séparable, et soit F un sous-ensemble de

E:

Alors :

F est séparable

Preuve. Soit (un) une suite dénombrable dense dans E.

Soit (rm) une suite de réels positifs avec rm �! 0:

On choisit (arbitrairement) am;n 2 B(un;rm) \ F;

Lorsque cet ensemble est non vide,

Il est claire que la suite ( am;n) constitue un ensemble dénombrable dense dans F:

Théorème 1.3.1 Soit E un espace de Banach tel que E 0 soit séparable.

Alors E est séparable.

12



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

Par contre, il existe des espaces de Banach E séparables tels que E 0 ne soit pas séparable.

On prend par exemple l�espace L1(
) qui est séparable, mais l�espace (L1(
))0 = L1(
)

n�est pas séparable.

Corollaire 1.3.1 Soit E un espace de Banach.

Alors :(E ré�exif et séparable)() (E 0 ré�exif et séparable).

Preuve.On sait déjà (corollaire1.2.1 et théorème1.3.1) que (E 0 ré�exif et séparable) =)

(E ré�exif et séparable).

Inversement,si E est ré�exif et séparable alors : E 00 = J(E) est ré�exif et séparable.

Donc : E 0 est ré�exif et séparable (dé�nition1.2.2).

Remarque 1.3.1 En générale les proprietés de séparabilité sont étroitement liées à la

métrisabilité des topologies faibles.

1.4 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel.réel.

Un produit scalaire (u; v)est une forme bilinéaire de H � H dans R,symétrique,dé�nie

positive [i.e.(u; v) � 0 8u 2 H et (u; u) > 0 si u 6= 0]:

Rappelons que le produit scalaire véri�e l�inégalité de Cauchy-Schwarz :

j (u; v) j� (u; u) 12 (v; v) 12 8u; v 2 H:

[Remarquons que pour établir l�inégalité de Cauchy-Schwarz on n�utilise pas l�hypothèse

(u; u) > 0 si u 6= 0]:

Rappelons aussi que j u j= (u; u) 12 est une norme sur H:

[ En e¤et j u+ v j2=j u j2 + j v j2 +2(u; v) �j u j2 + j v j2 +2 j u jj v j]:

Rappelons en�n l�identité de parallélogramme :

13



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

j a+ b
2

j2 + j a� b
2

j2= 1

2
(j a j2 + j b j2) 8a; b 2 H:

Et aussi la relation de Pythagore ku+ vk2 = kuk2 + kvk2; si u; v sont orthogonaux.

Dé�nition 1.4.1 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d�un produit

scalaire.

Si (.,.) est un produit scalaire sur H ; l�application

k:k : H �! R+

u 7! (u; u)
1
2 :

est une norme sur H (norme induite par produit scalaire)..

Dé�nition 1.4.2 Chaque espace préhilbertien est aussi espace normé avec la norme as-

sociée au produit scalaire.

Dé�nition 1.4.3 L�espace préhilbertien H est appelé espace de Hilbert lorsqu�il est com-

plet, c�est-à-dire, lorsque toute suite de Cauchy dans H converge dans H.

Un exemple fondamentale est l�espace :L2(
) muni du produit scalaire :

(u; v) =

Z



u(x)v(x)dx:

est un espace de Hilbert.

L�espace de sobolev H1 que nous rencontrerons aux chapitre prochain est un espace de

Hilbert modelé sur L2:

Théorème 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert et C un convexe fermée et non vide de H:

Pour tout u 2 H il existe un unique point de C, appelée projection de u sur C dont la

distance à f soit minimum.

14



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces Lp

�
i:e: 8u 2 H; 9v 2 C tel que : ku� vk = inf

w2C
ku� wk = min

w2C
ku� wk

�
:

Cette projection se caractérise comme l�unique point v de C tel que :

8w 2 C;Re(u� v; w � v) � 0:

Si C est un sous-espace vectoriel fermée de H, la projection de f est l�unique point v 2 C

tel que u� v soit orthogonal à tous les éléments de C:

Dé�nition 1.4.4 (Espace uniformément convexe

Soit E un espace de Bnach

On dit que E est uniformément convexe si 8" > 0;9� > 0 tel que :

(x; y 2 E; kxk � 1; kyk � 1 et kx� yk > ") =)
�



x+ y2





 < 1� ��

Proposition 1.4.1 Si H est uniformément convexe alors :

H est ré�exif

Preuve. Soient " > 0; u; v 2 H tels que juj � 1; jvj � 1 ju� vj > ":

Grâce à l�identité de parallélogramme on a :

����u+ v2
����2 � 1� "24

et donc : ����u+ v2
���� < 1� � avec � = 1� (1� "24 )2 > 0:

15



Chapitre 2

Espace de Sobolev en dimension un

L�objectif de ce chapitre est de dé�nir les espases de Sobolev et de donner quelques pro-

prietés sur ces espaces

2.1 Rappels

Dé�nition 2.1.1 ( Support compact)

Soit 
 un ouvert de RN et f une fonction dé�nie de 
 dans R.

On dit que f est à support compact (dans 
), s�il existe un compact K � 
 tel que

f = 0 sur 
nK:

Et on écrit :

Supp(f) = fx 2 
 j f(x) 6= 0g:

Dé�nition 2.1.2 (Fonction test)

Une fonction test ' est une fonction indé�niment dérivable , nulle hors d�un intervalle

borné, (on dit aussi que ' est de classe C1 et à support compact).

L�ensemble des fonctions test est noté D (
).

16



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

Notation 2.1.1 On note par C1c (
) l�ensemble des fonctions C
1 à support compact sur


,c�est-à-dire :

C1c (
) = fu 2 C1(
) ;9K � 
 ; K compact ;u = 0 sur Kcg :

Remarque 2.1.1 Si 
 =]0; 1[; la fonction f dé�nie par f(x) = x(x�1) est de classe C1

sur 
; mais elle n�est pas à support compact.

En e¤et :

Il n�existe pas de compact inclus dans ]0; 1[ tel que f soit nulle en dehors de ce compact.

Par contre,

Si f est de classe C1 sur ]0; 1[; et s�il existe " > 0 tel que f(x) = 0 pour x 2]0; "[ et

pour x 2]1� "; 1[;

Alors f 2 C1c (
) :

Dé�nition 2.1.3 Soit 1 � p � 1.

On dit qu�une fonction f : 
! R appartient à Lploc(
) si :

f�K 2 Lp(
) pour tout compact K � 
:

Dé�nition 2.1.4 Soit u 2 L1loc(
) et � 2 Nn:

On dit que la fonction g 2 L1loc(
) est la dérivée faible d�ordre � de la fonction u si :

8' 2 D(
);
Z



u@�'dx = (�1)j�j
Z



g'dx:

Remarque 2.1.2 1) Si g existe alors elle est unique dans L1loc par la formule précédent.

2) Si la fonction u est de classe C j�j dans 
, on a immédiatement g = @�u presque

partout dans 
.

Dans le cas général, on écrira :

17



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

g = @�u au sens faible, ou bien g w
= @�u:

3) On dit qu� une fonction u 2 L1loc(
) est faiblement di¤érentiable, si elle admet des

dérivées premiéres @ju , 1 � j � n au sens faible.

On dit qu�une fonction u 2 L1loc(
)est k�fois faiblement di¤érentiable, k � 1, si elle admet

des dérivées partielles d�ordre inférieur ou égal à k au sens faible.

4) Si u est su¢ samment lisse, pour avoir une dérivée partielle D�u au sens usuel, celle-ci

correspond également à la dérivée partielle au sens des distributions.

2.2 L�espace de Sobolev W 1;p(I)

Soit I =]a; b[ un intervalle borné ou non et soit p 2 R avec 1 � p � 1:

Dé�nition 2.2.1 On dit que W 1;p(I) est un espace de Sobolev si :

W 1;p(I) =

�
u 2 Lp(I);9g 2 Lp(I) telque

Z
I

u'0 = �
Z
I

g' 8' 2 C1c (I)
�
:

Posons H1(I) =W 1;2(I):

Pour u 2 W 1;p(I) on note u0 = g:

Remarque 2.2.1 Si u 2 C1(I) \ Lp(I) et si u0 2 Lp(I) alors :

u 2 W 1;p(I) ou u0 est la dérivée usuelle de u:

De plus la dérivée usuelle de u coïncide avec la dérivée de u au sens W 1;p:

Exemple 2.2.1 Soit I =]� 1; 1[ alors :

i) La fonction u(x) = 1
2
(j x j +x) appartient à W 1;p(I) pour tout 1 � p � 1 et u0 = H

où :

H(x) =

8><>: +1 si 0 < x < 1

0 si � 1 < x < 0

18



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

En e¤et :

On sait que

u 2 W 1;p(I) ()

8><>: u 2 Lp

9g 2 Lp;
R
u'0 = �

R
g'

Où ' est une fonction test.

On a :

1)
R 1
�1 j u(x) j

p dx =
R 1
0
j x jp= 1 <1:

2)
R 1
�1 u'

0(x)dx =
R 0
�1 u'

0(x)dx+
R 1
0
u'0(x)dx

=
R 0
�1

1
2
(�x+ x)'0(x)dx+

R 1
0
1
2
(x+ x)'0(x)dx

=
R 1
0
x'0(x)dx:

Par intégration par partie on obtient :

Z 1

0

x'0(x)dx = x'(x) j10 �
Z 1

0

'(x)dx:

Puisque '(1) = 0 alors :

Z 1

0

x'0(x)dx = �
Z 1

0

1:'(x)dx

= �
Z 0

�1
0:'(x)dx�

Z 1

0

1:'(x)dx

= �
Z 1

�1
H(x)'(x)dx:

On déduit que : u0 = H:

C�est-à-dire :

Z 1

�1
(u0)

p
dx =

Z 1

�1
Hpdx =

Z 0

�1
0pdx+

Z 1

0

1pdx = 1 <1

=) u0 2 Lp(�1; 1):

19



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

Donc : u 2 W 1;p(I):

ii) Plus généralement une fonction f continue sur �I et continûment dérivable par mor-

ceaux sur �I alors :

f 2 W 1;p(I) pour tout 1 � p � 1:

En e¤et :

Soit f une fonction continue sur �I, et par consequent fp est continue aussi sur �I

Alors : fp est intégrable sur �I et f 2 Lp(I):

Soit I = [a; b] tel que : '(a) = '(b) = 0:R b
a
f(x)'0(x)dx =

R a1
a0=a

f(x)'0(x)dx+
R a2
a1
f(x)'0(x)dx+ :::+

R an=b
an�1

f(x)'0(x)dx:

On intégre par partie :

Z b

a

f(x)'0(x)dx = f' ja1a +f' ja2a1 +:::+ f' j
a
an�1 �

Z a1

a

f 0'� :::�
Z a

an�1

f 0'

= �
Z b

a

f 0(x)'(x)dx:

De la forme :
R b
a
f'0 = �

R b
a
f 0' ,

Donc : f 2 W 1;p(I):

iii) La fonction H n�appartient pas à W 1;p pour tout 1 � p � 1:

En e¤et :

On a : H 2 Lp(�1; 1) car
R 1
�1 j H(x) j

p dx =
R 1
0
1dx = 1 <1 ,

Mais :
R 1
�1 '

0(x)H(x) =
R 1
0
'0(x):1dx = '(1)� '(0) = �'(0):

Donc : n�existe pas g = H 0 tel que
R 1
�1 '

0(x)H(x)dx = �
R 1
�1 '(x)H

0(x)dx;

En déduit que :H =2 W 1;p(I):

Remarque 2.2.2 Dans l�exemple précédent la fonction H est appelée fonction de Heavi-

side.
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

Remarque 2.2.3 On peut aussi utiliser le language de la théorie des distributions pour

dé�nir W 1;p:

Toute fonction u 2 Lp(I) admet un dérivée au sens des distributions qui est un élément

de l�espace D0(I):

On dit que u 2 W 1;p si cette dérivée-distribution coïncide avec une fonction de Lp dans

l�espace D0(I):

Remarque 2.2.4 Si p = 2 et I = R on peut aussi dé�nitr les espace de Sobolev par

tronsformée de Fourier.

Notation 2.2.1 L�espace W 1;p est muni de la norme kukW 1;p = kukLp + ku0kLp ; qui est

équivalent à la norme [kukpLp + ku0k
p
Lp ]

1
p :

L�espace H1 est munit de produit scalaire (u; v)H1 = (u; v)L2 + (u
0; v0)L2, et la norme

associée kukH1 = (kuk2L2 + ku0k2L2)
1
2 ; est équivalent à la norme de W 1;2:

Proposition 2.2.1 a)-L�espace W 1;p est un espace de Banach si 1 � p � 1:

b)-L�espace W 1;p est ré�exif si 1 < p <1:

c)-L�espace W 1;p est séparable si 1 � p <1:

Preuve. a) Soit (un) une suite de Cauchy dans W 1;p ; danc (un) et (u0n) sont des suite de

Cauchy dans Lp:

Par conséquent un �! u dans Lp et u0n �! g dans Lp:

On a : Z
I

un'
0 = �

Z
I

u0n' 8' 2 C1c (I);

On passe à la limite :

Z
I

u'0 = �
Z
I

g' 8' 2 C1c (I);

Donc u 2 W 1;p , u0 = g et kun � u kW 1;p �! 0:

b) On a : l�espace produit E = Lp(I)� Lp(I) est ré�exif.
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L�opérateur T : W 1;p �! E dé�nie par Tu = [u; u0] est un isométrie de W 1;p dans E;

Alors T (W 1;p) est un sous-espace fermé de E:

(D�après la proposition1.2.1) on déduit que T (W 1;p) est ré�exif.

Donc W 1;p est ré�exif aussi.

c) On a : l�espace produit E = Lp(I) � Lp(I) est séparable donc T (W 1;p) est aussi

séparable.

Par cosnéquent W 1;p est séparable (d�après la proposition 1.3.2).

Théorème 2.2.1 Soit u 2 W 1;p(I):

Alors 9~u 2 C(�I) telle que u = ~u p:p: sur I et :

~u(x)� ~u(y) =
Z x

y

u0(t)dt 8x; y 2 �I:

Preuve. La démonstration de ce théorème est basée sur les deux Lemmes suivants :

Lemme1

Soit f 2 L1loc(I) tel que

Z
I

f'0 = 0 8' 2 C1c (I):

Alors :

Il existe une constente C telle que f = C p:p:

Lemme2

Soit g 2 L1loc(I):

Pour y0 �xé dans I on pose :

v(x) =

Z x

y0

g(t)dt; x 2 I:

22
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Alors v 2 C(I) et :

Z
I

v'0 = �
Z
I

g' 8' 2 C1c (I):

Maintenant on fait la démonstration du théorème précédente ;

On �xe y0 2 I et on pose �u(x) =
R x
y0
u0(t)dt;

D�aprés le lemme2, on a :

Z
I

�u'0 = �
Z
I

u0' 8' 2 C1c (I);

Donc : Z
(u� �u)'0 = 0 8' 2 C1c (I):

:

On résulte du lemme1 que u� �u = C p:p:

La fonction ~u(x) = �u(x) + C satisfait les propriétés du théorème.

Remarque 2.2.5 Le lemme2montre que la primitive v d�une fonction g de Lp appartient

à W 1;p dès que v 2 Lp:

Ce qui est toujours le cas lorsque I est borné.

Proposition 2.2.2 Soit u 2 Lp avec 1 < p � 1 alors :

Il y a une équivalance entre les propriétés suivantes :

i) u 2 W 1;p:

ii) 9C 2 R tel que ����Z
I

u'0
���� � Ck'kLq(I);8' 2 C1c (I):

Preuve. (i) =) (ii) :
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Supposons que u 2 W 1;p(I); alors :

Z
I

u'0 = �
Z
I

g'

=)
����Z
I

u'0
���� = ����Z

I

g'

���� H�older� kgkLp k'kLq

=)
����Z
I

u'0
���� � Ck'kLq(I) avec C = kgkLp

La démonstration du deuxième implication ((ii) =) (i)) est basée sur les trois théorèmes

suivants :

Théorème1(théorème de Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel sur R:

Soit h : E �! R une application linéaire véri�ant :

h(�x+ y) � �h(x) + h(y);8� 2 R;8x; y 2 E:

Soit G � E un soue-espace vectoriel.

Soit g : G 7�! R une autre application linéaire telle que

g(x) � h(x) 8x 2 G:

Alors 9f : E �! R une forme linéaire qui prolonge g:

C�est-à-dire : g(x) = f(x) 8x 2 G

Et telle que :

f(x) � h(x) 8x 2 E:

Théorème2(théorème de représentation de Riesz)

Soit 1 < p <1 ,et soit ' 2 (Lp)0:
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Alors : 9u 2 Lq unique tel que

('; f) =

Z
uf 8f 2 Lp:

De plus on a :

kukLq = k'k(Lp)0

Théorème3 : Soit ' 2 (L1)0:

Alors :9u 2 L1 unique tel que :

('; f) =

Z
uf 8f 2 L1:

On a de plus

kukL1 = k'k(L1)0 :

Maintenant on termine la démonstration du proposition ;

Soit ' 2 C1c (I) 7�!
R
u'0, une forme linéaire dé�nie sur un sous-espace dense de Lq:

' est continue pour la norme de Lq.

Donc elle se prolonge en une forme linéaire et continue F sur Lq(d�aprés le théorème de

Hahn-Banch),

Et d�aprés les théorèmes(2et3) il existe g 2 Lp tel que :

(F; ') =

Z
g' 8' 2 Lq:

D�où en particulier :

Z
u'0 =

Z
g' 8' 2 C1c :

Donc u 2 W 1;p:
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Corollaire 2.2.1 Une fonction u de L1(I) appartient à W 1;1(I) si et seulement s�il

existe une constante C telle que

j u(x)� u(y) j� C j x� y j p:p: x; y 2 I:

Théorème 2.2.2 (Opérateur de prolongement)

Soit 1 � p � 1:

Il existe un opérateur de prolongement, P : W 1;p(I) �! W 1;p(R) linéaire et continue tel

que :

(i)PujI = u 8u 2 W 1;p(I):

(ii)kPukLp(R) � CkukLp(I) 8u 2 W 1;p(I):

(iii)kPukW 1;p(R) � CkukW 1;p(I) 8u 2 W 1;p(I):

(où C dépend seulement de j I j� 1).

Théorème 2.2.3 (Densité)

Soit u 2 W 1;p(I) avec 1 � p <1:

Alors il existe une suite (un) dans C1c (R) telle que unjI �! u dans W 1;p(I):

Remarque 2.2.6 C1c (I) n�est pas dense dans W
1;p(I) sauf si I = R:

Théorème 2.2.4 Il existe une constante C (dépendant seulement de j I j� 1) telle que :

kukL1(I) � CkukW 1;p(I) 8u 2 W 1;p(I) 81 � p � 1:

Autrement dit, W 1;p(I) � L1 avec l�injection continue pour tout 1 � p � 1:

De plus, lorsque I est borné, on a :

1�L�injection W 1;p(I) � C(�I) est compacte pour 1 < p � 1:

2�L�injection W 1;1(I) � Lq(I) est compacte pour 1 � q <1:

3�L�injection W 1;1(I) � C(�I) est continue mais n�est pas compact même I est borné.

4�Si (un) une suite bornée dans W 1;1(I); alors :
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Il existe une sous-suite (unk) telle que unk(x) converge pour tout x 2 I:

5�Si I n�est pas borné, et si 1 < p � 1; alors : l�injection W 1;p(I) � L1 est continue,mais

n�est pas compact.

Corollaire 2.2.2 (Dérivation d�un produit)

Soient u; v 2 W 1;p(I) avec 1 � p � 1:

Alors : uv 2 W 1;p(I) et :

(uv)0 = u0v + uv0:

De plus on a la formule d�intégration par parties suivante :

Z x

y

u0v = u(x)v(x)� u(y)v(y)�
Z x

y

uv0 8x; y 2 �I:

Corollaire 2.2.3 (Dérivation d�un produit de composition)

Soit G 2 C1(R) tel que G(0) = 0, et soit u 2 W 1;p(I):

Alors :

G � u 2 W 1;p(I); et :

(G � u)0 = (G0 � u)u0:

2.3 Les espaces de Soboleve Wm;p(I)

Dé�nition 2.3.1 Soit m 2 N tel que m � 2 et soit 1 � p � 1:

On dé�nit par récurrence l�espace :

Wm;p(I) =
�
u 2 Wm�1;p(I); u0 2 Wm�1;p(I)

	
:

On pose :
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Hm(I) =Wm;2(I):

On véri�e facilement que u 2 Wm;p(I) si et seulement s�il existem fonctions g1; g2; :::::gm 2

Lp(I); telles que :

Z
uDj' = (�1)j

Z
gj' 8' 2 C1c (I); 8j = 1; 2; :::m:

où Dj' désigne la j�eme dérivée de ':

Lorsque u 2 Wm;p(I) on peut donc considérer les dérivées successives : u0 = g1; (u
0)0 =

g2::::::::: jusqu�à l�ordre m:

On les note Du;D2u:::::::Dmu:

L�espace Wm;p est muni de la norme :

kukWm;p = kukLp +
mX
�=1

kD�ukLp :

Et l�espace Hm est muni du produit scalaire :

(u; v)Hm = (u; v)Lp +
mX
�=1

(D�u;D�v):

Remarque 2.3.1 La norme k:kWm;p est équivalente à la norme kuk = kukLp+ kD�ukLp :

2.4 L�espace W 1;p
0 (I)

Dé�nition 2.4.1 Soit 1 � p <1:

On désigne par W 1;p
0 (I) la fermeture de C10(I) dans W

1;p(I):

On note H1
0 (I) =W

1;2
0 (I):

L�espace W 1;p
0 est muni de la norme induite par W 1;p:
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L�espace H1
0 est muni du produit scalaire induit par H

1:

L�espace W 1;p
0 est un espace de Banach séparable ; il est aussi ré�exif pour 1 < p <1:

L�espace H1
0 est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 2.4.1 Si I = R

On sait que C1c (R) est dense dans W 1;p(R); (D�après théorème de la densité) et par

conséquent :

W 1;p
0 (R) =W 1;p(R):

Remarque 2.4.2 En utilisant une suite régularisante (�n) on véri�e facilement que :

i) C1c (I) est dense dans W
1;p
0 (I):

ii) si u 2 W 1;p(I) \ Cc(I) alors u 2 W 1;p
0 (I):

Théorème 2.4.1 Soit u 2 W 1;p(I), alors :

u 2 W 1;p
0 (I) si et seulement si u = 0 sur @I:

Preuve. Soit u 2 W 1;p
0 :

Alors il existe une suite (un) de C1c (I) telle que un �! u dans W 1;p(I):

Donc un �! u uniformément sur �I et par conséquent u = 0 sur @I:

Réciproquement,

Soit u 2 W 1;p(I) telle que u = 0 sur @I:

On �xe une fonction G 2 C1(R) tellle que

G(t) =

8><>: 0 si jtj � 1

t si jtj � 2
;

et :

jG(t)j � jtj pour tout t 2 R:

On pose un = 1
n
G(nu) de sort que un 2 W 1;p(I) (d�aprés corollaire2.2.3).
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D�autre part :

Supp un �
�
x 2 I; ju(x)j � 1

n

�
:

Donc Supp un est un compact inclus dans I;(on utilisons le fait que u = 0 sur @I et

u(x) �! 0 quand jxj �! 1; x 2 I).

Par conséquent un 2 W 1;p
0 :

En�n d�aprés le théorème de la convergence dominée on déduit que un �! u dans W 1;p:

Remarque 2.4.3 Le théorème précédent explique le rôle important joué par l�espaceW 1;p
0 ;

En e¤et les équations di¤érentilles sont couplées avec des condition aux limite , c�est-a-dire

que la valeur de u est prescrite sur @I:

Proposition 2.4.1 (Inégalité de Poincaré)

Si I est borné alors il existe une constante C (dépendant de j I j) telle que :

kukW 1;p � Cku0kLp 8u 2 W 1;p
0 (I):

Autrement dit :

Sur W 1;p
0 (I) la quantité ku0kLp est une norme équivalente à la norme de W 1;p:

Preuve. Pour u 2 W 1;p
0 (I) on a :

ju(x)j = ju(x)� u(a)j =
����Z x

a

u0(t)dt

���� � ku0kL1 :
Donc :

kukL1 � ku0kL1 :

D�aprés l�inégalité d�Hölder on déduit :

kukW 1;p � Cku0kLp 8u 2 W 1;p
0 (I):
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Remarque 2.4.4 Soit m 2 N ou m � 2 et soit 1 � p <1:

On dé�nit l�espace Wm;p
0 (I) comme étant la fermeture de Cmc (I):

On montre que Wm;p
0 (I) = fu 2 Wm;p(I);u = Du = ::: = Dm�1 = 0 sur @Ig :

Il convient de bien distinguer

W 2;p
0 (I) =

�
u 2 W 2;p

0 ;u = Du = 0 sur @I
	
:

et :

W 2;p
0 \W 1;p

0 (I) = u 2 W 2;p;u = 0 sur @I:

Notation 2.4.1 On désigne par W�1;p0(I) l�espace dual de W 1;p
0 (I) (avec 1 � p <1) et

par H�1(I) l�espace dual de H1
0 (I):

Remarque 2.4.5 On a les inclusions suivantes :

H1
0 � L2 � H�1:

avec injections continues et denses.

Si I est borné,on a :

W 1;p
0 � L2 � W�1;p0 :

avec injections continues et denses.

Si I n�est pas borné,on a seulement :

W 1;p
0 � L2 � W�1;p0 pour 1 � p � 2:

avec injections continues et denses.

Les éléments de W�1;p0 peuvent être représentés à l�aide de fonction de Lp
0
:
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Conclusion

Dans ce travail nous présentons les principaux résultats concernant les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont important pour résoudre les équations aux dérivées partielles

Nous avons présentés quelques résultats sur les espace Lp ensuit nous avons étudiés les

espaces de Sobolev en dimention un

Cette étude permettera de donner un aperçu de ces espaces
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

k:k : norme

(:; :) : produit scalaire

q : exposant conjugué de p,c�est-à-dire 1
p
+ 1

q
= 1

Kc : complémentaire de K

J : injection canonique de E dans E 00

Supp f : support de la fonction f

E 0 : espace dual de E

E 00 : bidual de E (dual de E 0)

p:p: : presque partout

log : fonction logarithme

@�u : dérivée de u d�ordre �

T : opérateur de W 1;p dans E

C1 : espace des fonctions in�niment dérivable

Cmc : espace des fonctions m fois continûment dérivable à support compact

L1loc : espace des fonctions localement intégrable

W 1;p;W 1;p
0 ;W 1;m; H1; H1

0 ; H
m : espaces de Sobolev
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