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Introduction

La définition d’un espace de Sobolev consiste a I’aide de la dérivée faible.

Ces espaces (de Sobolev) sont complets, ce qui est un avantage considérable pour ’étude
des solutions des équations aux dérivées partielles, car la théorie de distribution n’affirme
pas qu 'une fonction u et sa dérivée au sens de distribution sont dans le méme espace, mais
dans les espaces de Sobolev ; si une fonction u appartient a ’espace de Lebesgue LP(I) ou
LP(Q2) (I partie non vide de R et ) partie non vide de R"), alors sa dérivée appartient a
le méme espace (u et v’ € LP(I) ou LP(€2) au méme temps).

Ce travail est dévisé en deux chapirtres; dans le premier on étudie les espaces LP
avec 1 < p < oo et leurs proprietés, on précise I'espace L? parce qu ’il est important
pour définir ’espace de Sobolev, on présente aussi quelques théorémes fondamentaux pour
I'utiliser surtout dans les démonstrations .

Le deuxiéme chapitre est le principal dans ce travail ; on présente les principaux résultats

concernant les espaces de Sobolev, on commence par définir formellement les espaces de

Sobolev, on définit les espaces WhP(I), W™P(I) et WyP(I), et on donne les proprietiés de

chaque espace avec bien sir des théorémes ,propositions et résultats liés a chacun.
Considérons le probleme suivant .Etant donné f € C ([a, b))

Trouver une fonction u(z) vérifiant :
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Une solution classique (fort) du probleme est une fonction de classe C? sur [a, b]
vérifiant au sens usuel.

Bien entendu (|1)) peut étre résolu explicitement par un calcul simple , mais nous ignorerons
cet aspect des choses afin d’illustrer la méthode sur cet exemple élémentaire.

On multiplie par p € C' ([a,b]) et on intégre par partie; il vient :

b b b
/ il + / p = / fo Voel(abl), wla)=p(b)=0. 2)

On notera que (2)) a un sens dés que u € C* ([a, b]) (par contre a (1)) qui suppose u deux
fois dérivable); en fait il suffirait méme d’avoir u,u’ € L' (a,b) ,u’ en un sens a préciser.
Disons (provisoirement) qu’une foncion u de classe C'! qui vérifie ([2)) est une solution faible
de ([1)).

On précise la notion de solution faible; celle-ci fait intervenir les espaces de Sobolev qui

sont les outils de base .



Chapitre 1

Introduction sur les Espaces L”

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques rappels sur les espaces LP ;les espaces
réflexifs,les espaces séparables et les espaces de Hilbert, afin de faciliter I’étude de I’espace
de Soblov .

Q) désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dx.

I désigne un interval de R.

1.1 Définition et proprietés élémentaires

Définition 1.1.1 On définit l’espace L' (Q) par :

L' (Q) = {f : Q — R f mesurable et / |f(z)] < oo}
Q
Posons : || f||,1 = [, |f(#)]dz ou ||.| désigne une norme.

Définition 1.1.2 Soit p € R avec 1 < p < .

On note et on définit un espace LP comme suite :

LP(Q)={f:Q—R; f mesurable et |f|" € L' ()} .

On note || flloe = [ [, |f ()" da] """
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L’espace LP satisfait les proprietées suivante :

i) Pour tout aw € R, si f € LP(Q) alors af € LP (2).

i) Si f,g € LP () alors |f + g|P < 2P7(|f[? + |g|P) et de pluson a : f + g € LP(Q).
Pour montrer cette proprietée on utilise la convexité.

Rappelons que si f est une fonction convexe alors :

Vo, § € [0,1],Vz,y € Q, flaz + By) < af(x) + Bf(y), a+B=1

On sait que la fonction ¢" est convexe sur [0, +o0.
Donce |af + BglP < alf[” + flg]”-

On choisit o = = %

On obtient :

1" p< Lo p

5 ) [F gl < SUf1P+1gl”).

2 2
Multiplions par 2P il vient :

f+gl” < 277N (17 + 1gl).

i11) L’inégalité triangulaire valide pour p > 1 (i.e || f + gl < ||f]l + llgll) -

Définition 1.1.3 On pose :

L>(Q) ={f:Q— R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < C p.p.sur Q}.

Remarque 1.1.1 Si f € L*® on a :

[f(@)] < [ fllzee pop. sur €.

En effet :
Il eziste une suite C,, telle que C,, — || f|| L, et pour chaque n, |f(x)| < C, p.p. sur .

Donc |f(x)| < C, pour tout x € Q\E,,, avec E,, négligeable.
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On pose E = UE,,.
Alors E est négligeable et on a |f(x)| < C, pour tout n et pour tout x € Q\E.

Par coséquent |f(z)| < ||fllze pour tout z € Q\E.

Notation 1.1.1 Soit1 <p<oo .

On désigne par q l’exposant conjugué de p , (i.e. zl> +-=-=1).
Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Holder)

Soit f € LP et g € LY avec 1 < p < o0.

Alors :  f.ge€ L' et :

/ Fal < 1o lglr (L1)

Preuve. La conclusion est évidente si p =1 et p = o0.
Supposons donc que 1 < p < .

Rappelons l'inégalité de Young :

1 1
ab< —a’+-b? VYa>0 Vb>0. (1.2)
p q

La démonstration de (1.2)) :
La fonction log étant concave sur |0, oo[ (i.e. (log)” < 0).

On a:

1 1 1 1
log (—ap + —bq> > —loga®? + —log b? = log ab.
p q p q

Donc :

[f ()] lg(2)] < % f (@) + % l9(@)|" pp. z€Q.

Il en résulte que fg € L' et que

1 1
[ 1591 071 + Zlole (13)

5
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Remplagant dans 'inégélité (1.3)) la fonction f par Af (A > 0).

Il vient :

Pt 1
/ ol < “ 11 + 3ol (1.4)

On choisit : A = || £]|;2lg]|%?

Remplagant la valeure de A dans (1.4 on obtient alors (1.1)) m
Théoréme 1.1.2 (Inégélité de Minkowski)

Soit f,ge LP et soit1 <p < oo alors :

If +glle < 1 fllze + llgllze-

Preuve. Si f + g = 0 le résultat est évident.

Si f+ g #0 alors :

On considére 1'égalité :

f+glP =1f+gl1f + gt < (fl+ 19D f + 9P

et on integre sur €}

/ 1+ glPde < / 1+ 19D |f + gl e
Q Q

Holder

< (Ifllze + gz 1f + gl lzs

Et comme }—17 + % =1 alors :
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p—1 g = P ‘
g I (/Q!fﬂz! )

On obtint :

1—-1
( [1r+ar da:) < fllew + llloe

Théoréme 1.1.3 LP est un espace vectoriel et ||.||r est une norme pour tout 1 < p < oo.

Preuve. Les cas p = 1 et p = oo sont évidente (d’apres la remarque 1.1.1).
Supposont que 1 < p < oo et soient f,g € LP.

On a:
| f(@) +g(z) P< (| flz) |+ | g(z) )P <2°(] f(z) [P + | g(z) [7).

Par conséquent :

f+gelLl.
D’autre part on a :
£+ 9l = [17+ar 1 +ol< 17+ 101+ 17+ 1o

Or |f +g[P " e Lq.

Et grace a I'inégalité de Holder on obtient :

I + gl < If + gz 1 e + 1Lf + gllze gl

(e llf +gllee < [1Fllze + llgllze)-



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces L?

Définition 1.1.4 (Espace de Banach)
Soit E un espace vectoriel sur R muni d’une norme ||.||.

On dit que E est un espace de Banach si E est complet.
Théoréme 1.1.4 (Théoréme de la convergence monotone de Beppo Levi)

Soit (f,) une suite croissante positive de fonctions de L', (i.e. 0 < fi(z) < fa(x) < ...)
telle que sup [ f, < oo.
Alors fn(x) converge p.p. sur S vers une limite finie notée f(x).

De plus on a : f € L' et || f, — fllzr — 0.
Théoréme 1.1.5 LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Preuve. 1)Sopposons d’abord que p = oo.
Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L.

Etant donné un entier k > 1, il existe N}, tel que :
1
||fm - anLoo S E pour m,n 2 Nk
Donc il existe E) négligeable tel que

| =

| fn(2) = ful(2) |<

Enfin, posons F = U E) (F est négligeable)
On voit que pour tout x € QN F la suite f,(z) est de Cauchy (dans R).
Soit  f,(z) — f(z) pour z € O\ FE.

Passant a la limite dans (|1.5)) quand m — oo on obtient :

Vo € ONE, Vn > Ny,

| =

| f(@) = fal2) [<
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Donc :

fel™,

Et :

If = fallee < - ¥ > Ny,

el

Par conséquent :

||f - fn||L°° — 0.

2)Supposons maintenant que 1 < p < oo.
Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L”.
Pour conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans LP.

On extrait une sous-suite (f,,) tel que :

1
| fress — Jrellze < o Yk > 1.

% pour m,n > ng,

[On procede comme suit : il existe ny tel que || fr, — fullzr <
On prend ensuite 1y > ny tel que ||fn — fullzr < 55 pour m,n > ny, ete |.
On va montrer que f,, converge dans LP.

Pour simplifier les notations on écrit f; au lieu de f,,, de sorte que I'on a :

1
[ ferr — fillzr < ok Vk > 1. (1.6)

Posant g, (z) = > | fee1 — fx |,
k=1

11 vient :

gnllze < 1.

On déduit du théoréme de convergence monotone que p.p. sur {2, g, converge vers une

limite finie noteé g(x) avec g € LP.



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces L?

D’autre part, on a pour m > n > 2

| fn(@) = ful@) |<] (@) = fna (@) | 4o | g (2) = ful2) [< 9(2) = gna(2),

Il en résult que p.p. sur Q, (f.(z)) est de Cauchy et converge vers une limite noteé¢ f(x).

On a aussi p.p.sur 2 :

| f(z) = fu(z) [< g(z) pour n>2. (1.7)
Il en résult que f € LP.
Enfin :
||fn - f”LP — 07
En effet :
On a

| ful@) = f(z) P— 0 p.p,

et| fu(z) — f(x) P< ¢gP(x) majorante intégrable.

On conclut grace au théoreme de Lebesge. m

1.2 Espaces réflexifs

Définition 1.2.1 On a une injection canonique J : E — E" définie comeme suit :
Soit x € E fixé.

L’application f —— (f,z) de E' dans R constitue une forme linéaire continue sur E', i.e.
un élément de E" noté Jx.

On a donc (Jz, f)pnp = (f,%)p p Yo € E ,VfeE L

10
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Définition 1.2.2 Soit E un espace de Banach, E'son dual (topologique) et E" son bidual
(c’est-a-dire le dual topologique de E').
Soit J linjection canonique de E dans E".

On dit que E est réflexif si J(F) = E".
Lorsque F est réflexif on identifie implicitement E et E” & I'aide de 1'isomorphisme J.
Remarque 1.2.1 1 est essentiel d’utiliser J dans la définition précédente .

Proposition 1.2.1 Soit E' un espace de Banach, et soit M C E un sous-espace vectoriel
fermé ;
M  muni de la norme induit par E,

Alors M est réfiexif.

La démonstration de proposition basée sur la topologie faible.

Voir[1].

Corollaire 1.2.1 Soit E un espace de Banach.

Alors E est réflexif si et seulement si E' est réflexif.

Théoréme 1.2.1 L’espace L est réflexif pour 1 < p < oo.

La démonstration de ce théoréme est décomposée en trois étapes :
Voir[1].

1.3 Espaces séparables

Définition 1.3.1 On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe un sous-ensemble

D C FE dénombrable et dense.

11
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Autrement dit,

Il existe une suite (x,,) dans l'espace(D, d) telle que :

Vo € D,Ve > 0,39n € N,d(z,x,) <e.

1) Tout espace vectoriel de dimension finie est séparable,

Il suffit de choisir des coordonnées rationnelles.

2) Tout espace métrique compact est séparable.

3) On en déduit qu’'un espace qui est réunion dénombrable de compact est

séparable (on dit o—compact).

Définition 1.3.2 Une partie D d’un espace vectoriel normé E est dite totale, si elle

engendre une partie dense de E.

Proposition 1.3.1 Un espace vectoriel normé E est séparable si et seulement s’il contient

une famille totale dénombrable.

Proposition 1.3.2 Soit E un espace métrique séparable, et soit F' un sous-ensemble de
E.
Alors :

I est séparable

Preuve. Soit (u,) une suite dénombrable dense dans F.
Soit (r,,) une suite de réels positifs avec r,, — 0.

On choisit (arbitrairement) ay, , € B(uy,mm) N F,
Lorsque cet ensemble est non vide,

Il est claire que la suite ( a,,) constitue un ensemble dénombrable dense dans F. =

Théoréme 1.3.1 Soit E un espace de Banach tel que E’ soit séparable.

Alors E est séparable.

12
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Par contre, il existe des espaces de Banach E séparables tels que E’ ne soit pas séparable.
On prend par exemple Pespace L'(€) qui est séparable, mais espace (L'(Q)) = L*(Q)

n’est pas séparable.

Corollaire 1.3.1 Soit E un espace de Banach.

Alors :(E réflexif et séparable) <= (E' réflexif et séparable).

Preuve. On sait déja (corollairel.2.1 et théorémel.3.1) que (£’ réflexif et séparable) —>
(E réflexif et séparable).
Inversement,si £ est réflexif et séparable alors : E” = J(F) est réflexif et séparable.

Donc : E' est réflexif et séparable (définition1.2.2). m

Remarque 1.3.1 En générale les proprietés de séparabilité sont étroitement liées a la

métrisabilité des topologies faibles.

1.4 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel.réel.
Un produit scalaire (u,v)est une forme bilinéaire de H x H dans R,symétrique,définie
positive [i.e.(u,v) >0 Yu € H et (u,u) > 0siu#0].

Rappelons que le produit scalaire vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(U,U)% Yu,v € H.

N

| (u,0) [< (u, )

[Remarquons que pour établir I'inégalité de Cauchy-Schwarz on n’utilise pas ’hypothese

(u,u) > 0siu##0].

Rappelons aussi que | u |= (u,u)? est une norme sur H.
[Eneffet |[u+ov *=[u]>+|v 2 4+2u,v) <|uP+|v]P+2|ullv]].

Rappelons enfin l'identité de parallélogramme :

13
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a+b , a—0b, 1 9 9
2= + H.

Et aussi la relation de Pythagore ||u + v||* = ||ul|? + ||v||?, si u,v sont orthogonaux.

Définition 1.4.1 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit
scalaire.

Si (.,.) est un produit scalaire sur H ; l’application

I H — Ry

NG

u— (u,u)? .

est une norme sur H (norme induite par produit scalaire)..

Définition 1.4.2 Chaque espace préhilbertien est aussi espace normé avec la norme as-

sociée au produit scalaire.

Définition 1.4.3 L’espace préhilbertien H est appelé espace de Hilbert lorsqu’il est com-

plet, c’est-a-dire, lorsque toute suite de Cauchy dans H converge dans H.

Un exemple fondamentale est 1'espace :L?(2) muni du produit scalaire :

(u,v) = /Q u(z)v(z)dz.

est un espace de Hilbert.
L’espace de sobolev H' que nous rencontrerons aux chapitre prochain est un espace de

Hilbert modelé sur L2.

Théoréme 1.4.1 Soit H un espace de Hilbert et C' un convexe fermée et non vide de H.
Pour tout u € H 1l existe un unique point de C', appelée projection de u sur C' dont la

distance a f soit minimum.

14



Chapitre 1. Introduction sur les Espaces L?

(i.e. Vue H, FJveC tel que : ||u—v| = inf ||u — w|| = min|ju — w||) :
wel weC

Cette projection se caractérise comme ['unique point v de C' tel que :
Vw € C, Re(u — v,w —v) < 0.

Si C' est un sous-espace vectoriel fermée de H, la projection de f est I'unique point v € C'

tel que u — v soit orthogonal a tous les éléments de C.

Définition 1.4.4 (Espace uniformément convexe
Soit E un espace de Bnach

On dit que E est uniformément convexe si Ve > 0,46 > 0 tel que :

(wye Bzl <Lyl <1et -yl >e) — (

r+y
5 H<1 5)

Proposition 1.4.1 St H est uniformément convexe alors :

H est réflexif

Preuve. Soient € > 0, u,v € H tels que |u| < 1,|v| <1 |u—0v|>e.

Gréce a l'identité de parallélogramme on a :

2 | =7 1
et donc :
2
U o Savecs=1—(1— =) >0.
2 1
|

15



Chapitre 2

Espace de Sobolev en dimension un

L’objectif de ce chapitre est de définir les espases de Sobolev et de donner quelques pro-

prietés sur ces espaces

2.1 Rappels

Définition 2.1.1 ( Support compact)

Soit Q un ouvert de RN et f une fonction définie de Q dans R.

On dit que f est a support compact (dans ), s’il existe un compact K C Q tel que
f =0 sur Q\K.

FEt on écrit :

Supp(f) ={z € | f(z)#0}.

Définition 2.1.2 (Fonction test)
Une fonction test ¢ est une fonction indéfiniment dérivable , nulle hors d’un intervalle

borné, (on dit aussi que @ est de classe C™ et & support compact).

L’ensemble des fonctions test est noté D ().

16
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Notation 2.1.1 On note par C° () l'ensemble des fonctions C™ a support compact sur

Q,c’est-a-dire :

CX () ={ueC®Q);3IK C Q,K compact ;u =0 sur K} .

Remarque 2.1.1 SiQ =0, 1], la fonction f définie par f(x) = x(x—1) est de classe C*
sur €, mais elle n’est pas a support compact.

En effet :

Il n’existe pas de compact inclus dans |0, 1] tel que f soit nulle en dehors de ce compact.
Par contre,

Si f est de classe C* sur]0,1], et s’il existe € > 0 tel que f(x) = 0 pour x €]0,¢[ et
pour x €]1 — g, 1],

Alors f € O ().

Définition 2.1.3 Soit 1 < p < co.

On dit qu’une fonction f : Q@ — R appartient o LY (Q) si :

loc

fxx € LP(Q2) pour tout compact K C Q.

Définition 2.1.4 Soit u € L, .(Q) et « € N™.

loc

1

Le(€2) est la dérivée faible d’ordre « de la fonction u si :

On dit que la fonction g € L

Yo e D(Q),/

ud“pdr = (—1)|a|/gg0dx.
Q Q

1

e Dar la formule précédent.

Remarque 2.1.2 1) Si g existe alors elle est unique dans L
2) Si la fonction u est de classe C'*! dans Q, on a immédiatement g = O0%u presque
partout dans €.

Dans le cas général, on écrira :

17



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

g = 0% au sens faible, ou bien g = 0%u.

3) On dit qu’ une fonction u € L} (Q) est faiblement différentiable, si elle admet des

loc
dérivées premiéres O;u , 1 < j <n au sens faible.

On dit qu'une fonctionu € L}, () est k—fois faiblement différentiable, k > 1, si elle admet

loc

des dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k au sens faible.
4) Si u est suffisamment lisse, pour avoir une dérivée partielle D*u au sens usuel, celle-ci

correspond également a la dérivée partielle au sens des distributions.

2.2 L’espace de Sobolev W'(J)

Soit I =]a, b[ un intervalle borné ou non et soit p € R avec 1 < p < 0.

Définition 2.2.1 On dit que W'?(I) est un espace de Sobolev si :

whte(r) = {UELP(I);HQGLP(I) telque /ugp':—/ggo VQOGCS(I)}.
I I

Posons H'(I) = Wh3(I).

Pour u € WH?(I) on note v’ = g.

Remarque 2.2.1 Siue CHI)NLP(I) et siu € LP(I) alors :

uw € WYP(I) ou estla dérivée usuelle de u.
De plus la dérivée usuelle de u coincide avec la dérivée de u au sens W12,

Exemple 2.2.1 Soit [ =| —1,1[ alors :
i) La fonction u(z) = 3(| x| +x) appartient ¢ WP(I) pour tout 1 <p < oo etu =H

ol :

+1s O<ax<1

0 st —1<z<0

18



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

En effet :

On sait que

ue LP

dge L, [uy = — [ gp

ue WH(I) —

Ou ¢ est une fonction test.

Ona:

) [ Lu(e) Pde= [y | P=1 < cc.

2) f_ll uy'(x)dr = fi)l uy'(z)dr + fol uy'(z)dx
= [ Y (~x+ ) (2)da + [, L (z+x) ¢ (z)da
= fol x (z)dw.

Par intégration par partie on obtient :

/ g () = () [} / p(a)dz.

Puisque (1) = 0 alors :

/01 v (2)dx = —/0 Ly(r)dz
_ _/io p(z)de — /01 L(z)dx
__ / 11 H(z)p(x)ds

On déduit que : v’ = H.

C’est-a-dire :

1 1 0 1
/ (') dx = / HPdz = / 0Pdx +/ Pdr =1< o0
—1 -1 -1 0

= o' € LP(-1,1).
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Donc : u € WP(I).
ii) Plus généralement une fonction f continue sur / et continiment dérivable par mor-

ceaux sur [ alors :

f e Wh(I) pour tout 1 < p < oo.

En effet :

Soit f une fonction continue sur I, et par consequent fP est continue aussi sur I
Alors :  f? est intégrable sur I et f € LP([).

Soit I = [a,b] tel que : p(a) = ¢(b) = 0.

i f @) (@) de = [ f@)@ (@)de+ [2 f(2)@ (@)de+ ..+ [ [(2)¢ (x)da.

On intégre par partie :

/ab F @z = o 2 5o vt Sl = [ P [ 1

= [ rwpetys

De la forme : fabfgol = —fabf,SO )

Donc : f € WhHP(I).

i17) La fonction H n’appartient pas & W'? pour tout 1 < p < oo.

En effet :

Ona:HeLP(—1,1) car [*, | H(z) [P de = [/ 1dz =1 < o0,
Mais <[, ¢/ (£) H(x) = [ ¢/(2) 1z = (1) — p(0) = —p(0).
Donc : n’existe pas g = H' tel que fil o' (2)H(z)dw = — Ll1 o(z)H'(z)dz,
En déduit que :H ¢ WP(I).

Remarque 2.2.2 Dans l'exemple précédent la fonction H est appelée fonction de Heavi-

side.

20



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

Remarque 2.2.3 On peut aussi utiliser le language de la théorie des distributions pour
définir W1».

Toute fonction u € LP(I) admet un dérivée au sens des distributions qui est un élément
de Uespace D'(I).

On dit que v € WP si cette dérivée-distribution coincide avec une fonction de LP dans

Uespace D'(I).

Remarque 2.2.4 Sip=2 et I =R on peut aussi définitr les espace de Sobolev par

tronsformée de Fourier.

Notation 2.2.1 L’espace W' est muni de la norme ||ullwir = ||ullzr + ||0/]|10, qui est
équivalent & la norme [||ul/?, + ||u’||ip]%
L’espace H' est munit de produit scalaire (u,v)g = (u,v)r2 + (W, v")12, et la norme

associée |ullgr = (|ulls + [[u||2.)2, est équivalent o la norme de W2,

Proposition 2.2.1 a)-L’espace W' est un espace de Banach si 1 < p < co.
b)-L’espace WLP est réflexif si 1 < p < oo.

c)-L’espace WP est séparable si 1 < p < oo.

Preuve. a) Soit (u,) une suite de Cauchy dans W'?; danc (u,) et (u),) sont des suite de
Cauchy dans L”.
Par conséquent u, — u dans LP et ), — ¢g dans LP.

On a:
/unso’ = —/U’nso Vo € CH(I),
I I

On passe a la limite :

/w’ = —/gso Vo € C(I),
I I

Doncu e WP | v =g et |Ju, —u |[yr»r — 0.

b) On a : l'espace produit £ = LP(I) x LP(I) est réflexif.
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

L’opérateur T : WP — E définie par Tu = [u, v'] est un isométrie de WP dans E;
Alors T(W1?) est un sous-espace fermé de E.
(D’apres la proposition1.2.1) on déduit que T (W) est réflexif.
Donc WP est réflexif aussi.

¢) On a : lespace produit £ = LP(I) x LP(I) est séparable donc T(W'P) est aussi
séparable.

Par cosnéquent W17 est séparable (d’aprés la proposition 1.3.2). =

Théoréme 2.2.1  Soit u € WHP(I).

Alors 3 € C(I) telle que w =@ p.p. sur I et :

w(z) —u(y) = /w u'(t)dt  Va,y € I

Preuve. La démonstration de ce théoréme est basée sur les deux Lemmes suivants :
Lemmel
Soit f € L. .(I) tel que

loc

/I fo' =0 Yee ).

Alors :

Il existe une constente C' telle que f=C p.p.
Lemme2

Soit g € L,.(I).

Pour gy, fixé dans I on pose :
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Alors ve C(I) et:

/w’ = —/990 Vo € Ci(I).
I I

Maintenant on fait la démonstration du théoréme précédente ;
On fixe yp € I et on pose u(z) = f;; o' (t)dt,

D’aprés le lemme2, on a :

Donc :

/(u—u)gp' =0 VYyoeCHI).

On résulte du lemmel que u —u = C p.p.

La fonction u(x) = u(x) + C  satisfait les propriétés du théoréme. m

Remarque 2.2.5 Le lemme2 montre que la primitive v d’une fonction g de LP appartient
a WLP dés que v € LP.

Ce qui est toujours le cas lorsque I est borné.

Proposition 2.2.2 Soit u € LP avec 1 < p < oo alors :

1l y a une équivalance entre les propriétés suivantes :

i) ue Wwhe.

it) 3C € R tel que

< Cllell Loy, Ve € CZ(1).

i
I

Preuve. (i) = (ii) :
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Supposons que v € WHP(I), alors :

/wp’z—/gso
1 1

, Holder
— | [ = / g0l "< gl Il e
I I
— / ug| < Cllglla avee C = gl
I

La démonstration du deuziéme implication ((ii) = (i)) est basée sur les trois théorémes
sutvants :

Théorémel (théoréme de Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel sur R.

Soit h : E — R une application linéaire vérifiant :

h(az +y) < ah(x) + h(y),Ya € R,Vz,y € E.

Soit G C E un soue-espace vectoriel.

Soit g : G — R une autre application linéaire telle que

g(x) < h(x) Vzed.

Alors 3f : E — R une forme linéaire qui prolonge g.
C’est-a-dire : g(x) = f(z) VreG
Et telle que :

f(z) < h(x) Vo € L.

Théoréme2(théoréme de représentation de Riesz)

Soit 1 < p < o0 ,et soit p € (LP)'.
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

Alors : Fu € L7 unique tel que

(0.5) = [ut vrew.
De plus on a :
[ull g = [y

Théoréeme3 : Soit ¢ € (L')'.

Alors :Ju € L™ unique tel que :

(0. 1) —/uf vieL

On a de plus

[ullzoe = Nl 2oy

Maintenant on termine la démonstration du proposition ;
Soit ¢ € CHI) — [uy', une forme linéaire définie sur un sous-espace dense de L.
@ est continue pour la norme de LA.

Donc elle se prolonge en une forme linéaire et continue F sur L?(d’aprés le théoréme de
Hahn-Banch),

Et d’aprés les théorémes(2et3) il existe g € LP tel que :

(F,w)zfgso Vo e L4

D’ot en particulier :

/ugp’:/ggo Yo e CF.

Doncu e W, m
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Corollaire 2.2.1 Une fonction u de L>(I) appartient ¢ WH(I) si et seulement s’il

existe une constante C' telle que

|u(z) —uly) [<Clz—y| pp.  wyel

Théoréme 2.2.2 (Opérateur de prolongement)

Soit 1 < p < o0.

Il existe un opérateur de prolongement, P : WYP(I) — WYP(R) linéaire et continue tel
que :

(1)Pugp=u Yue WhH(I).

i) Pullisiy < Cllulliey  Vu € WH(7).

(i) |Pullwroiry < Cllulwrogy ¥u € WD)

(o C' dépend seulement de | I |< o0).

Théoréme 2.2.3 (Densité)
Soit uwe WP(I) avecl < p < oco.

Alors il existe une suite (u,) dans C°(R) telle que w,; — u dans W'P(I).
Remarque 2.2.6 C>°(I) n'est pas dense dans WP(I) sauf si I = R.

Théoréme 2.2.4 [ existe une constante C' (dépendant seulement de | I |< oo) telle que :

lullpoery < Cllullwrey  Yu € Whe(I) V1<p<oo.

Autrement dit, WHP(I) C L* avec I'injection continue pour tout 1 < p < oco.

De plus, lorsque I est borné, on a :

1-L’injection WHP(I) C C(I) est compacte pour 1 < p < oo.

2-L’injection Wt (I) € L(I) est compacte pour 1 < g < oc.

3-L’injection W1(I) C C(I) est continue mais n’est pas compact méme I est borné.

4-Si (u,,) une suite bornée dans W' (I), alors :
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Il existe une sous-suite (u,, ) telle que u,, (z) converge pour tout x € I.
5-Si I n’est pas borné, et si 1 < p < oo, alors : 'injection W1?(I) C L> est continue,mais

n’est pas compact.

Corollaire 2.2.2 (Dérivation d’un produit)
Soient u,v € WHP(I) avec 1 < p < oo.
Alors :wv € WYP(I) et :

(uwv) = u'v +uv'.

De plus on a la formule d’intégration par parties suivante :

/j u'v = u(z)v(z) — uly)v(y) — /yx w' Yr,yel

Corollaire 2.2.3 (Dérivation d’un produit de composition)
Soit G € C'(R) tel que G(0) =0, et soit u € WP(I).
Alors :
Goue W' (), et :

(Gou) = (G ou)u.

2.3 Les espaces de Soboleve W"P(])

Définition 2.3.1 Soit m € N tel que m > 2 et soit 1 < p < o0.

On définit par récurrence [’espace :
WmP(I) = {ue W (1), € W P(I)}.

On pose :

27



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

H™(I) = W™(I).

On vérifie facilement que u € W™P(I) si et seulement s’il existe m fonctions g1, g, .....gm €

LP(I), telles que :

/UDJ‘QO _ (_1)3‘/9]@ Yo € O%(I), ¥j=1,2,..m.

ou D’ désigne la jSm¢ dérivée de .
Lorsque u € W™P(I) on peut donc considérer les dérivées successives : v’ = gy, (v') =
2eeeennnnn jusqu’a 'ordre m.

On les note Du, D?u.......D™u.

L’espace W™P est muni de la norme :

m
lullwms = [lullr + D I1Dulls.

a=1

Et 'espace H™ est muni du produit scalaire :

(u,v)gm = (u,v)pr + Z(Dau, D%v).

a=1

Remarque 2.3.1 La norme ||.||wm» est équivalente a la norme ||u|| = ||u|| o+ [[ D%l 1».

2.4 L’espace W,”(I)

Définition 2.4.1 Soit 1 < p < oo.

On désigne par Wy (I) la fermeture de CL(I) dans W'P(I).

On note HX(I) = Wy>(I).

1 . . .
L’espace W, est muni de la norme induite par W*'?.
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L’espace Hg est muni du produit scalaire induit par H*.
L’espace VVO1 P est un espace de Banach séparable; il est aussi réflexif pour 1 < p < co.

L’espace Hj est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 2.4.1 Si [ =R
On sait que C}(R) est dense dans W'P(R), (D’aprés théoréme de la densité) et par

conséquent :

WyP(R) = WP(R).

Remarque 2.4.2 En utilisant une suite régularisante (p,) on vérifie facilement que :
i) C°(I) est dense dans Wy (I).
i) siu € W (I) N Cu(I) alors uw € WyP(I).

Théoréme 2.4.1 Soit u € WHP(I), alors :

w € WyP(I) si et seulement siu =0 sur OI.

Preuve. Soit u € W,".

Alors il existe une suite (u,,) de C}(I) telle que u,, — u dans WHP(I).
Donc u,, — v uniformément sur I et par conséquent u = 0 sur 91.
Réciproquement,

Soit u € WP(I) telle que u = 0 sur OI.

On fixe une fonction G' € C1(R) tellle que
0 si [t <1
G(t) - )
t s |t >2
et :

|G(t)| < |t| pour tout t € R.

On pose u,, = LG (nu) de sort que u,, € WLP(I) (d’aprés corollaire2.2.3).

n

29



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimonsion un

D’autre part :

1
Supp u, C {a; el; |u(x)| > —}.
n

Donc Supp u, est un compact inclus dans 7,(on utilisons le fait que u = 0 sur I et
u(r) — 0 quand |z| — oo,z € I).

Par conséquent u, € W,?.

Enfin d’aprés le théoréme de la convergence dominée on déduit que u,, — u dans WP,

Remarque 2.4.3 Le théoréme précédent explique le role important joué par [’espace VVO1 P
En effet les équations différentilles sont couplées avec des condition aux limite , ¢’est-a-dire

que la valeur de u est prescrite sur OI.

Proposition 2.4.1 (Inégalité de Poincaré)

Si I est borné alors il existe une constante C' (dépendant de | I |) telle que :
lullwrr < Ol e Yu € We(D).

Autrement dit :

1 o o X
Sur WP (I) la quantité ||u'||zr est une norme équivalente a la norme de WhP.

Preuve. Pour u € W,”(I) on a :

Donc :

lullzee <l

D’aprés I'inégalité d’Holder on déduit :

lulwrr < Cllelle Yu€ WeP(I).
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Remarque 2.4.4 Soitm e N oum > 2 et soit 1 < p < o0.
On définit 'espace WP (I) comme étant la fermeture de C™(I).
On montre que Wy"P(I) = {u € W™P(I);u = Du=..=D""1 =0 sur dl}.

1l convient de bien distinguer

WeP(I) = {u € Wi'su = Du=0sur 0l } .

et :

WP N WP (1) =u e WP u =0 sur OI.

Notation 2.4.1 On désigne par W' (I) Uespace dual de Wy (I) (avec 1 < p < 00) et

par H=Y(I) lespace dual de H(I).
Remarque 2.4.5 On a les inclusions suivantes :
HycL*Cc H™ .

avec injections continues et denses.
Si I est borné,on a :

WP c L> c W',

avec injections continues et denses.

Si I n’est pas borné,on a seulement :
Wol’p CLPcW ™ pourl<p<2.

avec injections continues et denses.

27 2z —_ / A 2z z \ N N /
Les éléments de W1 peuvent étre représentés a l'aide de fonction de LP .
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Conclusion

Dans ce travail nous présentons les principaux résultats concernant les espaces de Sobolev
Les espaces de Sobolev sont important pour résoudre les équations aux dérivées partielles
Nous avons présentés quelques résultats sur les espace LP ensuit nous avons étudiés les
espaces de Sobolev en dimention un

Cette étude permettera de donner un apercu de ces espaces
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

Il : norme

(.,.) : produit scalaire
q : exposant conjugué de p,c’est-a-dire zl) +1i=1
K¢ complémentaire de K
J injection canonique de E dans E”
Supp f : support de la fonction f
E’ espace dual de F
E" : bidual de £ (dual de E’)
p.p. : presque partout
log fonction logarithme
0“u dérivée de u d’ordre «
T opérateur de W ' dans E
(O espace des fonctions infiniment dérivable
cr espace des fonctions m fois contintiment dérivable a support comp
Lige

espace des fonctions localement intégrable

whe WP wim g HY H™ espaces de Sobolev
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