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Introduction

[’analyse numérique se propose d’étudier les propriétés mathématiques des méthodes et
leur mise en ceuvre, et son objectif est de concevoir et d’étudier des moyens pour donner
des solutions approchées & des problémes mathématiques.

Dans ce travail nous allons voir comment approcher de fagon numérique la valeur d’inté-

grales de la forme :

I(f)z/:f(x)dx

ce probléme est d’autant plus intéressant qu’en pratique on ne connait pas forcément
Iexpression symbolique de f et que méme si c’est le cas de la plupart des fonctions
n’admettent pas de primitives pouvant s’exprimer a ’aide de fonctions élémentaires .

La fonction f(x) peut étre estimée a I’aide d’un polynome de degré N avec une certaine

erreur

f(x) = Py(x) + En(x)

Donc l'intégration numérique et basée principalement sur la relation :

I /abf(a:)dx _ /ab PN(x)dx—Ir/ab Ex(2)da.

Les méthodes d’intégration numérique sont des approximations de la valeur numérique
d’une intégrale. En général, on remplace le calcul de I'intégrale par une somme pondérée
prise en un certain nombre de points du domaine d’intégration. Le choix de la subdivision

de l'intervalle d’intégration et des coefficients qui intervient dans la somme approchant



Introduction

I'intégrale sont des criteres essentiels pour minimiser l’erreur.

Ce mémoire comporte trois chapitres et un petite rappels, dans le premier chapitre on
donne quelques définitions sur l'intégrale .

Dans le chapitre 2 on traite 'intégration numériques et ses propriétés nous allons étudie
les formules de quadrature et leur ordre, et I’étude ’erreur dans chaqu’un des cas .Et le

troisiéme chapitre on donne intégration numérique en fonction 2D et ses propriétés .



Chapitre 1

Rappels sur 'intégrale

1.1 Définitions de l’intégrale de Riemann

Soit n un entier strictement positif. On considére une subdivision de U'intervalle [a, b] et n

sous-intervalles de méme longueur ’)_Ta,on pose donc :

. b—a ‘
rj=a+) — 7=0,...,n

(en particulier 79 = a et x,, = b).
On recherche sur le j-ieme intervalle la borne supérieure M; et la borne inférieure m; de

la fonction f. On note :

Ces sommes sont appelées sommes de Darboux



Chapitre 1.Rappels sur l'intégrale

Définition 1.1.1 Soit f une fonction bornée sur un intervalle |a,b].On dit que f est
intégrable (au sens de Riemann) sur [a,b] lorsque les suites I'" et I'! convergent vers une

méme limite T.

Ce nombre est appelé U'intégrale de la fonction f sur intervalle [a,b]. On le note :

F:/abf (t) dt

Proposition 1.1.1 Si f : [a,b] — R est monotone sur [a,b] elle est intégrale au sens de

Riemann sur [a,b] .

Proposition 1.1.2 Toute fonction f : [a,b] — R bornée sur [a,b] et continue sur |a, b

sauf en un nombre fini de points est intégrale au sens de Riemann sur |a,b| .

1.1.1 Somme de Riemann

soit d = {xg, x1, ..., ¥, } une subdivision sur [a,b], f : [a,b] — R, le nombre

0 (d) = max (z; — x;_1) est appelé pas de la subdivision d .

Définition 1.1.2 soit :

telque &; € [z, xi11] 1=0,....,n

S, est appelée somme de Riemann .

Définition 1.1.3 si S,, admet une limite quand n tend vers +oo , (§ (d) — 0) indépen-

dante du choix de d on la noté par fff (z) dx est appelé intégrale de Riemann de [ sur

[a, b]

ou

b n
a =0

n—-+00 n—-+00



Chapitre 1.Rappels sur l'intégrale

Théoréme 1.1.1 soit [ une fonction bornée et intégrable sur [a,b] alors :

b
/a f(z)dx = 6(d%1m R(d,&, f)

— 400

1.1.2 Fonctions intégrables

Proposition 1.1.3 Soit f une fonction continue sur Uintervalle I = [a,b] .Alors f est

intégrable sur [a,b)] .

Définition 1.1.4 Une fonction f est dite continue par morceaux sur l'intervalle |a,bs’il
existe une subdivision finie{a = xo, x1, ..., x, = b}de cet intervalle, telle que f soit conti-
nue sur chaque sous-intervalle ouvert |z;,x;11| et admette une limite & gauche et & droite

en chaque x; pour tout j € {0,...,n — 1}et tout j € {1,...,n} respectivement .

Proposition 1.1.4 Toute fonction f continue par morceauz sur |a,b] y est intégrable. Son

intégrale sur [a,blest alors égale a la somme des intégrales de f sur chaque sous intervalle
ou elle est continue .

Théoréme 1.1.2 soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f > 0 sur [a,b] , si

fff ()dx=0= f =0 sura,b.

Théoréme 1.1.3 si f et g deux fonctions et g non variantes (g (x) >0 ou g (x) < 0),

Vx € [a,b] alors 3 ¢ € [a, 1] :

[r@e@e=re [s@

1.2 Primitives et intégrales. Théoréme fondamental
de Pintégration

Définition 1.2.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que la

fonction dérivable F' est une primitive de [ sur I si , pour tout x € I

5



Chapitre 1.Rappels sur l'intégrale

onaF’(w):f(x).Onnote:F:/fdx.

Exemple 1.2.1 Soit I =R et f: R — Rdéfinie par f(x) = 2*. Alors F : R — R définie

par F(x)= % est une primitive de f.

1.2.1 Primitives d’une fonction continue

Proposition 1.2.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I = |a,b]. On définit
sur I la fonction A : x +—— fax f (t)dt .Cette fonction A est continue, dérivable sur I et

c’est une primitive de f sur cet intervalle, c’est la seule qui s’annule en a.

Théoréme 1.2.1 Soit [ une fonction continue sur un intervalle I = [a,b,si F' est pri-

mitive de f alors :

/ f(z)dz = F (b) — F (a)

1.3 Propriétés des intégrales

soient f et g deux fonctions continues sur I et a, b et c trois réels de I :

le [* f(x)dx = 0.

20 [} f(2) =~ [, f (x)de.

3e [V f(x)de + [ f(zx)de = [°f(x)dx, (relation de chasles).

4evAeC, [PAf(z)de= X[ [ (z)dx

Bof:(f(a:)+g(x))d9:: f:f(:zr)dx+f;g(x)das :

6 Si f(x) <g(x)sur [a,b], alors [* f(z)de < [ g(z)dz .

7 o Inégalité de moyenne

si f est continue sur [a, b] et si pour tout x de cet intervalle, on a : m < f (x) < M, alors
m(b—a) < [V f(z)de < M(b—a).

8 @ Si f est intégrable sur [a, ] et vérifie :Va € [a,b] : f (z) > 0 alors [ f (x)dz > 0.

6



Chapitre 1.Rappels sur l'intégrale

9 e Si f est intégrable sur [a,b], alors : | f |est intégrable sur [a,b] et :

/abf (z) dz

1.4 Techniques de calcul

<[5 wiar

Théoréme 1.4.1 intégration par parties

Soient u et v deux fonctions de classe C! (ie dérivables et de dérivées continues sur

[a,b] ) :

/abu/(:c)v (2) dz = [u (2)v (a:)]Z—/abu ()0 (2) da

Exemple 1.4.1 soit z = fog rsinz dr |

on pose :
f'(z) =sinz — f(x) = —cosx
g(x)=z—4 (x)=1

donc z = —xcosx]% +sinm]% =0+1=1.

Théoréme 1.4.2 changement de variable

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et g : [, 8] — [a,b] une fonction de classe Clet

vérifie : g (o) =a, g(68) =b dans ce cas :

b B8
/fmwz/fw@wwﬁ



Chapitre 1.Rappels sur l'intégrale

Exemple 1.4.2 soit I definie par : [ = [ EXP(St)Jrlefe’)((it&)HeXp(t) dt

on pose r = exp (t) alors dx = exp (t)dt

on obtient [ = [ SREIEePCOTARW) gy [ aPtatd gy — [ 2@ gy — 22 4 410 |1 4 2] 4 ¢

1+exp(t) 1+z 1+



Chapitre 2

Formules d’intégration

2.1 Position du probléme

supposons qu’'une fonction y = f(x) ne sont connue qu’aux points xg, 21, ..., z, dun
intervalle [a,b]; f(x;)=vy; ,i=0,1,...,n.

On veut approcher fab f (z)dx , I'idée c’est de remplacer f (x) par le polynome de lagrange :

P, (z) = ZLi (z) f (@)

passant par les points xg, x1, ..., T.

La fonction f () est donc donnée par :f (z) = P, (z) + r, (f)
, - T—T; (n+1) (¢
ou L;(z)= H((xi_;j)) et r, (f) = f(Tn(') (x —x0)...(x —x,) , c€lab[.
=0
J#i

Donc : fabf(x) dr = fabe (m;) L; () dx+fabrn (f)dx

J2f(@)de =" f () [} Li () dz + Ry (f)

ou R, (f) est appelé erreur de quadrature reste en négligeant R, (f) on obtient une ap-



Chapitre 2. Formules d’intégration

proximation de fab [ (z)dz c’est a dire

/abf(x)dxgif@i)/abh(x)dx

en posant A; = fab L;(z)dx ,i=0,1,...,n .On obtient la formule de quadrature approchée
b n
[ @ s =3 Au
@ i=0

Définition 2.1.1 Posans R, (f) = fabf (x)dx — ZAZf (x;) un entier n est appel et le
i=0
degré de précision d 'une formule le de quadrature si R, (px) = 0, k < n pour tous les

polynomes de degré inférieure au égale a n et R, (pyy1) # 0 de degré (n+1).

Exemple 2.1.1 On va Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange satisfaisant

au tableau ci-dessous :

x| 0123 5

fl@)|-1|2|9]87

Rappelons que le polynome de Lagrange basé sur les points d’appui d’abscisses xq, x1, ..., T,

est de degré n et s’ ecrit :

P, (x) =>"1_oLi () f (1) avec Li () = H (z—z;)

ici les points d’appui donnés par :

70 =0 f(z0) = —1
7 =2 fz) =2
wy =3 Flz2)=9
T3 =5 f(x3) = 87

10



Chapitre 2. Formules d’intégration

déterminons donc un polynéme de Lagrange de degré 3, celui-ci s’écrit :

_ (-w)(a-sa)(e—vs) _ (@-2(@-3)(=5) _ 1
avec , Lo (¥) = Gt omrs) = 0-20-30=5 — 30 (& —2) (& —=3)(@=5)

_ (z—m0)(m—x2)(m—x3) __ (2—0)(z—3)
Ly (33) T (z1—z0)(71—72)(T1—73) (2-0)(2—3

tx(x—3)(z—5)

(z=5) _
)(2-5)
(z—wo)(z—z1)(z—2x3) _ (2=0)(x=2)(z=5) _ _ 1 _ _
Ly (x) (acz*xoo) xz—zll)(xg—?;cg) (B-0)3-2)(3-5) _ 6% (x —2)(z —5)
)(z=3) _
)(5-3)

6

(
_ _(z—zo)(m—z1)(x—22) _ (2—0)(—2
Ly (x) = (x3—z0)(z3—z1)(x3—22) ~ (5-0)(5-2

@x(:v—2)( —3)

Py (z) = f(wo)Lo(x) + f(21)L1(x) + f(22)L2(x) + f(23)Ls(x)

53 253
= 3 _ —ax—1
BO:L' Tr? + 3033

2.2 Application aux formules classiques

2.2.1 cas ot les points sont équidistantes (Newton-cotes)

Théoréme 2.2.1 soit une partition {xo, x1,...,x,} de [a,b] ou les pointes x; sont équidis-

tantes c’est a dire :

To = a, xi:x(ﬁ—ih,xn:beth:b%’ et soit y; = f (z;),i=1,...,n, alors

[ 7 @do= -0y

oi, H; = % _ 0” q(q—l)(EIq—_2i))~~-(q—n) | g =it

Les constantes H; sont appelées coefficients de cotes .

11



Chapitre 2. Formules d’intégration

Preuve. On a : fw"fb r)dr ~ ZAl-f (z;) ouOn a:

To=a

Posons : ¢ = 5" = r =20+ q¢h = dr="hdq m

avec cette notation , on a

(x —z0) (x —21) oo (. — 1) (T — mip1) oo (T — ) =

= (zo + qh — x¢) (w0 + qgh — x1) ... (xo + gh — x;—1) (xo + gh — Ti11) ... (xo + gh — x,,)
=h"q(qg—1)(q=2)..(¢=(i—=1))(g—(+1))...(¢g—n)

et

(x; — o) (m; — 21) oo (5 — i) (T — Tip1) o (T — ) =

= (zo +1ih — xg) (xg + th — xg — h) ... (xo + ih — th — o + h) (g + ih — (i + 1) h — o)
.. (xo + th — g — nh)

=h"i (i—1)..1(=1)(=2)...(i — n)

=" (=1)"1 x 2. (n — 1)

= h"il (=1)" " (0 —i)!

par la substitutions les relations suivent on obtient :

q

Ai_h/”h"q (q—1)(61—2)'-:(61—(7;;1))(2— ((+1)..(g—n),
0 hri 1 (=1)""" (n —1)!

puisque h = =2 on pose A; = (b—a) H;

12



Chapitre 2. Formules d’intégration

ou les H; sont données par :

(D)™ (n—i)ln (g — 0) !

(=" :)'/an (q—l)---(q—n)dq

nil(n—i (g —1)

Hi:/”q (¢-D@=2)..(¢=(-1))(¢g-(+1)..(¢=n),

Remarque

Pour n = 0 est appelée méthode du rectangle .

Pour n = 1 est appelée méthode des trapézes .

Pour n = 2 est appelée méthode de simpson .

Programme newton-cotes avec matlab :

function int = newtcot (a,b,n, fun)

% NEWTCOT Formule composite de Newton-cotes.

% INT=NEWTCOT(A, B, N, FUN) calcule une approximation de l'intégrale de
% la fonction FUN sur |A, B[ par la formule fermée de Newton-cotes & N noeuds .
% FUN accepte en entrée un vecteur réel z et renvoie un vecteur réel .
h=(b-a)/n;

n2=fix(n/2);

if n > 6, error('n vaut au plus 6 ') ;

end

a03 = 1/3; a08 = 1/8; ad5 = 1/45; a288 = 1/288; a140 = 1/140;

alpha=
[0.5 0 0 0;...
a03 4 % a03 0 0;...
3 % al08 9 x a08 0 0; ...
14 % a45 64 % a4d 24 *x a4b 0; ...

95 x a288 375 * a288 250 * a288 0;...
41 % al40 216 * ald0 27 % ald0 272 x al40];

13



Chapitre 2. Formules d’intégration

r=a;y(l) =eval (fun);
forj=2:n+1
x=x+h; y(j) = eval (fun);
end
int=0;
j=[1:n2+1]; int=sum(y (j) .*alpha (n, j));
j=[n2 + 2 :n + 1] ; int=int+sum(y () .*alpha (n,n — j + 2));
int=int*h;

return

Définition 2.2.1 Si f est de classe C™™! sur [a,b], alors pour ensemble (x;)o<i<n d’élé-

ments de [a,b], lapplication,

F:la,bl — R

T = f [x()w/rlu "'7xn7x]

est continue sur [a,b]. Si de plus f est de classe C""2 application F' est dérivable sur
[a, b], et pour tout réel z,

F' = flxo, 21, ..., Ty, 7]

2.2.2 Interpolation par un polynéme de degré 0

Corollaire 2.2.1 (Méthode du rectangle)On approche la fonction f par f (a). Alors

la valeur approchée obtenue pour l'intégrale est :

Ir=(b—a)f (a)

et 'erreur vaut

f(&) , avec{ €la, b




Chapitre 2. Formules d’intégration

0 | 2

Fig 2.1- Méthode du rectangle

Preuve. Dans le cas général ot on approche f (z) par f (x),on obtient pour la valeur

approchée de l'intégrale,

Iy = (b—a) f (o)

et pour 'erreur d’intégration,

Eoz/abf 2o, 2] (& — 20) da

Lorsque x = a, ¢g () est de signe constant, et on a donc,

(b—a)’
2

b
ER:/ f la,x] (x —a)dex = (&) ,avec & €la,b|

Corollaire 2.2.2 (Méthode du point milieu)On approche la fonction f par f (“T“’) .

Alors la valeur approchée obtenue pour l'intégrale est :

Iu=(-a)f (“jb)

15



Chapitre 2. Formules d’intégration

et si f est de classe C? sur[a, b] alors l'erreur d’intégration vaut,

(b—a)’
24

Ey = 7€) ,avec € € |a,b]

0 | 2

Fig 2.2 - Méthode du point milieu

Preuve. soit m = I’JFT‘Z, alors

Ew:lwﬂmﬂﬂx—me

mais

l%x—mﬁm

on a donc , pour z; quelconque dans [a, b] :

b
EM:/ f m,xy, 2] (x — xp) (x — 1) dx

En choisissant 7 = m, on obtient :

Bu=[ 1 mmal - o)

16



Chapitre 2. Formules d’intégration

et donc il existe £ € |a, b[ tel que :

]
¢ Programme formule de point milieu avec Matlab

function I = Point_Milieu Composite(a, b, n)

h=(b—a)/n;
1=0;
r=a+h/2;

fori=1:n

I=1+ f(z);
r=x+h;
end
I'=hxI;

2.2.3 Interpolation par un polynéme de degré 1

Proposition 2.2.1 On suppose le support d’interpolation posséde deuz points xg, x1.51 f

est de classe C? sur [a,b], la valeur approchée est :

I = / (f [o] + [0, 1] (& — 20))

et I’erreur d’intégration est

E, = / f [xo, z1, z](x — z0)(x — 21)dx

17



Chapitre 2. Formules d’intégration

Corollaire 2.2.3 (Méthode du trapéze)Si [ est de classe C ? sur [a,blalors pour

ro = a, r1 = b, la valeur approchée vaut

Ir=(b—a) (M)

et 'erreur vaut
(b—a)’

Br =~ (€) avec € €la,b]

0 1 2

Fig 2.3 - Méthode du trapéze

Preuve. On a :

IT—/a f [a]dx—ir/a f 0t (@ —a)de = (b—a)f (a)+7 (bz)):i: (a)(b_za)

et ,

b
ET:/ f la,b,z] (x —a) (x — b)dx

Ici,¢y (x) = (z — a) (z — b)garde un signe constant sur [a, b].Donc :

_©
2

Er / (x — a) (z — b) dx ,avec £ €]a, b].
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]
e Programme Matlab

function I =trapeze(a,b,n)

h = (b—a)/n;
1 =0;
Tl = a;

fori=1:n
of = xi+ h;
I=1+(f(zi)+ f(zf));
i = xf;

end

I'=h/2x1

2.2.4 Interpolation par un polynéme de degré 2

Proposition 2.2.2 On suppose le support d’interpolation posséde trois points xq, x1, Ty .

Si f est de classe C3sur [a, b] , la valeur approchée est :

b
L :/ (F [wo] + f [0, 71] (z — 20) + f [0, 71, 23] (& — 20) (& — 21)) d

et l'erreur d’intégration est

b
EQZ/ f [zo, 1, 22) (x — o) (x — 1) (x — x2) dx

Corollaire 2.2.4 (Méthode de Simpson)Si [ est de classe C*sur [a, ] alors pour ro =

a,r=>b et xy =L la valeur approchée vaut
, e, pp

_b—a a+b

Is=—=(f (@) +4f (m)+ [ (b)) od m=

19
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et l'erreur vaut

Eo = _(b——a)F’f (4) (6) b
S 5830 avec £ € ]a,b] .

f(a)/\m)

Fig 2.4 - Méthode de simpson

Preuve. On a :

Is:/ f [a]dm—i—/ f [a,b](a:—a)da:—i—/ £ [a,b,m] (z — a) (x — b) da
:(b—a)w—k/ f la,b,m| (z —a) (x —b) dx

et ,
Flab,m] = f [a,m,b] = bia ((f <<bl>):7f;<m>>) - <f <n2:£ <a>)>
_2(f (@) =2f (m)+f ()
(b—a)’
et ,
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On en déduit le résultat par calcul. Pour I'erreur d’intégration;
b
Es :/ f la,b,m,z] (x —a) (x — b) (x — m) dx
ici, [V ¢y () = [V (& —a) (z = b) (z —m)dx =0
b
Es :/ f la,b,m,m,z] (x —a) (x —b) (x —m)* dx

Alors ¢3 (2) = (2 — a) (x — b) (x — m)® est de signe constant sur [a,b], donc

(4) b
ES:f2—4(§)/a (x —a) (x —b)dr avec & € a,b[ .

u

e Programme Matlab
function I =Simpson(a, b, n)
h=(b—a)/n;
x=la:h:bl|;
f=3%2."24+2x%ux;
I=f@)+f(n+1)

fori=2:2:n
I=T1+4xf (i);
end
forr=3:2:n
I=1+2xf (i)
end

I =h/3x1;
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2.3 Formules composées

Lorsque 'on souhaite calculer une intégrale sur un intervalle donné [a, b], on n’utilise en
général pas la formule directement sur U'intervalle [a, b], mais on le découpe en n sous

intervalles et on applique la formule sur chacun des sous intervalles :

=/abf <>d:2/f (@)

"1 f (z) par une formule de quadrature Q; (f) sur [z;, z;11]

En approchant f

On obtient :

On retrouve ainsi les sommes de Riemann . En effet , si on approche f sur [z;, z;11] par

sa valeur en &; € [x;, ;11| , on obtiendra

Qi (f) = (wipa — i) f (&)

Et donc

n—1
Z Tiv1 — (52)
1=0

2.3.1 Formule composée des rectangles(p = 0,n = m)

La méthode des rectangles composite applique la méthode des rectangles simple(p = 0)
sur chacun des m intervalles. Le nombre total de sous-intervalles est donc n = m. L’aire

de chaque intervalle vaut :

fo,k = ($k+1 - l‘k) fe="n fi
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Si bien que l'intégrale totale vaut :

Io=h (fot frt ot far+0xf)
:hfjfk
k=0

Dans cette formule, tous les points ont le méme coefficient (1), sauf le dernier point f,, qui
n’est pas utilisé (coefficient 0).

L’erreur est simplement la somme de toutes les erreurs :

Zém— %Zf (&k)

k=0
= h—n I (&)
)

ou 'on a utilisé le fait que h = (b — a)/n pour la derniére inégalité .

2.3.2 Formule composée des trapézes(p = 1,n =m)

La méthode des trapézes composite applique la méthode des trapézes simple(p = 1)sur
chacun des m intervalles. Le nombre total de sous-intervalles est donc & nouveau n = m.

Chaque intégrale vaut :

Jr + fer1

71,16 = (Tpy1 — xk) 5

Si bien que l'intégrale totale vaut :

2

_ fO — fn
(B L h)

i—n (f0+2f1 + o 42 0 +fn>
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Dans cette formule, les points du bord du domaine ont des coefficients différents (1/2) de
tous le points intérieurs (1).

L’erreur est simplement la somme de toutes les erreurs :

n—1
£1=¢€10/2+ Z €1k T E1,n/2
k=1
h3 n—1
=—q§<f%&w2+§:f%&)+f%@hﬂ>
k=1
h3
= _En ()
h— 3
ol < Cpah sup 177)

2.3.3 Formule composée de Simpson(p = 2,n = 2m)

La méthode de Simpson composite applique la méthode de Simpson simple (p = 2) sur
chacun des m intervalles. Le nombre total de sous-intervalles est donc cette fois-ci n = 2m
(il est forcément pair et le nombre de points n+1 est forcément impair!). Chaque intégrale

vaut :

Jr +4fkp1 + frgo
6

I = (Tpyo — o)

Si bien que (pour un nombre d’intervalles n pair) I'intégrale totale vaut :

L=h (f0+4f1 +2f2+4f3"'+2fn—2+4fn_2+fn>

3
h n/2—1 n/2—1
_n 4 2 3
3 fo+ kz_o for+1 + ; for + f

A nouveau, l'erreur est simplement la somme de toutes les erreurs :

5
oo = —pom [ (6)
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_ M (4)
|€2| 18077/4 S[(EE (lf })

Exemple 2.3.1 o [} = fo% exp (—2?) dx

La valeur approchée de I; en utilisant la méthode de trapeze :

L= ("5 ¢ @ s )= x5 (7 @1 (3)) =0

et avec la méthode de simpson :

L= (b;a> (f (a) + f (a;b)Jrf (b)) :6%2<f (0)+4f G)Jrf G)) ~ (,461371

La valeur approchée de I, en utilisant la méthode de point milieu :

L=(0b—a)f (a;b> _! 2(‘_*) ~ 0, 469707

l} ce qui revient & poser h = % et les points :

e On prend J = 3, sous intervalles sur [O, 5

_ _1 _ 1 _1
Go—oj@l—g>a2—§,ag—§

avec la méthode du trapéze composite :

i :hi’:f (aj1)2+f (a;)

Jj=1

0 (f @)+ 1 (aa) +

f (GO)-QFf (63))

~ (0,459474
et avec la méthode de simpson composite :

E:g(f(o)z—f(%)H(é)H(%)+2[f<%>+f<}1)+f<%)]>

~ 0, 461282
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2.4 Comparaison

e Le tableau suivant résume les performances théoriques de chaque méthode :

TAB. 2.1 — Tableau comparatif

Nom Degré Nombre ’ Degr‘é l?egré Pegré
de la du polynome de points d ’exactitu de d ’erreur d erreur
méthode (ordre) globale finale
Rectangle 0 1 0 2 1
Point Milieu 0 1 1 3 2
Trapeze 1 2 1 3 2
Simpson 2 3 3 5) 4

e Le tableau suivant résume les performances théoriques de chaque méthode :
Signification des titres des colonnes :

Degré du polynéme : degré des polyndémes sur lesquels se base la formule.

Nombre de points : sur chacun desquels la fonction est évaluée.

Degré d’exactitude : degré maximal des polyndémes pour lequel la formule est exacte
(c’est Pordre de la méthode).

Degré d’erreur globale : la puissance du facteur b—a dans 'erreur pour une application
globale de la formule sur 'intervalle.

Degré d’erreur finale : la puissance du facteur h dans la formule composite.

e On veut approximer l'intégrale I, = fol exp (—2%)dx et I, = fol exp (z) dz par les 3

méthodes .

TAB. 2.2 — Table de comparaison

f () | exp(=a®) | exp(x)

valeur exacte 0.74682 | 1.718282
M.Rectangle 1] 1.716295

M. Trapeze composée 0.68394 | 1.722257
M.Simpson composée 0.74718 | 1.718289
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TAB. 2.3 — Table d ’erreur

f(z) | exp(—=2%) | exp(z)

M.Rectangle 0.25318 | 0.001987
M.Trapeze composée | —0.06288 | 0.003975
M.Simpson composée 0.00036 | 0.000007

e On remarque que la méthode de simpson donne les meilleurs résultats.
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Chapitre 3

Intégration numérique d’une fonction

en 2D

3.1 Sur les quadrilatéres

C’est le cas le plus simple puisque I'on peut utiliser directement les techniques d’intégration
numériques développées en dimension 1. Puisque dans ce cas nous avons choisi le carré

[1, —1]% comme élément de référence, il suffit de constater que :

I=/11 (/1g(§,n)d£> dn:/ll (iwmm)) n (3.1)

~ sz (/ 51, ) Zzwzw]g 517”]

=1 j=1

En quelque sorte, I'intégration numérique en dimension 2 sur le carré[1, —1]? consiste donc

a utiliser les formules obtenues en dimension 1 pour chacune des variables.

Remarque 3.1.1 e [[ n’y a donc dans ce cas nul besoin de développer des méthodes
d’intégration numérique particuliére. Si la fonction a intégrer est un polynome appartenant
a lespace Qy, c’est-a-dire un polynome de degré k en chacune des variables d’espace, il

suffit de choisir une quadrature de Gauss-Legendre en dimension 1 qui soit exacte pour
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les polynomes de degré k et utiliser les formules|3.1]

3.2 Sur les triangles

Définition 3.2.1 Les formules d’intégration numériques sont plus difficiles a obtenir sur
les triangles. On ne peut plus utiliser directement les formules en dimension 1.0n utilise

ensuite la relation :

// g (€, ) ddé = // 916 m) ey = 3 wig 6

On utilise les formules de Hammer d’ordre m qui font partie des méthodes directes

consistant & intégrer de maniere exacte des monomes.

coordonnées poids
Ordre m | nbr de points nipts
&k Tk Wk
1 1 1
1 1 3 3 2
1 1
2 2
1
2 3 0 % 5
1
3 0
1 1 9
3 3 80
a a A
1—2a a A
o 7 a 1—2a A
b b B
1—2b b B
b 1—2b B
avec a = 6+2\{ﬁv b=7—a A= 15310\( B=35—A
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Définition 3.2.2 Soit Q un domaine polygonale. On recouvre exactement ) par des do-

maines élémentaires du type triangle (ou du type rectangle).

Le domaine 2 est partitionné en N triangles K :

La méthode composite s’écrit alors :

N
/Qf(x,y)d:vdy=;/Kif(fv,y)dsﬂdy

11 suffit alors de déterminer une approximation de f . pour obtenir celle sur §2 .Comme en
1
dimension 1, on va construire des méthodes d’intégrations sur un triangle de référence fixe

K et puis en déduire celle sur un triangle quelconque.
Proposition 3.2.1 Transformation affine de K dans K

soit K le triangle de référence de sommets A = (0,0) , B = (1,0) et C' = (0,1) .On désigne
par K un triangle quelconque de sommets A = (z1,y1), B = (22,y2) et C = (z3,y3).0On

cherche la transformation affine inversible Fi : K— K

F(i‘) - (LC) - (CLHZ@ + algg + bl)
(] Y a21% + a2y + ba
L’application Fx est déterminée de facon unique par

Fi (A) — A, Fy (B) — B, Fx (C) —C
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en effet

0
F< >:(x1):>b121’1,b2:$2
0 n
1 i)
F = = 11 = T2 — T1,012 = Y2 — Y1
0 Y2

0 T
F< > = ( 3) — Q91 = T3 — T1,022 = Y3 — Y3
1 Y3

avec Jg dépend de K , et F inversible<—= det Jx # 0

on a det JK = (SL’Q — .Tl) (yg — ?/1) — (yg — yl) (Ig — 1’1) .

e On montre que |det Jx| = 2aire (k)
|W

En effet on a : aire (k) = ,On considére les deux vecteurs AB et AC

‘A HAC sinf, ou sinf =

—
on a ‘ABXAC’

\ACI’
—

aussi )A_B) X AC‘ = ‘AB H = 2aire (k)

—_—  —
D’autre part, AB x AC = (”;jz:;”ll) X (22:;1) = (2o — 1) (ys — 1) — (y2 — 1) (23 — 1)

avec Changement de variable, on pose X = F (X ) ona:

/Kf(a:,y)da:dy:/K(foFK) (X) \det V Fi| didg

soit encore

/K f (z,y) dedy = 2aire (k) /K (f o Fi) (X> dadg (3.2)

cette formule est trés intéressante car on connait aire(K') en fonction des coordonnées des
sommets et en posant g = f o Fl, il suffit alors de construire des formules d’intégrations

sur le triangle de référence K.
Exemple 3.2.1 Intégration par P,-sommets

On cherche a, § et v pour que la méthode

Ag@wﬁ@%w()+@<>+wﬁﬁ
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soit exacte pour les polynémes de degré 1. En dimension 2 d’espace, I’espace de polynémes
de degré 1 est de dimension 3, P, =< 1,2,7 >.
pour g =1

1
/did@—i—&+6+7

K

pour g =1

1 1-2 1 1
[ ategasdi= [ sasag— [ ([ aag)ai= [[ea-apar =t
K K 0 0 0 6

pour g =y

1 1-2 1 1
[ atenasy= [ gasai= [ ([ Cgar)ai= [ a-fas =g
K K 0 0 0 6

La méthode est complétement déterminée par

/Kgu,y)daedgzé(g(A)+g(B)+g(é))

On vérifie que le degré de précision est 1 car pour g = 42,

S @ didg = [ 3 (1= 3)di = L et £ (g (4) +9(B) +4(C)) =4
Sur un triangle quelconque K, et on utilisant la formule B2} il vient :
I f (z,y) dedy = 2aire (k) [,. (f o Fi) <X) didyj
~ Laire (k) ((f o Fi) (A) +(f o Fg) (B) 4 (f o Fy) (C))
= gaire (k) (f (A) + f (B) + £ (C))

Enfin, la formule composite sur €2 par intégration P;-sommets s’écrit

[ £ pdody =37 (7 () + 7 (Be) + £ (€

avec Ag,, Bk,, Ck, sont les trois sommets du triangle K.
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Exemple 3.2.2 Intégration par P;-centre de gravité

1 11
didj=~ =g (=, =

La méthode suivante :

est exacte pour P,

Sur un élément K quelconque

/ f (2,y) dady ~ aire (k) f (v6, vc)

avec (g, yq) est le barycentre du triangle K.

3.3 Interpolation de Lagrange en dimension 2

Contrairement au cas unidimensionnel, nous avons ici le choix de la forme géométrique
des éléments. Le plus souvent, on utilise des triangles ou des quadrilatéres. Les espaces de

polynomes correspondants sont légerement différents.

3.3.1 Interpolation sur les triangles

Voyons en premier lieu le cas des triangles. L’espace de polynémes le plus fréquemment

utilisé est ’espace Px dont on construit une base a 1’aide du tableau suivant :

Py 1

Py £ n

Py & &y UK

Py | & & &n? n’

et ainsi de suite.
Pour déterminer uniquement un polynéme de degré k, on doit choisir N points d’inter-

polation distincts. Le choix des points d’interpolation est dicté par les propriétés de la
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fonction que ’on souhaite interpoler.

Polynoémes de degré 1

Commencons par I'exemple le plus simple. Construisons les fonctions d’interpolation li-
néaires (Py) sur I’élément de référence. Du triangle précédent, la base de monoémes est 1,

¢, n de sorte que tout polyndéme de P peut s’écrire :

P (&,n) = a1 + ax + asn

La dimension de cet espace étant 3, quoi de plus naturel que de choisir les 3 sommets du
triangle & = (0,0), & = (1,0) et &3 = (0,1) . On va construire, suivant la démarche

utilisée en dimension 1, des fonctions d’interpolation L; = (§,n) de sorte que :

L; (51) = L; (fiﬂ?i) = 55

Pour la premiére fonction d’interpolation devient :

1 00 ay 1
1 10 a | =10
1 01 as 0
ce qui donne immédiatement :
a1 1
as | = | —1
a3 —1

d’otu :
Li(&,m)=1-¢&—n

de maniére similaire, on trouve les fonctions Lo (£,7) et L3 (§,n). Le tableau résume la

situation. Puisqu’elles sont également utiles pour 1’évaluation des systémes élémentaires,
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nous avons également indiqué les dérivées partielles des polynémes de Lagrange.

TAB. 3.1 — Polynémes de Lagrange P1 sur le triangle de référence

IR
1/1—-¢&—n| —1| -1
2 13 1 0
3 i 0 1

Polyn6émes de degré 2
Une base de I'espace P, est constituée des polynomes 1, &, 7, €2, £n et n? ce qui constitue

un espace de dimension 6 . Dans ce cas, on trouve le systéme :

100000 a

110101 as

10100 1 as

1103100 ay
1 1 1 1 1

L 5 5 7 7 1 as

10001 ag

En résolvant ces 6 systémes linéaires, on trouve les fonctions du tableau. Pour simplifier

les expressions, on a posé :

A=1-8—1n

Remarque 3.3.1 On peut procéder différemment et éviter complétement la résolution
d’un systéme linéaire. L’idée est de se servir de polynomes de degré 1 et d’annuler la

fonction L; (£,m) aux endroits appropriés.

La fonction L3 (&,n) doit s’annuler aux autres noeuds. On peut dans un premier temps
introduire le facteur (qui s’annule aux nceuds 1,2 et 4) et le facteur n —% qui & son tour

s’annule aux noeuds 5 et 6. La fonction résultante n (77 — %) s’annule a tous les noeuds sauf
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TAB. 3.2 — Polynomes de Lagrange P2 sur le triangle de référence

i Lew] %] =

1 o€ on
T —AT—2\) | T—4r| I—4\
2| =£(1—-28) | =144 0
3| —n(1-2n) 0| —1+4+4n
4 AEN | 4N =€) —4¢
) 4én 4n 4€
6 4AnA —4n | 4(A—n)

le troisieme. Par contre, & ce nceud, elle vaut % ce qui bien sir est différent de 1. 11 suffit

alors de diviser par cette valeur et on obtient :

L3 (&,n) —W%i)——n(n—%)

2
3.3.2 Interpolation Sur les quadrilatéres

Nous utiliserons 'espace @y, sur I'élément de référence [—1, 1]2. 1l est facile de construire une
base pour cet espace puisqu’il suffit de faire le produit cartésien des ensembles 1, &, €2, ..., &F
et 1,m, 1%, ..., n".

Polynome de degré 1 (Q,)

Le cas le plus simple est bien siir Q; dont la dimension est 4. Une base possible est 1, &,
n , &n Il nous faut donc 4 points d’interpolation et les 4 coins semblent un choix idéal.
On obtient les 4 fonctions de Lagrange toujours de la méme facon et nous limiterons a les

lister.

Remarque 3.3.2 Tout comme pour le cas triangulaire, on pourrait penser choisir comme
points d’interpolation les 4 milieux de cotés soit les points (0,—1),(1,0),(0,1) et (—1,0).

Ce qui semble naturel ne fonctionne pas toujours. En effet, en se servant encore ici de la
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base 1, & , n et &n , la matrice s’écrit :

_1 0 -1 0_
11 0 O
1 0 1 O
1 -1 0 O

et est singuliere. La solution n’est donc pas unique et on peut facilement le constater
puisque les fonctions 0 et £ sont toutes deux des fonctions de Q; qui prennent les mémes
valeurs (0)

aux milieux des cotés. On ne peut donc pas choisir ces points d’interpolation pour construire

des approximations non conformes, contrairement & ce que nous avons fait sur les triangles

3.4 Meéthodes d’intégration numérique en 2D

3.4.1 La méthode des trapézes en 2D

Maintenant, si nous avons une intégrale 2D avec des limites d’intégration variables, nous

xf yr(x) xy
o= [ [ s @ydte= [ Mgty ds (3.3)
o Yo(z) zo

écrivons ceci :

ou

yy () h ny(z)
g@) = [ Sy~ @) + o @) 423 Feun@)| (64

)
Yo(x) 2

Le nombre d’intervalles y, n,(x), est maintenant une fonction de = parce que la taille de

la plage y d’intégration est une fonction de z. En substituant ’approximation discrétisée
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pour g(z) dans I'équation [3.4) dans I’équation [3.3] nous avons

z () o ny(x)
[ rewdide s [T @) F g @) 12 Y S e | da
o Yo(x) o

=2

au bien, nous pouvons répéter ’application de la méthode de trapéze :

£ (oo () + 1 (o, (o)) + 2 5226 F (o, (00))]

i F (v (a0) + f (epoys () + 2508 £ (g, <mf>>}

2

I |<§“ ) |@3

IQD ~ +

| 2 [ o () + f (o (2)) + 255057 £ (3.9 ()] |

Maintenant, nous pouvons simplifier cela autant que possible,

[ 1 (20,90 (20)) + f (@0 y7 (20)) + f (@r,90 (27)) + f (257 () ]
ety | | S G )+ S S )
4 3 f gy (7)) + 0 (2,7 ()
\ A, ST f (g, () )

Exemple 3.4.1 Intégrons f(x,y) = cxy sur Uintervalle 0 <z <1l et0<z <y

2 2 8

— [Tf [Yf _ 1y _ 1cwy2x _ (1 ca® _ cx41_c
Iyp = fxo " f(z,y)dyde = [; [} cxy dyde = | [—]Od:p = [, Sdr = [—} =<
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Maintenant, faisons-le analytiquement avec Az = Ay =h =0.1,¢ =2

ou

il x| yo(z) | yr(x) | ny(z)| f(z,9) | f(x,yr) | somme f(x,y;) | intégrale(x)
0 0 0 0 0 0 0 0 0
110.1 0 0.1 10 0 0.2 0 0.01
210.2 0 0.2 2 0 0.4 0.02 0.022
3103 0 0.3 3 0 0.6 0.12 0.42
4104 0 0.4 4 0 0.8 0.36 0.076
510.5 0 0.5 5 0 1 0.8 0.13
6| 0.6 0 0.6 6 0 1.2 1.5 0.21
7107 0 0.7 7 0 1.4 2.52 0.322
810.8 0 0.8 8 0 1.6 3.92 0.472
910.9 0 0.9 9 0 1.8 5.76 0.666
10 1 0 1 10 0 2 8.1 0.91
totale 0.2405
La solution numérique est Iop = 0.2405 et la solution exacte Irp = 0.25.
3.4.2 La méthode de simpson en 2D
Maintenant, si nous avons une intégrale 2D, nous écrivons ceci :
Ty rYs zf
bo= [ [" tewdyis = [ o) (35)
xo ) xo
s
gx)= [ f(z,y)dy (3.6)

ny—1

ny—2
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Chapitre 3.Exemples sur ’application de l'intégration numérique

En substituant 'approximation discrétisée pour g(z) dans I’équation dans 1’équation

[3.5 nous avons

ngy—1 Ny —2
Ty (s TR Y Y
[ radpae s [ [f<x,yo>+f<x,yf>+4 S few 2 Y f(x,y»] da
o Yo o 1=2,4,6 1=3,5,7
et
( b )
?y[f(xo y0)+f($07yf)+422 246f('r07y2)+222 357 (x()?yz)]
+h_3y [f (xf7y0) + f ($f7yf) + 4Ei:y2_,4,6 f (xfa yl) + 221 y352)7 (xfa yz)]
ha wy | £ @i0) + F (@5yp) + 43006 f (25,9)
IQDf@? +4350, 246?’ o
+2 Zi:y3,5,7 (5, i)
ny—1
g2y | L@ y0) +F (@50p) +42 502046 f (25, 0:)
123 550 Ly
| +2 Zi:ys,5,7f(35jayi) )

hzhy

Nous pouvons simplifier cela autant que possible, Iop ~

[ (@o,y0) + [ (zo,yr) + [ (g, 90) + [ (25,yy)

2 (200 F (o, 0) + F (a7, 90) + X% [ (@5,0) + f (w5 )

V4 (0% [ @o,w) + F (9] + X%k [ o) + f ()
8 (SMae o /(e w) + Y03 e f (@4,01))

—92 -2 -1 -1
+4 Z?:ys,w ?:y3,5,7 (zj,y:) + 16 Z?:y2,4,6 ?:y2,4,6 (5, i)

40



Conclusion

Dans le domaine de mathématique, 'intégration numérique est une méthode pour le calcul
approche d’une intégrale ou d’une équation différentielle ou autre .

Dans notre mémoire, on a donné quelques méthodes de résolutions numériques comme
Trapéze, Simpson,..., et comparez ces méthodes et concluez la meilleure méthode d’ap-

proximation .En ainsi que les formules de ’évaluation de I'erreur
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

E I’erreur d’interpolation.

I la valeur exacte de l'intégrale ff f(x)dx.
exp exponentiel.

f,9 fonction

F fonction de répartition.

v qu’elle que soit.

= il existe.

DPn polynome de degré n.

R I’ensemble des fonction réels.

C I’ensemble des fonction continue et dérivable.
h le past de l'intervalle [z;, z;11] .

) fonction de dérivée N fois.

43



	Remerciements
	Table des matières
	Liste des tableaux
	Introduction
	blueRappels sur l'intégrale
	Définitions de l'intégrale de Riemann
	Somme de Riemann
	Fonctions intégrables

	Primitives et intégrales. Théorème fondamental de l'intégration
	Primitives d'une fonction continue

	Propriétés des intégrales
	Techniques de calcul

	blueFormules d'intégration
	Position du problème
	Application aux formules classiques
	cas où les points sont équidistantes (Newton-côtes)
	Interpolation par un polynôme de degré 0
	Interpolation par un polynôme de degré 1
	Interpolation par un polynôme de degré 2

	Formules composées
	Formule composée des rectangles( p=0,n=m) 
	Formule composée des trapèzes( p=1,n=m) 
	Formule composée de Simpson( p=2,n=2m) 

	Comparaison

	blueIntégration numérique d'une fonction en 2D
	Sur les quadrilatères
	Sur les triangles
	Interpolation de Lagrange en dimension 2
	Interpolation sur les triangles
	Interpolation Sur les quadrilatères

	Méthodes d'intégration numérique en 2D
	 La méthode des trapèzes en 2D
	La méthode de simpson en 2D


	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe B: Abréviations et Notations

