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Introduction

Dans ce mémoire, on étudiera quelques théorémes du point fixe de Banach, Picard, Brouwer
et Schauder et quelques-unes de leurs applications. Etant donné un ensemble M et une
application T : M — M ; on s’intéresse & donner des conditions suffisantes sur 7" et M
pour que 1" ait un point fixe.

Pour un application donnée, T' : A — B, chaque solution x de I’équation Tx = =z, est
appelé un point fixe de 7. Chaque équation F' (x) = 0 o F est une application dans un

espace Banach, peut étre écrit comme 1’équation du point fixe
r=x+F(x).

Par conséquent, les théorémes des points fixes constituent un outil important pour prouver
I’existence de solutions d’équations sans les déterminer explicitement.

La premiére apparition de la théorie du point fixe était a la fin du 19 siécle par le
mathématicien polonais Banach intitulée, le principe de la contraction. Ce théoréme est
souvent mentionné comme le théoréme du point fixe de Banach qui ’a énoncé en 1920
dans le cadre de la résolution des équations intégrales. Il est employé pour trouver des
solutions approximatives et successives et I'existence d’un seule solution. Ce théoréme est
appliqué dans ’espace métrique complet.

L’un des problémes que nous utilisons la théoréme du point fixe a résoudre est le probleme
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de la valeur initiale

Pourf continue, est équivalent a 1’équation intégrale

x(t) = 1o +/t f(s,z(s))ds.

Le théoréme de Picard-Lindelof garantit ’existence d’une solution unique & probléme de
la valeur initiale lorsque f est Lipschitz continue. Pour cela, il suffit que f soit continue.
Afin de prouver ces théorémes classiques d’une maniére analytique fonctionnelle, nous

écrivons I’équation intégrale comme une équation non linéaire,
r=Tr,ve M CX,

sur un espace de fonction approprié X. Nous cherchons une solution d’équation non li-
néaire, c’est-a-dire, pour un point fixe de T" sur M.

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous sa
forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de ’application d’un
intervalle fermée borné dans lui-méme. Et de facon plus générale, I’application continue
doit étre définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930 ; est une généralisation du théoréme
du point fixe de Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe compact
admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. mais qui nous permet de résoudre
plusieurs problémes.

Ce travail traite de trois chapitres, ot le premier chapitre parle de certaines des définitions
et des principes primaires liés & notre mémoire en préparation pour I’entrée dans le sujet,
tandis que le deuxiéme chapitre nous abordons quelques théorémes du point fixe de Banach

[7], Picard [7], Brouwer et Schauder [2].
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Enfin, nous voyons quelques applications dans le chapitre III.



Chapitre 1

Quelques définitions et propriétés de

base

1.1 Espaces Topologiques

Dans toute la suite, £ désigne un ensemble et P (E) 'ensemble des parties de E.

1.1.1 Notion de topologie

Définition 1.1.1 1. Une topologie sur un ensemble E est une partie Q) de P (E) qui

posséde les propriétés suivantes :

(a) La réunion de toute famille d’éléments de ) est un élément de Q.

(b) L’intersection de toute famille finie d’éléments de ) est un élément de Q).
(¢) L’ensemble vide () et E sont des éléments de Q.

2. Le couple (E, Q) s’appelle un espace topologique.

3. Les éléments de @ s’appellent les ouverts de (E, Q).

Définition 1.1.2 Soit (F,Q) et (E, Q) des espaces topologiques, et

fE—E
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Une bijection de E sur £. On dit que f est un homéomorphisme si f et f~! conservent
les ouverts, c’est-a-dire si 'image par f d’un ouvert de E est un ouvert de E’ et I'image

par f~! d’un ouvert de E est un ouvert de E.

1.1.2 Suites dans un espace topologique :

Une suite d’un espace topologique (F, () est une application z : N — E . On note x,

I'image de n par x et (), la suite elle méme.
Définition 1.1.3 Soit (x,), .y une suite d’un espace topologique (E, Q). On dit que cette
suite converge vers a € E si

VoeVi(a), INEeEN tel que¥n> N, z, €V (a)

Dans ce cas, on écrit :

lim z, =a
n—oo

1.2 Espaces Métriques

1.2.1 Métrique

Soit F/ un ensemble non vide.

Définition 1.2.1 Une métrique (ou une distance) sur E est une application
d:E —R"

telle que, pour tous éléments x,y, z de £ , on ait :
l.d(z,y)=0<x=uy;
2. d(z,y) =d(y,x);

3.d(z,z) <d(x,y) +d(y, z) ,c’est -a-dire que d vérifie I'inégalité triangulaire.

5
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On dit que (E,d) est un espace métrique.

Exemple 1.2.1 Soit E un ensemble et d : E x E — R application définie par

1 st TF#Y
d(m’y):{o si x=y

Vérifions que d vérifie les axiomes définissant une distance :
1. Par définition de d,

dz,y)=0z=y

2. Il est évident que pour tout (z,y) € E% d(z,y) =d(y,z).
3. Vérifions I'inégalité triangulaire. Soit (z,y, z) € E? .

-Sizx#yousiy#zonad(z,y)=1oud(y,z)=1. donc
d(z,2) <1< d(z,y)+d(y,>2)
-Siz=yety==z,alorsx=zet
d(z,2) =0=d(z,y) +d(y, 2)

On déduit sans difficulté que d vérifie 'inégalité triangulaire.

En définitive, d est une distance sur F.

1.2.2 Topologie d’un espace métrique

Tout espace métrique (F, d) est canoniquement muni d’une topologie.

Définition 1.2.2 Soit (E,d) un espace métrique. Alors

Q={0CE:VYz€O0, 3r, >0, B(z,r,) C O}
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est une topologie sur F.
Deux métriques d et d définies sur un ensemble F sont équivalentes si les topologies Q4

et Qg qui leur sont accociées sont égales.

Définition 1.2.3 (Isométrie) Soient (E,d) et (E,d) deuz espaces métriques, et
[ E—E

une bijection de F sur E. On dit que f est une isométrie si f conserve les distances ,

c’est-a-dire si pour tout (z,y) € E?,
d(f(z), f(y) =d(z,y)

1.2.3 Suites dans un espace métrique

Soit (2,,),,cy une suite d'un espace métrique (E, d). Cette suite converge vers a € E si et
seulement si

Ve > 0,3N € N tel que VYn > N,d (z,,a) < ¢

1.3 Espaces Vectoriels Normés

Dans ce section, F désigne un espace vectoriel sur A = R ou C

1.3.1 Norme

Définition 1.3.1 1.Une norme sur E est une application
n:E—R"

telle que pour tous vecteurs x,y de F, et tout scalaire A\ € A,
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a)n(z)=0=x=0;

(b) n(Az) = |A|n (x), ou || désigne ici la valeur absolu (ou le module) de A;

(c) n(x+y) <n(x)+n(y), cest-a-dire que n vérifie I'inégalité triangulaire.

2. Le couple (E,n) s’appelle un espace vectoriel normé.

La norme d’un vecteur = se note traditionnellement ||z, ou plus simplement ||z||, si

aucune confusion n’est a craindre.

Exemple 1.3.1 Pour tout x = (x1, ..., x,) € R",on pose

[lly = faa] + o 4 [l ;

2l = /2% + - 4 23;

Il = max o

1. Montrons que ||.||;, .||, et ||.]|,, sont trois normes sur R, il est évident que
= [0 Ul5 et Il sont & valeurs dans R ;
- Pour y =1,2, 0

=0 |[z|;=0

- Pour j =1,2,00, (\,z) € R x R™,
[Az[]; = Al

Il reste donc & vérifier les inégalités triangulaire. Soient x = (Zy ............ ,Tp) € R" et

(y17 ......... 7yn) e R".

* 11 est clair que

e +ylly < llzlly + lyll;

donc ||.||, vérifie 'inégalité triangulaire et c’est une norme.
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* Rappelons 'inégalité de schwarz dans R™ :

(599

Rappelons la prouve de cette inégalité : écrivons

[V

n
E TrYk
k=1

VEER, Y (zp+tyn)’ >0
k=1

Considérons le membre gauche de cette inégalité comme un trindéme en ¢. Puisqu’il est

toujours positif ou nul, son discriminant est positif ou nul :

(Sn) - () () =

Il en résulte que

3
3
V)
3
3

c’est-a-dire

2 2
[z +ylly < (]l + llyll,)

ce qui est équivalent a

[+ ylly < [lll, + [lyll,

Donc |||, vérifie 'inégalité triangulaire et c’est une norme.
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* Enfin

o+ yll. = max (Jo+ gel) < muax (lasl + e

< p—
< max [wg| + max [yx] = |2/l + 9]l

Donc ||.||, vérifie I'inégalité triangulaire et c’est une norme.

2. Montrons que ces normes sont équivalentes Vo = (x1, ..., z,) € R",

Il = o [l < \fa? + .+ 22 = o]

n

n
2 2
lzlf =D ai+2 D lwllyl =)ok =zl
k=1

1<i<j<n k=1

= < =
2l = 1] + .+ ] < e ] = ]

Donc

[2lle < ll2lly < [lzlly < nllzll,

par suite, ces trois normes sont équivalentes.
Voici quelques propriétés fondamentale.

l.z=0=|lz|]| =0.

2. Pour tous vecteurs x et y,

Mzl = [lylll < [l =yl

3. Une norme n’est jamais bornée.

1.3.2 Meétrique associée & une norme

A toute normel||.|| sur un espace vectoriel E est associée une métrique d définie en posant

pour tous x et y de F :

d(z,y) = |z =yl

10
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Remarque 1.3.1 - Il est intéressant de remarquer que cette distance est invariante par

translation :

Pour tout x,y,a de ¥, on a
d(z+a,y+a)=d(,y)

- Un espace normé (E, ||.||) est canoniquement muni d’une topologie. C’est la topologie

associée & la métrique d qui est elle méme associée a ||.|| .

1.3.3 Continuité dans les espaces normés

Soient (E, ||.||) et (E,]|.]|) deux espaces normé, et f : £ — E une application.

f est continue en ¢ € E si et seulement si :
Ve>0,30 >0,V € E: ||z —ao|| <d=||f(z) = f(z0)] <e

C-a-d :
lim f(z) = f ()

T—xo

Elle est dit continue sur E si elle est continue en tout point de F.

Définition 1.3.2 On dit que [ est uniformément continue sur E si

Ve> 0,30 >0,Ve,y € E: |z —y| <d=|f(z) - fy)] <e

1.4 Compacité

Définition 1.4.1 Soient E un ensemble quelconque et A une partie de E.

11



Chapitre 1. Quelque définitions et propriétés de base

Une recouvrement de A est une famille (B;),., des parties de £ vérifiant :

A - Uz‘e]B@'

Définition 1.4.2 Soit (E, ||.||) un espace normé.

On dit que E est relativement compact si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini

de E par des parties de E dans le diamétre est inférieure a e.

Définition 1.4.3 1. Un espace normé (E, ||.||) est dit compact s’il est relativement com-

pact et complet.

2. Une partie A d’un espace normé (£, |.||) est dite compacte si le sous-espace normé

(A,]].]| ,) est compact.

Théoréme 1.4.1 Soit (E,||.||) un e.v.n sur E de dimension fini. Alors les parties com-

pactes de E sont les parties fermées et bornées de E.

Théoréme 1.4.2 (Le théoréme de Heine-Borel) Un sous-ensemble C' de R est compact si

et seulement s’il est fermé et borné.
Corollaire 1.4.1 Un ensemble C' C R"™ est compact si et seulement s’il est fermé et borné.

Proposition 1.4.1 Soit C' un sous-ensemble d’un espace métrique complet X. Alors C

est compact si et seulement si C est fermé et totalement borné.

Proposition 1.4.2 Soit X un espace métrique. Ensuite, les éléments suivants sont équi-

valents :

(a) X est compact.
(b) Toute suite de X a une sous-suite convergente.

(c¢) X est complet et totalement borné.

12
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1.5 Convexité

Définition 1.5.1 Un sous ensemble X d’un espace vectoriel E est dit convere ssi
V(r,y) € X?,Vae[0,1], (1-a)rx+aye X

( le segment [x,y] est contenu dans X)

Définition 1.5.2 Soit X un espace linéaire et f : X — R une fonction. Alors, [ est dit

convexe Si

fOAz+(1=Ny) < Af(x)+ 1 =N f(y) , pour tout x,y € X et A € [0,1];

1.6 Espaces complets

Définition 1.6.1 Soit (x,), .y une suite d’éléments de (E,d) un espace métrique . On dit

que (7)o est une suite de Cauchy  si
Ve,aNeN:n> N,p> N = d(v,,z,) <€

Définition 1.6.2 Un espace métrique dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit

complet.
Définition 1.6.3 (Convergence dans un espace vectoriel normé.)

Soit (E,||.||) un espace normé et x = (z,), oy une suite de (£, |.||). On dit que  admet
une limite | € E dans (E, ||.||) si et seulement si lim,, . ||z, — [|| = 0.
Cela s’écrit encore :

Ve >0,INeN:n>N= |z, -1 <e

13
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Définition 1.6.4 Soit (E,|.|) un espace normé. Une suite d’éléments (x,),cy de E est

dite « de Cauchy » si, et seulement si :
Ve > 0,3INg €N:V(n,p) €N’ n> Ny = ||z — znl| < ¢

Définition 1.6.5 Un espace normé (E,||.|) est dit complet si et seulement si toute suite

de Cauchy de E converge dans E.
Définition 1.6.6 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet .

L’espace vectoriel R muni de la norme définie par la valeur absolue est complet. De méme,
C muni de la norme définie par le module est complet.

Pour tout n > 1, R et C™ munies d’une norme quelconque sont des espaces de Banach.

1.7 Espace de Hilbert

Définition 1.7.1 (Produit scalaire) Soit H un espace vectoriel sur R.

Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel H, est une application de H x H dans R,
notée (.,/.), et qui est :
- bilinéaire,

V(z1,20) € HXx H Yy € H, ¥V (a, 5) € R x R,

(awy + fra,y) = a(w1,/Y) + B (22,/Y)
YV (y1,y2) € Hx H,Vz € H,V(a,5) € R xR,

(x/oy1 + By2) = a(x/y1) + B (2, y2)

- symétrique,
V(z,y) € Hx H, (z,/y) = (y/x)

14
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- positive,

Vee H, (x,/x) >0

- définie,

(x/x)=0=>2=0

Définition 1.7.2 Une espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit sca-

N|=

laire (u,/v) et qui est complet pour la norme (u,/v)2.

15



Chapitre 2

Théorémes de point fixe

2.1 Théoréme de point fixe de Banach

Ce théoréeme est dit principe de 'application contractante, il est la base de la théorie du
point fixe. Ce principe garantit ’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme.

Théoréme 2.1.1 Supposons que
(i) On nous donne un application T : M C X — M ;
(i1) M est un ensemble non vide fermé dans un espace métrique complet (X, d) ;

(i1i) T est k-contractif, c’est-a-dire,
d(Tx, Ty) < kd (2, ) (2.1)

pour tous x,y € M et pour un canstante k, 0 < k < 1.
Ensuite, nous pouvons conclure ce qui suit :

(a) Ezistence et unicité : ’équation

r=Tzr, veM (2.2)

16



Chapitre 2. Théoremes de point fixe

a exactement une solution, c’est-a-dire T a exactement un point fixe sur M ;

(b) Convergence de l'itération : La suite (x,) d’approximations successives converge vers
la solution x pour un choizx arbitraire du point initial xoy dans M ;

(c) Estimations d’erreur : Pour tout n = 0,1,2,- - - nous avons l’estimation de l’erreur a
prior

d(xn, ) < k" (1 — k)" d (w0, 21) (2.3)

et lestimation de [’erreur a posteriori

d(tnsr, ) < k(1 —k)"d(zn, Tnir) (2.4)

(d) Taux de convergence : Pour tous n = 0,1,2 - - nous avons

d(zpi1,7) < kd(xp,x) (2.5)

Nous utilisons la terminologie suivante.

Définition 2.1.1 Un application T : M C X — X sur un espace métrique (X,d) est
appelé k-contractive si|2.1 est valable pour tous x,y € M avec un constante k, 0 < k < 1.
Si cela vaut pour k = 1, T est appelé non expansif; et si cela vaut pour la constante k,

0 < k<oo, T est appelé Lipschitz continu.

Sid(Tz,Ty) < d(z,y) pour tout x,y € M avec = # y, T est appelé contractive.
Pour T', nous avons évidemment les implications
k-contractive = contractive = non-expansive = Lipschitz continuous.

Chaque B-espace (X, ||-||) est également un espace métrique complet (X, d) sous

d(z,y) = [z =yl

17



Chapitre 2. Théoremes de point fixe

Sur un B-espace, devient donc

[Tz =Tyl < kllz =yl

Pour un operateur linéaire continu 7" : X — X sur un B-espace X, cela devient

[Tz =Tyl < T [l =yl , Y,y € X (2.6)

Par conséquent, T" est Lipschitz continue. Si ||T|| < 1, T est non-expansif, et si ||T]| < 1,
T est k-contracte avec k = ||T| .

Preuve. (de théoreme 2.1.1) (I) (z,) est une suite de Cauchy. Cela découle de

d (l’n, zn—i—l) =d (Txn—la Txn)

S kd (xn—la xn)

utiliser [2.1],

< k*d (Tp—g, Tp—1) < -+

e S knd<x0’x1).

Application répétée de 'inégalité triangulaire et enfin la formule de somme pour une série

géométrique

d (I’n, xn—i—m) S d (l’n, lﬁ—i—l) + d (xn+17 xn+2) +---+ d (l‘n—i—m—l? In—&-m)

IN

B+ k4 BT d (20 + @)

(
k(1 — k)" d (o + 1)

IN

Puisque X est complet, la suite de Cauchy converge, c’est a dire, x,, — x quand n — oo.

18



Chapitre 2. Théoremes de point fixe

L’équation [2.3| suit en laissant m — oo.

(1) L’estimation de lerreur |2.4] suit en laissant m — oo dans

d (xn+17 $n+m+1) <d ($n+1> $n+2) +--+d (anrma xn+m+l)
< (k+ K+ -+ k™) d(zn + 2p41)
k

(1= k) d @0+ 200)

(I11) Le point = est une solution de Car T est continu par [2.1] Depuis T' (M) C M et
xo € M, on a aussi x,, € M, pour tout n. Puisque M est fermé et z,, — = quand n — oo,

on obtient x € M. L’équation
Tpy1 =1xp, 00 € M;n=0,1,2---

implique que Tr = x pour n — 00 .

(1V') Equation [2.5 découle de
d(zpi1,2) =d(Te,, Tx) < kd(z,,x)-

(V') Unicité de la solution. Supposer Tz = x et Ty = y, alors d(z,y) = d(Tz,Ty) <

kd (z,y), qui forces d (z,y) =0, c’est a dire, x = y- =

Exemple 2.1.1 (Contre-ezemples) Nous voulons montrer que toutes les hypothéses du
théoréme de point fixe de Banach sont essentielles : si l'un est omis, il n’y a pas besoin

d’un point fize.

Soit X = R. Les applications suivantes n’ont pas de point fixe :
(i)
T:M%M,M:]O,l[,Tx:gsurM;
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Chapitre 2. Théoremes de point fixe

(i)

T:M— M, M=R, Tx = <g>+x—arctan(a;) sur M;

(ii)
T:M — N, M=10,1], N =[2,3];

(iv)
T:M— M, M =1(.

En (i), M n’est pas fermé. L’application n’a pas de point fixe dans M, pour le point fixe
x = 0 sur la figure (a) ne se trouve pas dans M.

'

(a) (b)

Fic. 2.1 — Figure 2.1

En (ii), T est contractif, mais pas k-contractif. Pour le dérivé,

1
T (x) zl—m,

appliqué dans les rendements le théoréme des accroissements finis

|r —y| < |z —y|, pour tout x,y € R.

7@ =T < [1- e

La figure|2.1| (b) indique clairement que T'x = z ne peut pas étre résolu. En (iii), M n’est

20



Chapitre 2. Théoremes de point fixe

pas appliquée sur lui-méme. En (iv), T est trivialement sans point fixe, puisque M est

vide.

2.2 Théoréme point fixe de Picard-Lindel6f

Le théoréme de Picard-Lindelof garantit 1’existence d’une solution unique a probléme de
la valeur initiale lorsque f est Lipschitz continue.
Soit x : [ty — ¢,t9 +¢] — Y un application dans B-espace Y, et considérons le probléme

de la valeur initiale

7(t) = [tz (), x(t) = vo (2.7)

Ici yo € Y. La norme sur Y est notée |-||. Nous mettons
X=C(to—cto+¢,Y), 0<c<o;

c’est-a-dire que X est l'espace de toutes les fonctions continues x : [tg — ¢, tg +¢] — Y .

En tant que norme, nous choisissons

el = max e ()]

Théoréme 2.2.1 Soitty € R, yg €Y, et

Qb:{(t>y)€RXY:’t_to‘gaaHy_yUH Sb}a

pour a,b > 0 des constantes. Supposons que f : Q, — Y est continue et

1 (t2) = F Gyl < Lz =yl pour tout (t,2),(t,y) € Qv,

et

If (t,y)|| < K, pour tout (t,y) € Qs,
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ot L >0 et K >0 sont des nombres réels fixes. Choisissez ¢ tel que 0 < ¢ < a et Kc < b.
Alors ce qui suit est vrai.

(a) FExistence et unicité. Le probléme de valeur initiale a exactement une solution
différentiable continuellement x (-) sur intervalle [ty — ¢, to + c].

(b) Approximation successive. Les approximations successives (z,) ol

Tpa1 (1) = yo + /t f (s, (8))ds, xq(t) = yo,

converger uniformément sur [ty — c,to + ¢] comme n — oo vers la solution x (-).
(¢) Dépendance continue sur la valeur initiale. La solution x (-) dépend continuellement,

par rapport o la norme sur C ([ty — ¢, to + ], Y), de la valeur initiale yp.

Corollaire 2.2.1 Soit QQ = [to — a,to + a] X Y, pour un constante positif a, étre donné.

Supposons que f : Q) — Y est continu et satisfait

1F (& 2) = F &yl < Lz =yl pour tout (t,2),(t,y) € Q,

et fixé L > 0. Ensuite, le probléme de la valeur initiale a exactement une solution
différentiable en continu sur [ty — a, tp + a] pour chaque valeur initiale y, € Y.

Contrairement au théoréme 2.2.1, qui fait une déclaration d’existence pour un voisinage
approprié de ¢y, nous donnons maintenant des conditions qui garantissent 1’existence d’une

solution pour tout ¢t € R.

Corollaire 2.2.2 (Ezistence de solutions globales). Soit & nouveau Y un B-espace, et soit

f:R XY — Y un application avec les propriétés suivantes :

(1) f est continue sur R x Y et localement Lipschitz-continue par rapport a Y ; ¢’est-a-dire

que, pour tout (tg, o) € R x Y, il existe des nombres réels a,b > 0 et L > 0 tels que

If @t z) = f @yl < Lile—yll,
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pour tout t € R, x,y € Y avec |t —to| < a, ||z — ol < b, et ||y — yol| < b.

(77) (Estimation a priori) Il existe une constante K telle que || f (¢,z (¢))| < K pour tout
t pour lequel existe une solution x () du probléme de valeur initiale [2.7]

Alors le probléme de valeur initiale a exactement une solution différentiable continuel-
lement x () sur R pour chaque valeur initiale yo € Y.

Notez que la condition (i7) est satisfaite trivialement si f est bornée; c’est-a-dire, si
|f (t,v)|| < K pour tout (t,y) € R x Y.

Preuve. (de Corollaire 2.2.2)

Par le théoréme 2.1.1 (a), il y a, pour tout (o, yo) exactement une solution z (-) du probléme
de valeur initiale ol cette solution existe sur un certain intervalle [ty — ¢,y + ¢]. Nous
fixons maintenant (¢g, o), et prétendons que la solution correspondante ¢ — x (t) existe
pour tout t € R.

Soit J étre le plus grand intervalle ouvert sur lequel ¢ — x (¢) existe. Nous devons montrer
que J = R. Supposons que J # R disons J = |a, [, Ou —c0 < a < < o00. Nous

intégrons [2.7] et obtenons

t
z(t) =1y +/ f(s,z(s))ds, pour tout t € J.

to

Cela implique que
to
z (tg) = x (t1) +/ f(s,z(s))ds, pour tout t1,ty € J, (2.8)
t1

et donc

|z (t2) — 2 (t1)]| < <ty —t| K <,

/j f(s,z(s))ds

pour tout t1,%, € J tel que [ty — ;| < . Ainsi, il existe la limite = (¢) — y comme ¢ — a.
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Utilisez ceci et laissez t; — o dans 2.§ pour obtenir

z(t)=y+ /tf (s,z (s))ds,pour tout t € [«, 5. (2.9)

Considérons maintenant le probléme de la valeur initiale 2°= f (¢, z) avec = (o)) = y. Par
le théoreme 2.2.1, il doit y avoir une solution unique dans un voisinage de ¢t = «, ce qui
satisfait [2.9] Mais ceci est une continuation de la solution initiale, en contradiction avec
la maximalité de J.

Ainsi la solution a travers (tg, o) existe pour tout ¢t € R sans pouvoir se ramifier a tout
(t;x (t)). Ce dernier découle de I'unicité locale de la solution du probléme de valeur initiale.

Ainsi, I'unicité globale de la solution est établie. m

Exemple 2.2.1 (Contre-exemples) Les exemples suivant montrent que chacune des hy-

pothéses du théoréme est réellement nécessaire.

1. X n’est pas stable par f :

flz)=vVa?+1

sur X = [0,1]. Or X est fermé dans R, et complet car R est complet. De plus,

Fla) = < 1= sup|f(a) <1

vV ZE2 + 1 zeX

= f est contractante. Mais f n’a pas de point fixe car f ([0, 1]) = [1, \/5] j.e. X n’est
pas stable par f.

2. f n’est pas contractante :

f(x):\/m

sur X = [0,00[.0r f: X — X, et X est un fermé de R. R est complet donc X est complet.

Mais sup,cx |f(x)| = 1 donc f n’est pas contractante.
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3. X n’est pas complet :

sur X = ]0,%] . Or f(]O, %]) = ]O,\/Ti] C ]O,ﬂ, et sup,cx |f(2)] = % < 1, donc, f est

contractante. Mais X n’est pas fermé dans R donc pas complet.

Remarque 2.2.1 théoréme de point fire de Banach = théoréme Picard-Lindelof

2.3 Théorémes de point fixe de Brouwer et Schauder

Dans cette section, nous présentons la théorie des points fixes pour des applications conti-
nues & valeurs uniques dans des espaces de Banach de dimension finie et infinie. En par-

ticulier, nous présentons les théorémes de Brouwer et Schauder

Définition 2.3.1 Un espace topologique X a la propriété de point fixe si chaque continue

f:X — X aun point fize.

Théoréme 2.3.1 Si X a la propriété point fize et X est homéomorphe a 'Y, alorsY a la

propriété point fixe.

Preuve. Soit h : X — Y étre un homéomorphisme et supposons que g : ¥ — Y est

continue. Nous devons montrer que g a un point fixe dans Y. Notez que
hlogoh: X — X

est continue. Puisque X a la propriété de point fixe, il existe g € X avec
h™togoh(xg) = .

Donc g (y0) = yo ot yo = h (20). =
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Définition 2.3.2 Un sous-ensemble A d’un espace topologique X est un retrait de X s’il
existe une application continue r : X — A avec r (a) = a, pour tout a € A. L’application

r est appelée une rétraction.

Théoréme 2.3.2 Si X a la propriété point five et A est une rétractation de X, alors A

a la propriété point fize.

Preuve. Soit f : A — A étre continue et r : X — A une rétraction. Nous devons montrer

que f a un point fixe dans A. Remarquez d’abord que

for: X —-ACX.

Puisque X a la propriété de point fixe, il existe xq € X avec

for(xzg) = xo.

cependant, f (r(zg)) € A et donc xg € A. Mais puisque xg € A et 7 : X — A est une

rétraction, nous avons que r (xg) = xy. Par conséquent,

f (SE‘O) = Z9,%g € A.

]

Dans R, notez que f : [—1,1] — [—1, 1] a un point fixe puisque la fonction g : x — z— f (z)
vérifie g (—1) < 0 < g (1) et donc g doit prendre la valeur zéro. Par conséquent, [—1, 1]
a la propriété de point fixe. Bien stir, le théoréme 2.3.1 garantit immédiatement que tous
les intervalles compacts ont la propriété de point fixe. Cependant, la situation dans R",
n > 1, n’est pas aussi simple. Une partie substantielle de cette section sera consacrée a

prouver le résultat de point fixe suivant di a Brouwer.

Théoréme 2.3.3 La boule de l'unité fermée B™, dans R", a la propriété de point fixe.
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Pour le reste de cette section, nous supposerons que R" est doté de son produit intérieur

standard.
i=1

et norme

1
o] = (G, 2)2

De plus, B™ la boule d'unité fermée dans R"
B"={x eR": |z|| < 1}

Théoréme 2.3.4 Tout sous-ensemble non vide, fermé, convexe C' de R™ est un retrait de

R".

Définition 2.3.3 Soit H un espace de Hilbert et C' C H un ensemble fermé et conveze.
Définir Po : H — C est Uapplication qui envoie chaque v € H au point le plus proche

dans C.

Preuve. Pour tout € R", nous savons qu'il existe un unique y = P¢ (x) € C avec
2 =yl = inf {{|lz —ul| - w € C}

c’est-a-dire que P est 'application qui envoie chaque x € H au point le plus proche en

C. Le P est non-expansif, donc en particulier, une rétraction de R™ sur C. m

Théoréme 2.3.5 (de Brouwer) Tout sous-ensemble non vide, borné, fermé, convexe C

de R™ a la propriété de point fixe.

Preuve. Notez que C est un sous-ensemble d’une boule B* Dans R"™. Depuis R" et B* sont
homéomorphes, le théoreme 2.3.1 et le théoreme 2.3.3 garantissent que B* a la propriété
du point fixe. En outre, le théoréme 2.3.4 implique que C' est une rétractation de B* et

donc le théoréme 2.3.2 s’assure que C' a la propriété du point fixe. m
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Remarque 2.3.1 Puisque tout espace linéaire normé de dimension finie X est isomorphe
a R™ avec n = dim X, nous avons : tout sous-ensemble non vide, borné, fermé, convexe

d’un espace linéaire normé de dimension finie a la propriété de point fize.

Nous aimerions étendre le théoréme 2.3.5 a un parameétre d’espace infini. Pour ce faire,

des hypothéses supplémentaires (voir ’exemple suivant) doivent étre placées sur f.

Exemple 2.3.1 Soit

ly = {x:(ml,xQ,- z))? §:|xZ <oo}

et

B={zecl: |z <1}

Définir f : B — 0B C B par

f(ZE) = ( 1- ||:L“||2,.I‘1,$2, o )

2
If @) = ﬂ . ||a:||2) valtadd. =1 2 + =

Il est clair que f est continue mais f ne posséde pas de point fi fixe.

Définition 2.3.4 Soit X etY des espaces linéaires normés. Une application F': X —'Y
est appelée compacte si F'(X) est contenue dans un sous-ensemble compact de Y. Une
application compacte F' : X — Y est appelée dimension finie, si F' (X) est contenue dans

un sous-espace linéaire de dimension finie Y .

Nous étendons ensuite le théoréme du point fixe de Brouwer a des applications compactes
dans des espaces linéaires normés. Cette généralisation est due a Schauder. L’idée princi-
pale est d’approximer des applications compactes par des applications avec des gammes

de dimensions finies.
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Soit A = {ay, as, - - -, a, } étre un sous-ensemble fini d’un espace linéaire normé £ = (E, ||-||)

et pour fixe € > 0 let

As = OB ((IZ’,E)

i=1
ou

B(aj,e) ={z € E: ||z —a <e}.

Pour chaque i = 1,- - -, n soit u; : A. — R soit application donnée par
i () = max {0,2 — [}z — ai]}}.

Soit co(A) le plus petit ensemble convexe contenant A. La projection de Schauder est

l'application P. : A. — co(A) donnée par

> iy Mi ()
L’avis P.(z) est bien défini puisque si © € A., alors © € B(a;,e) Pour certains i €
{1,2,---} et donc > 7", pi (z) # 0. Aussi P. (z) C co(A) puisque chaque P. () est une

combinaison convexe des points a, as, - - -, Gy,.

Théoréme 2.3.6 Soit C' un sous-ensemble convere d’un espace linéaire normé, et A =
{ai,as, -, a,} C C. Si P. désigne la projection de Schauder, puis
(1) P est une application compacte et continue de A, en co(A) CC , et

(i1) ||z — Pe|| < e pour tout x € A..

o0

Preuve. (i) La continuité de P. est immédiat. Pour montrer la compacité, soit { P. (z,,)},._;

soit n’importe quelle séquence dans P: (A.). Soit p (z) = Y"1 | p; () et donc

iy i (Tm) i

Pl = =5 )
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Notez que pour chaque m € {1,2,- - -},

1 (T) o (Tm) fn (T n
e D

donc la compacité du n-cube implique la compacité de ’application P..

(ii) Notez que pour z € A,

1 n
fe = P = o [p @)=
1 & 1 <
S a2 @l mal < o) me=e

puisque p; () =0 sauf si ||z — a;]] <e. m
Notre prochain résultat est connu sous le nom de théoréme d’approximation de Schauder.

Théoréme 2.3.7 Soit C' un sous-ensemble convexe d’un espace linéaire normé E et F :
E — C une application compacte et continue. Alors pour chaque € > 0, il y a un ensemble
fini A ={ay,...,a,} dans F (E) et une application continue de dimension finie F. : E — C
avec les propriétés suivantes :

()

|F. () — F (z)|| < e, pour tout © € E,

(i)
F.(z) Cco(A)CC.

Preuve. F (E) est contenue dans un sous-ensemble compact K de C, donc puisque K
est totalement borné, il existe un ensemble {ay,...,a,} C F (E) avec F(F) C A.. Soit

P.: A. — co(A) étre la projection de Schauder et définir 'application F. : E — C' par

F.(z) = P.(F (z)),pour x € E.
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Le théoréeme 2.3.6 garantit maintenant le résultat. m

Avant de démontrer le théoréme du point fixe de Schauder, nous introduisons d’abord
la notion d’un e-fixé point. Soit D un sous-ensemble d’un espace linéaire normé FE et
F : D — FE une application. Donné € > 0, un point d € D avec ||d — F' (d)|| < € est appelé

un e-fixé point pour F.

Théoréme 2.3.8 Soit D un sous-ensemble fermé d’un espace linéaire normé E et F :
D — E une application compacte et continue. Alors F' a un point fixe si et seulement si

F a un e-fizé point.

Preuve. Supposons que F' a un e-fixé point pour chaque ¢ > 0. Maintenant pour chaque

n€{1,2,...}, soit d, un (%)—ﬁxé point pour F', c’est-a-dire

\dn — F (dy)]| < % (2.10)

Puisque F' est compact, F' (D) est contenu dans un sous-ensemble compact K de F et il

existe donc une sous-séquence S d’entiers et un x € K tels que
F(d,) — z € K comme n — oo dans S .

Maintenant implique que d,, — x comme n — oo dans S et puisque D est fermé, nous
avons ce x € D. De plus, la continuité F' implique que F' (d,) — F (x) comme n — oo
dans S et ceci ensemble avec donne ||z — F (z)]| = 0, c’est-a-dire z = F' (z). m

Nous énoncgons et prouvons maintenant le théoréme du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.3.9 (le théoréme du point fize de Schauder) Soit C' un sous-ensemble fermé
convezre d’un espace linéaire normé E. Ensuite, toute applications compacte et continue

F :C — C posséde au moins un point fize.

Preuve. D’aprés le théoreme 2.3.8, avec D = (), il suffit de montrer que F' a un e-fixé

point pour tout € > 0. Fix € > 0. Le théoréme 2.3.7 garantit ’existence d’une application
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continue de dimension finie F, : C' — C' avec
|F. () — F (z)]| <e, pour z € C (2.11)

et F.(C) C co(A) C C pour un ensemble fini A C C. Puisque co (A) est fermé et borné
et F.(co(A) Cco(A)), on peut appliquer le théoréme 2.3.5 (théoréme du point fixe de

Brouwer) pour déduire qu’il existe z. € co(A) avec z. = F. (z.). De plus, rendements

e — F (@) || = || Fe (ze) — F(ze)[| <e.

2.4 Comparaison entres les différents type des théo-
rémes du point fixe

Théorémes du point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonction f admet sous
certaines fonction d’un point fixe, ces théorémes révelent étre des outils trés importantes
en mathématiques. Le théoréme du point fixe de Banach procéde d’itération d’une fonction
tende vers un point fixe, il garantit I'existence et unicité d’un point fixe , trés différent,
le théoréme du point fixe de Brouwer garantit I’existence d’un point fixe d’une fonction
continue définie de la boule unité fermée euclidienne sur elle méme et le théoréme du point
fixe de Schauder prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer ’existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de

Banach.
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Applications

Le but de ce chapitre est d’esquisser les applications des théorémes du point fixe

3.1 Applications aux équations non linéaires

Comme 'application la plus simple du théoreme 2.1.1, nous considérons 1’équation non
linéaire

r=T(z), x € [a,b], (3.1)

avec la méthode itérative
Tpi1 =T (x,), o € [a,b], n=0,1,2... (3.2)

Les solutions x* de [3.1| sont les intersections x* du graphe de 7" avec la diagonale de la

figure [3.1
Proposition 3.1.1 (Solution de[3.1] ). Supposons que

(i) T : [a,b] — [a,b] est une fonction réelle, ot —0o < a < b < oo, et

(i) |T(z) =T (y)| < k|z —y| pour tout z,y € [a,b] et fixe k € [0, 1].
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3.png

Fic. 3.1 — Figure 3.1

Alors [3.1] a exactement une solution x, et pour n = 0,1, 2...c’est vrai que

2, — 2| < k(1 —k) " |y — xo|  (estimation d’erreur a priori); (3.3)
T — | < k(1 —k) " 2o —xn|  (estimation de Perreur aposteriori) ; (3.4)
|zpi1 — x| < k |z, — x| (convergence linéaire). (3.5)

Donc x,, — x comme n — oo pour initial arbitraire zo € [a, b].

Remarque 3.1.1 La condition (ii) signifie géométriquement que la pente de la sécante de

la figure est, en valeur absolue, inférieure ou égale a k, pour 0 < k < 1.

En particulier, (ii) est satisfait chaque fois que T" est continue sur [a, b] et différentiable sur
Ja, b avec |T'(z)| < k < 1 pour tout € ]a, b[. Dans ce cas, le théoréme des accroissements

finis implique que
T (z) =T (y)| = |T'(€) (x — y)| < k|z—y|, pour tout z,y € [a,0].

Preuve. Nous appliquons le théoréme 2.1.1 avec X = R, M = [a,b], et d (z,y) = |z — y|.
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4.png

Fic. 3.2 — Figure 3.2

Meéthode | Simple Iteration (convergence linéaire)
Iteration | =z,

n=>0 0.50000 00000 00000
n=1 0.48445 62108 55322
n =2 0.47763 10742 76604
n=3 0.47462 49588 12801
n=4 0.47329 91278 63845
n=>:5 0.47271 40284 22385

n =10 0.47225 93491 78005
n = 20 0.47225 15936 42896
n =25 0.47225 15914 95831
n = 26 0.47225 15914 75369
n =27 0.47225 15914 66336

TAB. 3.1 — tableau 3.1

Ainsi, le théoréme 2.1.1 (ii) est satisfait. Le théoréme 2.1.1 (i) découle de I’hypothese (i),
et le théoreme 2.1.1 (iii), de (ii).

Comme exemple numérique, nous considérons 1’équation

. %D (3.6)

La méthode itérative est x,.1 = T (z,,), n = 0,1, 2...L’esquisse de la figure montre que

:C—T(x),oﬁT(a:)—%(cos (g) -

I’on peut s’attendre & une solution proche de x = 0,5. Nous choisissons cela comme notre

valeur initiale, donc o = 0,5. =
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Exemple 3.1.1 L’équation a exactement une solution x dans l'intervalle [a,b] =

[0.45,0.55] ; on obtient
0.472251591454 < x < 0.472251591479. (3.7)

La deuxieme colonne du tableau contient les valeurs itératives x,,. Les décimales sou-
lignées dans le tableau sont celles qui se sont stabilisées.

Preuve. Pour tout z,y € [a, b], nous avons

1 T 1 Y
— COS (—) — —CoS <—> <
2 2 2 2

n(*5)

[Ty
S1n
4

r4yllr—y b
< < —|x —
<= 1 '_8Ifc Yl
et
1 1 < |
r—=|—|y—= xr —
2 y 2 — y?
pour que
. b 1

d’ou T' est k-contractif sur|a, b].

Depuis 7'(0.5) = 0.484, l'intervalle [a, b] est appliquée sur lui-méme par 7'. Par la propo-
sition 3.1.1, il y a exactement une solution z € [a, b] de L’estimation a posteriori
donne

|IE27 — {23‘| < k (1 — ]{?)71 |fL‘27 — fL‘26| =12x 10_11,

ce qui prouve [3.7
Cet exemple sert également a souligner la différence décisive entre les estimations d’erreur

a priori et a posteriori. Par [3.3 l'estimation de lerreur a priori est

2, — x| < k" (1 — k) 2y — 20, k = 0.57.
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En conséquence, il faudrait 40 itérations pour obtenir la précision souhaitée de 10 déci-

males, alors qu’en réalité, seulement 27 étaient nécessaires. m

3.2 Equations différentielles et intégrales

Soit f (x,y) étre une fonction réelle continue sur [a,b] x [c,d] . Le Cauchy probleme de
valeur initiale est de trouver une fonction différentiable continue y sur [a,b] satisfaire
I’équation différentielle

Y= F ) v = 39

Considérez 'espace de Banach C'[a,b] des fonctions réelles a valeur réelle avec norme

supremum définie par

lyll = sup{ly (x)| : = € [a, 0]} .

Intégration, nous obtenons une équation intégrale

mm=m+/ﬁawwwt (3.9)

Le probleme [3.8] est équivalent au probléme de résolution de I’équation intégrale |3.9

Nous définissons un application intégral T : C' (a,b) — C' (a,b) par

T(?J(@)Zyo+/zf(t,y(t))dt.

Ainsi, une solution du probléme de la valeur initiale de Cauchy correspond & point fixe
de T. On peut facilement vérifier que si T est la contraction, alors le probléme [3.8 a une
solution unique.

Maintenant, notre but est d’imposer certaines conditions sur f sous lequel l'intégrale

I’application T" est Lipschitzian .

37



Chapitre 3.Applications

Théoréme 3.2.1 Soit f (x,y) étre une fonction continue de Dom (f) = [a,b] X [c,d] tel

que [ est Lipschitzien par rapport a y ,c’est-a-dire qu’il existe L > 0 tel que

’f(l’,U)—f(l',U)’ < L’u_vla

pour tout u,v € [c,d] et pour x € [a,b] .

Supposer (xo, o) € int (Dom (f)) . Ensuite, pour suffissamment petit & > 0. Il existe une
solution unique du probléme [3.8|

Preuve. Soit M = sup{|f (z,y)|: z,y € Dom (f)} et choisissez h > 0 tel que Lh < 1 et

[zo — h, o + h] C [a,b]. Ensemble
C={yeClzg—h,zo+h]:|y(z)—y| < Mh}.

Alors C' est un sous-ensemble fermé de 'espace métrique complet C'[zg — h,xo + h| et
donc C' est complet. Note T': C' — C est une application contraction. En effet, pour x €

[xo — h,zo + h] et deux fonctions continues y;,ys € C, Nous avons

IT (11 (2)) — T (32 (2)) | = ‘

[ rem@n=sieme dtH

<lz—xo|  sup Ly (s) —y2(s)]
s€lzo—h,xo+h]

< Lh ||y1 - y2|| ‘

Par conséquent, 7" a un point fixe unique impliquant que le probleme a un solution
unique. =
Maintenant, considérons 1’équation intégrale de Fredholm pour une fonction inconnue

y:la,b) >R (—oo<a<b<oo):

b
y(z) = f(x)+ )\/ k(z,t)y(t)dt, (3.10)
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ou

k (x,t) est continu sur [a,b] X [a,b],

et

f (z) est continu sur [a,b].

Considérez l'espace de Banach X = C'[a, ] de fonctions continues & valeur réelle avec la

norme supremum

lyll = sup {ly ()| : = € [a, 0]},

et définir un application 7" : C'[a,b] — C'[a, b] par

T (y(z)) = f(z) + )\/ k(w,t) y (t) dt. (3.11)

Ainsi, une solution de ’équation intégrale de Fredholm [3.10] est un point fixe de T.
Nous imposons maintenant une restriction sur le nombre réel A\ tel que 7" devient une

contraction.

Théoréme 3.2.2 Soit K (x,t) une fonction continue sur [a,b] X [a,b] avec
M = sup [k (5,8)] = 2t € [0, 8]}

f une fonction continue sur [a,b] et A\ un nombre réel tel que M (b— a) |\ < 1. Alors

’équation intégrale de Fredholm[3.10] a une solution unique.

Preuve. 1l suffit de montrer que I’application 7" défini par [3.11] est une contraction. Pour
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deux fonctions continues y;,y2 € C'[a, b] , Nous avons

1T (y1 () = T (32 ()] = sup [A]

z€la,b]

b
< s / k2, 0)] [y (2) — 32 ()] dt
b

[ k0l 0 - o) d

z€la,b

S AM [ sup |yi (t) —ya (2)| dt
a t€[a,b]

b
_ |A|M||y1—y2||/ dat

=M (b—a)[Alllyr — g2l -
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Conclusion

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans I’étude de ’existence de solution
pour les équations non lineaires.

De nombreux théorémes d’existence sont obtenus & partir des théorémes de Banach et
Schauder, en transformant le probléme d’existence en un probléme de point fixe. Mais
celui de Brouwer est particuliérement célébre.

Le théoréeme de Banach ne s’appuie pas sur les propriétés topologiques du domaine de
définition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contractante.

Le résultat de Brouwer est I'un des théorémes-clef caractérisant la topologie d’un espace
euclidien. Il intervient pour établir des résultats finis sur les équations différentielles; il est
présent dans la géométrie différentielle.

Ce théoreme est généralisé en 1930 aux espaces de Banach. Cette généralisation est due a
Schauder. Ce théoréme affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet
un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique, mais qui nous permet de résoudre
plusieurs problémes.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine trés actif de

la recherche.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

g, A Des petites parameétres positives.

N Ensemble des nombres naturels.

R Ensemble des nombres réels.

C Ensemble des nombres complexes.

C'la, b] Espace de fonctions continues, f : [a,b] — R.
co(A) Le plus petit ensemble convexe contenant A.
dom Le domaine.

(9o f)(z) g(f(x)), [ appliqué a g.

1%} ensemble vide.

B-espace  Espace de Banach

B La boule d’unité fermée dans R™.
0B frontiéres de la boule B

int(Q) L’intérieur de ’ensemble G.
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