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Introduction

Un systéme différentiel non autonome est un ensemble trés général de composants en inter-
action (un systéme), répartis sur plusieurs états et structurés selon certaines propriétés ; il
est le plus souvent régi par un ensemble d’équations différentielles décrivant le mouvement
des composants (leur dynamique) ou intervient une classe de parameétres accessibles.

De nombreux phénomenes physiques, biologiques, économiques écologiques,...etc. Peuvent
étre modélisés par des équations différentiables linéaires ou non linéaires, et I’étude de ces
équations passe en partie par une meilleure compréhension des propriétés de leurs solu-
tions. Bien sur, I’équation différentielle caractérisant le systéme différentiel peut étre plus
complexe, voire inconnue. Il y a deux cas particuliers importants d’équation différentielle :
Equations différenticlle autonome est une équation de forme X’ = F (X) pour la quelle F'
ne dépend pas du temps.

Equations différentielle non autonome arriver que le temps ¢ intervient directement dans
I’équation qui s’écrit alors X' = F(t, X).

Un des aspects qualitatifs les plus importants des systémes différentiels est leur comporte-
ment asymptotique, c’est-a-dire le comportement des solutions lorsque le temps tend vers
I’infini ; ce concept qui est directement lié & la stabilité, a fait I’objet d’une recherche abon-
dante depuis la fin du XIXeéme siécle. Son importance réside dans le fait que la notion de
la stabilité est commune & plusieurs domaines, d’une part, et d’'un point de vue technique,
la stabilité est nécessaire au fonctionnement des engins.

Pour I'étude de la stabilité non linéaire, la méthode la plus classique est basée sur la
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linéarisation et I'utilisation des valeurs propres du systéme linéarisé, Lyapunov a proposé
une seconde méthode, en s’inspirant de 'idée de I’énergie mécanique de Lagrange qui a
formulé le principe de stabilité des systémes mécaniques ”un systéme qui est dans un état
ol son énergie potentielle possede un minimum isolé est dans un état d’équilibre stable”.
Cette méthode, appelée aussi méthode directe de Lyapunov, est basée sur la recherche
d’une fonction scalaire de signe défini & valeurs réelles. Quand sa dérivée par rapport au
temps est définie de signe opposé, la vitesse du point X (X € R") est toujours dirigée
vers l'intérieur, ce point finira par arriver a ’origine ; dans le cas contraire, le point X s’en
écartera davantage. Dans quelques classes de systémes physiques, la fonction V' peut étre
choisie comme étant I’énergie du systéme.

Malheureusement, la méthode directe de Lyapunov donne des conditions suffisantes mais
pas nécessaires de stabilité (une exception est faite pour les systémes linéaires et station-
naires) ; un systéme peut avoir une infinité de fonctions de Lyapunov; par conséquent, le
fait qu’une fonction ne prouve pas la stabilité n’implique pas 'instabilité et, de plus, il
existe certaines classes de systémes asymptotiquement stables qui ne possédent pas une
fonction de Lyapunov. L’utilité de la méthode réside surtout dans la détermination du
domaine d’attraction; elle permet aussi de répondre aux questions de stabilité quand la
linéarisation ne donne aucune information. La difficulté de la recherche de la fonction V'
constitue un vrai handicap puisqu’on ne connait pas de procédés pour la construction de
fonctions adéquates dans le cas général ; cependant, il existe des techniques de construction
applicables a des cas particuliers. Il donne alors une condition suffisante pour la stabilité
des systémes non linéaires. Chetaev, quant a lui, montrera un théoréme d’instabilité en
1934.

Notre travail est structuré en deux chapitres :

D’abord, dans le premier chapitre, nous passons rapidement en revue des concepts d’al-
gebre et nous donnons quelques notions de base concernant les systémes différentiels

connue. Les points critiques, la stabilité au sens de Lyapunov et le théoréme de Cauchy
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Lipschitz qui affirme l’existence et 'unicité des solutions.

Nous terminons ce chapitre par donner un rappel sur les systémes autonomes (linéaires et
non linéaires) et leur stabilité.

Ensuite, dans le deuxieme chapitre, nous étudions les systémes non autonomes linéaires
(homogenes et homogenes) et non linéaires ot nous donnons les différents résultats concer-
nant la stabilité des équilibres (méthode directe et inverse de Lyapunov), théoréme d’in-

stabilité (Chetaev).



Chapitre 1

Généralité sur les systémes

différentiels

Intuitivement, une équation différentielle est une égalité qui contient des variables (in-
dépendantes) et des fonctions inconnues qui dépendent de ces variables ainsi que leurs
dérivées (partielles) successives.

Lorsque le nombre des variables est supérieur & un, on parle d’équation aux dérivée par-
tielles. Sinon, I’équation est dite ordinaire. Un systéme d’équations différentielles est une
famille d’équations différentielles. Dans ce chapitre, nous ne nous intéressons qu’aux sys-
témes d’équations différentielles ordinaires.

L’objectif de ce chapitre est de d’introduise quelques notions générales et un vocabulaire
de départ que 'on retrouve dans beaucoup de manuels qui traitent du domaine. Nous

terminons ce chapitre par donner un rappel sur la stabilité des systémes autonomes.

1.1 Systémes différentiels

Définition 1.1.1 : Soit U un ouvert de R x R™ et F' : U — R"™ une application continue.

On appelle équation différentielle ordinaire non autonome du premier ordre toute équation
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de la forme

%X:F(t,X), (t,X) €U, t€R, X € R". (1.1)

Définition 1.1.2 : Une solution de (1.1)) sur un intervalle I C R est une fonction déri-
vable X : I — R" telle que :

evtel, (t,X(t)) eU.

oVtel, X' (t)=F(t X ().

Définition 1.1.3 (PROLONGEMENT) : Soient X : [ — R* et X : I — R" deux
solutions de , on dit que X est un prolongement de X si I C IetX I =X (Vy €
I, X(y)=X(@)

Définition 1.1.4 (SOLUTION MAXIMALE) : On dit que la solution X : [ — R"

est une solution maximale de (1.1)), s’l n'existe pas de solution de (1.1)) qui la prolonge

strictement.

Définition 1.1.5 (SOLUTION GLOBALE) : Une solution X : I — R™ est dite glo-
bale dans I de (1.1)) si elle est définie sur intervalle I tout entier.

Remarque 1.1.1 : Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse

(globale=mazimale).

1.1.1 Ecriture en coordonnées

Ecrivons les fonctions & valeur dans R™ en termes de leurs fonctions composantes, c’est a
dire X = (z1,...,20), F=(f1,..., fa)-
L’équation ((1.1)) apparait comme un systéme différentiel du premier ordre a n fonctions

inconnues x1,...,, :
(

2y (t)= filt,z1 (t),..., 2, (1))
(1) = fo (b, (1) - -2 ()

x;z (t) = fn (tvxl (t)w"’xn (t))

\
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Définition 1.1.6 : Un systéme différentiel non autonome est un systéme d’équations dif-

férentielles du premier ordre donner par :

(

7y () = fr(t,z (t),. .. 2 (1))

X)) = F (X (1) e é@zﬁ@@@%~wﬂm 12)

8

2 () = fu (tay (1) .. 20 (1)

\

Ou: X e M CR",t el CRavec les variables d’état x4, ..., x,, et la variable ¢ représentant
en générale le temps.
Toutes les dérivées sont par rapport a la variable t et les fonctions f; (1 <7 < n)sont des

fonctions connues de ¢ et des variables d’état.

Proposition 1.1.1 : Toute équation différentielle d’ordre n dans R™ sous la forme sui-

vante

y" = f(ty,y, ...,y (K)

Peut étre ramenée a un systéme de n équations du premier ordre de type (1.2]) .

Preuve. Nous introduisons de nouvelles variables, dites d’état x4, ..., x, en posant

T =Y, T2 :yl7 xs3 :yna"'axn :y(nil)a (K’)

alors :

y=y™ = f(tyy, ...,y )

On dérive chaque terme de chaque équation de (K] et on utilise ces équation encore une
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fois ainsi que I’équation pour déterminer le systéme d’EDO du premier ordre

.
/ _
Ty
/ _
$2 —
/ _
Ig -
/ _
‘Tn—l -
/
€T =
\ n
[
Application : si on pose
/ n—1
f(t7y7y7"'ay( )):_aoy
alors :
(
ry = 0x1+lag+...+0.x,
/ _
x2 —
X = —ayry — 1Ty — GaTy — .

Ce systéme est équivalent a

1 0 1
T2
- 0
T, —ap —ap
c-a~d :
X' (t) =

Yy = T2

y' =3

y/,/ — (E4

y(nil) = Tn

y(n) = f (ta X1, 7xn)

—ay —ay) — ... —a,_1y" V4 g (1),

= fi(t,z1 (t),..., 2, (1))

021 +02s+las+ ...+ 02, +0= fo(t,z1(t),..., 2, (1))

o=y 1Ty + g () = fu(tx (t), ... 2 (1))

0 T 0
0 ) 0
+
1
—Qp—1 Tn g (t)

AW X () +C (1)
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Ou A (t) € M, (R) est une matrice et C' (t) € R".

Alors, Y est solution de (K]) si et seulement si X est solution de X' (t) = A (t) X (¢)+C (t) .

Exemple 1.1.1 : Soity" —y" = cos(t), posons :

rr =Yy
!
T2 =Y
1!
r3 =Y

Alors :

=y =
y/// . y// = oS (t) = 1:/2 — y/I = 23
b =y" =y" + cos(t) = x3 + cos (t)

!/

T 010 1 0
— To =100 1 xe | T 0
T3 0 01 T3 cos (t)

= X =AWX+C@).

Définition 1.1.7 :

1. Un systéme différentiel est dit autonome si la fonction F' est indépendante de la variable

t, 1.e.
X'(t)=F(X (1)
2. L’espace M des variables d’état x4, . .., x, est appelé espace d’état ou espace des phases.
3. Dans l’espace des phases, la courbe (z1(t),...,x, (1)) est la trajectoire de la solution.

Définition 1.1.8 (Point d’équilibre) : Nous appelons point d’équilibre (ou point cri-

tique ou point singulier) de (1.2)) le point p € R™ qui vérifie F (p,t) =0,Vt € I C R.
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On considérera toujours I’équilibre p = 0. Pour le cas général, il suffit de faire une trans-

lation.

Exemple 1.1.2 : Considérons le systéme suivant :

Yy = —y—sinzx

Les points (0,0) et (m,0) sont des points d’équilibres.

1.1.2 Probléme de Cauchy

Soit U un ouvert de RxR™ et F': U — R™ une fonction. On note ||.|| une norme quelconque

sur R".

Définition 1.1.9 (Probléme de Cauchy) : Un probléme de Cauchy (PC) est la donnée
d’un systéeme différentiel et d’une condition initiale. C’est donc un probléme de type :
X'(t)= F(t,X ()

, (1.3)
X (to) = Xg

c-a-d
4

i (t)=filt,z1 (t), ...,z (1)), 21 (to) = 1

oh(t) = fot,z1 (t),..., 20 (1)), 2o (to) = o

x% <t> = fn (tw?:l (t)ﬂ"'axn (t))v Tn (t(J) = Op

avec t,tg € R, et X, Xg € M C R".

\

Définition 1.1.10 : On appelle solution du probléme (PC') un ensemble des fonctions
(x1(t),...,x, (t)) définies sur un intervalle I contenant ty et qui satisfont les équations

du probléme de Cauchy (|1.3)) .
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Définition 1.1.11 (Condition de Lipschitz) : Une application F (t, X) continue de
A € R"™™ dans R" est lipschitzienne en X dans un compact V. C A si F(t,X) est

continue dans V' et s’il existe une constante L telle que
||F (t,Xl) - F (t,XQ)H S L ||X1 - X2|| s V(t,Xl) et (t,XQ) ev.

Théoréme 1.1.1 (Cauchy-Lipschitz) Soit F (t, X) définie dans un ouvert A C R™,

On suppose qu’il existe un compact V- C A et contennant le point (to, Xo), défini par :
V={tX)eA] tel=[ty—a,to+al, |X—Xo|<b, ab>0}.

tel que F' (t, X) est lipschtizienne en X dans V.
Le systéme différentiel (1.1) admet une et une seule solution X (t) € V passant par le
point (tg, Xo) ; cette solution est définie et dérivable sur un intervalle fermé Iy C I, qui est

['unique solution de [’équation intégrale

X(t):Xo—i-/tF(s,X(s))ds, Vit e Ip = Xo= X (o).

to

Nous noterons cette solution X (t,to, Xo); Xo = X (to, to, X) -

1.2 Stabilité d’une solution au sens de Lyapunov
Supposons que la solution X (t,tg, Xo) soit définie pour ¢t > .

Définition 1.2.1 : On dit que cette solution est stable dans l’intervalle [to, +00| (au sens
de Lyapunov) si elle satisfait la condition suivante :
Ve > 0,30 > 0 tel que VY, € R™ vérifiant la condition ||Yo — X (to)| < 0, Uunique solution

Y (t) de l’équation telle que Y (to) = Yy est définie dans tout lintervalle [to, +oo[ et

10
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vérifie dans cet intervalle [’inégalité
Y (t) = X @)l <e.

Définition 1.2.2 : On dit que cette solution est asymptotiquement stable dans l’intervalle
[to, +00| si elle vérifie la condition de stabilité et si, de plus :
0p > 0 tel que VYy € R™ vérifiant la condition ||Yo — X (to)|| < do, l'unique solution Y (t)
de l’équation telle que Y (to) = Yy est définie dans tout l'intervalle [ty, +00| et vérifie
la condition

lim ||Y (¢) — X (¢)]| = 0.

t——+o0

Définition 1.2.3 : Une solution est dite instable si elle n’est pas stable dans lintervalle

[to,+oo[.

1.3 Systéme autonome linéaire

Un systéme différentiel autonome linéaire est donné sous la forme
X' (t) = AX, (1.4)

ol A est une matrice réelle n x n.

Remarque 1.3.1 : L’ensemble des solutions du systéme ([1.4) est un espace vectoriel sur

R.

1.3.1 Rappel d’algébre linéaire

Définition 1.3.1 : Une matrice carrée A est diagonale si seules les composantes sur la

diagonale sont différentes de zéro (a;; = 0, lorsquue i # j).

11
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Définition 1.3.2 : Soit M et P sont deux matrices carrées satisfaisant MP =1 (I : la

matrice identité), on dit que les matrices sont inverses l'une de 'autre et on note M = P~

Définition 1.3.3 : Une matrice carrée est diagonalisable s’il existe une matrice inversible

P telle que P~YAP est une matrice diagonale.

Définition 1.3.4 : On dit qu’une matrice carrée A est nilpotente s’il existe un entier
naturel p tel que AP = 0 soit la matrice nulle.

L’indice de nilpotente est alors le plus petit p tel que : AP = 0.

Définition 1.3.5 : On dit que )\ est valeur propre de A s’il existe un vecteur X de R"
non nul tel que : AX = \X.

Le vecteur X est le vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Remarque 1.3.2 : Les valeurs propres de A sont les solutions en A de [’équation :

det (A — AI,) = 0 et les vecteurs propres correspondants sont les éléments du noyau de

(A—M,) i.e : ker (A—A,).

1.3.2 Exponentielle d’'une matrice

Définition 1.3.6 : Si A est une matrice carrée n X n, l’exponentielle de la matrice A est

donnée par

+o0
AF A? AF
A _ [ _ J—
e’ = g A =1+A+ ol +...+ il + ...
k=0

Proposition 1.3.1 : Si A est nilpotente d’indice de nilpotente k, (EI/{:/ Ak = ()) ,alors :

k—1

1 Ar
A=T4+A+... AR =N
e AT T ;n!

Proposition 1.3.2 : Soient A et B deux matrices de M (n,n,R) et 0 la matrice nulle de
M (n,n,R),on a :

1- Si A et B commutent, alors eAtB = e4.eB.

12
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2- O =1, et e? est inversible d’inverse e=4.

3- Si B est inversible, alors eBAB™! — BeAB—L,

Remarque 1.3.3 :

1. Si la matrice A est diagonale c-a-d :

A 0 ...00
A 0 Ao |

0

0 0 M\,

alors :
eM 0 0
0 e
et =

0

0 ... 0 eM

2. Si la matrice A est diagonalisable alors elle admet n vecteurs propres V; linéairement
indépendants, associés & n valeurs propres \;, cela veut dire que A = PDP~! ot P
est une matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs propres de A et D

est une matrice diagonale ayant sur la diagonale les vecteurs propres de A.

On déduit facilement que : e* = ePPP™ = pePp-1.
Théoréme 1.3.1 : Soit A€ M (n,n,R) etty €R, on a :

d
p (etA)t:tO = ¢efod A = AehA,

13
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1.3.3 Résolution d’un systéme autonome linéaire

Cas ou A diagonalisable

Soit A diagonalisable c-a-d A = PDP~!, alors :

Le systeme (1.4) <= X'(t)= PDP X (1)

Ce qui implique :

P'X'(t)=DP'X (1)

Et en posant Z (t) = P7'X (t), alors Z’' (t) = P7' X' (t) donc

Z'(t) = DZ(t) <= 2@ [0 A 20
: 0
20 (t) 0 0 A\ Zn (t)

21 (1) = Az (1)
2y (1) = Aa22 (1)

<~
L 27/1 (t) = AnZn (t)
( 21 (1) = g exp (A1)
29 (1) = g exp (Aat)
<~

Zn (1) = ay exp (A,t)

Enfin, X (t) = PZ (t) alors la solution générale du systéme (1.4]) est :

X (t) = aqg exp (Ait) v1+ag exp (Aat) vo+. . .4, exp (A t) v, = Z a;exp (Nt) v, o €R.
i=1

14
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Exemple 1.3.1 : Résoudre le systéeme différentiel suivant :

1 (t) = 521 (t) — 2 (1)

xh (t) = 3z (t) + 22 (1)

A:

Alors les valeurs propres sont A\ = 4, Ay = 2, et les vecteurs propres associés auzr valeurs

1 1
propres sont respectivement : v = , Vg =
1 3
Ona A= PDP! ou:
11 4 0 .1 1 1
P = ? D = 9 P_ - g
1 3 0 2 -3 5

Alors : X' (t) = agexp (Ait) v1 + ag exp (Aaot) va.

Donc :

x1 (1) = aq exp (4t) + ag exp (2t)

xo (t) = ay exp (4t) + 3ag exp (2t)

Cas ou A est triangularisable

Dans le cas ou A est triangularisable, non diagonalisable, on considére P matrice de passage

telle que T'= P~1AP avec T triangulaire supérieure, alors :

X'(t)=AX(t) <= X' (t)=PTP'X(t) < Y' () =TY (t), ouY (t) = P'X (t)

Donc

15
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Y1 (t) Aot ety Y1 (t)
y! (t) —TY (t) — Y2 (t) _ 0 Ao o toy Y2 (t)
Yn (1) 0 -~ 0 A\ Yn (t)

v () = Ayr (8) + tiaye (1) + . + tinYn

Yo (1) = Aatn (t) +tasys (t) + ... + tonyn

L Yn (1) = Anyn (1)
On résout en partant de la derniére équation, et en remontant équation par équation, puis

X (t) = PY (t) permet de conclure.

Théoréme 1.3.2 : Pour tout tg € R, le probléme de Cauchy :

X' (t)= AX (1)
X (ty) = Xy

admet pour une unique solution est donnée comme suit : Vt € R, X (t) = elt=to)A X

1.4 Stabilité des systémes autonomes

1.4.1 Stabilité des points d’équilibres

Soit le systéme différentiel autonome :

X'()= FX@) .
X (t) = X

Ou, XeUCR"ettoe I CR.
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Soient A C U, € > 0, on définit la boule :

B(z,e)={yeU,;|ly—=z| <e} et B.(4) = UAB(CC,éT).

S

Dans les définitions suivantes, on suppose que p = 0 est le point d’équilibre du systéeme

3.

Définition 1.4.1 : La position d’équilibre p = 0 est stable en sens de Lyapunov si :

Ve > 0, Vo € I, 30 (to,e) tel que VX vérifiant | Xo|| < d (i.e Xo € B (p,d)), la solution
du systéme (1.5 vérifie :

o X (1) est définie pour tout t > ty.

o Pour toutt > to, ||X (t)|| <e. (i.e : X (t) € B(p,¢e)).

Définition 1.4.2 : La position d’équilibre p = 0 est asymptotiquement stable si :

e FElle est stable en sens de Lyapunov.

o lim |X (1) =0.

n—-+00
Remarque 1.4.1 : La stabilité asymptotique implique la stabilité, mais la réciproque n’est

pas toujours vrais.

solution instable
pt---{. 'fr-"'___'—\__—_/——'

Xo—- - /\_,/‘
‘ solution stable

tiquernent stable

A \_’/_\ solution asvmpto-
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Définition 1.4.3 : De facon générale, on dit que :

1- Un point d’équilibre p est stable si et seulement si pour tout R > 0, il existe r > 0 tel
que si une trajectoire est dans la boule B (p,r) & instant ty, elle reste dans la boule

B (p, R) a tout instant t > tg.
2- Un point d’équilibre p est instable si et seulement s’il n’est pas stable.

3- Un point d’équilibre p est asymptotiquement stable si et seulement s’il est stable et de
plus il existe | > 0 tel que toute trajectoire qui est dans B (p,l) a ty s’approche de p

quand t — 400.

1.4.2 Stabilité des systémes linéaires

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a 1’étude de la stabilité du systéme linéaire suivant :

X'(t)= AX(t), X € R" W)
X(0)= X,

Ou A est une matrice carrée de dimension n X n.

Définition 1.4.4 : Le systéme (1.6)) est dit stable si l’origine est stable et il est dit asymp-

totiquement stable si l'origine est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.4.1 : Le point p = 0 est en effet le seul point d’équilibre de systéme (|1.6)) .
Alors :

1. Si toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative, alors le

point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

2. Le point d’équilibre 0 est stable si et seulement si toute valeur propre de A est a
partie réelle négative ou nulle ot Re (\) = 0 il faut que la multiplicité algébrique

égale a la multiplicité géométrique.
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3. Si il existe au moins une valeur propre de A telle que Re (\) > 0, alors le point

d’équilibre 0 est instable.

Exemple 1.4.1 : Considérons le systéme

() = 21 () —22(1)
xh (t) = 2z (t) — 222 (1)
Les valeurs propre de A sont Ay = 0 et Ay = —1. Comme elles sont simples, le systéme est

stable.

Remarque 1.4.2 : Dans le cas de la dimension 2, comme Ay = det (A) et A\; + Ao =
tr (A), on peut également dire que l'origine (ou le point d’équilibre p = 0) est asymptoti-

quement stable si det A > 0 et trA < 0.

1.4.3 Stabilité des systémes non linéaires

Soit le systéme différentiel non linéaire suivant

X'()= F(X (1)) "
X (to) = XO

Pour étudier la stabilité de ce systéme on a deux méthodes :

1-Méthode directe de Lyapunov

Cette méthode consiste a étudier la stabilité d'un systeme (1.7) a I'aide d’une fonction
convenablement choisie(V'), appelée fonction de Lyapunov. Cette méthode, dite directe.
On suppose I'équilibre p = 0. Pour le cas général, il suffit de faire une translation.

Alors on a la définition suivante :
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Définition 1.4.5 : On appelle fonction de Lyapunov pour le point d’équilibre p une fonc-
tion V : 9 — Ry continue sur un voisinage ¥ de p, et différentiable sur 9 — {p} telle

que :
a- V(p)=0etV(X)>0sX#p
b- V' (X) <0 dans v — {p}

c- Side plus V' (X) <0 dans 9 — {p}, alors V est une fonction de Lyapunov stricte.
C’est le théoréeme suivant qui sert a utiliser les fonctions de Lyapunov.

Théoréme 1.4.2 : Si le point d’équilibre p admet une fonction de Lyapunov, alors c’est
un point d’équilibre stable. St le point d’équilibre p admet une fonction de Lyapunov stricte,

alors c’est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Exemple 1.4.2 : On considére [’équation

" +e(2®—1)a'+2=0, <0,

qui s’écrit encore sous la forme
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Dans Q = {(x,y) /2? +y? <3}, V est une fonction de Lyapunov associée au systéme
avec V' < 0 pour 22 + y? # 0. On en conclut donc que le point d’équilibre (0,0) est

asymptotiquement stable.

Remarque 1.4.3 La méthode directe de Lyapunov donne des conditions suffisantes mais
pas nécessaires de stabilité (une exception est faite pour les systémes linéaires et station-
naires); un systéme peut avoir une infinité de fonctions de Lyapunov; par conséquent,
le fait qu’une fonction me prouve pas la stabilité n'implique pas l’instabilité et, de plus,
1l existe certaines classes de systémes asymptotiquement stables qui ne possédent pas une

fonction de Lyapunov.

L’utilité de la méthode réside surtout dans la détermination du domaine d’attraction ; elle
permet aussi de répondre aux questions de stabilité quand la linéarisation ne donne aucune
information. La difficulté de la recherche de la fonction V' constitue un vrai handicap
puisqu’on ne connait pas de procédés pour la construction de fonctions adéquates dans le

cas général

2-Méthode indirecte de Lyapunov (linéarisation)

Définition 1.4.6 On appelle linéarisé du systéme différentielle X' = F (X (t)) au point
d’équilibre p le systéme linéaire Y' = (JacF),Y, ou (JacF'), est la matrice Jacobienne de

F au point d’équilibre p

afl a.fl

P (X) [x=p Bz, (X) [x=p
(JacF), =

Ofn Ofn

O ey o A3y

Si l'on fait un développement limité de F au voisinage de p, le terme linéaire est donné

par (Jack), (X —p).
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Exemple 1.4.3 : Considérons le systéme suivant

=y
Yy = —y—sinz
Le linéarisé en (0,0) est :
x 0 1 x
Y -1 -1 Y
Le linéarisé en (0,7) est :
x 0 1 x
Y 1 -1 y

Cette méthode consiste a étudier la stabilité du systéme non linéaire en utilisant son
linéarisé puisque en général, les solutions d’un systéme différentiel non linéaire X’ = F' (X)

ressemblent & celles de son linéarisé : Y/ = (JacF )p Y au voisinage du point d’équilibre p.

Définition 1.4.7 : Le point d’équilibre est dit point hyperbolique si toutes les wvaleurs

propres de (JacF') sont de parties réelles non nulles.

p

Théoréme 1.4.3 : Supposons que p est un point d’équilibre hyperbolique du systéeme X' =
F(X).
1. Si toutes les valeurs propres de la matrice (JacF )p sont de parties réelles strictement
négatives, alors le point d’équilibre p est asymptotiquement stable.

2. Si la matrice (JacF )p posséde au moins une valeur propre & partie réelle strictement

positive, alors le point d’équilibre p est instable.

Notons que la linéarisation classique ne permet d’étudier que la stabilité locale "stabilité

du point d’équilibre", et ne donne aucun renseignement sur le domaine d’attraction.
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Remarque 1.4.4 Cette méthode ne permet pas de dire si l’équilibre est stable ou instable
quand la matrice jacobienne comporte au moins une valeur propre nulle, et aucune valeur
propre avec partie réelle stricement positive, puisque les termes non linéaires influent sur
les propriétés de la stabilité et dans ce cas, on fait appel a d’autres procédés pour l’étude

de la stabilité non linéaire.

Exemple 1.4.4 : On consideére le systéme différentiel :

Yy ()= —2y—sinz

On veut étudier la stabilité du systéme au voisinage du point critique (0,0). la matrice

(JacF) gy 8'écrit :

(Jack) g = -
—cosxr —2 -1 =2
(0,0)

Comme trA = —2 et det A > 0, on en déduit que le point critique (0,0) est asymptotique-

ment stable.

Remarque 1.4.5 : Si une des valeurs propres est de partie réelle nulle (le point d’équilibre
est non hyperbolique), la méthode par linéarisation ne permet pas de conclure sur la stabilité

du systéme au voisinage du point d’équilibre.
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Chapitre 2

Systémes différentiels non autonomes

Soit le systéme d’équations différentielles non autonomes d’ordre n.

X' (t)=F(t,X (1)), (2.1)

ou:X eUCR"tel=]a,+ox.

L’équation ([2.1)) est la représentation vectorielle d’un systéme de n équations différentielles

2 =fX(1), 1<i<n, X)) ={z (t),22(t),. .20 ()}

2.1 Résolution des systémes non autonomes

2.1.1 Systémes différentiels linéaires homogénes

L’objectif de ce paragraphe est de généraliser les résultats du systéme autonome linéaire

au cas des systémes non autonome linéaires homogenes de la forme :

dX
X' (t)=—
(t)=—

H=ABX({t), XOeUCR", tel=la,+oo[, (2.2

ou A(t) est une matrice réelle n x n dont les n? coefficients a;; (t) sont des fonctions
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continues de t € I,Vi,j = 1,n.

Théoréme 2.1.1 (Existences des solutions) : Le systéme différentiel (2.2)) admet, pour
tout ty € I et Xog € R™ une et une seule solution X (t,ty, Xo) telle que X (to,to, Xo) = Xo

et définie pour tout t € 1.

Résolvante d’un systéme linéaire

Considérons I’équation linéaire sans second membre ([2.2)) .

Soit S ’ensemble des solutions de ({2.2)) :
S={XeC'(LR"), X {t)=At)X@1)}.

Et pour tout ty € I C R on sait que :

Gty : S — R”

X = @y (X) = X (t0)
est un isomorphisme R—linéaire.

Définition 2.1.1 : Pour tout couple (t,ty) € I%, on définit :

R(t,to) = ¢r o ¢y,

Ou B
R® % g % R
V —- X — X(t)
On a donc

R(t,tp): R* — R
V. = Rt,to)V=XI(t)

Done R (t,to) V = X (t) ou X est la solution de (2.2), telle que X (ty) = V.
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Définition 2.1.2 : La matrice R (t,ty) s’appelle la résolvante du systéme linéaire (2.2]) .

Propriété 2.1.1 (de la résolvante) : La résolvante R (t,to) a les propriétés suivantes :.
I- Vt € I, R(t,t) = I, (matrice unité n x n).

II- V (to,t1,t2) € I3, R(ta,t1) R(t1,t0) = R (t2,t0).

ITI- %R (t,t0) = A(t) R(t, o).

IV- V (to,t1) € I?, R (to,t1) est inversible d’inverse R (t1,ty) .

Propriété 2.1.2 : Soit M (t) € M, (R). La résolvante R (t,to) est l'unique solution dans

M, (R) du probléme :

dM
= =AM
M (to) =1,

Remarque 2.1.1 :

1. La solution du probléme de Cauchy X'(t) = A(t) X (t) avec la condition initiale
X (tg) =V est donnée par :

X (t) = R(t,ty).V

2. Dans le cas particulier ot la matrice A est une constante (systéme autonome), l’opé-

rateur résolvant est défini par :
R(t,to) = exp ((t — to) A) .

3. Dans le cas non autonomes, il n’existe pas en général de forme explicite connue de

R (t,to).

Propriété 2.1.3 : Si A(t)A(s) = A(s)A(t) pour tous t,s € I. Alors, R(t,ty) =
exp (fti A(s) ds) :

Preuve. : Soit M (t) = exp (ftz A(s) ds).
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Montrons que M est la solution du probléme

Par hypothése, A (t) et A (s) commutent, c-a-d, A (t) A(s) = A(s) A(t), dou f;A (s)ds

et fcd A (s) ds commutent pour tous a,b,c,d € I et :

/abA(S)ds/CdA(r)dr:/CdA(r)dr/abA(s)ds:/[mb]x[c’d]A(s)A(r)der.

Dés lors,

M (t+ h) = exp (/tt+hA(s)ds)M(t),

grace a la formule précédente. Or, :Jrh A(s)ds =hA(t)+0(h) et donc

M(t+h) = [L,+hA()+0(h)]M(t)
— M) +hA)M@E) +0(h)

Par conséquent,

M (t) :limM(t+h)_M(t) =A{t)M(t), M (to) =exp </toA(s)ds> =1,

h—0 h

Alors, on obtient que :

Remarque 2.1.2 : Si U et V sont des matrices constantes qui commutent (UV = VU)
et si A(t) = f(O)U +g(t)V, ou f et g sont deuz fonctions réelles alors A(t) A(s) =
A(s)A(t).

On a donc

Rt ty) — exp (/tt £(s) ds.U) exp (/t:g () ds.v> |
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Exemple 2.1.1 : Soit le systéme :

(2.3)

Remarquons que ce systéme est facile a résoudre car la matrice associée est diagonale.

Done, la solution générale de ([2.3)) est :

exp (t2 0 c crexp (t3) + 2.0
v [ D) aew :

0 exp (— cos (1)) o 1.0 + coexp(—cos(t))

D’ou, la matrice résolvante est :

R(t,0) = exp (t?) 0
7 0 exp (— cos (t))

Remarque 2.1.3 : Les colonnes de R (t,ty) sont formées par les solutions X; du systéme
homogéne qui vérifient la condition initiale X; (ty) = e;. (e; le i—éme vecteur de base

canonique).

Exemple 2.1.2 : Donnons la résolvante R (t,0) du systéeme (2.3) . On a R (t,0) = (X3 (t), X2 (1)),
ou :

X;(t)=R(t,0)¢ et X;(0) = R(0,0) ¢; = e;.

D’onc, on obtient :

o= ) - '
0 exp (— cos ()

C’est exemple montre que c’est le plus souvent la résolution du systéme qui permet de

déterminer la résolvante, et non pas l'inverse comme pourrait croire la terminologie.
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Wronskien

On va voir ici qu’on sait toujours calculer le déterminant d’un systéme de solutions ou ce
qui revient au méme, le déterminant de la résolvante, méme lorsque la résolvante n’est pas

connue.

Définition 2.1.3 : Le Wronskien d’un systéme de n solutions X, ..., X, de (2.2)) est :
W(t) =det(Xy(t),...X,(t), Vtel.
Posons V; = X (ty) . Alors X; (t) = R (t,to) Vi, d’ou
W (t) =det R (t,to).det (Vi,..., V)

Théoréme 2.1.2 :

a- det R (t,t9) = exp (ftz tr (A(s)) ds) :

b- W (t) = exp (f; tr (A(s))ds) Jdet (Vi ..., V).

Exemple 2.1.3 : D’aprés l'exemple (2.1.1), on a :

W (6) = det (R (1.0)) = | “P) ! — exp (2 — cos (1)) .
0 exp (— cos (1))

2.1.2 Systémes différentiels linéaires non homogénes

Soit le systéme différentiel

29



Systémes différentiels non autonomes

Soient :
1 (1) 7 (1) c1 (t)
X(t): ) X,(t): ) C(t): )
T () , (1) cn (1)
et :
ajp (t) ... ap(t)
At) =
ap1 (1) oo app (1)

Définition 2.1.4 : On appelle l’égalité (2.4) un systéme différentiel non autonome linéaire

du premier ordre avec le second membre C (t) .

Ou A (t) est une matrice réelle n x n, et C'(t) € R", on suppose que les n? composantes de
A (t) et les n composantes de C' (t) sont des fonctions continues de t € [ = |—a, +o00[, a >
0.

Nous intéressons dans ce paragraphe au solutions du systéme définies par la condition

initiale X (t9) € R", ¢t € I et de leur comportement lorsque ¢t — +00.

Méthode de variation des constantes (Lagrange)

Soit & résoudre le systéme différentiel linéaire (2.4)), telle que la solution générale de ([2.4)
est donnée par

X () = X (t) + Xp (1),

ou Xy = R (t,tg) V est la solution du systéme homogeéne associée a (2.4). On cherche alors

une solution particuliere de (2.4) sous la forme

X (t) = R(t,to) V (1),
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ou V est supposée différentiable. Alors :

dX d
0 = (Grenvo)

= (SR 0)V (1) + R{t,t) V! ()

=A@)R(t,to) V(t)+ R(t,to) V' (1)
=A{) X (t)+ R(t,to) V' (¢).

11 suffit donc de prendre R (t,ty) V' (t) = C (t) . C'est-a-dire :
t
V' (#) = R (tg, £) C (£) = V (£) = j/ R (to, s) C (s) ds.
to

Alors : Xp (t) = R(t,to) V (t) = [, R(t,to) R (to,s)C (s)ds = [, R(t,s)C (s)ds.

Théoréme 2.1.3 : La solution de X' (t) = A(t) X (t) + C (t) qui passe par (to,V) est :
t

X@:R@mv+/3mg0@m.
to

Exemple 2.1.4 : Résolvons le systéme suivant :

1 (t)

2h(t) = (t—1)ar (t) + (2 —t)ap (t) +

(2t —1D)ay (£)+2(t —1)zo (t) + 2t

Qu’on peut l’écrire comme suit :

2y (¢) 20—1 2(t—1) x1 (1) 2t
= +
xh (t) t—1 2—1t xo (t) t
Ou
2% —1 2(1—1) 2t
t) = O =
t—1 2—1 t

OTL(L.')\lzl, )\gzt.
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* Sit#£1:

Les vecteurs propres associés sont respectivement :

Alors, A(t) est diagonalisable (A (t) = P (t) D (t) P71 (t))

1 2
P= , matrice indépendante de t.

11

(

()= 2 (t) — 2t + 2t
Z'ty=Dt)Z(t)+ P'C(t) &
(t) = tzo(t)+2t—t

t)= 2z(t)

2 (t) = tzo(t)+t

\

Donc, on peut résoudre indépendamment les deux équations différentielles, d’aprés la mé-

thode de la variation de la constante on obtient

D’ow :
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2.2 Stabilité des systémes non autonomes

Considérons le systeme différentiel non autonome suivant

X'(t)= F(t,X(t),XeUcCR" (2.5)
X (to) = X, tel CR .

Définition 2.2.1 : Un point d’équilibre p du systéme (2.5)) est dit stable a ty si pour tout

R > 0 il existe r =1 (R, ty) > 0 tel que
| X (to) —p|| <7 = ||X(t) —pl| <R, pour toutt > t.

Dans le cas contraire le point d’équilibre p est dit instable.

Définition 2.2.2 : Un point d’équilibre p est dit

1. Uniformément stable si pour tout R > 0, il existe un réel r = r (R) > 0 indépendant

de tg tel que, pour tout t
| X (to) —pll <7 = || X (t) —p|| < R, pour toutt > to.

2. Asymptotiquement stable pour le systéme (2.5)) ato, s’il est stable et s’il existe r (to) >

0 tel que si || X (to) — p|| < 7 (to) alors || X (t) — p|| — 0 quand t — +o0.

3. Globalement asymptotiquement stable si, pour tout ty et X (to), on a lim X (t) = p.

t——+o0

4. Ezponentiellement stable, s’il existe v et B positifs tels que pour X (to) proche de p

on a
| X (1) — p|| < || X (to) — pllexp (=5 (t —to)), pour tout t > ty.
5. Globalement exponentiellement stable, s’il existe o et 5 positifs tels que pour tout t
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et X(tg) on a
1 X (t) = pll < || X (to) — pllexp (=B (t —t0)), pour tout t > to.
Exemple 2.2.1 : Considérons le systéme
2 (t) = —a(t)z (1),

dont la solution est donnée par

z (1) = x (to) exp (— /t:a(s) ds)

On en conclut que
1. Le systéme est stable si a(t) > 0 pour tout t > .
2. Le systéme est asymptotiquement stable si f0+°° a(s)ds = oc.

3. Le systéme est exponentiellement stable sl existe T' > 0 et M > 0 tels que, pour

toutt > 0, on a
t+T
/ a(s)ds > M

T

Définition 2.2.3 : Le point d’équilibre p est localement uniformément asymptotiquement

stable si
1. Il est uniformément stable.

2. Il existe Ry > 0 tel que pour tout Ry, Ry, avec 0 < Ry < Ry < Ry, il existe

T (Ry, R2) > 0 tel que pour tout tg > 0, on a
| X (to) — pl| < Ry = || X (t) — pl| < Ray, pour tout t >ty +T.

Remarque 2.2.1 : La stabilité asymptotique uniforme implique la stabilité asymptotique

mais la réciproque n’est pas vraie
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2.2.1 Stabilité des systémes linéaires

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme linéaire autonome soit asymp-
totiquement stable est que toutes les valeurs propres de la matrice du systéme aient leur
partie réelle strictement négative. Cependant ce résultat n’est pas vrai pour les systémes
linéaires non autonomes .

En effet, considérons le systéeme

2L (8) = —ar () + exp (26) 72 (1)
zy (t) = —z2 (1)
A = —1 est une valeur propre double de la matrice du systeme, la solution de ce systéme

est
21 (t) = exp (—t) 21 (0) + 3 (exp (t) — exp (1)) 22 (0)

xo (t) = exp(—t)xq (0)

on a ltli+1rn x1 (t) = oo, pour x5 (t) # 0, d’ou le systéme est instable.

Cependant, il existe des théorémes qui assurent la stabilité asymptotique des systémes

linéaires non autonomes.

Théoréme 2.2.1 : Supposons qu’il existe a > 0 tel que pour tout t > 0 et pour toute
valeur propre \ de A (t)+A (t)T ,ona X < —a, alors le systéeme (2.2) est asymptotiquement

stable.

La condition de stabilité asymptotique dans le théoréme précédent est suffisante mais pas

nécessaire, ce qui le prouve ’exemple suivant.

Exemple 2.2.2 : Soit le systéme linéaire suivantes

zy (t) = —w1 (t) +exp(§)z2 (1)

7y (t) = —w2 (1)
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On a

-9 exp(L

A)+A@W)" = “P(z)
exply) -2

Les valeur propre de A (t) + A (t)T sont (—2 — exp(%)) et (—2 + exp<%)) i

La condition du théoréme n’est donc pas vérifiée. Cependant la solution du systéme est

x1(t) = exp(—t)x1(0) + % (exp(—%) — exp (—t)) 22 (0)

z2(t) = —x2 (1)
On a tli+m xy(t) = tligrn x5 (t) = 0. Donc le systéme est asymptotiquement stable.

Théoréme 2.2.2 : Supposons que pour t > 0, les valeurs propres de A (t) sont & parties
réelles négatives et qu’il existe o > 0 tel que Re (A\) < —a pour toute valeur propre A de
A(t) est bornée et vérifie

/+OOAT(t)A(t)dt<oo

alors le systéme est globalement exponentiellement stable et globalement asymptotiquement

stable.

Citons un autre résultat valable lorsque le systéme linéaire est de la forme
X'(t) = (A1 + Az (1)) X (1) (2.6)
Théoréme 2.2.3 : Supposons que A; soit constante, de Hurwitz et que As vérifie

“+oo
lim Ay (£) = 0 et / 145 (8)] dt < oo,
0

t—+o00

alors le systéme (2.6]) est globalement exponentiellement stable.
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2.2.2 Systéme linéaires non autonomes "proches" d’un systéme

linéaire autonome

L’un des objectifs de la théorie qualitative des systemes différentiels est de connaitre les
propriétés de stabilité d’une solution méme si la forme explicite de cette solution n’est pas
connue.

Nous étudierons ici une possibilité de répondre a cette question lorsque le systéme linéaire
non autonome étudié est "proche", dans un sens que 'on devra définir, d’un systéme
linéaire autonome.

Soit le systéme linéaire X' = A (t) X.

Posons

A=A+ (A(t)—A) = A+ B(t).

Nous supposons ici qu’il existe une matrice constante A telle que.

lim [[4(6) = All = lm ||B(5)] =0, (2.7)

t——+o0

La condition suggere que pour tout les grandes valeurs de ¢. La solution X (¢, ¢y, Xo)
du systéme X' (t) = (A + B (t)) X (t) soit peu différente de la solution Y (¢, X) du systéme
autonome Y’ = AY et par conséquent que les propriétés asymptotiques des solutions des
deux systémes soient les mémes.

En réalité, cette affirmation n’est pas nécessairement vérifiée comme le prouve I'exemple

suivant.

Exemple 2.2.3 : Soit l’équation différentielle du second ordre z" — 22/t + x = 0 définie

pour t > 0. Equivalente au systéme différentiel linéaire
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0 1 0 1 0 0
ot A(t) = =A+B(t), A= , B(t)=
-1 2/t -1 0 0 2/t
2
Pourt>0,  [|B()| = et lim [|B(t)]=0.

La solution générale du systéme autonome Y’ (t) = AY (t) ou est donnée par

Y () ={y (1), 12 (t) =95 (1)}

ol
y1 (t) = 11 (0) cos t 4y (0) sint

Yo (t) = —y1 (0) sint + yo (0) cost

Le point fire Y = 0 est un centre stable pour le systéeme linéarisé Y' = AY dont toutes les
solutions sont bornées, par contre les solutions du systéme X' = AX + B (t) X sont non

bornées ce qui montre qu’il n’existe pas, dans ce cas, d’équivalence entre ces deux systémes.

Nous préciserons, dans les théorémes ci dessous certaines conditions d’équivalence d’un

systéme linéaire non autonome et d’un systéme linéaire autonome qui lui est "proche".

Théoréme 2.2.4 Soit le systéeme différentiel

X' =AX+B@W)X , lim ||[B@#)] =0 (2.8)

t—-+o0

Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leurs parties réelles strictement négatives,

toutes les solutions du systéme (2.8) sont bornées et asymptotiquement stables.

Théoréme 2.2.5 Soit le systéme différentiel

X' = AX+B{H)X | /||B(t)||dt:M<oo (2.9)

to

Si toutes les valeurs propres de la matrice A ont leurs parties réelles négatives et si toutes
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les wvaleurs propres dont la partie réelle est nulle sont simples, toutes les solutions du

systéme ([2.9) sont bornées et stables.

Remarque 2.2.2 : Pour étudier la stabilité (au sens de Lyapunov) de la solution X (t)
définie par la donnée de X (0) on doit étudier | Z (t) — X (t)|| ou Z (t) est définie par
Z(0) = X (0) + Ay.

Les propriétés de stabilité des solutions de ([2.4]) sont donc les mémes que celles des solutions

de l'équations linéaire Y’ = A (t) y.

2.2.3 Stabilité des systémes non linéaires

Pour étudier la stabilité de systéme (2.5 on a deux méthodes :

Méthode directe de Lyapunov

Théoréme 2.2.6 : Soit 0 un point d’équilibre de (2.5)), s’il existe un voisinage ¥, et une

fonction V' : ¥,;, — R continue, ayant des dérivées partielles continues; telle que :
I- V soit définie positive.
II- La dérivée totale V' pour (2.5)) soit négative (respectivement définie négative)

alors O est stable. V' s’appelle une fonction de Lyapunov.

De plus, si on a :
ITI- V est décrescente

alors 0 est uniformément stable (respectivement uniformément asymptotiquement stable).

De plus st on a :
IV- U =R" et 51 V est radialement non borné

alors 0 est globalement uniformément stable (respectivement globalement uniformément

asymptotiquement stable).
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Exemple 2.2.4 : On considére le systéme

¥y = —x1 —exp(—2t) xo

Ty = T1— T

Pour déterminer la stabilité de l’équilibre 0, posons :
V(t,z) =23 + (1 +exp (—2t)) x5,
ce qui montre que :
V'(t,x) < =2 (22 — mymg + 23) < — (21 — 29) — 27 — 23,

On en déduit alors que V' est définie négative, et que 0 est uniformément asymptotiquement

stable.

Théoréme 2.2.7 (Instabilité de Chetaev) : Soit le systeme (2.5)), admettant l’origine
pour équilibre. S’il existe un voisinage Uy, et une fonction V : ¥;, — R continue ayant des

dérivées partielles, telle que :
1. Ve > 0,3 Xy € B(0,¢); Vt >to: V(t,Xp) <0.
2. V' est minorée sur U' un sous-domaine de U = {x € V;; V(t,x) < 0,Vt > to},
3. La dérivée totale V' pour le systéme (2.5) est définie négative sur U’ alors l'origine

est instable.

Exemple 2.2.5 : Soit le systéme :

!/ 3 3
1= 27+ x5

— 2 3
Ty = T1T5 + X5
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L’origine est un point d’équilibre instable. En effet, posons
L s 2
V (21, 29) = 3 (ml — xZ) )
Le domaine U est défini par
U= {(z1,72) €ER?*: —my <21 < 29 ou 19 < 77 < —22}.

En définissant U' = U N B(0,¢), V' est minorée par —% et V' = (xf — x3) < 0.

Sur ce domaine. Le théoréme (2.2.7) permet alors de conclure quant & linstabilité de

lorigine.

Méthode inverse de Lyapunov

Théoréme 2.2.8 (Théoréme inverse de stabilité uniforme) : On considére le sys-
téme avec F € C°(dy,) et F € Lipx) (V) o 0 est un équilibre uniformément
stable, alors il existe un voisinage ¥y, C ¥, et une fonction de Lyapunov associée au
systéme

V9, — R*
telle que :

I- V est décrescente,

II- V € L’L'p(th) (1920) .

Remarque 2.2.3 : Si l'on considére le systéme autonome (non linéaire), V peut étre

construite indépendamment de t.

Théoréme 2.2.9 (Théorémes inverse de stabilité uniforme asymptotique) : On
considere le systeme (2.5)) avec F € C° (9y,) et F' € Lip(x) (9) ot 0 est un équilibre unifor-

mément asymptotiquement stable. Alors, il eviste un voisinage ¥y C Uy, et une fonction
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de Lyapunov associée au systéme :

V9, — RY

telle que :
1. 'V est décrescente,
2.V e Lip(t’X) (1920) .

3. V' est définie négative.

Remarque 2.2.4 : Dans le théoréme précédent, on peut remplacer V' définie négative
par :

e > 0;V(t, X) € 9, V/(t, X) < —cV (¢, X)

Théoréme 2.2.10 : On considere le systéme (2.5) avec U = R, F € C°(I x R") et
F € Lipix) (R") o 0 est un équilibre globalement uniformément asymptotiquement stable.

Alors, il existe une et une fonction de Lyapunov

V:IxR" > R"

associée au systéme telle que :
1. 'V est décrescente,
2.V e Lip(t’X) (19;0) .
3. V' est définie négative.

4. 'V est radialement non bornée.

Remarque 2.2.5 : Dans le théoréme précédent, on peut remplacer V' définie négative
par :

Je > 0;V(t, X) € 0, V'(t, X) < —=cV (1, X)
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a I’étude qualitative des systémes différentiels
non autonomes.

D’abord, on a calculé la solution exacte des systémes différentiels linéaires dans les deux
cas autonome et non autonome, puis on a exposé les méthodes directe et indirecte pour la
stabilité des points d’équilibre. La stabilité des solutions périodiques ne sont pas étudiées

et seront traitées peut étre dans des travaux futurs.
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Annexe A : Classes des fonctions K

et K et L

Définition 2.2.4 : Soit a € R™\{0} et ¢ : [0,a] — R+ une application continue, on dit

que @ appartient & la classe IC si :

1. ¢ est strictement croissante.

2. ¢(0)=0.
Définition 2.2.5 : Soit ¢ : R+ — R+ une application continue, on dit que ¢ appartient
a la classe K™ si :

1. ¢ est strictement croissante.

2. ¢(0)=0.

3. lim ¢ (r) = +o0.

r—+00

Définition 2.2.6 : Soit a € R et

f: [0,a] x RT — R*
(r,s) — B(rs)
Une application continue, on dit que B appartient a la classe IKCL si :
1. pour tout s € RT,r — [ (r,s) appartient a la classe K.

2. pour tout r € [0,a], s — [ (r,s) est décroissante.
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3. pour tout r € [0,a], lim S (r,s) =0.

s§——+00

Définition 2.2.7 : Une fonction v : R" — R est radialement non bornée si :

lim v (y) = +o0
lyll—-+o0

Une fonction v : I x R" — R est radialement non bornée si

lim v (t,y) = +o0

l[yll—+o0

Uniformément en t, c’est a dire

Ve >0;30 > 0;Vy e R", (||ly|| > ) = (Vt € [,u(t,y) >¢).

Dans le cas ol v est continue, on peut reformuler la définition sous une forme

plus pratique :

Définition 2.2.8 : Une fonction v : I Xx R" — R continue est radialement non bornée s’il

existe une fonction ¢ de classe K™ telle que :
v(ty) Ze(lyl) Vel vyeR"
Définition 2.2.9 : Une fonction v : I x R — R est décrescente si
e (9) =0

uniformément en t, c’est a dire

Ve > 0,30 > 0;Vy € U, (ly|| < 90) = (Vt € [,V (t,y) < ¢)

Dans le cas ot ¥ est continue, on peut reformuler la définition sous une forme
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plus pratique :

Définition 2.2.10 : Une fonction v : I x R® — R est décrescente si et seulement s’il

existe un voisinage v, et une fonction 1 de classe K telle que :

vty <P (lyll) V(ty) € s

Définition 2.2.11 : Une fonction V : I x U — R est dite semi-définie positive (respecti-

vement semi-définie négative) s’il existe un voisinage 9 de 0 tel que :
1.Vtel, V(t,0)=0
2.Vte I, Yy e, V(t,y) >0 (respectivement V (t,y) < 0).

Elle est dite définie positive (respectivement définie négative) s’il existe un voisinage U de

0 tel que :
1. V(t,0) =0

2. il existe Vi : ¥ — R définie positive telle que :

VieILWyed, V(ty)>Vy(y)

(respectivement V (t,y) < Vi (y)).
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

el exp Fonction exponentielle

Xy Condition initiale

R (t,to) La résolvante

B (x,¢) La boule de centre x et de rayon ¢

Lip(t,X)  L’ensemble des fonctions localement Lipshisienne en la 17 et la 2°™¢ variable
V(X) Fonction de Lyapunov
Ker (A) Noyau de A

p1 Inverse de A

of e : X

3 Dérivée partielle de f par rapport a x;
T

Re () Reéelle de A
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