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Introduction

ans ce travail nous intéressons a 1’étude des équations différentielles stochastique
Drétrogrades. En particulier, I’étude des équations différentielles stochastique ré-
trogrades dans le cas ou le générateur est Lipshitzien.
La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades a connu un formidable
développement & partir des années 1990. Ces équations sont apparues en 1973, dans un
article de J.M. Bismut, qui concernait le controle stochastique optimal et la version pro-
babiliste du principe du maximum de Pontryagin. Pourtant le premier résultat général
concernant les EDSR ne date que de 1990 et est da & E. Pardoux et S. Peng [7] pour avoir
obtenir le premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas ou le terme déterministe de
I’équation n’est pas linéaire. Depuis de nombreux travaux ont été éffectués. La théorie n’a
cessé de se développer en raison de ses relations etroites avec les mathématiques financieres
et les equations aux dérivées partielles.

Nous allons présenter dans ce qui suit la description des chapitres de ce mémoire :

- Dans le premier chapitre, on présente des notions de base de calcul stochastique (gé-
néralité de processus stochastique, mouvement Brownien, martingale, intégrale sto-

chastique et calcul d’Ito etc, ...).

- Dans le deuxiéme chapitre, on étudie le résultat d’existence et d’unicité d’une solution
dans le cas Lipschitzienne. Ce résultat a été obtenu par E. pardoux et S.peng en

1990 [7].



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de calcul stochastique dont nous

aurons besoin dans la suite de ce mémoire.

1.1 Notions générales

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire X = (Xt)teR+

définie sur un espace de probabilité (2, F, P) a valeur dans (E,€), appelée espaces d’états

généralement (E,¢) = (R?, B (RY)).

Remarque 1.1.1 - Dans la pratique ["indice t représente le temps.

- Pourt € Ry fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité
(QF,P).

- Pour w € Q fixé, t € R, — X, (w) est une fonction a valeur réelles, appelée trajectoire

du processus.
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Définition 1.1.2 Soient X = (X;) >0 et Y = (Y3),5, deuz processus stochastique :

a) On dit que Y est une modification de X si, pour tout t > 0, les variables aléatoires X,

et Y; sont égales P.p.s c’est a dire : ¥Vt >0, P(X;=Y;) =1.

b) X etY sont indistinguables si, P.p.s, les trajectoires de X et de Y sont les mémes

c’est a dire : P(X; =Y;, YVt >0) = 1.
c) On dit que X et Y sont équivalents s’ils ont les mémes lois de dimension finies.

d) X etY sont identique si :

Vi>0, Vwe Q, X;(w) =Y (w).

Proposition 1.1.1 1. Indistinguable = modification = équivalents.

2. Soient X = (Xy)cp, et Y = (Y2 deuz processus stochastique continu alors :

teRy

X etY sont indistinguables <= X est une modification de Y.

Définition 1.1.3 Un processus X est dit continue st pour presque toutes les trajectoires

sont continues, c’est a dire :
P (t € Ry — X; est continu) = 1.

Notation 1.1.1 Pourt > 0 et X un processus stochastique on note :
a) Limite a gauche en't :

Xi- =lmX,, s<t.

b) Limite a droite en't :

X+ = liII%XS, s> t.

Remarque 1.1.2 On dit qu’un processus X est continue & droite et limite & gauche (cad-

lag) si pour presque toute les trajectoires sont continues a droite et limite o gauches.
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Définition 1.1.4 Un processus X = (X;) 10 est dit mesurable si la fonction :
(t,w) € (R, B(Ry)) x (2,F) — X; (w) € (RY, B (RY)).
est mesurable.

1.1.2 Filtration et adaptation

Définition 1.1.5 Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace est

une famille croissante (ft)tzo de sous-tribu de F, on a alors, pour tout 0 < s <1,
FoCFs CFCFoo CF.

On dira parfois que (Q, F i (Ft)is0 P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.6 Soit (F;),5, une filtration.

- On définit Fi- = o(UF;) la tribu des événement antérieurs at > 0 et F,p = ( N FHE)
e>0

s<t
la tribu des événements instantéments postérieurs a t > 0.

- On dit qu’une filtration continue a droite si ¥Vt > 0, F;, = Fy+. De facon analogue si

Fi = F— pour tout t > 0 on dit qu’elle est continue a gauche.

Définition 1.1.7 Un processus (X),cp est dit adapté a la filtration (Fi),~, i, pour tout

t, X; est F;-mesurable.

Définition 1.1.8 Soit X un processus stochastique, on introduit la filtration Gy = o { X5, s < t},

cette filtration s’appelle la filtration naturelle augmenté de X définie par
‘T-;SX =0 {N U gt} )

pourt >0, N : l'ensemble des évenements P-négligeables.
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Définition 1.1.9 Soit (Ft),5, une filtration sur (Q,F, P), on dira que F; satisfait au

condition habituelles (usuelles) si et seulement si :

1. Fo contient tous les ensembles P-négligeables (compléte).

2. F; est continue a droite Fy = Fy+.

Définition 1.1.10 La filtration standard est une filtration (.E)tzo qui satisfait les condi-

tions usuelles.
Remarque 1.1.3 Un processus (Xt)teR+ est toujours adapté a sa filtration naturelle FX.
Définition 1.1.11 Un processus X est progressivement mesurable par rapport a une fil-

tration (Ft),~q si pour t > 0, Uapplication :

(0,1 x 2, B ([0, ) @ ) — (R, B (R))
(s,w) — X, (W)
définie sur [0,t] x Q est mesurable pour la tribu B ([0,t]) ® F;.

Proposition 1.1.2 - Si un processus X est adapté a la filtration naturelle (]:t)tzo alors

il admet une modification progressivement mesurables.

- Si un processus X est adapté a la filtration (F;),s, et si les trajectoires sont continues &

droite, alors il est progressivement mesurables.

1.1.3 Temps d’arrét

Définition 1.1.12 Un temps d’arrét par rapport o une filtration (.7-}),20 est une variable

aléatoire T & valeur dans R, tel que, pour toutt > 0, {r <t} € F,.

Définition 1.1.13 Soit 7 un temps d’arrét pour la filtration (‘Ft)tZO' On appelle tribu des

evenements antérieur a T la tribu définie par :

F,={AeF,, An{r<t}eF, vt>0}.
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Proposition 1.1.3 - Si 7 est un temps d’arrét, T est F, mesurable.

- Si 7 est un temps d’arrét, fini presque sirement et (X;) >0 est un processus adapté

continue, alors X, est F, mesurable.
- Si s et T sont deux temps d’arrét tel que s < 1 P.p.s, alors F, C F,.

- Si s et T sont deux temps d’arrét alors s AT = inf (s, T) est un temps d’arrét.
En particulier si s est un temps d’arrét et t est un temps déterministe S At est un temps

d’arrét.

Proposition 1.1.4 Soit 7 un temps d’arrét, si X est progressivement mesurable le pro-

cessus arrété X7 définie X=X

¢ €st progressivement mesurable.

Définition 1.1.14 i) Un processus stochastique (Xt)teR+ est un processus 4 accroisse-

ments indépendants si :

1. Xo=0p.s

2. Vn > 1, Vty,to, ..., t, € Ry, telle que : 0 < t1 < ty < ... < t,, les variables
aléatoires

(Xeys Xop — Xoys s Xo, — X, y)
sont indépendantes.

ii) Un processus stochastique (Xt)t€R+ est un processus a accroissements indépendants sta-
tionnaires, si c’est un processus a accroissements indépendants et st : Vs, t € R L, 0<s<t

la variable aléatoire X; — X a la méme loi que X;_,;. Autrement dit :

Vh >0: Xt+h - Xs+h é ths-
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Définition 1.1.15 (Variation finie, bornée et quadratique)
On définit la variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X sur [0,T] associée 4 une

subdwision 7, = (t7,...,t7) de [0, T] par :

p

VZI”) (mn) = Z ‘Xt? - Xt?—1

=1

. p . . . _ n n
Si VI (m,) a une limite dans un certain sens lorsque ||m,||,, = max e —tr | — 0, la
<i<n n—-o00

limite ne dépend pas de la subdivision choisie, on ['appelle variation d’ordre p de X sur

0,7].

Proposition 1.1.5 - Sip =1, la limite s’appelle variation totale de X.
- Si Vi est finie, on dit que X a variation finie.
- Si V} est bornée, on dit que X a variation bornée.

- Sip =2, la limite s’appelle variation quadratique de X notée (X), .

1.1.4 Espérance conditionnelle

Définition 1.1.16 Soit X une variable aléatoire réelle intégrable définie sur (Q,F, P) et
G une sous tribu, l’espérance conditionnelle de X sachant G est l'unique variable aléatoire

E[X | G] tel que :
i) G-mesurable.

i) /E[X|g]dP:/XdP, VA€EG.
A A

Propriété 1.1.1 Soient X, Y deuz variables aléatoires réelles appartenant a L? (Q, F, P),

sott G une sous tribu de F. On a alors :

1. Linéarité : Soit a et b deux constantes

ElaX +bY |G =aE[X |G|+ bE[Y | G].
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2. Positivité : si X >Y = E[X |G| >E[Y |G] ps.
3. 5i X est indépendante de G, alors E[X | G] = E[X].
4. 51 X est G-mesurable, alors : E[X | G] = X.

5. 51 X est G-mesurable, alors : F (XY |G]=XE[Y |d].

6. E[EX|g]) = EIX].

1.2 Mouvement Brownien

Définition 1.2.1 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique (Wy),~, @
valeur réel, qui est un processus & accroissements indépendants et stationnaires dont les

trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :

1. Continuité : P.p.s la fonction s — W (w) est une fonction continue.

2. Indépendance des accroissements : si s < t ,W;, — W, est indépendant de la
tribu Fy = o (Wy,u < s).
3. Stationnarité des accroissements : si s < t,la loi de W; — W, est identique a

celle de Wy_y — Wy = Wi_s.

Théoréme 1.2.1 5% (I/Vt)t20 est un mouvement Brownien, alors W, — W, est une variable

aléatoire gaussienne de moyenne rt et de variance ot , v et o étant des constantes réelles.

Définition 1.2.2 Un mouvement Brownien est dit standard si :
1. By=0 Pup.s.

3. E(B?) =t.

Définition 1.2.3 B, suit une loi N (0,t). Dans ce cas la loi de B prend la forme :

1 ( 332) p
——exp | —= | duz,
V2t P 2t
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dx étant la mesure de lebesque sur R.

Remarque 1.2.1 Dans la suite, lorsque l’on parlera de mouvement Brownien, sans autre

précision, il s’agira d’un mouvement Brownien standard.

Définition 1.2.4 On appellera F;-mouvement Brownien un processus stochastique & va-

leur réelles et a trajectoires continues qui vérifie :
- Pour toutt > 0, B; est F; -mesurable.
- Sis <t, By — By est indépendant de la tribu F.

- Sis <t, laloi By — By est identique a celle de B;_, — By.

Définition 1.2.5 On appelle mouvement Brownien & valeurs dans R?, un vecteur B — (Bl, B? .. Bd)

ot les B' sont des mouvement Brownien réels indépendants.

Proposition 1.2.1 Soit B un mouvement Brownien, la filtration (ftB ) vérifie les condi-

>0
tions habituelles et B est un (ftB ) >0 Mouvement Brownien.
Définition 1.2.6 Le mouvement Brownien (B;),, est un processus gaussien (centré) de

fonction de covariance :

Cov (s,t) =inf (s,t) = s A t.

Proposition 1.2.2 Un processus (Bt)te[O,T} est un mouvement Brownien si et seulement

st ¢’est un processus gaussien, continu, centré, de fonction de covariance :
Cov (s,t) =inf (s,t).

Preuve. Le premier implication : pour t; < ... < t, le vecteur (Btl, By, — By,,..., By, — Btn—l)
constitué de gaussiennes indépendantes est un vecteur gaussien. Ainsi par combinaisons
linéaires (By,, ..., By, ) D'est également. Le mouvement Brownien est un processus gaussien

continu.Il est de plus centré et sit > s :

cov (By, By) = E[B,By| = E (B, — B,) B,] + E [(B,)?] = s.

9
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Le deuxiéme implication : on vérifie la définition point par point.
a) E [(Bo)ﬂ =0, donc By =0 P.p.s.
b) B est continu par hypothése.

¢) Pour t; < ... <t, <s <t levecteur (By, By, ..., By, By — By) est gaussien avec
Cov (B; — By, By,) = 0.

Ainsi

B, — B, 1 (By, ..., By,)

et donc d’aprés la remarque ci dessus, B;— B, est indépendant de }“f =0 (By,u<s).

d) Enfin, pour s <t, B, — By est gaussienne, centrée de variance

Var (B, — Bs) =t +s — 2inf (s,t) =t — s.

Remarque 1.2.2 Le mouvement Brownien n’est pas dérivable.

Théoréme 1.2.2 Si B = (B;),5, est un mouvement Brownien réel, alors B admet une

variation quadratique et :

Pp.s, (B,B),=t, Vte R,.

10
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1.3 Martingale a4 temps continue

Définition 1.3.1 Soit (Q, F o (Ft)s0 P) un espace de probabilité filtré. Un processus (My),~
est une martingale (respectivement une sous-martingale, sur martingale) si pour tout

t>0:

i) M, est Fi-mesurable.
ii) M; est intégrable, c’est a dire : F (|M,|) < +oo0.

iii) E[M, | F,| = My, pour tout 0 < s < ¢ ( respectivement E[M,| F|> M, E[M,|F,) < M, ).

Remarque 1.3.1 Une martingale (M), vérifie la propriété suivante :
vt >0, E M) = E [My).
Proposition 1.3.1 Soit (M) t>0 une martingale de carré intégrable, alors, Vs <1, on a :
E[(M,— M,)* | F,) = E[M} - M2 | F,].

Preuve. On a

E[(M; — M,)* | ] = E [M? — 2M,M, + M? | F]
= B [M?| F,) = 2B[MM, | F) + E [M? | F]
=E[M} | F] —2M? + M?
=E[M} | F) - M
=E[M} | F] - E[M?| F,)
=FE[M}— M| F,].

11
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Proposition 1.3.2 i (By),, est un Fi-mouvement Brownien, alors :

1. B; est une Fi-martingale.
2. B? —t est une F;-martingale.

3. exp (0B; — (02/2)t) est une F;-martingale.

Preuve. Le fait que ce sont des processus adaptés, continus et intégrables est immédiat.
Montrons I’identité martingale :

si: s <talors B, — B est indépendante de la tribu F,. Donc
E[B;— B | Fs] = E[B; — Bs].

Mais un mouvement Brownien est centrée, donc E [B; — B =0 - On en déduit le premier

point.

1. Pour démontrer le premier :

E[By| Fs) = E[B; — Bs | Fs| + E [Bs | F|
= B;.

2. Pour démontrer le deuxiéme, remarquons que :

E(B?-B?| F,|=E|[(B, - B,)* + 2B, (B, — By) | 7]
= E (B, - By)’ | Fi] +2B,E[(B; — B,) | Fi]

mais comme (B;),., est une martingale £ [B; — B, | F] = 0 et donc :
E[B?-B?|F,|=E[(B,— B, | ]

La stationnarité et I'indépendance des accroissements du mouvement Brownien per-

12
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mettent de plus d’affirmer que :

E[(B,—B)* | 7] = E(B2))

=1 —s.

By suit une loi gaussienne centrée de variance t. On en déduit que si s < ¢ :
E B} —t|F,] = B2 —s.

3. Pour démontrer le dernier point, rappelons, tout d’abord, que, si g est une gaussienne

centrée réduite, on a :
1 +o00 —I2 )\2
Elexp (A\g)| = — exp(Ax)exp | — |dr =exp | — ).
e 0] = = [ e e (5 ) do = ()
De plus, si s < t:
E [exp (aBt — azt/2) | .7:3] = exp (O’Bs — azt/2) Elexp (o (B, — By)) | Fs
car B est F,-mesurable, et comme B; — B, est indépendante de F, on a :

Elexp (o (B; — By)) | Fs] = E[exp (0 (B — By))]
= Elexp (0 (Bi-))]
=F [exp (ag\/t — s)}

(700

Ce qui donne le résultat annoncé.

13
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Définition 1.3.2 (Martingale locale)
Soit M un processus définie sur (Q,]—" , (j:t)tzo , P) a valeurs réelles continues, on dit que
M est une martingale locale continue si :

1. My est intégrable.

2. Il existe une suite de temps d’arrét (T,,),oy telle que T, T +oo p.s et telle que M

soit une martingale uniformément intégrable.

On dit que la suite (7,),cy Téduit M ou est une suite localissant pour M.

Définition 1.3.3 (Semi-martingale continue)

Un processus X = <Xt>t20 est une semi-martingale s’il s’écrit sous la forme :
Xi = Xo+ M; + Ay,

ot M est une martingale locale (null ent =0) et A est un processus & variation finie.

Théoréme 1.3.1 (Représentation des martingales Browniennes)
Soit M = (M;),5, une martingale (cadlag) de carré intégrable pour la filtration (Fi),sq,
la filtration d’un mouvement Brownien B = (Bt)tZO' Alors il existe un unique processus

H = (Hy),5q de M? (R¥), tel que :
t
vVt >0, My = M, +/ H,.dB;, P.p.s.
0

Théoréme 1.3.2 (Théoréme d’arrét.)
Si (My),>, est une martingale continue par rapport a une filtration (F),5q, T et S sont
deuzx temps d’arrét tels que S < T < k, k étant une constante réelle finie, alors My est

intégrable et :

E[Mr| Fs)|=Ms Pup.s.

14
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1.4 Intégrale stochastique - calcul d’It6

Soit w +—— [ (w) = (/thst> (w) une variable aléatoire out (X;),5, est un certain
processus et { By, t > 0} fm mouvement Brownien. Le probléme est bien stir de donner un
sens a 1'élément différentiel dB, puisque la fonction s — B, n’est pas dérivable. K. ITO
en 1942 introduit l'intégrale stochastique laquelle permet de construire /; (w) comme une

limite de v.a, sous I’hypothése d’adaptation du processus X a la filtration du Brownien.

1.4.1 Intégrale stochastique

Dans tout ce paragraphe, on se donne ({2, F, P) un espace probabilité complet, (.7-}),520
une filtration qui vérifier les conditions habituelles et B un F;-mouvement Brownien (on

peut prendre F; = FP).

Définition 1.4.1 L’intégrale stochastique ou l’intégrale d’Ito est une intégrale de la forme :

t
/ HdB; (1.1)
0

ot (Bt),»q est un mouvement Brownien et (Hy),o un processus stochastique.

1.4.2 Propriétés de ’'intégrale stochastique

On note A I’ensemble des processus H adapté cadlag, Vi > 0 :

( /OtHSde] o

L’intégrale stochastique possede les propriétés suivantes :

E

1. Linéarité : Soit a et b des constantes et m, n deux processus dans A, on a :

¢ ¢ ¢
/ (amg + bng) dBs = a/ msdBg + b/ nsdBs.
0 0 0

15
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2. Le processus (1.1)) est une martingale a trajectoire continues.

(/OtHsst)2 =F (/OtHszds) .

t 2 t
4. Le processus : { — ( / HSst> — / Hfdg, est une martingale.
0 0

5 E[( /OHdB)] 0, et WK /OtHsst)] :E( /OtHfds).

1.4.3 Calcul d’Ito6

3. Isométrie : F

Nous introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastique. La formule d’It6
donner la facon de différencier ¢t — f(B;) si f est un fonction deux fois continiiment

différentiable.

Processus d’Ito6

Définition 1.4.2 Soient (Q,]—", (}-t)tzo , P) un espace probabilisé muni d’une filtration et
(Bt),0 un Fi-mouvement Brownien. On appelle processus d’Ito, un processus (Xi)yci<p @

valeur dans R tel que : P.p.s

t t
Xy =X+ / bsds + / osdBs
0 0

avec !

* Xy est Fo-mesurable.
* (bt)y<rp €t (01),<p des processus Fi-adapté.

T
*/ | bs | ds < 400 Pup.s.
0

T
* / | 05 | dBs < 400 P.p.s.
0

16



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Formule d’Ito

Théoréme 1.4.1 1) Soit (X;),,<p un processus d’Ito :
t t
X; = Xo—l—/bsds—i—/asst
0 0
et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a :
PO =0+ [ 7 0axe L [ e ax),

tel que :

(X, X), = /t%zs
et/f DdX, = /f bds+/f )oudB..

Avec la table de multiplication

dt | dB,
dad {0 |0
dB, | 0 | dt

2) De meéme si (t,x) — f (t,z) est une fonction deux fois contindment différentiables en

x et une fois différentiable en t, ces dérivées continues en (t,x), (f € C*?), on a :

FX) = £0.50)+ [ £ X)ds+ [ fsX)ax,+5 / 7 (5, X)X, X),

B tof tof L2 f
—ro.x0)+ [ eyt [ Fexya g [Thexoaw ..

17



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Intégration par parties

Théoréme 1.4.2 Si f est une fonction de classe C* :

[reram=iwn- [ 168

Proposition 1.4.1 (Formule d’intégration par parties)

Soit X; et'Y; deux processus d’Ito, c’est a dire on la forme

t t t t
Xt:X0+/b5ds+/asst et Yt:YO%—/b’Sds—l—/a;st.
0 0 0 0

Alors :
t t
XY, = XYy +/X5dYs + / Y,dX, + (X,Y),
0

0

avec la convention que :

¢
(X,Y>t:/asa;ds.
0

Preuve. On a d’aprés la formule d’It6 :

t t
(Xt+n)2=<Xo+Yo>2+2/ <X3+Ys>d<Xs+Ys>+/ (05 +02)" ds
0 0

t t
Xf:Xg+2/ XSdXS+/a§ds
0 0

t t
yf:Y02+2/Y5ds+/o—fds
0 0

d’ot, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

t t t
2X:Y; =2X0Y) + 2/ X dYs + 2/ Y,dX, + 2/ osonds
0 0 0

18
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ce qui implique :

t t t
Xth:XoYo—i-/Xdes—i—/stXs—i—/Jsagds.
0 0 0

19



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

I ‘objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles sto-
chastiques rétrogrades et de préciser la terminologie employée dans ce contexte.
Nous montrerons le résultat d’existence et d’unicité d’une solution dans le cas ou le géné-

rateur Lipschitzien, un exemple d’EDSR sont donné a la fin du chapitre.

2.1 Présentation du probléme

Soient (Q, F (Fi)yso P) un espace probabilisé filtré et £ une variable aléatoire mesurable
par rapport & Fr. On voudrait résoudre ’équation différentielle suivante :

_an
dt

Yr=¢

:f(Y;t)v te [O’T]

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est & dire que
le processus Y soit adapté par rapport a la filtration (F;),, -

Prenons 'exemple le plus simple & savoir f = 0. Le candidat naturel est ¥; = £ qui

20



Chapitre 2.Equations différentielles stochastiques rétrogrades

n’est pas F;-adapté si n’est pas déterministe. La meilleure approximation-disons dans L?-
adaptée est la martingale Y; = E (£ | F;). Si on travaille avec la filtration naturelle d’un
mouvement brownien, le théoréme (1.3.1) permet de construire un processus Z de carré

intégrable et adapté tel que :
t
V=B F)=E©+ [ Zdb. vie 1)
0
On peut ecrire ceci autrement par un calcul élémentaire, on prend ¢t = T alors :

T
Yy =E (&) + / Z,dB,
0
t T
—E(§)+/ stBs+/ Z,d B,
0 t

T
=Y+ / ZsdBs.
t

On a alors :
T
Y= 5 - / Z4d B
t

ie:

_d}/;f = _thBt7 t € [O,T]

Yr=¢€.
On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le
processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté. Par conséquent, comme
une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on permet & f de

dépendre du processus Z, I’équation devient donc :

—dY, = f(t,Y;, Z,) dt — Z,dB,, t € [0, T

Yr=¢
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ou de fagon équivalente sous forme intégrale :

T T
Yt:§+/ f(s,YS,Zs)ds—/ Z.dB,,0<t<T.
t t

2.2 Notation

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité complet et B un mouvement Brownien ¢ — dimensionnel
sur cet espace. Notons (F;),, la filtration naturelle du Brownien (B;),.. On travaillera

avec deux espaces de processus :

Y : Q x [0,7] — R* progressivement mesurables et tel que

5% (R¥) =
Yl =B [ sup IYt\Q} <0
0<t<T

et S? (R*) est un sous-espace de S? (R*) formé par le processus continues

7 : Q x [0,T] — R**4 progressivement mesurables et tel que

M2 (RF*) = T
2 =& | [ 120 @] <o
0

M? (]R{kXd) désigne I'ensemble des classes d’équivalences de désigne M? (]Rk Xd) )
Les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies précédem-

ment. Nous considérons B? Despace S2 (R¥) x M? (R¥*?) telle que :

(NI

T
mawsz%qu+/|mW§
0<t<T 0

Le couple (B%].||,) est un espace de Banach. Dans tout ce chapitre, nous donnons une

application aléatoire :
f:Qx[0,T] x R x Rk*d — RF

(t,y,z) — f(t,y,2)

le processus { f (t, v, 2) } g<;<7 SOit progressivement mesurable. On considére également une
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variable aléatoire &, mesurable par rapport a Fr et a valeurs dans R*. Enfin on précisons

ce que I'on entend par solution de 'EDSR (2.1)).

Remarque 2.2.1 - Pour k,d > 1 et Z € R**? on notera || Z|| = \/trace (Zt7).

- Pour k > 1,Y € R* on notera |.| la norme euclidienne sur R¥, on a donc :

- La fonction f s’appelle le générateur de ’EDSR et & la condition terminale.

- La matrice Z'Z s’appelle la matrice de diffusion.

2.3 Solution de PEDSR

On veut résoudre I’équation différentielle stochastique rétrograde ([2.1).
Supposons qu’il existe un processus progressivemment mesurable { f,o<t< T} € M?a

valeurs dans R et des constantes ;1 € R et A > 0 tels que :

H1 V(y,2) € R" x R¥*? {f (t,y,2)}c,p st progressivemment mesurable.
H2 OnaVty,z |f(ty2)| <fi+X(yl+|z|) Pp.s.

H3 V(t,y,2), f(ty,z) est continue, P.p.s.

Définition 2.3.1 Une solution de I’EDSR est un couple de processus

(Y, Z) ={(Y, Zt)}te[O,T]

vérifiant :
1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans RF et R¥*?,

T
2. Pps / (07 (5,Ye, Z)] + | ZoJ?} ds < oo.
0
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3. Pp.s,ona:
T T
Y;:£+/ f(s,YS,ZS)ds—/ ZdBg, 0 <t <T.
t t

Remarque 2.3.1 Il est important de retenir les trois points suivants :

- Les intégrales de ’équation
T T
Y, =§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZdB,,0 <t <T.
t t

étant bien définies.

- Le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Yy est

une quantité déterministe.

- Ona:

t t
Yt=Yo+/ f(s,n,zs)ds—/ Z.dB,
0 0

t t
telle que / f(s,Ys, Z,)ds est a variation finie et/ ZdBy est une martingale. Alors
0 0

Y; est une semi-martingale continue.

Proposition 2.3.1 Supposons qu’il existe un processus ( ft)ogth positif, appartenant &

M?(R) et une constante positive \ tels que :
V(ty,2) € [0,T] x R x R™Y [ f (t.y,2)] < fo + A (Jyl + ||2]))

81 {(Yt, 2t) fo<y<p €St une solution de 'EDSR telle que Z € M?, alors Y appartient a
S2.

Pour montrer cette proposition, on a besoin de lemme de Gronwall et I'inégalité de Doob

Lemme 2.3.1 (Lemme de Gronwall)
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Soit T > 0 et soit g une fonction positive mesurable bornée sur l'intervalle [0, T]. Supposons

qu’il existe deux constantes a > 0 et b > 0 telles que pour tout t € 0,7,

g(t)§a+b/0tg(s)ds

Alors on a pour tout t € (0,77,

g(t) < aexp(bt).

Théoréme 2.3.1 (Inégalité de Doob)

Si (Mt)ogth est une martingale continue, on a, pour tout T' > 0,

Preuve. (preuve de Proposition 2.3.1) On utilise principalement du lemme de Gronwall

et du fait que Yy est déterministe. En effet, on a, pour tout ¢t € [0, T,

T T
§/t = 5 + / f (Sa Y;7 ZS) ds — / stBs
t t

=&+ (—/Otf(S,YS,ZS)dS+/0Tf(8,YS,ZS)dS) — (—/OtZSdBS—i-/OTZSdBS)
. (—/Otf<s,Y;,Zs>ds— (—/Otzsst)) T (/OTf(s,n,Zs>ds—/0TstBs)

= <5+/0Tf<s,ys,zs>ds—/OTZSdBS) —/Otf<s,n,zs)ds+/0tZSst

t t
=Y, — / f(s,Ys, Zs)ds + / Z,dB,
0 0

alors :

V3| < |Yo| + +

t
/ ZsdBg
0

/tf(s,Ys,Zs)ds
0

On a Z € M? alors :

Yi| < Yol + + sup

0<t<T

t
/ Zsd By
0

/tf(s,YS,Zs) ds
0
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et par ’hypothese :
|f (5, Y5, Z)| < fs + A(Ys] + [1Z6]])

donc :
t t
W< I%l+ [ ot A+ 120D ds+ sw | [ Ziap,
0 0<t<T 0
t t t
< (rYo|+/ (o 4+ A1 Ze]) ds+ sup /zsdBS)H/ Y, ds
0 o<t<t |.Jo 0
posons :

t
9:|Yo|+/ (fo+ A Z]) ds + sup
0

0<t<T

t
/ ZsdBg
0

Par suite on a :

t
Vi<o4a [ |v)as
0

Par hypothése, Z appartient a M? d’aprés I’inégalité de Doob, on a :

t T
/ Z.dB,| | <4sup B U stn%zs}
0 0

0<t<T
le troisiéme terme de 6 est de carré intégrable, il en est de méme pour (f;)y,«p €t Yo est

2

E | sup

0<t<T

déterministe donc de carré intégrable, il s’en suit que # est une variable aléatoire de carré

intégrable, Y est un processus continu, le lemme de Gronwall fournit I'inégalité :
Y] < Bexp (M)

etona:

sup |Y;| < fexp (AT)
0<t<T

donc :

E { sup \Yﬂ <exp(2\T) E (6?).

0<t<T

Qui montre que Y appartient 4 S%. m
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t
Lemme 2.3.2 Soient Z € M* (RF*?) et Y € 5% (RF). Alors { / Y, Z,dB,, t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.
Pour montrer ce lemme, on utilise I'inégalité suivante :

Théoréme 2.3.2 (Inégalité Burkholder-Davis-Gundy "B-D-G")
Soit p > 0 un réel, il existe deur constantes c, et C, telles que, pour toute martingale

continue X, nulle en zéro

¢, B [<X,X>1;(2] <E {sup |Xt|p} < C,E [(X, X>§{f] .

>0

En particulier, st T" > 0,

0<t<T

c, [(X, X>§°/2} <E { sup |Xt|P} < C,E [<X,X>f;/2].

Preuve. (preuve de Lemme 2.3.2) On va montrer que :

t
E { sup / Y. Z.dB, } < 0
o<t<T |Jo
on a .
t 2 t
E | sup / Y,Z,dB,| | = E { sup / Y, [? ||Zs||2ds} .
0<t<T |Jo o<t<T |Jo

En appliquant I'inégalité B-D-G, il existe une constante positive C' telle que :

t i T 3
/ YsstBs] <CFE | sup (/ Y. [? ||Zs||2d3) ]
o<i<T \Jo

0

T 3
< CE |sup Y] (/ ||Zs||2d8) ]
i 0<t<T 0

E[sup

0<t<T

et par suite en appliquant 'inégalité :

a? b2
p< @ L2
W= 5t
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on obtient :

E[sup

0<t<T

t
/ Y, Z.d B
0

}SC

C
< =
- 2

1 ) 1 r )
Esup|Y]" | + SF 1Z,|” ds
2 0<t<T 2 0
T
B (s i) + 2 ([ 120705)
0<t<T 0

on a par hypothése :

T
E (Sup|Yt|2> < o0, ot E (/ ||ZS||2ds> < oo
0<t<T 0
t
/ Y. Z.dB, } < 00.
0

alors :

E{sup

0<t<T

D’ou le résultat. m
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2.4 Cas Lipschitz

2.4.1 Reésultat de Pardoux-Peng

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité dans
le cas ou le générateur f est lipschitzien par rapport aux deux variables y et z, ce résultat
est di a E. Pardoux et S. Peng en 1990 [7], c’est le premier résultat d’existence et
d’unicité pour les EDSR dans le cas ou le générateur est non-linéaire. Néanmoins dans la
démonstration nous suivrons de prés Briand [1].

Rappelons que f est définie sur  x [0, 7] x R*¥ x R¥*? 4 valeur dans R* telle que, pour
tout (y,z) € RF x R¥*? le processus {f (t,y, 2) }, << SOit progressivement mesurable. On
considére également ¢ une variable aléatoire, Fr-mesurable, & valeurs dans R”.

Dans la suite, en site les hypothéses sous lesquelles nous allons travailler.

(L) Il existe une constante K > 0 telle que P.p.s :

L.1) Condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout ,y, 9, z, % :
|f(ty,2) = [ (69,9 < K(ly — gl + [l = £[]) -
L.2) Condition d’intégrabilité :
T
Blef+ [ 1f 0.0 is] < o
0

Existence et unicité de ’EDSR

Nous commencons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de z c’est a
. L, . , 2 k
dire on se donne { de carré intégrable et un processus (£}), <i<p dans M (R ) et on veut

trouver une solution de 'EDSR :
T T
Y;:§+/ Fsds—/ ZdB,, 0<t<T. (2.2)
t t
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Lemme 2.4.1 Soient £ € L* (Fr) et (Fy)oq,cp € M? (R¥). L’EDSR posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.
Pour montrer le lemme, on utilise le théoréme (1.3.1) et le théoréme de Fubini

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de Fubini)

S1Y ={Y;, 0 <t < T} estun processus stochastique adapté tel que pour tout 0 < ¢ <T,Y, >0 ,

E [/;sts] = /OtE [Y,] ds.

alors :

Preuve. (Lemme 2.4.1)
1. Existence : Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant
Z e M>.
Si on prend ’espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement :

T T
Y,=E s+/ Fsds—/ stBsm}
t t

r T T
=F 5+/ Fsds]}“t]—E[/ ZSdBS!Ft}
t t

r T T t
—E g+/ Fsdsyﬁ]—EK/ stBs—/stBS)U-}].
L t 0 0

On a
T t
E{/ ZSdBS]}"t] —E{/ stBS\ft} =0
0 0
T
/ Zd B, est une martingale
car : 0
/ Z,dB, est F,-mesurable
0
alors :

T
Yt:E[@r/ FSds\}}].
t

On définit donc Y a l’aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remar-

quons que, d’apres le théoreme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable,

30



Chapitre 2.Equations différentielles stochastiques rétrogrades

t
/ F,ds est un processus adapté a la filtration (F}) o,7)> en fait dans S? puisque F
0

te|l

est de carré intégrable. On a alors, pour tout ¢ € [0, 7],

T t
Y,=F [§+/ F3d5|]:t] —/ F.ds
0 0

t
= M, —/ Fds.
0

M est une martingale Brownienne, par le théoréme (1.3.1) , on construit un processus

Z appartenant & M? tel que :

t
E:Mt—/‘FSdS
0

t t
= M, —|—/ Zsd By —/ Fds.
0 0

On peut vérifie que (Y, Z) ainsi construit une solution de P'EDSR étudiée puisque

comme Yy = &,

t t T T
Yt—s—MO+/ stBs—/ Flds — (M0+/ stBs—/ Fsds>
0 0 0 0
T T
:/ Fsds—/ Zd B,
t t

T T
Y, =¢+ / Fids — / ZsdBs.
t t

2. Unicité : Si <Y, ) est une autre solution, on a :

alors :

T
SN/;:Yt:E{ﬁ—l—/ Fsds\ftl
t

d’ou Punicité de Y puis que Z = Z est vérifiée par le théoréme (1.3.1).
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Si f dépend de y et de z. Néanmoins dans la démonstration nous suivrons de prés Briand

1.

Théoréme 2.4.2 (Pardoux—Peng [7]) Sous l’hypothése (L) ’EDSR posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans I’espace de Banach B? en construi-
sant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B2 est solution de
I'EDSR ([2.1)) si et seulement si c’est un point fixe de V.
Pour (U,V) élément de B2, on définie (V,Z) = ¥(U,V) comme étant la solution de
I’EDSR :

T T

Y}zf—i—/ f(s,Us,V;)ds—/ ZdBg, 0<t<T.
t t

Remarquons que cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans B?. En

effet, posons F, = f (s,Us, V;). Ce processus appartient a M? puisque, f étant Lipschitz :
[Fsl <1 (5,0,0)] + K |Us| + K | V4|

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer
le lemme 2.4.1 pour obtenir une unique solution (Y,Z) telle que Z € M?. D’aprés la
proposition 2.3.1, Y appartient & S2.

Ce qui implique que 'application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U, V) deux éléments de B2 et (Y, Z) = U(U,V), (Y,Z) = O(U, V).
Notonsy:Y—Yetz:Z—Z. Ona:yr=0et

dy, = — {f (t, U, Vi) — f (t, U, Vt) } dt + 2dB,.
On applique la formule de It6 a e \yt|2 on obtient :

d <€at |yt|2) = ae® |yt|2 dt_zeatyt- {f (t, U, Vi) = f (ta Ut, VQ) } dt+2€atyt~ztdBt+@at HthH2 dt.
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Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient :
T T o T
e ]yt|2+/ € ||z ||” ds = / e’ (—oz PAREN {f (s,Us, V) — f (5, Us, Vs) }) ds—/ 2e"°y,.2,d By
t t t
comme f est Lipchitz :

-5 s0.0) <5 -0+ [y -]

notant u et v pour U — UetV -V respectivement, il vient :

T T T
e |yt|2+/ e’ ||ZS||2 ds < / s (—a |y$|2 + 2K |y, |us| + 2K |ys| ||vs||) ds—/ 2e%°1,.25dBs.
¢ ¢ ¢

Pour tout € > 0, on a :
a2
2ab < — + eb?
€

et donc, I'inégalité précédente donne :

2 T 2 ’ 2K* 2 4 4 2 2
e |y +/ e* || z]|" ds < / e* (—a + — ) || ds—/ Qeo‘sys.zsst+5/ e? (|u5| + ||vs]| )ds
¢ ¢ t ¢

2

prenant &« = —— et notant :
€

T
R. = 5/ e™® (|us|2 + ||vs||2) ds
¢
on obtient :
T T
vVt e [0,7], e |y, )? +/ e ||z|* ds < R. — 2/ e**ys.25dBs. (2.3)
¢ ¢

D’aprés le lemme 2.3.2

t
M = {/ eo‘sys.zsst}
0 0<t<T
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est une martingale uniformément intégrable nulle en 0 puisque Y , Y appartiennent a S?

et 7, Z appartiennent a M?2. En particulier, prenant 1’espérance, on obtient, pour ¢ = 0,
T
E [/ e HZSHQdS} < E[R.]. (2.4)
0
Revenant & 'inégalité (12.3)), pour obtenir :

Vte[0,T], E [ sup e |ytl2} < E[R]+E [ sup

0<t<T 0<t<T

T
/ 2e*°ys.25d By
t

|\

les inégalités B-D-G fournissent — avec C' universelle — :

[ T 5
E[sup eat|yty2] < B[R]+ CE (/ Q20 ]ys]2.|]zs|]2ds> ]
0

0<t<T

T 3
< B[R]+ CE |supe? \ytr( / ||zsu2ds) ]
0

0<t<T

. 2 2 .
puis, comme ab < % + % on obtiant :

at 2 1 at 2 02 T as 2
E | sup e |y|”| < E[R]+ zE | sup e |y|”| + —F e || zs]| " ds| .
0

0<t<T 2 0<t<T 2

Prenant en considération I'inégalité ([2.4]), on obtient finalement :

T
E [ sup e |y,|* +/ e ||zs||2ds} < (3+C?) E|R.]
0

0<t<T

et par suite, revenant & la définition de R, :

0<t<T 0<t<T

T T T
E [ sup e |y;|* +/ e ||zs||2ds] <e(3+C*E [ sup e |ut|2/ ds +/ e ||vs\|2ds]
0 0 0
T

<e(3+C*)(A1VD)E { sup e |u,|? —I—/ e ||v5||2ds} :
0

0<t<T
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Prenons ¢ tel que (3+ C?) (1VT) = %, de sorte que I'application W est alors une contrac-

tion stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme

=

T 2
WVl = B | sup e+ [ vl as
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente & la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.

¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence et I'unicité d’une solution
de 'EDSR dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la proposition 2.3.1

implique qu'un telle solution appartient a B%. m

Remarque 2.4.1 1. A partir de maintenant et sans plus insister, Uezpression « la solu-

tion de I’EDSR » signifiera la solution de I’EDSR vérifiant Z € M?.

2. Nous allons voir dans la proposition suivante que le role de Z, plus précisément celui
T
du terme / ZdBy est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas
t

nécessaire Z est nul.

Proposition 2.4.1 Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR et soit T un temps d’arrét ma-
joré par T'. On suppose, outre l’hypothése (L), que & est F.-mesurable et que f (t,y,2) =0
des que T < t. Alors :

Y=Y\, et Z;,=0sit >
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2.5 Exemple d’une EDSR financier

Un probléme fréquent en finance consiste a donner un prix aux options. Une option
européenne d’achat, un "call", de maturité T" et de prix d’exercice K, est un contrat qui
donne le droit, mais non ’obligation & son détenteur d’acheter une part de I'action au prix
d’exercice K a la date T'. Le vendeur de I'option s’engage donc a payer & son détenteur la
somme ¢ = (Sp — K)© qui représente le profit que permet I'exercice de I'option. A quel
prix v vendre l'option? Le vendeur doit s’assurer qu’en vendant ’option au prix v a la
date t = 0, il disposera de la somme ¢ a la date t =T

Pour trouver v, I'idée fondamentale est la duplication : le vendeur vend ’option au prix v

et investit cette somme dans le marché. Il peut investir soit dans ’action qui suit le cours :
t t
S, :So—l—/,uSrdr—l—/aSTdBr, 0<t<T
0 0

soit dans un placement sans risque, dont le taux de rendement est fixe, égal a r, le prix
d’une part est donné par : E; = Eye’". Donc sa richesse a U'instant t est : V, = ¢,9, + p, F,
ol ¢; est le nombre de parts d’action, p; celui d’actif sans risque. On peut transformer cette
équation :

dVy = qdS; + pdEy = rp Eydt + ¢Sy (pdt + odBy) .

L’évolution de la richesse ne dépend que de la variation des prix (stratégies auto-financées :

pas d’ajout, ni de retrait d’argent). Comme p,F; = V; — ¢;S;, on obtient :

/'L _ /rdt + thtO'dBt.

g

dV, = rVidt + 0q;.S;

ILL_
g

”
Notons Z; = 0¢;S; et 0 = (c’est le "risk premium"), on a :
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Et le vendeur veut obtenir :

Vr=¢

d’ou :

T T
Vi :5—/ (er—i—QZs)ds—/ Z.dB,.
t t

On peut calculer explicitement V; pour tout ¢ (par la formule d’Ito) :
92
Vi=E [éeXp (_Q(BT_Bt)—i—E(T—t) —r(T—t)) \.7-}] .
Comme v = Vj, on a :

2
v=~F {e_rTf exp (—QBT + %T)]

On peut calculer cette espérance et on obtient la formule de Black-Scholes :
v = So® (d) — Ke "t® <d - a\/T)

avec :

In(So/K)+rT 1 1 /x 2
d= +—0\/T, ®(r)=— e "2 du.
oVT 2 (@) V21 J)

On peut remarquer que dans cette formule p n’apparait pas, par contre o joue un role

primordial.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

EDSR
cadlag
Pp.s
(Q,F,P)
(U F, (F)s0, P)
N

12

B (RY)
E

Var

N (0,1)
-

(8% [I-1lo)

Equation différentielle stochastique rétrograde.
continue a droite et limite a gauche.

La notation presque stirement pour la mesure de probabilité P.
Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.

L’ensemble des négligeable.

L’espace de Hilbert.

La tribu borélienne sur R

L’espérance par rapport a la probabilité.

La variance.

La loi Gaussienne centré et de variance t.
Temps d’arrét.

Espace de Banach.

Variable aléatoire

Covariance

Presque stirement
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