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Introduction

L�interpolation est une opération mathématique permettent de construire un objet

géométrique (courbe, surface, ...ext) à partir des données d�un nombre �ni de

points, ou une fonction à partir de la donnée d�un nombre �ni de valeurs. La solution du

problème d�interpolation passe par les points prescrits.

L�idée et le pratique de l�interpolation ont une longue histoire remontant à l�Antiquité

et s�étendant aux temps modernes. Nous allons brièvement esquisser le développement

précoce du sujet dans les temps anciens et le Moyen-Age à travers le 17�eme siècle, l�intérêt

était avant tout scienti�que.

L�analyse numérique tient une place capitale dans les interventions des mathématiques,

aussi bien en sciences physiques que dans le domaine de la biologie, des technologies et

des sciences économiques et sociales. Mais elle o¤re aussi des possibilités très riches pour

les sciences mathématiques elles-mêmes, Elle s�intéresse tant aux fondements qu�à la mise

en pratique des méthodes permettant de résoudre, par des calculs purement numériques,

des problèmes d�analyse mathématique, elle permet ensuite d�étudier le problème, de dé-

terminer sous quelles conditions (choix des paramètres), il existe une solution, ce qui doit

être étudié par l�interpolation.

Dans le cadre de ce mémoire on va intéresser à l�interpolation (polynomial et multiple). Où

l�interpolation polynomiale est une technique d�interpolation d�une ensemble de données ou

d�une fonction par un polynôme. En d�autres termes, étant donné un ensemble de points,

on cherche un polynôme qui passe par tous ces points. Et l�interpolation multiple désigne

1



Introduction

l�interpolation numérique des fonctions de plus d�une variable. Le problème est similaire

à celui de l�interpolation polynomiale sur un intervalle réel : on connait les valeurs d�une

fonction à interpoler aux points (xi; yi; zi; :::) et l�objectif consiste à évaluer la valeur de la

fonction en des points (x; y; z; :::)

Ce mémoire est décomposé en deux chapitres :

Premier chapitre : Interpolation polynomial.

Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps l�interpolation polynomial (Dé-

�nition, Théorème) puis en donne quelques exemples (Lagrange, Newton, spline,...) et ses

applications en calcul de l�intégral.

Deuxième chapitre : Interpolation multiple

Ce chapitre est dédié au di¤érent type de l�interpolation multiple comme régions rectan-

gulaires et régions triangulaires, et aussi l�intégration sur le triangle, et en �n on parle sur

Interpolation sur les q-entiers.
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Chapitre 1

Interpolation polynomial

L�interpolation consiste à construire une courbe passant par des points données : on cherche

une fonction f , qui passe par les points (xi; yi), i = 1; :::; n. Cette fonction s�appelle fonction

d�interpolant.

Dans Les problèmes numériques on a plusieurs choix des fonctions interpolants. Les choix

classiques sont : les polynômes (interpolation de Lagrange, d�Hermite,...), des polynômes

trigométriques (série de Fourier), les fonctions polynomiales par morceaux (fonction-spline).

1.1 Interpolation polynomial

On cherche à remplacer ou à approcher une fonction connue uniquement par ses valeurs

en certains points, par une fonction plus simple, le plus souvent par un polynôme, car les

fonctions les plus faciles à évaluer numériquement sont les polynômes. Nous verrons dans

ce contexte, l�interpolation polynomial qui consiste à rechercher un polynôme qui passe

exactement par les points données.

Dé�nition 1.1.1 Notons Rn[X] l�ensemble des polynômes de la variable x à co¢ cients

réels de degré inférieur ou égal à n, on a donc dim(Rn[X]) = n+ 1 et

8Pn 2 Rn[X] : Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + :::+ anx

n:

3



Chapitre 1. Interpolation polynomial

Théorème 1.1.1 Étand donné n+1 point distincts (x0; y0); (x1; y1); :::; (xn; yn) et les n+1

valeurs correspondantes y0; y1;:::; yn ,il existe un unique polynôme Pn 2 Rn[X] tel que

Pn(xi) = yi; i = 0; :::; n: (1.1)

Preuve. En écrivons Pn comme ci-dessus, les équations Pn(xi) = yi, i = 0; :::; n, de-

viennent

a0 + a1xi + :::+ anx
n
i = yi; 0 � i � n;

ça nous donne un système de n+ 1 équations linéaires avec n+ 1 inconnues a0; a1; :::; an.

Ce système qui peuvent être écrie sous la forme

2666666666666666664

1 x0 x20 : : : xn0

1 x1 x21 : : : xn1

: : : : : : :

: : : : : : :

: : : : : : :

1 xn�1 x2n�1 : : : x2n�1

1 xn x2n : : : x2n

3777777777777777775

2666666666666666664

a1

a2

:

:

:

an�1

an

3777777777777777775

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB@

y1

y2

:

:

:

yn�1

yn

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA
il posséde une unique solution si la matrice

V =

2666666666666666664

1 x0 x20 : : : xn0

1 x1 x21 : : : xn1

: : : : : : :

: : : : : : :

: : : : : : :

1 xn�1 x2n�1 : : : x2n�1

1 xn x2n : : : x2n

3777777777777777775
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Chapitre 1. Interpolation polynomial

appelé matrice de Vandermonde est inversible. Le déterminant de V est donné par

det(V ) =
Y
i>j

(xi � xj)

où le produit est repris sur tout i et j tels que 0 � j < i � n:Par exemple, quand n = 2,

detV = (x1 � x0)(x2 � x0)(x2 � x1);

puisque les xi sont deux à deux distincts, ce déterminant est non nul. (detV 6= 0), Il y a

par conséquent une unique solution a cette système

Fig. 1.1 �Polynôme d�interpolation de degré 5
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Chapitre 1. Interpolation polynomial

1.2 Méthode d�interpolation

1.2.1 Forme de Lagrange du polynôme d�interpolation

Soit a = x0 � x1 � ::: � xn = b division de l�intervalle [a; b] et fyigni=0, des valeurs

correspondantes. Le problème est de trouver un polynôme de degré inférieur ou égale à n,

Pn 2 Rn, appelé polynôme d�interpolation, véri�ant Pm(xi) = yi; il y a une et une seule

solution, si on cherche cette solution dans l�espace Rn(m = n). En e¤et, en dé�nissant les

polynômes caractéristiques de Lagrange

Li(x) =
nY
j=0
j 6=i

(x� xj)

(xi � xj)
; i = 0; 1; :::; n; (1.2)

on remarque qu�ils forment une base de Rn. Comme Li(xj) = �ij , on peut déduire que le

polynôme d�interpolation recherché s�écrit sous la forme suivante et il est unique :

Pn(x) =
nX
i=0

yiLi(x); (1.3)

où

�ij =

8><>: 1 8i = j

0 8i 6= j:

Les Li sont les polynôme de Lagrange au point xi: Pn(x) s�appelle le polynôme

d�interpolation de Lagrange.

Dé�nition 1.2.1 soit wn+1 le polynôme nodal de degré n + 1 associé aux noeuds xi et

dé�ni par

wn+1(x) =
nY
i=0

(x� xi):

Le prochain théorème donne l�erreur d�interpolation faite quand on remplace une fonction

f par son polynôme d�interpolation Pnf associé aux noeuds xi:

6



Chapitre 1. Interpolation polynomial

Théorème 1.2.1 Soient a = x0 � x1 � ::: � xn = b; n + 1 noeuds distincts et f 2

Cn+1([a; b]); L�erreur d�interpolation au point x 2 [a; b] est donné par

E;(x) := f(x)� Pnf(x) =
f
0n+1)(�)

(n+ 1)!
wn+1(x);

avec � 2 [a; b] :

Preuve. Il est clair, qu�on ne peut rien dire sur l�erreur d�interpolation. En si on ne

connaît aucun renseignement sur la fonction f; sauf ses valeurs dans les noeuds xi. Etu-

dions maintenant plus en détail la convergence uniforme du polynôme de Lagrange.

Fig. 1.2 �Interpolation par un polynôme de Lagrange
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Chapitre 1. Interpolation polynomial

Stabilité et convergence du polynôme de Lagrange

Notons la norme maximum d�une fonction f 2 C([a; b]) par kfk1 = maxx2[a;b] jf(x)j : Le

polynôme d�interpolation de Lagrange de f associé aux noeuds fxigni=0 est donné par

Pn(x) =
nX
i=0

f(xi)Li(x);

Si on remplace les valeurs f(xi) par des valeurs approchées ~fi (par exemple due aux

erreurs dans les mesures expérimentales ou aux erreurs d�arrondi) on aura une erreur sur

le polynôme d�interpolation




Pn � ~Pn





1
=







nX
i=0

(f(xi)� ~fi)Li(x)







1

� Anmax
���f(xi)� ~fi

��� ;
avec

An = k�n(x)k1 ; �n(x) =
nX
i=0

jLi(x)j :

La constante An, qui dépend que de n, de [a; b] et des points xi est appelé constante de

Lebesgue et joue le rôle d�une constante de stabilité pour l�interpolation. On peut montrer

en plus le théorème suivant de majoration de l�erreur d�interpolation.

Théorème 1.2.2 soit f 2 C([a; b]) et Pn 2 Rn son polynôme d�interpolation associé aux

noeuds x0; :::; xn. Alors on a

kEnk1 = kf � Pnk1 � (1 + An)E�n(f); E�n(f) = inf
q2Rn

kf � qk1

On remarque que n dépend que des noeuds xi tandis que E�n dépend que de f . Analysons

ces deux termes.

8



Chapitre 1. Interpolation polynomial

Notons n l�in�mum des constantes de Lebesgue pour tous les choix possible de noeuds

fxigni=0 à n �xé. On peut montrer que

�An �
2

�
log(n); c-à-d lim

n!1
�An =1: (1.4)

Il est très compliqué de trouver les noeuds qui mènent vers la constante de Lebesgue

minimale �An. Par contre, les points d�interpolation de Tchebychev

xi =
a+ b

2
+
b� a

2
cos

�
2i+ 1

2n+ 1
�

�
; i = 0; 1; :::; n;

qui sont les zéros du polynôme de Tchebychev de degré n + 1, sont quasi optimaux. En

ce qui concerne le deuxième terme, le théorème de Weierstrass montre que pour toute

fonction f 2 C([a; b]) on a

lim
n!1

E�n(f) = 0:

Il est important de remarquer maintenant que pour une fonction f 2 C([a; b]) donnée, le

choix des noeuds d�interpolation est crucial Par contre on peut montrer, due à 1.4, que

pour n�importe quel choix de noeuds x(n)0 ; :::; x
(n)
n pour chaque valeur de n, on trouvera

toujours une fonction f 2 C([a; b]), telle que le polynôme d�interpolation pn ne converge

pas uniformément vers f , pour n!1. 1.4 montre aussi que l�interpolation de Lagrange

peut devenir très instable pour des grand n.

1.2.2 Forme de Newton du polynôme d�interpolation

La forme de Lagrange 1.3 du polynôme d�interpolation n�est pas la plus commode d�un

point de vue pratique. Dans cette partie on introduira une autre expression du même

polynôme d�interpolation.

Soient (xi; yi)ni=0, n + 1 couples, où on notera yi = f(xi). Le but est de représenter le

polynôme d�interpolation pn 2 Rn comme la somme de pn�1 2 Rn�1 (associé aux noeuds

9



Chapitre 1. Interpolation polynomial

xi, pour i = 0; :::; n� 1) et d�un polynôme qn 2 Rn. Donc

pn(x) = pn�1(x)� qn(x);

Ce qui implique qn(xi) = pn(xi) � pn�1(xi) = 0 pour i = 0; 1; :::; n � 1 et donc qn 2 Rn a

la forme

qn(x) = an(x� x0):::(x� xn�1):

Le coe¢ cient an, appelé n�i�eme di¤érence divisée de Newton, et noté souvent f [x0; :::; xn],a

la forme suivante

an =
f(xn)� pn�1(x)

wn(xn)
;

et se laisse calculer par récurrence comme suit

f [x0; :::; xn] =
f [x0; :::; xn]� f [x0; :::; xn�1]

xn � x0
(1.5)

Il faut remarquer que w0 = 1 et yi = f(xi) = f [xi]. Le polynôme d�interpolation de

Newton est

pn(x) =
nX
i=0

wi(x)f [x0; :::; xi]: (1.6)

D�après le théorème 1.1.1 d�existence et unicité du polynôme d�interpolation, le polynôme

d�interpolation de Newton 1.6 n�est rien d�autre qu�une autre forme du polynôme de La-

grange. L�avantage de la formule de Newton est que les di¤érences divisées sont invariantes

par rapport à la permutation des noeuds. Par conséquent, pour rajouter un nouveau noeud

xn+1, on n�a qu�à rajouter au polynôme Pnf le terme an+1wn+1, ce qui signi�e une consi-

dérable réduction du coût numérique, par rapport à l�implémentation de la formule de

Lagrange.

L�expression de l�erreur d�interpolation avec la formule de Newton est la suivante

En(x) = f(x)� Pnf(x) = wn+1f [x0; :::; xn] :

10



Chapitre 1. Interpolation polynomial

1.2.3 Interpolation d�Hermite

On peut généraliser l�interpolation de Lagrange d�une fonction f pour chercher un poly-

nôme (courbe) qui passe pas seulement par les points (xi; f(xi)), mais dont les dérivées

coïncident à certains points nodaux avec les dérivées de la fonction f . On se donne donc

(xi; f (j)(xi)), pour i = 0; :::; n, On pose m = n+ k0++k1+ :::+ kn, il existe un polynôme

unique Pm de degré � m, appelé le polynôme d�interpolation d�Hermite, tel que

P (j)m (xi) = y
(j)
i ; 8i = 0; :::; n 8j = 0; :::; ki

l�interpolation de Lagrange est un cas particulier d�Hermite (k0 = k1 = :::: = kn), le

polynôme de Hermite est donné par

Pm(x) =
nX
i=0

kiX
j=0

y
(j)
i Hij(x);

avec les polynômes Hij sont donné par

Hij(x) =
(x� xi)

j

j!
qi(x)�

kiX
k=j+1

Cjkq(xi)Hik(x);

et

Hiki =
(x� xi)

ki

j!
qi(x);

et

qi(x) =

nY
j=0
j 6=i

�
x� xl
xi � xl

�kl+1
:

Dans le cas (k0 = k1 = :::: = kn = 1) on a les expressions suivante

Pm(x) =

nX
i=0

f(xi)Zi(x) +

nX
i=0

f 0(xi)Vi((x);

11



Chapitre 1. Interpolation polynomial

avec

Zi(x) = [1� 2L0i(xi)(x� xi)]L
2
i (x); et Vi(x) = (x� xi)L

2
i (x);

où Li(x) est le polynôme de Lagrange

L�erreur d�interpolation pour le polynôme d�Hermite est donnée par

f(x)� Pm(x) =
f (m+1)(�)

(m+ 1)!
�N(x);

avec � 2 [a; b] et le polynôme nodal �N 2 RN �N(x) = (x� x0)
m0+1 + :::+ (x� xn)

mn+1:

Fig. 1.3 �Comparaison graphique entre interpolation de Lagrange (en rouge) et de Her-
mite (en bleu) en trois points équidistants de la fonction f(x) = x sin(2x + �

4
) + 1 en

(noire)

1.2.4 Splines

Dé�nition 1.2.2 Soit a = x0 � ::: � xi � ::: � xn = b une division de [a; b] avec n + 1

noeuds distincts. La fonction sk(x) sur l�intervalle [a; b] est une spline de degré k aux

noeuds fxigni=0: si

skj[xi;xi+1] 2 Rk; i = 0; :::; n� 1;

Une spline est donc une courbe régulière, polynomiale par morceaux et qui peut avoir des

12



Chapitre 1. Interpolation polynomial

discontinuités à la k � i�eme dérivée. Les conditions demandées à la dé�nition précédente

ne permettent pas de déterminer une spline de manière unique. En e¤et, la restriction

ski(x) := skj[xi;xi+1] 2 Rk se laisse écrire sous forme polynomiale

ski(x) =
kX
j=0

�ij (x� xi)
j ; i = 0; :::; n� 1; (1.7)

ce qui requiert la connaissance de (k + 1) n coe¢ cients �ij. Due a la régularité globale de

la spline, on a

s
(m)
k;i�1(xi) = s

(m)
k;i (xi); i = 0; :::; n� 1; m = 0; :::; k � 1; (1.8)

ce qui montre qu�il reste (k+1)n� k(n� 1) = k+n degrés de liberté pour caractériser la

spline. Si la spline doit interpoler une fonction f aux noeuds fxigni=0; c-à-d:sk(xi) = f(xi)

8i; il reste tout de même k � 1 degrés de liberté. Pour �xer la spline de manière unique,

on pourra poser les conditions suivantes :

1. splines périodiques (ont un sens si f est périodique !), si

s
(m)
k (a) = s

(m)
k (b);m = 1; :::; k � 1:

2. splines naturelles, si pour k = 2l � 1; l � 2

s
(l+p)
k (a) = s

(l+p)
k (b) = 0; p = 0; :::; l � 2:

Une manière de construire une spline a été donnée par les formules 1.7, 1.8. Une autre

manière consiste à décomposer la spline à l�aide d�une base de splines. En e¤et, en notant

l�espace des splines sk par

Sk :=
�
sk 2 Ck�1([a; b]) = skj[xi;xi+1] 2 Rk; i = 0; :::; n� 1

	

13



Chapitre 1. Interpolation polynomial

on remarque que dimSk = n + k. L�approche consiste maintenant à construire une base

de splines f�kgk+nl=1 2 Sk.

1.2.5 Interpolation de Taylor

Dé�nition 1.2.3 Supposons que les valeurs de f et de ses dérivées jusqu�à l�ordre n en

un point x0. Alors, l�unique polynôme Pn de degré inferieur ou égal à n véri�ant

8k = 0; 1; :::; n P (k)n (x0) = f (k)(x0)

est donné par

Pn(x) =
nX
k=0

f (k)(x0)

k!
(x� x0)

k +Rn+1(x);

où

Rn+1(x) =
f (n+1)(�)

n+ 1
(x� x0)

n+1;

Pn(x) est le seul polynôme de degré inferieur ou égal à n tel que

P (k)n (x0) = f (k)(x0) pour k = 0; 1; :::; n:

Fig. 1.4 �Polynôme de Taylor avec la fonction f(x) = 5x sin(x)
1+x2
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Chapitre 1. Interpolation polynomial

1.2.6 Interpolation trigonométrique(série de Fourier)

Dé�nition 1.2.4 un polynôme trigonomitrique de degré n est un expression de la forme

Pn(x) = A0 +
nX
j=1

[Aj cos(jx) +Bj sin(jx)];

où

A0 =
1

2�

Z �

��
f(x)dx;

et

Aj =
1

�

Z �

��
f(x) cos(jx)dx; Bj =

1

�

Z �

��
f(x) sin(jx)dx j = 0; 1; :::; n:

15



Chapitre 1. Interpolation polynomial

Fig. 1.5 �Série de Fourier avec la fonction f(x) = 5x sin(x)
1+x2

Fig. 1.6 �Comparaison graphique entre interpolation de Lagrange (bleu) et de série de
Fourier (en bleu claire) et polynôme de Taylor en (vert) f(x) = 5x sin(x)

1+x2
en (noire)
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Chapitre 1. Interpolation polynomial

1.2.7 Les polynômes de Chébyshev

La fonction de poids de Chébyshev est donnée sur (�1; 1) par

z(x) = (1� x2)
�1
2 :

Les polynômes de Chébyshev sont

Tk(x) = cos s(k�); avec � = arc cosx; k = 0; 1; 2; :::;

ou 8><>: Tk+1(x) = 2xTk(x)� Tk�1(x); k = 0; 1; 2; :::

T0 = 1; T1(x) = x:

Fig. 1.7 �Graphe du polynôme T4(x) de Chebyshev (x)

17



Chapitre 1. Interpolation polynomial

1.2.8 Les polynômes de Legrendre

La fonction de poids de Legendre est donnée sur (�1; 1) par w = 1. Les polynômes de

Legendre sont

Lk(x) =
1

2k

( k
2
)X

l=0

(�1)l

0B@ k

l

1CA
0B@ 2k + 2l

k

1CAxk�2l; k = 0; 1; 2; :::;

où (k
2
) signi�e la partie entière de k

2
. La formule de réccurence est la suivante

8><>: Lk+1(x) =
2k+1
k+1

xLk(x)� k
k+1

Lk�1(x) k = 0; 1; 2; :::

L0 = 1; L1(x) = x:

1.3 Intégration numérique

Si la fonction f(x) est continue sur [a; b] et si on connaît sa primitive F (x), on peut

facilement calculer l�int´egrale �a l�aide de la formule de Newton-Leibniz

I(f) :=

bZ
a

f(x)dx = F (a)� F (b):

Par contre, très souvent on ne connaît pas la primitive F(x) ou elle est trop compliquée.

Pour cette raison on fait appel à des méthodes approchées de calcul d�intégrales, appelées

formules de quadrature ou d�intégration numérique. Le procédé usuel consiste à remplacer

la fonction donnée sur [a, b] par une fonction d�interpolation ou d�approximation fn, qui

sera plus facile à intégrer. On approche alors I(f) par

In(f) := I(fn) =

bZ
a

fn(x)dx:

18



Chapitre 1. Interpolation polynomial

L�erreur de quadrature sera ainsi donnée par

jEn(f)j := jI(f)� I(fn)j �
bZ
a

jf(x)� fn(x)j dx � (b� a) k f � fn k1 :

ce qui montre qu�une bonne approximation de la fonction f mène à une bonne approxima-

tion

de l�intégrale I(f). Le degré d�exactitude d�une formule de quadrature est dé�ni

comme le plus grand entier q � 0 tel que

In(p) = I(p); 8p 2 Rq:
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Interpoaltion multiple

2.1 Régions Rectangulaires

L�interpolation multivariée concerne l�interpolation d�une fonction de plus d�une variable,

et nous constaterons que ce n�est en aucun cas simple et directe comme interpolation d�une

fonction d�une variable (interpolation univariée). étant donné les valeurs d�une fonction

univariée f à n + 1 abscisses distinctes x0; x1; :::; xn;nous pouvons choisir n + 1 monômes

1; x; x2; :::; xn comme base pour Pn; qui fournit un solution unique au problème d�inter-

polation suivant : trouver pn 2 Pn tel que pn(xj) = f(xj) pour 0 � j � n: Nous avons

également vu comment le choix des polynômes fondamentaux Lj(x). ou les polynômes de

Newton �i(x);Il n�y a pas de di¢ culté théorique à mettre en place un cadre pour discuter

de l�interpolation d�une fonction multivariée f dont les valeurs sont connues en N points

dans l�espace euclidien d-dimensionnel Rd: soit x0; x1; :::; xN , N points distinctes dans Rd,

et soit �1; �2; :::; �n, N fonctions linéairement indépendantes dans C[Rd], l�espace linéaire

de tous les fonctions continus de Rd dans R . Ainsi, aucune des fonctions �j peut être ex-

primé comme une combinaison linéaire des autres. Finalement soit S� � C[Rd] l�ensemble

de toutes les combinaisons linéaires �j; et soit f 2 C[Rd] une fonction qui n�est pas dans

S�: Nous pouvons obtenir une solution unique du problème d�interpolation de déterminer
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Chapitre 2. interpoaltion multiple

a1; a2; :::; aN 2 R tel que

a1�1(xj) + a2�2(xj) + :::+ aN�N(xj) = f(xj) (2.1)

pour 1 � j �N si et seulement si le matrice

A =

2666666666666664

�1(x1) �2(x1) ::: �N(x1)

�1(x2) �2(x2) ::: �N(x2)

: :

: :

: :

�1(xN) �2(xN) �N(xN)

3777777777777775
(2.2)

est inversible. En particulier, on prend d = 1; et on choisit �j les N premier monômes et

alors S� est simplement PN�1, l�ensemble des polynômes de degré au plus N � 1: Ainsi, la

matrice ci-dessus A est le N � N Vandermonde matrice, dont sa forme (n + 1) � (n + 1)

est donnée par 1.3. L�exemple suivant nous avertit des pièges possibles en interpolation

multivariée.

Exemple 2.1.1 Supposons qu�on a une fonction f de R2 dans R et que les valeurs de

f(x; y) sont connus aux points (1; 0); (�1; 0); (0; 1); et (0;�1): Construisons une fonction

d�interpolation de la forme

p(x; y) = a1 + a2x+ a3y + a4xy:
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Dans ce cas, le système d�équations 2.1 devenient

266666664

1 1 0 0

1 �1 0 0

1 0 1 0

1 0 �1 0

377777775

266666664

a1

a2

a3

a4

377777775
=

266666664

f(1; 0)

f(�1; 0)

f(0; 1)

f(0;�1)

377777775
:

On note rt1; r
t
2; r

t
3; r

t
4 les lignes de la matrice ci-dessus. Puisque la matrice est évidemment

singulière, ses ligne doivent être linéairement dépendantes, et on remarque que r1 + r2 =

r3 + r4: Le système d�équations linéaires ci-dessus a une solution si et seulement si

f(1; 0) + f(�1; 0) = f(0; 1) + f(0;�1):

Si cette condition est satisfaite a1; a2 et a3 sont bien déterminés et a4 peut être choisi

n�importe quelle constante réel.

On limite la discussion de l�interpolation multivariée à des tableaux rectangulaires d�abs-

cisses dans R2; avec une extension évidente à des tableaux en forme de boîte dans des

dimensions plus élevées, et dans la section 2.2, nous considérons les abscisses disposées en

forme triangulaires, avec des extensions évidentes à des dimensions plus élevées.

Exemple 2.1.2 Soit l�équation z = f(x; y) qui correspond à une surface espace euclidien

tridimensionnel. Les coordonnées de chaque point (x; y; z) dans la surface satisfont z =

f(x; y) Par exemple l�équation z = 1+ 2x+ 3y correspond au plan unique qui traverse les

trois points (�1
2
; 0; 0); (0; �1

3
; 0); et (0; 0; 1) et l�équation z = (1� x2 � y2) 12 correspond à la

partie de la sphère avec le centre (0; 0; 0) et rayon 1 qui se trouve au-dessus du xy-plan,

C�est l�hémisphère des points tels que x2 + y2 + z2 = 1 et z � 0: Si pour une fonction

générale f(x; y) nous �xons maintenant le valeur de x; choisir x = xi alors l�équation

z = f(xi; y) correspond à la courbe dé�nie par l�intersection du plan x = xi et la surface

z = f(x; y): Ensuite, en utilisant l�expérience avec Lagrange univariée interpolation on

22



Chapitre 2. interpoaltion multiple

construisons une fonction d�interpolation

�(x; y) =
mX
i=0

f(xi; y)Li(x); (2.3)

où

Li(x) =
Y
j 6=i

(
x� xj
xi � xj

);

le produit ci-dessus étant pris en charge tous j de 0 à m; mais à l�exclusion j = i on

appelons �(x; y) une fonction de mélange. on écrirons �(f ;x; y) pour désigner cette fonction

de mélange lorsque nous voulons souligner sa dépendance sur la fonction f La fonction

de mélange �(f ;x; y) d�accord avec f(x; y): à tous les points où l�avion x = xi croise

z = f(x; y) 0 � i � m:

Exemple 2.1.3 Déduisons la fonction de mélange pour 2x+y qui coïncide avec la fonction

donnée pour x = �1; 0et 1. Suivant le modèle de 2.3 nous obtenons la fonction de mélange

�(x; y) = 2�1+y:
1

2
x(x� 1) + 2y:(1 + x2) + 21+y:1

2
x(x+ 1);

ce qui simpli�e pour donner

�(x; y) = 2y�2(x2 + 3x+ 4)

Nous pouvons échanger les rôles de x et y dans la construction d�une fonction de mé-

lange, et interpoler y = y0; y1; :::; yn:Pour éviter toute confusion, on notera des polynômes

fondamentaux dans la variable y par Mj(y) , où

Mj(y) =
Y
k 6=j

�
y � yk
yj � yk

�
;

et le produit est pris sur tout k de 0 à n, mais à l�exclusion de k = j. alors, nous pouvons
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construire la fonction de mélange alternatif

�(x; y) = �(f ;x; y) =
nX
j=0

f(x; yj)Mj(y); (2.4)

qui est en accord avec f(x; y) le long de chacune des n+1 courbes dé�nies par l�intersection

du plan y = yj avec la surface z = f(x; y); pour 0 � j � n:

Il est alors intéressant d�appliquer ce deuxième processus de fusion, dé�ni par 2.4, non à

f(x; y); mais à la première fonction de mélange (x; y), dé�nie par 2.3. Nous obtenons,

disons,

p(x; y) = �(�;x; y) =
nX
j=0

 
mX
i=0

f(xi; yi)Li(x)

!
Mj(y); (2.5)

et nous notons que p(x; y) est un polynôme en x et y. En écrivant la sommation répétée

2.5 comme une double sommation, on obtient

p(x; y) =
mX
i=0

nX
j=0

f(xi; yi)Li(x)Mj(y):

2.2 Régions triangulaires

Dans cette section, on explorera les méthodes d�interpolations sur des ensembles d�abscisses

triangulaires , et on indiquera des généralisations à des dimensions plus élevées.

Le cas le plus simple consiste à construire un polynôme d�interpolation en x et en y de la

forme a1 + a2x + a3y pour une fonction f sur les trois points (x0; y0); (x1; y0) et (x1; y1)

où x0 et x1 sont distinct, dequis

det

266664
1 x0 y0

1 x1 y0

1 x1 y1

377775 = (x1 � x0)(y1 � y0): (2.6)
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Le déterminant ci-dessus est non nul quand x0 et x1 sont distincts et y0 et y1 sont distincts,

le probléme d�interpolation ci-dessus a une solution unique. Cela résulte de la propriété

géométrique qu�il y a un plan unique passant par trois points non colinéaires. dans l�espace

euclidien en trois dimensions. Ayant ainsi commencé avec un polynôme de degré un en x

et y qui interpole f(x; y) à trois points non colinéaires, il est naturel de considérer ensuite

un polynôme de degré total deux dans x et y, de la forme

a1 + a2x+ a3y + a4x
2 + a5xy + a6y

2:

Nous pouvons choisir les valeurs des six coe¢ cients de telle sorte que ce polynôme interpole

f(x; y) uniquement à six points choisis de maniére appropriée.

De cette façon, nous sommes conduits inévitablement à des nombres triangulaires de coe¢ -

cients et de points d�interpolation Le nième nombre triangulaire est la somme des premiers

n nombres naturels, les quatre premiers étant

1; 1 + 2 = 3; 1 + 2 + 3 = 6; 1 + 2 + 3 + 4 = 10:

Les monômes dans x et y du degré total j sont

xj; xj�1y; xj�2y2; :::; x2yj�2; xyj�1; yj;

y3

y2 y2 xy2

y y xy y xy x2y
1 1 x 1 x x2 1 x x2 x3

Tab. 2.1 � Les monomes dans x et y de degree 0,1,2 et 3 Chaque diagonale contient les
monomes du meme degre total en x et y
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et il y a j + 1 de ces. Ainsi, le nombre de monômes du degré total ne dépasse pas n est le

(n+ 1)

1 + 2 + :::+ (n+ 1) =
1

2
(n+ 1)(n+ 2) = C2n+2:

Les monômes dans x et y du degré total ne dépasse pas n; pour 0 � n � 3; sont représentés

dans le tableau 2.1 la disposition de ce tableau montre pourquoi il est naturel de chercher

un polynôme interpolant en x et y du degré total n pour correspondre une fonction sur

un tableau triangulaire de 1 + 2 + :::+ (n+ 1) abscisses..

Exemple 2.2.1 Considérons le probléme de la construction d�un polynôme interpolant

pour une fonction donnée f sur les six points dé�nis par

(xi; yi); i; j � 0; i+ j � 2;

où les xi sont distincts et les yi sont distincts. Nous allons montrer que

det

2666666666666664

1 x0 y0 x20 x0y0 y20

1 x1 y0 x21 x1y0 y20

1 x2 y0 x22 x2y0 y20

1 x0 y1 x20 x0y1 y21

1 x1 y1 x21 x1y1 y21

1 x0 y2 x20 x0y2 y22

3777777777777775
= � (x0; x1; x2) (y0; y1; y2); (2.7)

où  (x0; x1; x2) = (x2 � x0)(x2 � x1)(x1 � x0)
2:

Premier, en mettant x0 = x1 en lignes 1 et 2; et encore en lignes 4 et 5 on voit ça

(x1 � x0)
2est un facteur, et ainsi  (x0; x1; x2) est un facteur du déterminant. (Pour voir

que le facteur x1 � x0 se produit deux fois, on pourrions remplacer x0 en ligne 4 par x00;et

remplacer x1 en ligne 5 par x01. on soutenons ensuite que x
0
1 � x00 doit être un facteur.

Puis, laisser x00 et x
0
1 ont tendance à x0 et x1; respectivement on voit que le facteur x1�x0
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apparaît deux fois dans l�expansion du déterminant.) De même on trouvons que  (y0; y1; y2)

est un facteur. depuis les deux côtés de 2.7 sont des polynômes du même degré dans les

mêmes variables, 2.7 doit être correct à l�intérieur d�une constante multiplicative, et il

su¢ ra de comparer les coe¢ cients de x21x
2
2y
2
1y
2
2 disons, des deux côtés. Le coe¢ cient à

gauche est le même que le coe¢ cient de x21x
2
2y
2
1 dans 5�5 déterminant obtenu en supprimant

la sixième ligne et la colonne du déterminant ci-dessus. Ceci, à son tour, est le même que

le coe¢ cient de �x21y21 dans le déterminant 4 � 4 obtenu en supprimant les troisième et

sixième lignes et les quatrième et sixième colonnes du déterminant ci-dessus.Nous voyons

que le coe¢ cient de �x21y21 est en e¤et �1: Cela montre qu�il y à un polynôme unique de

degré total en x et y pas plus de deux que correspond à une fonction donnée f sur les six

points dé�nis ci-dessus.

Le théorème suivant concerne une généralisation du résultat de l�exemple 2.2.1.

Théorème 2.2.1 Étant donné un nombre entier positif n et un ensemble de points

Sn� = f(xi; xj) j i; j � 0; i+ j � 0g ; (2.8)

où les xi sont dinstincts et yi sont distincts, il y a un polynôme unique de la forme

pn(x) =

nX
k=0

kX
r=0

cr;k�r x
ryk�r;

cela prend les mêmes valeurs qu�une fonction donnée f(x; y) sur l�ensemble Sn�:

Preuve. Soit A la matrice carrée dont chacune des 1
2
(n + 1)(n + 2) lignes est constituée

de 1
2
(n+ 1)(n+ 2) éléments

1; x; y; x2; xy; y2; :::; xyn�1; yn
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évalué aux points (xi; yj) de l�ensemble Sn�, pris dans l�ordre

(x0; y1); (x1; y1); :::(xn�1; y1);

:::

:::

(x0; yn�1); (x1; yn�1);

(x0; yn):

La matrice A1 est la matrice 3�3 qui apparaît en 2.6, et A2 est la matrice 6�6 de l�exemple

2.2.1, on pouvons étendre la méthode utilisée dans l�exemple 2.2.1 pour montrer (voir le

problème 5.2.3) que la matrice A est non singulière pour une valeur générale de n. Il y a

donc un polynôme interpolant unique de degré total n en xet y qui interpole une fonction

donnée f(x; y) sur l�ensemble Sn�.

Théorème 2.2.2 Étant donné toute fonction f dé�nie sur un sous-ensemble de R2 qui

comprend Sn�; laissez

f(x; y) = pm(x; y) + rmm(x; y); 0 � m � n; (2.9)

où la séquence de polynômes (pm) est dé�nie récursivement par

pm(x; y) = pm�1(x; y) + qm(x; y); m � 1; (2.10)

Avec

qm(x; y) =
mX
k=0

�k(x)�m�k(y)[x0; :::; xk][y0; :::; yk]f ; (2.11)

pour m � 1, en commençant par

p0(x; y) = [x0][y0]f = f(x0; y0):
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Ensuite, pour m � 0, le terme d�erreur rm(x; y) satisfait

rm(x; y) =
mX
k=0

�k+1(x)�m�k(y)[x; x0; :::; xk][y0; :::; ym�k]f +�m+1(y)[x][y; y0; :::; ym]f;

et le polynôme pm(x; y) interpole f(x; y) sur l�ensemble Sn�:

Exemple 2.2.2 Lorsque n = 2 dans léqation pn(x; y) =
P

i;j f(i; j)Li;j(x; y), on avons six

points d�interpolation,et le polynôme interpolant est

p2(x; y) =
1

2
(2� x� y)(1� x� y)f(0; 0) + x(2� x� y)f(1; 0) + y(2� x� y)f(0; 1) +

1

2
x(x� 1)f(2; 0)

+ xyf(1; 1) +
1

2
y(y � 1)f(0; 2):

Si on évaluons p2(x; y) au centre du triangle avec des sommets (0; 0); (2; 0) et (0; 2), on

trouvons que

p(
2

3
;
2

3
) =

1

3
(4�� �);

où � est la moyenne des valeurs de f sur les sommets du triangle, et � est la moyenne

des valeurs de f sur les trois autres points.

Dans le chapitre 1 nous avons vu que le polynôme interpolant dans une variable peut être

évalué itérativement par l�algorithme de Neville-Aitken. Nous pouvons également dériver

un processus itératif de type Neville-Aitken pour évaluer le polynôme d�interpolation pour

f(x; y)sur l�ensemble triangulaire de points. Dé�nissons p[i;j]k (x; y) comme le polynôme

d�interpolation de f(x; y) sur l�ensemble triangulaire des points

S
[i;j]
k = f(i+ r; j + s) j r; s � 0; r + s � kg:

L�ensemble S[i;j]k contient 1 + 2 + :::+ (k + 1) = 1
2
(k + 1)(k + 2) points disposés dans une

formation en triangle rectangle, avec (i; j)comme point en bas à gauche. Ainsi p[i;j]0 (x; y) a

la valeur constante f(i; j): On pouvons calculer récursivement les polynômes interpolants
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p
[i;j]
k (x; y) dans un style Neville-Aitken.

Théorème 2.2.3 pour k � 0 et i; j � 0

p
[i;j]
k+1(x; y) = (

i+ j + k + 1� x� y

k + 1
)p
[i;j]
k (x; y) + (

x� i

k + 1
)p
[i+1;j]
k (x; y) + (

y � j

k + 1
)p
[i;j+1]
k (x; y):

2.3 Intégration sur le Triangle

On discutons maintenant des règles d�intégration sur le triangle. Si on intégrons le poly-

nôme interpolant pn(x; y); tel que pn(x; y) =
P

i;j f(i; j)Li;j(x; y), sur le triangle Tn avec

les sommets (0; 0); (n; 0) et (0; n); on obtenons une règle d�intégration

Zn(f) =
X
i;j

wni;jf(i; j); (2.12)

où la sommation est sur tous les entiers non négatifs i et j tels que i+ j � n:Ainsi le poids

w
(n)
i;j est obtenu en intégrant le polynôme fondamental Li;j(x; y); et on voyons que

W
(n)
i;j =

Z n

0

�Z n�1

0

Li;j(x; y)dx

�
dy: (2.13)

On dit que Rn est une règle d�intégration interpolatoire sur le triangle Tn: De l�unicité du

polynôme interpolant, il s�ensuit que lorsque f(x; y) est un polynôme de degré total au

plus n en x et y,

Rn(f) =

Z n

0

�Z n�y

0

f(x; y)dx

�
dy:

On disons que la règle est exacte pour de telles fonctions. En particulier, on avons

Rn(x
rys) =

Z n

0

�Z n�y

0

xrysdx

�
dy; (2.14)
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pour r; s � 0 et r + s � n: Sur l�évaluation de l�intégrale interne dans (2.14) on obtient

Rn(x
rys) =

1

n+ 1

Z n

0

(n� y)r+1ysdy;

et en faisant la substitution y = nt, on trouvons que

Rn(x
rys) =

rr+s+2

r + 1

Z 1

0

(1� t)r+1tsdt:

Par conséquent, il n�est pas di¢ cile de démontrer cela, en intégrant par partie (voir ...)

que

Rn(x
rys) = rr+s+2

r!s!

(r + s+ 2)!
: (2.15)

Si on remplaçons maintenant f(x; y) dans 2.12 par xrys; et utilisons 2.15, pour r; s � 0 et

r+s � n, on obtenons un système d�équations linéaires pour déterminer les poids w(n)i;j : Ceci

est préférable à l�évaluation directe des poids en intégrant les polynômes fondamentaux, en

utilisant 2.13, Il y a des symétries dans les poids que nous pouvons utiliser pour simpli�er

la solution des équations linéaires.

Car on avons

w
(n)
i;j = w

(n)
j;i = w

(n)
i;n�i�j = w

(n)
n�i�j;i = w

(n)
j;n�i�j = w

(n)
n�i�j;j: (2.16)

On considère w(n)i;j et w
(n)
j;i : Si on échangeons i et j dans 2.13, alors de

Li;j(x; y) =

0B@ x

i

1CA
0B@ y

i

1CA
0B@ n� x� y

n� i� j

1CA ; (2.17)

cela équivaut à échanger x et y, qui laisse l�intégrale inchangée, puisque le domaine d�inté-

gration est symétrique en x et y, Ceci établit la relation w(n)i;j = w
(n)
j;i . Il ne reste plus qu�à
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montrer que, disons,

w
(n)
i;j = w

(n)
i;n�i�j;

et toute la chaîne des égalités dans 2.16 suivra. De 2.13 et d�aprés 2.17 on pouvons exprimer

w(n) comme l�intégrale double

w
(n)
i;n�i�j =

nZ
0

n�yZ
0

0B@ x

i

1CA
0B@ y

n� i� j

1CA
0B@ n� x� y

j

1CA dxdy:

On utilise maintemant le changment de variables

x = �

y = n� � � �;

et on notons que le domaine d�intégration de cette dernière intégrale double, la région

triangulaire x; y � 0, x+ y � n, est transformé en

région triangulaire �; � � 0, � + � � n. Ainsi on obtenons

w
(n)
i;n�i�j =

Z n

0

0B@Z n��

0

0B@ �

i

1CA
0B@ n� � � �

n� i� j

1CA
0B@ �

j

1CA jJ j d�
1CA d�; (2.18)

où jJ j c�est le module du jacobien,

J = det

264 @x
@�

@x
@�

@y
@�

@y
@�

375 = det
264 1 0

�1 �1

375 = �1:
En remplaçant jJ j par unité dans 2.18, on voyons que w(n)i;n�i�j = w

(n)
i;j :
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