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Introduction

Les équations intégrales linéaires de Fredholm sont issues de plusieurs domaines de la
recherche scientifique. Ou naturellement par modélisation mathématique des différents
problémes issus de la physique mathématique.

Comme la résolution analytique de ce type des équations est souvent n’est pas évidente
et méme impossible parfois, les gens sont plus intéressés par la résolution numérique, les
méthodes de résolution numérique des équations intégrales jouent un roéle trés important
dans divers domaines scientifiques.

Ainsi, notons qu’il existe actuellement un grand nombre des méthodes numériques utilisées
dans les différentes branches de la recherche scientifique, ce qui rend notre présentation ne
se veut ni exhaustive, ni trop théorique Cependant, le but de notre recherche et d’insister
sur la pluridisciplinarité des méthodes rencontrées que 1'on peut regrouper selon deux
grands axes.

La théorie mathématique, essentiellement ’analyse fonctionnelle des équations intégrales
qui permet d’analyser le probléme, de prouver ’existence de la solution et surtout d’exhiber
des méthodes d’approximation efficaces L’analyse numérique.

Ainsi notre mémoire se compose de deux chapitres :

Le premier chapitre : aborde des notations sur les équations intégrales linéaires et
équation intégrale de Fredholm, ainsi que la relation entre les équations différentielles et
les Equation Intégrale, on étudie 'existence et unicité de la solution d’une équation de

Fredholm de seconde espéce, et les méthodes analytiques de résolutions des Equations Inté-
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grales. Parmi ces méthodes : Méthode de Fredholm, Méthode des Noyaux itérés, Méthode
des noyaux dégénérés.

Le deuxiéme chapitre : on présente les méthodes de résolution numérique de I’équation
intégrale équation de Fredholm de seconde espéce, et nous avons utilisés les méthodes
de collocation, et quelques exemples numériques qui confirment les résultats théoriques

obtenues.



Chapitre 1

Equations intégrales linéaires

1.1 Notions fondamentales et définitions :

Notons tout d’abord qu’on se place dans la majeure partie des cas dans 'espace C' (|a, b))

ou L?([a,b])des fonctions continues de I'intervalle [a,b] dans R ou C, muni du produit

scalaire

{(p,v) :/cp(x)v(x)dx,

et de la norme de convergence uniforme :

[@lloe = max [o ()]
z€la,b]



Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

1.1.1 Opérateur intégral linéaire :
Soit K :Cla,b] — C|[a,b] une fonction continue, l'opérateur intégral linéaire sur C'a, b]

est défini par la formule suivante :

A:Cla,b] — Cla,b

o — Ap

b
(Ap) (z) = / K (1) o (1) dt.

Dans ce contexte la fonction K s’appelle noyau de l'opérateur intégral A.

1.1.2 Opérateur compact :

Théoréme 1.1.1 Soit A un opérateur borné de C'|a,b] dans C'[a,b], & image A(x) de

dimension finie. Alors A est compact.

Théoréme 1.1.2 L’opérateur intégral défini en (1.1.1) est compact sur (Cla,b], ||.||..)-

1.1.3 Equations aux Opérateurs Compacts :

Définition 1.1.1 L’équation définit par :

Ap=f

est dite une équation de premiére espéce .
Si l’équation est définit par :

p—Ap=f.

Cette équation est dite une équation de deuziéme espéce .Ou f est une fonction donnée et
@ la fonction inconnue .

Si f =0, l’équation est une équation homogéne .
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Sinon cette équation est dite équation non-homogéne .

1.2 Equations Intégrales Linéaires

Définition 1.2.1 (Equation intégrale de Fredholm)

On appelle équation intégrale de Fredholm une équation , a une inconnue ¢ (x) de la forme

h(e) g (2) = f (x) + A / K (1) o (1) dt (L1)

ou f, K sont des fonctions connues et A est un paramétre non nul, réel ou complexe.

La fonction h(z) détermine le type de [’équation intégrale.

i) Si h(z) =0, I'équation [1.1] s’écrit
b
f(x)—i—)\/ K (z,t)p(t)dt =0 (1.2)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiere espéce.

ii) Si h(z) = 1, I'équation [I.1] s’écrit
b
o () :f(x)+)\/ K (2,1) 0 (1) dt. (1.3)

Et s’appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espeéce.

iii) Si h(z) # 0 et h(x) # 1, donc la formule est appelée équation intégrale de

Fredholm de troisiéeme espeéce.

Définition 1.2.2 (Equation intégrale de Volterra)On appelle équation intégrale li-

néaire de Volterra, une équation de la forme

h(:v)gp(:v)—f(:c)—l—A/xK(x,t)gp(t)dt (1.4)
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i) On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce, si h(x) =0, donc l'équa-
tion[1.4) s’écrit
f(x)—i—/\/ K (z,t)o(t)dt =0 (1.5)

ii) On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce, si h(x) = 1, donc l’équation
s’écrit
o) = f(0) + /\/ K (a,1) o (1) dt. (1.6)

iii) Sih(z) #0 et h(z) # 1, donc la formule[1.4] est appelée équation intégrale de Volterra

de troisiéme espéce.

Remarque 1.2.1 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de [’équation in-

tégrale de Fredholm, il suffit de prendre le noyau K vérifie la condition

K (z,t) =0, pour x < t.

1.3 Equation intégrales de Fredholm :

Notions fondametanles
On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une équation de la

forme

o(x) — A / K (e.1) o (t) dt = f (x) (L.7)

ou ¢ (z) est la fonction inconnue, K (x,t) et f (z) des fonctions données, = et ¢ deux
variables réelles parcourant l'intervalle (a,b) et A un facteur numérique.
La fonction K (z,t) est le noyau de I’équation intégrale [L.7, on suppose que le noyau

K (z,t) est défini dans le carré Q{a <z <b,a <t < b} du plan (z,t) et continu dans {2,
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ou bien présente des discontinuités telles que 'intégrale

b b
/ / K (2, 0) dadt

soit finie.
Si f (z) 2 0, ’équation est dit non homogeéne, dans le cas contraire I’équation intégrale

[L.7 s’écrit

—)\/bK(x,t)gp(t)dt:0 (1.8)

et on dit qu’elle est homogene.

Une équation intégrale de la forme

b
/ K (x,t)p(t)dt = f (x). (1.9)

Ou la fonction inconnue ¢ (z) n’intervient que sous le signe d’intégration, s’appelle équa-
tion intégrale de Fredholm de premiére espéce.

Les bornes a et b dans les équations et peuvent étre aussi bien finies qu’infinies.
On appelle solution des équations intégrales , et , toute fonction ¢ (z) telle
qu’apres sa substitution dans I’équation, celle-ci devient une identité en = € (a,b).
Exemples des Equations intégrale de Fredholm

Equations intégrales linéaires non homogenes de Fredholm de la seconde et premiére espéce
pa)=a>+sine +1+A [ (@2 =) pt)dt,0 =2+ 1+ X [1, (2% —t) o (t) dt.
Equations intégrales linéaires homogénes de Fredholm de la seconde et premiére espéce

_/\f (22 —t) ¢ )dtO_)\f (22 —t) @ (1) dt.
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1.3.1 Liaison entre les équations différentielles linéaires et les

équations intégrales de Fredholm

Les problémes de valeur initiale dans des équations différentielles ordinaires conduisent a
une équation intégrale de type de Volterra les problémes de la valeur limite dans I’équations
différentielle ordinaires associer au type de Fredholm les équations intégrales que nous

étudions illustrer cette équivalence par le probléeme
"+ aqu’ + au =wv (1.10)
sur Uintervalle [0, 1] avec les coefficients oy, as, v € C[0, 1Jon utilise les conditions suivent
u(0) =ugp, u(l) =u (1.11)

I'idée générale dans 'application des équations intégrales dans le traitement des problémes
est de transformer d’une maniére équivalente alors le probléme des bornes de 1’équation
intégral et de résoudre 1’équation intégrale.

!/

Soit u continus et différentiable, avec ¢ = —u”, alors par l'intégration partielle, nous

trouvons

u(:z:):u(O)+u’(0)x—/0x(x—t)go(t)dt

et

et

0:/0 @ (t)dt +u' (1) —u' (0)

multipliant la premiére équation par (1 — x), la seconde par z et le troisieéme (1 — z)z et
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puis en s’ajoutant nous obtenons

u(x):u(O)(l—:z:)—l—u(l)x—i—/ow(l—m)tgo(t)dt—i—/ z(l—1t)p(t)dt (1.12)

différencier cette équation donne

u'(x):u(l)—u(O)—/Oxtcp(t)dtvL/ (1—1t)p(t)dt (1.13)

maintenant u soit une solution de les bornes intégrale alors, en utilisant la condition
u (0) = ug et u(1l) = uy et 'équation différentielle p = a1’ + asu — v de|1.12} nous

déduisons 1’équation intégrale

@(m)—/o K (o)) dt = f(z),2 € [0,1] (1.14)

avec le noyau

K (o.t) = tlag () (1 —2) —ay (z)] t<x
(1-t) (@) zr+a(z)] =<t
et

f(z) = (u1 —up) g (x) + [uo (1 — ) + wz] ag () —v(z), = €]l0,1]

soit ¢ € C'[0, 1] est une solution de ’équation intégrale. On définie © comme une fonction

continue différentiable d’ordre 2 par

u(m):uo(l—x)—|—u1x+/0$(1—x)t<p(t)dt—l—/ x(1—=1t)p(t)dt,z €[0,1].

Puis u (0) = ug et u (1) = u; et par la construction de 1’équation intégrale il y a donc
—u" = ¢ = ayu’ +asu—v.Par conséquent, le probléme de les bornes intégrale et I’équation
intégrale sont équivalents.

Puisque le noyau K est continusur 0 <t <z < letsur0 <z <t <1ilest faiblement
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singulier avec v = 1. D’ou 'alternative de Fredholm est valable pour 1’équation intégrale

INE!

1.3.2 L’existence et 1'unicité de la solution de I’équation inté-

grale de Fredholm

Contraction de 'opérateur :
Soit I'opérateur

p—Ap=f.

L’unicité et 'existence de la solution peut étre donnée par la série de ‘Neumann’ pourvu

que l'opérateur A soit une contraction ||A| < 1.

Série de Neumann

Théoréme 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui
méme, avec ||Al| < 1 et soit I 'opérateur identique sur X . Alors [— A admet un opérateur

1nverse borné donné par la série de Neumann

_:iiM
k=0
de plus

i =470 <

Preuve. Comme ||A|| < 1, on a la convergence absolue :

>4 = 11 = =

dans l'espace de Banach L(X), par conséquent la série de Neumann converge en norme et

10
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définit un opérateur linéaire borné
o0
§=> A
k=0

avec ||S|| < (1 — ||A]])™", de plus S est Pinverse de I — A, En effet, en utilisant les notations

AY =T A¥ = AA*! on peut voir que :

(I-A)S=(I—-A)lim> A*=lim (I-A"") =T

n—00
k=0

aussi

S(I—A)=lim Y A*(I—A)=lim (I - A"") =1,
k.f

n—00
=0

puisque [|A"| < |A|"T" — 0, lorsque n — 0o m

Théoréme 1.3.2 Sous les hypothéses du théoréme (1.3.1), la méthode des approzimations
successives

90n+1:A90n+f, n10,1,2...,

ol g est arbitraire dans X, converge vers l'unique solution ¢ de l’équation p — Ap = f

pour toute f € X.

Preuve. Il est aisé de voir que :

n—1
SOn:An@O_FZAkf? n=12...
k=0

d’ou

n—oo

lim ¢, = f:Akf =(I-A)""f
k=0

11
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Corollaire 1.3.1 Soit K un noyau continu vérifiant :

b
max/ K (2,0)|dt < 1

z€[a,b]

alors, l’équation intégrale de seconde espéce :

go(x)—/ K (o) o) di=f(z), o€lab

admet une unique solution ¢ € C([a,b]) pour toute f € C ([a,b]). De plus, la méthode des

approximations successives

%H(x):/ K (a,0) g (0)dt + f (2), n=1,2...

converge uniformément vers cette solution pour tout ¢, arbitraire dans C([a, b))

Corollaire 1.3.2 Soit A : X — X un opérateur linéaire compact sur un espace normé

X.
Si l’équation homogeéne

p—Ap=0 (1.15)

admet uniquement la solution triviale @ = 0, alors pour toute f € X, l’équation

mhomogéne

p—Ap=f.

Admet une solution unique p € X, dépendante de f.

Alternative de Fredholm

Pour les équations intégrales de Fredholm on a les théorémes suivants :

12
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Théoréme 1.3.3 L’équation linéaire non homogéne de seconde espéce

o(2) = f (2) + )\/ K (z4) (£) dt (1.16)

admet une solution unique quelle que soit f(x) (f € L?*(a,b)), ou bien l’équation homogéne

correspondant

o (x) — )\/ K (z,t)p(t)dt = 0. (1.17)

A au moins une solution non triviale, i.e. non identiquement nulle.

Remarque 1.3.1 Dans la pratique, l’alternative de Fredholm est plus important .Au lieu
de démontrer que l’équation intégrale donnée a une solution, on démontre parfois plus
facilement que l’équation homogéne correspondant[1.17 n’ont pas d’autres solution que les
solutions triviales. Il en résulte, en vertu de l’alternative, que l’équation admet bien

une solution.

1.3.3 Résolution analytique des Equations Intégrales de Fred-

holm

Meéthode de Fredholm

La solution de I’équation de Fredholm de seconde espéce :

b
@ -2 [ Klat)p@dt=1 () (1.18)

est donnée par la formule suivante :

o(x)=f(x)+ )\/ R(x,t,\) f(t)dt (1.19)

ou R(z,t, \) est la résolvante de Fredholm de I’équation est définie par ’égalité :

13
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D (z,t,\)
R(z,t,\) = ——— 1.20
(0.0 = s (1.20)
D(z,t,\) : le mineur du déterminant de Fredholm.
D()) : le déterminant de Fredholm.
Est D(A) # 0, D(z,t,\), D(\) sont des séries de puissances de .
D(z,t,\) = K (z t)+i(_1)nB (2, ) A" (1.21)
» Yy - ’ —~ n| n ) .
D()\) = 1+i(_1)n0 A" (1.22)
B — nl " '
avec les coefficients ainsi définies :
K(I‘,t) K(xatl) K(‘/L‘7t2) T K($7tn)
. , K (t1,t) K (t1,t1) K(t1,t2) -+ K (t1,tn)
By (x,t) = / / K (ty,t) K (ta,t1) K (ty,ts) --- K (ty,t,) |dti---dt, (1.23)
a a
K (tp,t) K (tp,t1) K(t,,ta) -+ K (tn,tn)
et
BO (xvt) = K(.ﬁ(f,t)
K(t17t1) K(t17t2) K(t17t3) e K(tlvtn)
. . K (ta,t1) K (ta,ta) K (to,t3) -+ K (ta,tn)
= / / K(ts,tr) K(tsta) Kl(tsts) oo K(tsta) |dh--dtn (124)
a a
K (tp,t1) K (tp,ts) K(tn,t3) -+ K (tn,tn)

si K(x,t) est borné ou si ff fab K?(x,t)dxdt est finie, les séries et converge quel

14
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que soit A. et la résolvante est comme suit :

D (z,t,\)

R (z,t,\) = DN

la solution est de la forme

o (x) :f(x)+)\/ Rzt \) £ (£) dt.

Exemple 1.3.1 A l'aide des déterminants de Fredholm trouver la résolvante du moyau

K (z,t) =xexp(t),a=0,b=1.

Solution 1.3.1 On a By (x,t) = xexp (t). Ensuite,

L zexp(t) zexpl(t
Bl(x,t):/ p(f) wexp(h) |, _
0

tiexp(t) tyexp(t1)

xexp(t) wexp(t;) zexp(ts)

1 1
By (z,t) = / / tiexp (t) tiexp(t;) tiexp(tp) |dtrdiz =0
o Jo

toexp (t) taexp(ty) taoexp (ta)

Puisque les déterminants sous f sont nuls. Il est évident que tous les By, (x,t) suivants
sont nuls eux aussi.

Trouvons les coefficients C,,

1 1
Cl = K(fl,tl) dtl = / tl exp (tl) dtl = 17
0 0

t1exp (t1) tyexp (ta)
02 / / dtldtg - 0
tz exp tl t2 exp (tQ)

Evidemment, tous les C,, suivants sont nuls .

Dans notre cas, nous avons conformément auz formules[1.29 et[1.25 :

15



Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

donc
D (xz,t,A)  xexp(t)

Rt A) = DV 1— A

appliquons le résultat obtenu a I’équation intégrale

p@) = [ aexp®p it =F@), (A1

d’apres la formule [1.19

en particulier, nous obtenons pour f (z) = exp (—x)

A
1—-A

o (r) =exp(—x) + .

Remarque 1.3.2 Le calcul des coefficients B, (z,t) et C, des séries et par

les formules et n’est possible que dans des cas trés rares, mais ces formules

entrainent les relations de récurrence suivantes :

b
B, (z,t) = C, K (x,t) — n/ K (z,s) By—1(s,t)ds

b
Ch, :/ By, (s,s)ds.

Sachant que Co =1 et By (z,t) = K (z,t), les formules[1.25 et[1.26 permettent de trouver

de proche en proche Cy, By (x,t), Cy, By (x,t), Cs, et ainsi de suite.

16



Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

Méthode des Noyaux itérés (Construction de la résolvante a ’aide des noyaux

itérés)

Soit I’équation intégrale de Fredholm :

b
@A [ Klat)p@dt=1 () (1.27)
on pose N
() = (@) + 3t (@) A" (1.28)

avec 1, (x) définis par les formules

Uy (x) = / K (z,t) f(t)dt

wwmj/K@wm@ﬁz/Kﬂmﬁwﬁ

et ainisi de suite ici on a
b
Ky (x,t) = / K (x,2) Ky (z,t)dz
et en général
b
K, (z,t) = / K(z,2)Knpoq(2,t)dzn=2,3,...,avec K (x,t) =K (z,1) (1.29)

les fonctions K, (z, t) définies par les formules s’appellent noyaux itérés. Elles vérifient
la relation

b
K, (z,t) = / Ky (2,8) Ky (s, t)ds , oum <n . (1.30)

Définition 1.3.1 La résolvante de [’équation intégrale est définie en fonction des

17



Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

noyaux itérés de la facon suivante :
R(z,t,\) = K, (x,t) A" (1.31)
n=1
le second membre est la série de Neumann du noyau K (x,t). Cette série converge pour

(B:/ab/abz(?(x,t)dxdtf L (1.32)

la solution de [’équation de Fredholm de seconde espéce s’exprime par

Al < %, avec

b
o(z)=f(x)+ )\/ R (z,t,\) f (t)dt. (1.33)

La borne est essentielle pour la convergence de le série[1.31]
Exemple 1.3.2 Trouver les itérés du noyau K (x,t) =z —t sia=0,b=1

Solution 1.3.2 Utilisant les formules on obtient de proche en proche les noyauzr
itérés :
Kl (I‘,t) :ﬂf—t,

T+t y 1
_:B _— —
2 3’

! s+t 1 r—t
Kg(x,t):/ .CL'—S)( —St——>d6’=— )
0( 2 3 12

1l en résulte que les noyaux itérés sont de la forme :

Kg(x,t):/o (x—s)(s—t)ds =

1. pourn=2k—1:

2. pour n = 2k :

—1)Ft t 1
ng(x,t):( ) <x; —xt—g),oak:1,2,3...



Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

[llustrons sur un exemple la construction de la résolvante d’une équation intégrale a ’aide

des noyaux itérés.

Considérons I’équation intégrale
1
o (2) = A / vt (£) dt = f () (1.34)
0
ici K (z,t) = xt, a = 0, b = 1. Cherchons les itérés successifs :

K (x,t) = xt

selon la formule [L.31]

t
R(x,t,\) ZK xt)\"l—xtz<) :%,oﬁ\)\|<3

en vertu de la formule [1.34] la solution [1.35] s’écrit

o () = [ (2) + A / ST (0 dn

En particulier, pour f (z) =z on a ¢ (z) = 3%, avec A # 3

Méthode des noyaux dégénérés

Définition 1.3.2 Le noyaur K(z,t) d’une équation intégrale Fredholm de second espéce

est dit dégénéré s’il est la somme d’un nombre fini de produits de fonctions de x seul par
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Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

des fonctions de t seul, i.e.il est de la forme :
K (2,t) =Y ug (z) v (t) (1.35)
k=1

les fonctions uy (x) et vg (t) (k=1,2,...n) seront continues dans le carré fondamental

a <z, t<b et linéairement indépendantes. L’équation intégrale a noyau dégénéré

b[ n
p(2) = A/ [Z g () vk (t)] p(t)dt = f(z) (1.36)

se résout comme suit .

Récrivons [1.36] :
n b
pla) = f @AY wlo) [ u @ ear (1.37)
k=1 a
et introduisons les notation
b
/vk(t)go(t)dt:ak (=12, n) (1.38)
'égalité devient alors
o) =f(2)+ XD apuy (x) (1.39)
k=1

avec «y des constantes inconnues (puisque la fonction ¢ (z) est inconnue) .
Ainsi, la résolution d’'une équation intégrale & noyau dégénéré se rameéne a la recherche
des constantes ay (k =1,2,...,n). Aprés avoir parté dans I'équation intégrale [1.30]

effectué des calculs simples nous obtenons

i {ai —/abvi (1)

=1

O+ oy (t)] dt} u; (z) =0

20



Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

las fonction w; () (i = 1,2,...,n) étant linéairement indépendantes, il en résulte que

ou

nous obtenons

@ =AY Cypop=f; (i=1,2,....n)
k=1

ou, sous forma développée,

p

(1 — )\011) a1 — /\012042 — ... )\C’lnan = fl
—/\021041 + (1 — )\022) Qg — ... — )\anOén = fg

—>\Cn10(1 - )\CngOéQ — ... (1 - )\Cnn) Qp = fn

(1.40)

pour trouver les ay, nous avons donc un systéme de n équations linéaires a n inconnues,

dont le déterminant est

1-— )\CH —>\Clg R _)\Cln
AQ) = —ACy1 1 —=XAC% ... —=X(C5,
—A\Cpy Ao ... 1=XCp,

21
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Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

si A () # 0, le systéme admet une solution unique oy, as, . .., a, obtenue moyennant

les formules de Cramer

1— )\Cll N —>\C1k,1f1 — )\C1k+1 e _)\Cln
1 —ACo1 ... =AC9_1fo — MO ... —ACy,
= — 1.42
AN (1.42)
—ACh1 .. “ACuk 1 fun —AChpyr ... 1 —=XChy
(k=1,2,...,n).

L’équation intégrale a pour solution une fonction ¢ (x) définie par I'égalité
o) =f(2)+ XD oy (x).
k=1
Avec les coefficients oy (k= 1,2,...,n) donnés par les formules

Exemple 1.3.3 Résoudre I’équation intégrale

o (x) — )\/ (zcost +t*sinz + coswsint) ¢ (t) dt = z. (1.43)

Solution 1.3.3 Mettons cette équation sous la forme

m ™

<p(a:):)\x/ @(t)costdt—i-)\sinx/ tho(t)dt—l—)\cosx/ @ (t)sintdt + x

—T —T —T

et introduisons les notations
ar = [T p(t)costdt, ay= [T tp(t)dt, az= [T ¢ (t)sintdt (1.44)
ou ap, (i, aug sont les constantes inconnues. L’équation a alors la forme
¢ (1) = a1 Az + apAsinx + az\cosz + x (1.45)
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Chapitre 1.Equations intégrales linéaires

portons[1.49 dans les égalités[1.44), il vient

o <1 - )\/ tcostdt) - Oég)\/ sint cos tdt — ag)\/ cos? tdt :/ t costdt

—041/\/ 3dt + o (1—/\/ t2 sintdt) —agA/ t%ostdt:/ t3dt
—al)\/ tsintdt—az)\/ sin? tdt + as (1 —)\/ sintcostdt) :/ tsintdt

en calculant les intégrales, nous obtenons le systéme d’équations algébriques en o, oo, a3

ap — Amaz =0
ag +4\raz =0 (1.46)

=2 T, — ATQy + a3 = 27

le déterminant du systéme est
AN =1+2X27%#£0

le systéme admet solution unique

272 872 27

M T o2 T T roeg BT 1o

En portant dans les valeurs obtenues de oy, a2, az nous aboutissons & la solution de

[’équation intégrale donnée :

2NT

= TTowe (Arx — 4Awsinz + cosx) + x.
m

¢ (v)
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Chapitre 2

Résolution Numérique des équations

intégrales de Fredholm

2.1 Meéthodes de projection

Soit X un espace de Banach, et soit {X,,,n > 1} une suite finie de sous-espaces de dimen-

sion n .Soit P, : X — X,, un opérateur linéaire borné tel que
Pip=yp,pcX,
ceci implique que P? = P,, donc
1Pl = [|BX]] < 11Pa]l®
par conséquent

[ =

pour résouder 1’équation

(I-\K)g = f (2.1)
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Chapitre 2.Résolution Numérique des équations intégrales de Fredholm

il suffit de résoudre le probléme

Po(I =AK)@n=Pof, ¢n € Xy (2.2)

en effet si p,, est une solution de et en tenant compte que P, = ¢, il vient
P.(I —AK)p, =, — AP, Kp, = (I — AP,K) ., ¢,€X, (2.3)
donc I’équation peout étre écrite sous la forme
(I = AP, K)p,=P.f, on € X, (2.4)

on remarque que tout solution de est une solution de I’équation

On note si[2.2] a une solution ¢,, € X,, alors elle vérifie
on = [Pof + AP, Kp,] € X,
et comme P, = ¢, alors :
(I = AP, K)p,=PF,(I —\K)p,

et donc I’équation [2.4] implique 1’équation [2.2] .
Calculons (I — A\P,K), on a

(I = AP,K) = (I — AK) + (AK — AP, K)

donc

(I-AP,K)=(I—)\K)[I+(I-)\K)'(AK — A\P,K)]. (2.5)

Nous utilisons 2.5 dans le théoréme suivant
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Chapitre 2.Résolution Numérique des équations intégrales de Fredholm

Théoréme 2.1.1 Soit K : X — X, un opérateur borné et X un espace de Banach, tel
que
(I-PK): X —>X
avce
lim |[K — P,K| =0
donc ce cas, pour tout n assez grand, par exemple, n > N, lopérateur (A — P, K )71 :

X — X, existe et borné en outre, il est uniformément borné c’est o dire

sup ||(A — P,K) 7| < o0 (2.6)

n>N

pour les solutions ¢, (pour n assez grand) des équations et respectivement, nous

avons

0 —n=A\—PK)" (¢ — Pp) (2.7)

et on l'estimation de l’erreur ¢ — p, donnée par

Al -
(PN lo = Paspll < Il — @nll < IA|(A = PuK) ™| llo — Pasell (2.8)

Cela conduit a la conclusion que || — @,|| converge vers zéro exactement & la méme vitesse

que || — Pl

Lemme 2.1.1 Soit X etY deux espaces de Banach et A, : X — Y (n > 1) une suite
d’opérateurs linéaires bornés. Supposons que A, — ¢ € X .Alors la convergence est

uniforme sur les sous-ensembles compacts de X .
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Lemme 2.1.2 Soit X un espace de Banach et soit (P,),~, une famille de projections
bornées sur X avec

P.p — ¢ quandn — oo, ¢ € X (2.9)

si Uopérateur K : X — X est compact, alors :

|K — P,K| — 0 quand n — oc.

2.2 Interpolation polyndomiale de lagrange

Soit ¢ une fonction continue sur [a, b], et soit :
Aca<zry<r <...<xz,<b

une partition de l'intervalle [a, b], alors on choisi X = C [a, b], 'espace des fonctions conti-
nues : X,,.1 = P,, 'espace des polynémes de degré plus n. Alors I'interpolation de lagrange

de degré n de la fonction ¢ est défini par :
pn (i) =@ (1), 0<i<n, p,€P,
I'interpolation fonctionnelle linéaire est donnée par :
Lip=¢(x;), 0<i<n

on choisi v; (z) = 27, 0 <4 < n comme base de P,, alors

n

det (liyj)(n—i-l)(n—l—l) = H (Z’j — iL'Z) 7é 0

J>1
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est appelé déterminant de Vandermonde, telle que les formules

no(r— ;)

pa(@) = p (@) vi(e), Wi(a) = I o,

Sont appelées les formules d’interpolation polynémiale de Lagrange.

2.3 Meéthodes de Collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a la résolution approchée

de I’équation opérateur

p(z) = Ap(x) = f(z) z€lab] (2.10)

avec l'opérateur linéaire A donnée par

b
Ap (z) = / K (z,t) o (t)dt

consiste a chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que ’équation [2.10] soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.

En paratique, nous choisissons une suite de sous espaces Xn C X, n > 1 de dimension finie,
généralement des sous espaces de C([a,b]) ou de L*([a,b]). Soit {41, s, ...1,} une base
de X,. On cherche une fonction ¢, € X,,, nous introduisons un opérateur de projection
P,: X — X, avec X = C([a,b]) soit ¢ € C([a,b]) on défini P,p comme élément de X,

'interpolation de ¢ aux points {zy...x,}

Pap(a) = Agn (0) =AY ¢ () (2.11)
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donc

nQO mz Z/ K xm wj )dt+f Z)‘CJ% JIZ 2:1,71

en posant a; = Ac;, on peut écrire

x) = Zaj¢j (x), =€ [a,b]

les coefficients () sont déterminés par la résolution du systéme

x) = Zozjz/Jj () x € [a,b]

cette fonction dans I’équation [2.10] et on exigeant que ’équation soit exacte dans le sens

ou le résidu

b
rn<x>=w<x>—/ K (2.1) oo (1) dt — f ()
—chj Za]/mtwj dt — £ (z) (2.12)
_Za]{z/}j /K:ctwj()dt} f@),z€lal.

soit nul sur un systéme de nceuds x1, ... z, € [a,b], (i.e, aux points de collocation)

ce qui conduit systématiquement & la résolution du systéme linéaire.
n

> {zpj () — /:K(xi,t)zbj (t) dt} aj=f(z),i=1,...,n (2.13)

Jj=1

de la forme ¥, X = f,. Evidemment ce systéme admet une solution unique si le

det [¢; (z;)] # 0. (2.14)
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Ce qui dépend d’ailleurs du choix des points de collocation.

I1 faut noter que cette condition implique que le systéme des fonctions {9 . .. 1, }constitue
un systéme linéairement indépendant .

Si on considere le systéme {1, x,...2"} des monomes linéairement indépendants, alors on
obtient le déterminant de Vandermonde .

Pour tout i, 1 < i < mn, soit [; € X,, telle que :

1,i=j
li (5) = 0ij = (2.15)
0, 1#]
d’ou
Pup () =) ¢(z;)l;(x) € [a,b] (2.16)

j=1

le systéme {l1,[2,...1,} est appelé la base des fonctions de Lagrange vérifiant :

1Pl = ma%Z 1 ()] (2.17)
z€[a, ]j:1
Si on prend X,, = span {1, z,...,z"}, alors la base des fonctions de Lagrange est donnée
par :
(o) = 11 5= %)
i=0(z; — x;)
i#]

2.3.1 Solution avec des Méthodes de Collocation

on va choisir des nceuds de points distincts z1, zs, . .. 2, € [a,b] telle que

o (z;) =0, i=1,2...n (2.18)
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qui vont déterminer les coefficients {1, as, ..., a,} comme solution du systéme linéaire

n b
3 {wj () — )\/ K (0,8) ¥ (8) dt} 0= f(x), i=1...m (219
=1 a
définir les matrices

Y = (¥5i) = ¥; (i)
et

b
K = (K;i) = / K (2, 8) 0, (1) dt

si la det (¢p — K) # 0, nous pouvons nous assurer qu'il existe une solution du systéme
linéaire et par conséquent la solution approximative ¢, (x) comme une combinaison
linéaire

on (T) = Z a;j; ()

pour qui

son(:cz-)—/K(xi,t)son(t)dt:f(a:i), i=1,2...n

en fait, le systéme linéaire peut étre écrit en matrice

(Y —K)a=F (2.20)

ol a = (oq,00...0)" et F = (f(x1),f(22),...,f ()" Pour le déterminant du sys-

téeme [2.20| est différent de zéro det (¢ — K) # 0, alors il a une solution unique
o= (al,ag...an)T = (w—K)le

la solution approximative correspondante

en (r) = Z aj; () -
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A propriété que son résidu r, (z) disparait aux nceuds sélectionnés x; .

2.3.2 Interpolation linéaire par morceaux

Soit D = [a,b], n > 0, h = (b;a), et x; = a+ih ,i=0,...,n . Le sous-espace que nous

prenons pour étre I’ensemble de toutes les fonctions qui sont linéaires par morceaux sur
[a, b] avec des points d’arrét {xg...x,} de dimension n + 1.
Introduire les fonctions de base de Lagrange pour interpolation linéaire par morceaux :
1_M Ti1 <2 < xipq
L (z) = e ' (2.21)
0 ailleurs
avec l'ajustement évident de la définition de, Iy (x) et [, (z) .On défini un opérateur de
projection

Pp = Z o (x)l; (z) = € a,b] (2.22)

maintenant, le systéme linéaire prend la forme la plus simple
n b
on (1) = A s (xj)/ K (et)l (0 dt = f(2:),i=0,...n (2.23)
j=0 a

et nous pouvons simplifier 'intégrale pour j =1,...n — 1,

b 1 T 1 Tj+1
/ K (0 )L (£) dt = E/ K (o) (0= ay)dtb g [ K (o) (o — )t (2.24)
a Ti_q

J Tj

Les intégrales pour j = 0 et j = n sont modifiés en conséquence. Ceux-ci doivent géné-
ralement étre calculés numériquement, et en utilisant la méthode de quadrature avec la

régle des trapézes.
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2.4 Meéthodes de Nystrom :

a) Principe des Méthodes de Nystrom :

Les méthode de Nystrom utilisant les formules des quadratures consistent a construire la

solution d’une équation intégrale en se basant sur la formule suivante :

/ p(@)de =3 Asp () + enlg] (2.25)

=1

telle que : z;(i = 1,2,...n) : Les noeuds d’interpolation de la quadrature .

A;i(i =1,2,...n) : Les coefficients numériques indépendants de ¢ (z)

en [¢] : Lerreur de troncateur de la formule [2.25 telle que :

i=1

Pour la regle des trapézes on a :

Al—An h, AQ_AS = n—l_h
b—a
h 7 T a+h(i—1), i N 1)
b b—a b—a' L'
[ @t =5 @O+ S et )

b) Application de la Méthode de Nystrom :

Soit I’équation intégrale linéaire de Fredholm de 2°"¢ espeéce :
b
@)= [ K@op@d+f@), a<ass (2.26)
en posant :x = x;, (1 = 1,...,n) on obtient

b
gp(azi):/ Kz t)p)dt+ f(z;), a<z<b
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et par la formule de quadrature on obtient le systéme d’équations linéaires
Qi = ZAjKij<pj +fi, 1= 1,...,n
j=1
et on déduit la solution approximative de 1’équation donnée par :

Pn = ZAJ'K (a:,:nj) + f (33)

2.5 Exemples Numériques et Résultats

2.5.1 Polynémes Eulera
Les éniéme polyndémes Fulera v, (t) sont définis par v (t) = 1 et la récurions suivante

oy =20 =3 (") 0

J=0

notant que le polynome 1), (t) d’Eulera est des polyndomes avec des coefficients rationnels

Yo (t) =1
wl(t)—t—%
WPy (t) =12 —t
3 32 1

77/}3(t) t §t +Z
¢4(t)_t4—2t3+§t

D D 1
s (1) =t St 3t =5

et admet également les égalités
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n

Uy (t+2) = (?)@bn () 2" et th, (t+ 1)+, (1) = 2™,

Jj=0

Exemple 2.5.1 On considére l’équation intégrale linéaire de Fredholm
o (x) —/ (cosx —cost)p(t)dt =sint , 0<z t<m
0

ot la fonction f () est choisie pour que la solution exacte soit donnée pare

2T

) 4
gp(t)281nt+2_7r2(:ost+2_7r2

La solution approximative o, (t) de ¢ (t) est obtenue par la méthode de la série Eulera

tronquée, est obtenue par la solution du systéme d’équations linéaires pour N = 8

Points de ¢ | Solution exacte ¢ | Solution approximative ¢,, | Erreur

0.000 —1.306¢ + 000 —1.306e + 000 1.758e — 004
0.785 —4.507e — 001 —4.508¢e — 001 1.558e — 004
1.570 2.015e — 001 2.014e — 001 1.074e — 004
2.355 2.681e — 001 2.680e — 001 5.908¢ — 005
3.140 —2.901e — 001 —2.901e — 001 3.904e — 005

TAB. 2.1 — Comparaison numérique des solutions approchées de I’équation intégrale de
Fredholm et solution exacte par la méthode de collocation de Eulera

2.5.2 Polynémes de Chebyshev

Pour cette étude, nous remplagons la fonction ¢ (¢) par les quatre polynéme de Chebyshev

et comparons la précision de I’estimation de la fonction inconnue

¢@) - [ Kta)e®d=1@), 2.27)

Discrétisation de I’équation intégrale
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Dans cette section, nous appliquons une méthode de collocation a ’équation de la
convertir en un systéme d’équations linéaires .Pour ce dernier en utilisant un polynémes

de Chebyshev, nous approchons I'inconnu ¢ (t) tel que

p(t) =5+ anthy () (2.28)

ol Y, (x) représente le niéme polynoéme de Chebyshev de la premiére, deuxiéme, troisiéme
ou quatriéme sorte. Donc, que ces séries se comportent comme des séries de Fourier .Ainsi,
en particulier, cette série converge point a ¢ sur [—1,1] si ¢ est continu la-bas, alors
que la convergence est uniforme si ¢ satisfait & une condition de Dini-Lipchitz ou est
de variation bornée, Alors les troncatures de la série fournissent des polynomes avec de
bonnes propriétés d’approximation sur Iintervalle [—1,1].

Les quatre polynomes de Chebyshev avec 'intervalle d’orthogonalité [—1, 1]

Polynéme de Chebyshev du quatriéme type ¢,

- 1
Py () = il L Y (n—i— 2)9, x = cosf

1
sin 59

la formule de récurrence a trois termes satisfaite par les polyndmes de Chebyshev est la

traduction de l'identité trigonométrique élémentaire

sin(n—i—%)€+Sin<n—2+%)9:2cosesin<n—1+%)9
: 1 . 1 . 1
sm(n—i—§)9:200808111(n—1+§)9—81n<n—2+§>8

Un (2) = 20001 (2) = Yoz (2)
Yo (z) =1, P (v) =20 +1

qui devient
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en substituant la relation dans ’équation [2.27], nous obtenons

Z%% /Ktxz%% — () (2.29)

et nous pouvons prendre comme points de collocation, les points

ri=—-14+— 1i=0,1...n (2.30)

et définir le résiduel comme
Z%% /thz%% ydt - £ (x) (231)
ensuite, en imposant des conditions aux points de collocation
rn(z;))=01i=0,1,2...,n

L’équation intégrale [2.29] est convertie en un systéme d’équations linéaires.

Exemple 2.5.2 On considére ’équation intégrale linéaire de Fredholm :

o (x) — /11 exp (29@ - gt) ¢ (t) dt = exp (2) (—1 ~ 3exp (%) 4 3exp (_%))

ou la fonction f (x) est choisie pour que la solution ¢ (¢) soit donnée par

@ (t) = exp (2t)

La solution approximative ¢, (t) de ¢ (t) est obtenue par la solution du systéme d’équations

linéaires pour N = 10.
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Points de ¢ | Solution exacte ¢ | Solution approximative ¢, | Erreur

—1.0000 1.353353¢ — 001 | 1.353353¢ — 001 2.915452e — 008
—0.8000 2.018965¢ — 001 | 2.018965¢ — 001 4.349344e — 008
—0.6000 3.011942e — 001 | 3.011941e — 001 6.488458e — 008
—0.4000 4.493290e — 001 | 4.493289¢ — 001 9.679642e — 008
—0.2000 6.703200e — 001 | 6.703199¢ — 001 1.444033e — 007
0.0000 1.000000e + 000 | 9.999998¢ — 001 2.154244e — 007
0.2000 1.491825e + 000 | 1.491824e + 000 3.213754e — 007
0.4000 2.225541e + 000 | 2.225540e + 000 4.794358e — 007
0.8000 3.320117e + 000 | 3.320116e + 000 7.152342¢ — 007
0.8000 4.953032¢ + 000 | 4.953031e 4 000 1.067004e — 006
1.0000 7.389056e + 000 | 7.389055¢ + 000 1.591783e — 006

TAB. 2.2 — Comparaison numérique des solutions approchées de I’équation intégrale de

Fredholm et solution exacte par la méthode de collocation de Chebyshev
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

K (x,t) : Noyau de ’équation intégrale

© :  La fonction inconnue dans I’équation intégrale
On : Solution approchée

A : Constant

Y : Un base de X,

La matrice identitie

R(xz,t,\) : estlarésolvante de Fredholm

D (xz,t;\) : Le mineur du déterminant de Fredholm
D (\) : Le déterminant de Fredholm

€ . L’erreur

P, : opérateur projections
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