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Introduction

De nombreux phénomeénes physiques intéressant le domaine de I’environnement sont concer-
nés par les écoulements de fluides & surface libre, qui désigne un écoulement avec une
interface libre entre I'air et I’eau, comme dans une riviére, par opposition & un écoulement
en charge, ol cette interface est absente dans une conduite sous pression par exemple.
Dans ce travail, on se propose d’étudier un probléme d’écoulement a surface libre au
dessus d’un obstacle. L’écoulement est supposé potentiel, bidimensionnel et irrotational
sans effets du gravité et la tension de surface, le plan des variables (z;y) de 1’écoulement
est identifié au plan de la variable complexe z = x + iy.

La résolution du probléme est éffectué a I’aide des transformations conformes, en particulier
la transformation de Schwarz-Christoffel et d’hodographe, qui possédent de simplifier le
probléme dans un plan plus pratique.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne des notions sur les deux modes de description : la
description lagrangienne et la description eulérienne et quelques définitions préliminaires
sur la théorie des écoulements potentiels et les équations générales du mouvement des
fluides.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les transformations conformes en genérale, en
citant quelques cas particuliers, tels que la transformation de Schwarz-Christoffel.

Dans le dernier chapitre, on traite le probléme d’un écoulement & surface libre bidi-

mensionnel et irrotational d’'un fluide incompressible et non visqueux dans le cas ou la
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tension de surface et la gravité sont nulles. Dans ce cas, la solution exacte peut étre cal-

culée explicitement en utilisant la transformation de Schwarz-Christoffel et la methode

d’Kircholff.



Chapitre 1

Notions fondamentales sur la

mécanique des fluides

L’MDF se base sur deux domaines : Mécanique des milieux continus et Thermody-
namique

Dans ce chapitre , on va voir des concepts fondamentaux concernant la mécanique des
fluides : définitions et propriétés des fluides, ainsi que les équations fondamentales du
mouvement des fluides pour un écoulement potentiel, bidimensionnel et irrotational d’un

fluide incompressible et non visqueux.

1.1 Description et Classification de mouvement des
fluides

On peut décrire le mouvement de fluide de deux facons : on suit donc une particule fluide
dans son mouvement et on regarde sa position a un instant ¢ (Description lagrangienne) ,
ou on peut observer ce qui rentre et ce qui sort a chaque instant pour une instant donnée

(Description eulérienne).
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La figure suivante donne une classification possible :

Continuum/(Fluid
Mechanics
I |
Inviscid Viscous

|

| |
Laminar Turbulent
l |
| | | |
Compressible Incompressible Internal External

Fi1G. 1.1 — Classification des mouvements des fluides

1.1.1 Description Lagrangienne

On peut définir le mouvement d’un fluide (ou écoulement) par le mouvement de chacun
de ses points M (t) , on suit donc une particule fluide dans son mouvement et on re-
garde sa position & un instant ¢ ,La particule est identifiée par sa position initiale située

au point My a l'instant ¢t = 0. rg est le vecteur position initiale , il ne dépend pas du

temps
Lo
7o = O—MO - Yo
<0

On cherche a définir toutes les positions de toutes les particules & chaque instant ¢ matérialisées

par le point M. les inconnues de Lagrange sont les coordonnées, a 'instant ¢ de la position
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(70, t)
—
7(70,1) = OM = | y(7%,1)
2(79, )
Plus simplement notée
x
H
r )
z

Les coordonnées de Lagrange sont le vecteur position initiale 7§ et le temps t : la seule
variable est donc le temps, les dérivées partielles ou totales sont ainsi identiques (les

dérivées partielles n’ont pas vraiment de sens).

1.1.2 Description eulérienne

Plus pratique, cette approche est trés utilisée en mécanique des fluides, ainsi qu’en mé-
canique des milieux continus pour de grandes déformations. Pour une position donnée,
on observe ce qui rentre et ce qui sort a chaque instant , les inconnues d’Euler sont les

vitesses des particules pour ’ensemble des points M :

vx(7,t)
v =7(7,t) = v, (7, 1)
UZ(?,t)

. o7 . . . . o . —
Par la suite, on pourra utiliser la notation suivante (variables implicites) : v" = —

en posant : dv = v.dt , dy = v,dt , dz = v.dt
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1.1.3 Compatibilité de deux descriptions

e En description lagrangienne, le vecteur vitesse v d’un point M du fluide est le vecteur
de la particule fluide qui ’entoure.

e En description eulérienne, le vecteur vitesse v d’un point M du fluide & un instant ¢
est le vecteur vitesse de la particule fluide qui se trouve en M & cet instant t.

A chaque instant, les lignes de champ des vitesses dans les deux descriptions coincident.

Une méme vitesse peut étre analysée de deux facons différentes

Description lagrangienne Description eulérienne
trajectoire champ de vitesse ﬁ
de la particule a l'instant t
F(7,.0)

particule de fluide :

t=0: 7=T,

v (1, 0) ot champ de vitesse
at=0

Fi1G. 1.2 — Description eulérienne et lagrangienne

1.2 Fluides

Un fluide est un milieu matériel continu déformable, sans rigidite qui peut s.écoules c.est-
a-dire subir de grandes variations de forme sous l.action de force plus les forces sont faibles,
plus les variation de forme se déroulent lentement.

La notion de fluide s’oppose a celle de solide, cependant on considere les fluides et les
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solides comme des ensemble de particules materielles innement petit.

- Solidement lieé entre elles dans le cas des solides.

-Libres de se déplacer les unes par rapport aux dant le cas des fluides.

Les différentes cas de la matiére :

Les trois états de la matiere :

1. Etat Solide :Caracterise par une grande cohesion des molecules il a une forme et un
volume propres.

2. Etat Liquide : Peut lieé des liquides trés déformable il n’a pas de forme propre et il a
un volume propre incompressible.

3. Etat gazeux :Un fuide est un milieu materiel parfaitement deformable on groupe sous
cette application les plasmas, les gaz qui sont I’exemple des fluides compressible et les

liquides qui sont des fluides peut incompressible.

1.2.1 Masse volumique

La masse volumique d’une substance est la masse d’unité de volume de cette substance

On calcule par la relation suivante :

masse m

LL _— p o _ —
volume v

1.2.2 Densité

masse volumique du fluide p

masse volumique d'un fluide de réference  p,.;

Dans le cas des liquides en prendra ’eau comme fluide de référence, dans le cas des gaz

on prendra 'air comme fluide de référence.
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1.3 Ecoulement des fluides

Dans la vie quotidienne, dans la nature et dans le domaine industriel, les écoulements
) )

présents la circulation de I'oxygéne dans notre organisme est I'un des exemples de I'im-

portance de I’écoulement dans la vie humaine, les tsunamis les cyclones ou les couleés de

lave sont aussi des exemples de 1’ecoulement mais qui conduisent quelque fois a la grand

dégats pour 'humanité

1.3.1 Ecoulement uniforme

Une écoulement bidimentionnel a surface libre est dit uniforme si 1’écoulement est de

vitesse constante

Al — A2
Vvl V2
E— E—
Al A2

F1G. 1.3 — Représentation de la vitesse dans un écoulement uniforme.

1.3.2 Ecoulement stationnaire

On dit aussi permanent, si ses composantes de vitesse sont indépendantes de la variable

temps
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1.3.3 Ecoulement incompressible

Un fluide est dit incompressible si sa masse volumique est constante ou cours du movement
ce qui se traduit par une dérivée particulaire du champ scalaire de masse volumique nulle
(discription eulérienne)

divp=20

1.3.4 Ecoulement irrotationnel

On dit que I’écoulement est irrotationnel si :
rotv =0
D’ou v est la vitesse d’écoulement.

1.3.5 Potentiel de vitesse

H
Si un champ de vitesse V' est irrotationnel, on peut définir une fonction ¢ scalaire telle

que

Le symbole ¢ représente le potentiel de vitesse. Dans le repére cartésien, en considérant

H
un écoulement plan (V' = (u,v)) on peut donc écrire que :

Iy
u = —
gzv
v = _()0
dy
Si de plus le fluide est incompressible :
@+@—0:>82—(‘0+82—(p—0:>ﬁ =0
or 0Oy ox2 Oy 7T

ou ( vérifie ’équation de Laplace.
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1.4 Quelque équations en MDF

1.4.1 Equation de continuité

Le principe de conservation de masse impose que ’augmentation de masse pendant un
certain temps t, du fluide contenu dans ce volume, doit étre égale & la somme des masses

de fluide qui y entrent, diminuée de quelle qui sortent, qui donne par :

1.4.2 Lignes de courant

On appelle ligne de courant la courbe qui, en chacun de ses points, est tangente au vecteur

vitesse local du champ de 1’écoulement. Son équation différentielle s’écrit :

dx dy dz

w(z,y,z,t)  o(r,y,z,t)  w(x,y,zt)

ou t a une valeur fixée.

v, (1)

¥ (t,) / -\\_jg&u}

F1G. 1.4 — Ligne de courant passant par tel point & un instant donné

10
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Fonction de courant

Si ’écoulement est dans un domaine plan alors le vecteur vitesse est vérifier pour tout

point de ce domaine, & I'instant ¢ on a

div(v) =0

vy _|_%

or Oy =0

Cela implique que la forme différentielle v, dx + v,dy est, a t fixé, la différentielle totale

d’une certaine fonction ¢ : I, d(¢) = v.dx + v,dy

Vye = _aw
WS gy

De plus, la propriété de ’écoulement irrotationnel pour un écoulement plan entraine :

.| UIZZ—Z 2y o
9y Yo Oz

= Ay = 0 3 vérifie aussi ’équation de Laplace.

1.4.3 Equation d’Euler

Soit ’écoulement incompressible d’'un fuide parfait, c¢’est-a-dire sons viscosité dans un
. - I . . .

champ de force massique f ,en premiére approximation, sa masse volumique constante

en un point quelconque du fluide m(x;y; z) et a un instant quelconque ¢, les champs de

pression p(x,y, z,t) et de vitesse v (,y, z,t) vérifient les relations suivantes :

V.7 =0

11
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o R SN 1= —
T = - -Vpat 1.1

En coordonneés cartisien (x1, 3, x3) ces relation s’ecrivent :

1.4.4 Equation de Navier-Stokes

L’équations de Navier-Stokes établie dans le champ de pesanteur pour les fluides newto-

. . . . _ , .
niens incompressibles (div v" = 0) s’écrit :

0 1
9v _ —(v.V)v+ V. (uVv) — =Vp+ f (1.2)
ot P
L’équation (3.1) devient :
ov 9 1

1.4.5 Equation de Bernoulli

Le théoreme de Bernoulli est une application de la conservation de ’énergie au cas des
fluides en mouvement. Un certain travail est fourni au fluide lorsqu’il passe d’un point a
un autre et ce travail est égal a la variation d’énergie mécanique. Dans le cas d’un fluide

laminaire visqueux et incompressible, on obtient la relation suivante :

1 1
m+yﬁ+w%:m+y@+w%

ol p; est la pression aux points A; d’ott i = 1,2

Si le fluide non visqueux dans ce cas Ap; = 0. L’équation de Bernouilli se réduit a :

12
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1
P+ §p02 + pgZ = const (1.4)
Point 2
é.x‘g
.-rf,"’\Pz’d'ﬂ
r e
Point 1 . el
s
4 13
> Y2
Py R
e
.||'|.] —
Y Y

Fia. 1.5 — Tube de courant

1.5 Fonction analytique(holomorphe)

Soit f(z) une fonction qui admet une dérivée, ses parties réelles et imaginaire sont diffé-
rentiables et y vérifient les conditions de Cauchy définissant ainsi une fonction analytique,
est holomorphe.

Une fonction holomorphe peut étre considérée comme une transformation (z) — (()

zL(:f(z) avec ( =&+ 1w

f(2), holomorphe dans D, est une transformation conforme si f’(z) # 0 dans D.
Dans ces conditions, cette transformation est localement une similitude de rapport égal a

f'(z0) et d’angle de rotation arg(f’(zo)) au point considéré z.

Théoréme 1.5.1 (Cauchyl)

13
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Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C' un chemin fermé

contenue ainsi que son intérieur dans D, alors :

/ f(2)dz=0
y
Théoréme 1.5.2 (Cauchy?2)

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C' un chemin fermé

ainsi que son intérieur dans D, alors :

L[ f@©)
/) 2mi /7 E—z ¢
le chemin C' étant parcouru dans le sens positif.

Théoréme 1.5.3 (des Résidus)

Soient D C C un domaine, f : D — C wune fonction holomorphe dans D a l’exeption
de singularites isolées, soit C' un chemin fermé contenue ainsi que son interieur dans ne
passant par aucune des singularites de f et en contenant un nombre définie 21, 29, ..., Zp

dans son interieure, alors

/Cf(z)dz = 2m’27"es(f, 2k)

k=1

Le chemin C' étant parcouru dans le sens positif.
Théoréme 1.5.4 (Liouville)

Supposons que quel que soit z dans le plan complexe : (i) f(z) est analytique, (ii) f(z)
est bornée, i.e : | f(2) |< M, ou M désigne une constante.

Alors : f(z) est constante.

14
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1.6 Etude dans le plan complexe

Pour les écoulements plan, Les points M (z, y) du plan peuvent étre repérés par le complexe
z = x + 1y, Le vecteur vitesse en M représenté par le complexe V' = u + iv, et le potentiel
complexe f(z) = ¢ + 1.

Pour que la fonction f(z) soit holomorphe (dérivable par rapport a z), il faut que :

N 09
or 0y
o 09
dy oz
Alors :
af  0¢p .0¢ . —
%:%_Zﬁ_y:u_wzv

Toute fonction holomorphe permet de définir un champ de vitesse susceptible d’étre celui
d’un écoulement irrotationnel & vitesse conservative. Il est souvent commode d’utiliser la

forme polaire : z = r. exp(if)

1.6.1 Exemples

f(z) = U,.z définit un écoulement uniforme de vitesse Uy

f(z) =Inz définit une source de débit g (m?s~!, débit dans le plan)

f(z) = —(il'/27).Inz définit un vortex ou tourbillon de circulation I' (irrotationnel sauf
au point singulier a l'origine : concentration infinie de rotationnel)

f(z) = U,.(z + a’/z) définit un courant de vitesse Uy dévié par un profil circulaire de

rayon a

15
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\|/ —
/1IN

source tourbillon Profil circulaire

16



Chapitre 2

Représentations et transformations

conformes

Dans ce chapitre, on va présenter des concepts généraux concernant les transformations
conformes, en particulier la transformation de Schwarz-Christoffel et leur utilisation, ainsi

que des exemples.

2.1 Généralités sur les transformations conformes

Définition 2.1.1 Une transformation d’un domaine D qui conserve toutes les angles en

grandeur et en sens est dite transformation conforme de D

Théoréme 2.1.1 Soit w = f(z) une fonction analytique dans un domaine D telle que
f1(z) # 0 en tout point de D. Alors la transformation réalisée par cette fonction est une

transformation conforme de D.

Définition 2.1.2 Considérons deuz plans (z,y) et (X,Y) et une transformation ponc-

17
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tuelle bijective :

X =X(z,y)

Y =Y(z,y)

qui a tout point m(z,y) lui associe le point M (x,y) et inversement.
Lorsque, dans le plan (z,y), le point m décrit une courbe (c), le point M dans le plan

(X,Y) décrit une courbe (C') qui est 'image de (¢) dans la transformation.

y
1o £

0 T o X
) -~ C)

F1G. 2.1 — Transformation de plan [z] vers le plan [Z] et I'inverse

Parmi toutes ces transformations ponctuelles bijectives certaines vérifient, au moins dans

certains domaines D du plan complexe, les relations de Cauchy :

X aY
{55_55
oxX oy
Oy Oz

La transformation est alors dite "transformation conforme" dans D, ce qui conduit au

résultat suivant :

Les transformations conformes peuvent toutes s ’écrire sous la forme :
Z=yg(z) , 2=G(2)

ou: Z=X+1iY ,z=x+1y

18
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2.1.1 Propriétés des transformations conformes
Holomorphie

I résulte de la définition méme que g(z) doit étre dérivable dans D et uniforme : elle
est donc holomorphe dans D, mais si on prolonge la définition de g(z) a tout le plan
complexe, cette fonction doit nécessairement présenter des singularités en dehors de D ou
sur les frontieres de D (sinon tout comme f(z), ce serait une constante d’aprés le théoréme

de Liouville.

Conservation des angles et points singuliers

La fonction g(z) étant holomorphe dans D, la transformation conforme conserve les angles.
plus précisement, si deux courbes v et 7' passent par un point zo € D et se coupent sous
'angle «, leurs transformées I' et I passent par le point transformé Z, et se coupent en

général dans le plan [Z] sous le méme angle «.

® ¥ @ N

F1G. 2.2 — Conservation d’angle « de plan [z] vers le plan [Z]

En effet, un développement au voisinage de z s’écrit, sous réserve que g(z) soit holomorphe

en 2o et que ¢'(2p) soit non nul :

dZ = ¢'(z)dz

19
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ce qui montre que 'on passe du voisinage de 2, au voisinage de Z, par une similitude
définie par le nombre complexe g'(z) # 0.
En étendant le domaine de définition de g(z) a tout le plan complexe, on obtient donc le

résultat suivant :

Une transformation g(z) conserve les angles en

tout point du plan complexe ot ¢’(z) n’est ni nul ni infini.

Les points ot ¢’(z) est nul ou non défini sont dits points singuliers de la transformation

conforme.

2.1.2 Quelques transformations classiques

Transformation linéaire

Une transformation linéaire w = Az, avec A = ae'® € C est une double transformation :
expansion /contraction liée au coefficient a et rotation d’un angle a

Transformation inverse

Une transformation linéaire w = z~! pour z non nul transforme les cercles en cercles/droites,
les lignes en droites/cercles selon que 'objet passe ou non par 1'origine.

Transformation linéaire fractionnelle

La transformation

az+b
cz+d

avec a, b, ¢, d des complexes, transforme les cercles en droites et réciproquement.

20



Chapitre 2. Titre du Chapitre 2

2.1.3 Exemples élémentaires d’application

Les champs élémentaires correspondant aux singularités des fonctions analytiques peuvent
étre obtenus & partir du champ uniforme & l'aide de transformations conformes conve-
nables.

Par exemple, 1’écoulement f(z) = 2? se déduit de 1’écoulement uiforme F(Z) = Z au
moyen de la transformation conforme Z = 22, qui conserve les angles en tout point du
plan, sauf & 'origine ol la dérivée 2z de la transformation s’annule ; si on pose : z = r.e;

Z = R.e*, on voit qu’autour de I’origine les angles sont divisés par deux (figure ci-dessous).

.r'i.,:\"ﬁ. ﬂ: %
%
Y4 " ®
@ .
<=3 bi

-
A e v T —— X

e,

Fic. 2.3 — Transformation entre plan Z et plan z

2.2 Quelques types des transformations conformes

2.2.1 Transformation de Schwarz-Christoffel

Considérons un polygone [Fig 2.3] dans le plan des w, ayant pour sommets wy, ws, ..., Wy,
et pour angles intérieurs respectivement ay, as, ..., . Soit wy, wa, ..., wy,, les points corres-

pondant respectivement a xy, o, ..., T, de 'axe réel du plan des z [Fig 2.4].
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» Plan de la variable w

v plan de la variable z

£

@x
o - - -
x, xo xq T4 s
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Une transformation qui représente 'interieure R du polygone considéré sur le demi-plan

superieur du plan des z, et la frontiére du polygone sur I’axe réel, est donné par :

d a1 o an
S = Al — )T (= o),y (2= )T (2.1)
dz
ou
w:A/(z—xl)g(z—xg)fl,..., (2 —x,)"1dz + B (2.2)

ou A et B sont des constantes complexes.

On notera que :

1.Parmi les points x4, x», ..., z,, on peut en choisir trois arbitrairement

2. Les constantes A et B déterminent la taille, 'orientation et la position du polygone.
3. Il est commode de choisir un point, par exemple x,,, a I'infini, cas dans lequel le dernier
facteur de (2) et (3) n’existe pas

4. Des polygones infinis non fermés peuvent étre considérés comme de polygones fermés.

2.2.2 Méthode des lignes de courant libres (Kirchoff )

La théorie des lignes de courant libres consiste a étudier les problémes d’écoulements
potentiels et bidimensionnels, partiellement bornée par les parois rigides et rectilignes
et d’autres parties par lignes de courant libres, sur lesquelles la pression est supposée
constante. Si aucune surface libre n’est présente et Ueffet de la gravité n’est pas considérée
I’écoulement dans le plan physique est un polygone. Si les lignes de courant libres sont
présente et effet de la gravité et la tension de surface sont négligeables le domaine de
I’écoulement dans le plan transformé par une transformation conforme appropriée est aussi
un polygone, ce qui nous permet dans deux cas de trouver la solution exacte du probléme.
Une méthode de résolution a été introduite par Kirchoff ( 1869 ) dont I'idée de base est

I'introduction de la variable complexe 2 définie par :
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Q = log( Uw) = log(%) + 0 (2.3)

U
W) = log(-~—

ouz=ux+1y, [ =@+, Z—]; =u—1w etqg= \/m, avec (u,v) sont les composantes
du vecteur vitesse, # est I'angle que fait le vecteur vitesse avec I’horizontale.

On remarque que La fonction €2 posseéde de simples propriétés suivantes :

-La partie réelle de €2 est constante sur chaque ligne de courant libre, i.e 10g<%> =cost.

- La partie imaginaire de () est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e § =cost
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Chapitre 3

Résolution d’un probleme
d’écoulement par la transformation

conforme

Dans ce chapitre, on étudie le probléme d’un écoulement bidimensionnel et irrotationnel
a surface libre sans effet de gravité et la tension de surface. On peut utiliser les propriétés
des transformations conformes, ainsi que la transformation d’hodographe ( Kirchoff) et

de Schwarz-Christoffel pour abtenir la solution exacte du probléme.

3.1 Position du probléme

On considére un écoulement potentiel bidimensionnel d'un fluide incompressible et non
visqueux, & surface libre, sur un plan horizontal passant au dessus d’un obstacle ( deux
plaques ) de hauteur 2b ou (7' = 0, g = 0). On suppose 1’écoulement est uniforme a 'infini
et la pression est constante sur la ligne de courant libre. Nous choisissons comme repére
de référence la ligne 11’ ( la droite de symétrie ) sur 'axe x’ox et les surfaces libres sont
BC et B'C’ ( voir la figure 3.1). On transforme le plan de I’écoulement réel dans le plan

complexe z au plan de I'écoulement f ou f(z) = p(z) + it(2) tels que les points A, B et
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C dans plan complexe z se transforment aux points A = —00, B =i et C' = 400 dans le

plan f ( Fig3.2).

Rappelant que ces écoulements peuvent étre décrites par un potentiel complexe :

f(z) =9+

(3.1)

Ou ¢ et 1) sont respectivement la potentiel de vitesse et fonction de courant qui vérifiant

les conditions de Cauchy-Riemann sont données par :

~_00 _ oy
0% 0j
~_00_ _OY
oy o

Les composantes de vitesse sont alors donné par :

(3.2)

(3.3)

Le but du probléme est déterminer la fonction potentielle ¢ qui vérifie les relations suivantes

Ap=0
d¢
v=—=02—
dy
w402 =1
les points plan z plan f

A x:—oo,yzd ¢:—OO,¢:
B r=0,y=d =0, ¢v=
C r=-00, y=0b | ¢=+o0, Y=
A r=-—00, y=—d| ¢p=—00, p=—1
B’ r=0,y=—d p=0,1=-1
C’ r=—-00, y=—b| =400, Yv=-1
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- - d
___b]
I T T
C —_
‘“‘a_x\
{ 1
Fic. 3.1 — Plan 2
W, Plan— f
y yr = +1
y B O
y =0
1 1’ /
A" B' =1 o

FIG. 3.2 — Plan f
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3.2 Solution Analytique

Pour trouver la solution analytique du probléme ( forme de la surface libre BC') représentée
par les valeurs de deux inconnus x et y du plan z, il faut utiliser une transformation de
Schwarz-Christoffel pour transformer chacun des polygones a un méme polygone d’un
nouvel espace que ’on va appeler \. Il reste donc & déterminer les changements de variable
A(2) et A(f) a éffectuer.

Une fois que cela est fait, on cherche la relation qui existe entre §2 et f; on s’attend a
trouver une équation différentielle que ’on va résoudre.

1.Transformation de A\((2)

la transformation €2 définit en (2.3) transforme le plan physique z de ’écoulement en une
bande semi-infinie (Fig.3.3).

On a I'mf) = cte sur les parois rigides AB et A/B/ et Re {2 = cts sur les surfaces libres BC'
et B'C".

La transformation conforme d’une bande semi-infinie dans le plan f sur le demi-plan

supérieur A\ est donnée par la transformation de Schwarz-Cristoffel.

Plan-Q
B 4
1 log(g)
-7
=t C,C" 2
-
B' A

F1Gc. 3.3 — Plan
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A
Plan— A
-1 1
A B C.C i A
Fic. 3.4 — Plan A
les points plan f plan plan A
C | ¢=+to0, b=1 | loglq)=0, 6=ir | (=0,7n=0
A ¢ =—00, p=—11log(q) =00, 0 =i2w | ( =400, n=0
B’ =0, p=-1 log(q) =0, 0 =i2w (=1,n1=0
¢’ ¢ =+o0, Y =-1 log(Q):070:Zﬂ— ¢=0,7=0

Telle que ¢ = vu? 4+ v? est le module de vitesse.
En respectant le sens et I'orientation de I’écoulement, on choisit C' = C =0,B = —1,B' =

1 sur le plan A(Fig 3.4), nous aurons :

ds} 3

— = MOX-1)=""(A+1

) A=1=" (A+1)

= M(A—1)"2(A+1)7
-1
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Alors
d\
Q=M | ——+ N 3.4
/\/)\2—1 (34)

On calcule l'intégral (3.4)
Q= Mi / A
Vi2(A2 —1)

d\
= 0Q=Mi | ——
s

= Q) = Miarcsin(\) + N

En particulier, cette transformation mappe les points B = 0 et B’ = 27i dans le plan 2

vers les points B = —1 et B’ = 1, respectivement, dans le plan A.

0 = Miarcsin(—1) + N

2mi = Miarcsin(1) + N

0= Mi(—=)+ N
-1

2mi = MZ§ +N
M =2

=
N =im

Alors, on obtient
) = 2iarcsin(\) + im (3.5)
Q—arm

= arcsin(\) =

21
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Q—ar

= \ = si
sin —

2.Transformation de \(f)

—1<A<1

(3.6)

On transforme la bande infinie dans le plan f vers la moitié supérieure du plan \. La

transformation de Schwarz Cristoffel donne :

i _ = 10— 0)%-
N EA=D D) =0

Alors

Ce qui donne

f=Klog\+ L

Et pour trouver K et L, il doit remplacer les points B = i et B’

(3.7)

= —1¢ dans le plan f et

les points B = —1 et B’ = 1 respectivement dans le plan A dans ’équation (3.7)

i=Klog(—1)+ L
—i = Klog(l)+ L

i =2Klog(i*) + L
=1L
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Donc
2
T

Alors ’équation (3.7) devient

2
f=—log\—1
T
3. Relation entre Q(f) et f(2)
On utilise la relation
b _dodf
d\  df d\
df
= Q—
“an
Donc
d
Z = / eQd—{\ + 2o

d
Remplacons les expressions des fonction §2 et d_J;\ dans (3.9), on obtient

27 arcsin )\+iﬂ'd)\

2i arcsin Ad)\

On pose

1 .. .
[:/Xeharcsm)\d)\

32
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On a

622' arcsin A __ (ei arcsin)\>2
= (cos(arcsin \) + i sin(arcsin \))?
On sait que
cos(arcsin(A)) = V1 — A2 ,—1=<A=<1

Donc

€2iarcsin/\ — ( /1 _ /\2 + 2)\)2 (34)

L’équation (3.12) devient

eQiarcsin)\ —1— )\2 _ )\2 + 21\V1 — )\2, —1<A<1 (35)

=122 4201 -X, —1<A<1

Alors

27 arcsin A 1

eT = -2+ 2VI- N (3.6)

Donc (3.11) devient

Izln)\—A2+2z’/\/1—>\2d)\

I = / VT = A2\ (3.7)

Pour calculer I'intégral (3.15), on utilise le changement de variable : A = sin(u) — u =

arcsin(\), d\ = cos(u)du
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on trouve
I — arcsin(\) + Ay 1 — A2 e
2
Alors
I =In\— X\ +i(arcsin A + A\V1 — \2)
Donc, on a

2 .
z==€e"((In\ — A\* +i(arcsin A + \W1 — A\2))

™

2
= —Z((In X — A2 +i(arcsin A + AV1 — A2))

=—Z(InX— %) +4( 2 (arcsin A + AV1 — \2))

™ ™

o

Alors, on obtient I’équation paramétrique de la surface libre B'C’

2
r=——(In\ — \?

Y

2
y = ——(arcsin A + AV1 — A2)
7r

Oun-1< A<l

34
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¥ 1o {
0.8
0.6

04T

-0.4
06 T

0.8

-1.0 'E

F1c. 3.5 — Forme de deux surfaces libres BC et B'C’
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié le probléme d’un écoulement bidimensionnel et irrotationnel
d’un fluide incompressible et non visqueux a surface libre. Lorsque les effets de la force de
la tension de surface et de la gravité sont négligés. La solution du probléme est obtenue
explicitement et la forme de la surface libre est déterminée paramétriquement en utilisant
la théorie des lignes de courant libres et des transformations conformes. Dans le cas l'effet
de la tension de la surface est prise en compte ou la force de gravité est non nulle, le
probléeme ne peut étre résolu que par une approche numérique a cause du terme non

linéaire figurant dans la condition au bord de la surface libre.
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Vv Le gradient de vecteur v’

Av Les dérivées partielles d’'un vecteur @ de deuxiéme ordre par rapport a z2 et 3>
div v La dévergence d'un champ de vecteurs

p(T,t) la masse volumique du fluide au point repéré par le vecteur = a 'instant ¢
V(T ,t) fonction de répartition empirique

rot v La rotation d’un vecteur v’
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