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Introduction

La convexité des ensembles et la convexité et la concavité des fonctions ont fait l�objet de
nombreuses études au cours des cent dernières années. Les premières contributions à l�ana-

lyse convexe ont été faites par Holder (1889), Jensen (1906), et Minkowski (1910, 1911).

L�importance des fonctions convexes est bien connue dans les problèmes d�optimisation.

Les fonctions convexes apparaissent dans de nombreux modèles mathématiques utilisés en

économie, en ingénierie, etc. Plus souvent, la convexité n�apparaît pas comme une propriété

naturelle des diverses fonctions et domaines rencontrés dans de tels modèles. La propriété

de convexité est invariante par rapport à certaines opérations et transformations.

La convexité est l�une des hypothèses les plus fréquemment utilisées dans la théorie de

l�optimisation. Il est généralement introduit pour donner une validité globale aux proposi-

tions autrement seulement localement vraie, par exemple, un minimum local est également

un minimum global pour une fonction convexe.

De plus, la convexité est également utilisée pour obtenir une su¢ sance pour les conditions

qui sont seulement nécessaire, comme avec le théorème de Fermat classique ou avec les

conditions dans programmation non linéaire. En microéconomie, la convexité joue un rôle

fondamental dans théorie de l�équilibre général et théorie de la dualité.

Cependant, pour de nombreux problèmes rencontrés en économie et en ingénierie la notion

de convexité ne su¢ t plus. Par conséquent, il est nécessaire d�étendre la notion de convexité

aux notions de pseudo-convexité, de quasi-convexité, etc. devrait mentionner les premiers

travaux de de Fenchel (1953),
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Introduction

D�autre part, l�analyse moderne implique directement ou indirectement les applications de

convexité. En raison de ses applications et de son importance Le concept de convexité a été

étendu et généralisé dans plusieurs directions. Le concept de convexité et ses variantes ont

joué un rôle fondamental dans le développement de divers domaines. Les fonctions convexes

sont des outils puissants pour prouvant une grande classe d�inégalités. Ils fournissent un

traitement élégant et uni�é des inégalités classiques les plus importantes. Il existe de

nombreux résultats associés aux fonctions convexes dans le domaine d�inégalités, dont deux

sont : l�inégalité de Jensen et l�Hermite-Hadamard l�inégalité, qui se produisent largement

dans la littérature mathématique.

L�inégalité de Jensen est parfois appelée le roi des inégalités, car il implique toute la sé-

rie d�autres inégalités classiques (par exemple celles de Holder, Minkowski, et Young, la

moyenne arithmétique-géométrique inégalité, etc.). L�inégalité de Jensen pour les fonctions

convexes est probablement l�un des les inégalités les plus importantes qui sont largement

utilisées dans presque tous les domaines de mathématiques, en particulier en analyse ma-

thématique et statistiques. Pour un complet l�inspection des résultats classiques et récents

liés à cette inégalité le lecteur est référé à [, ].

Il est bien connu que l�une des inégalités les plus fondamentales et les plus intéressantes

pour les fonctions convexes classiques est celle associée au nom de Hermite Hadamard

l�inégalité qui fournit une estimation inférieure et supérieure pour la moyenne intégrale

de toutes les fonctions convexes dé�nies sur un intervalle compact, impliquant le point

médian et les points d�extrémité du domaine. Cette inégalité a plusieurs applications dans

l�analyse non linéaire et la géométrie d�Espaces de Banach.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres

Dans le premier chapitre, nous rappelons des notions très importantes de l�analyse

concernant les ensembles convexes. Nous donnons les principales propriétés des fonctions

convexes abordons ensuite la notion semi continuité superieure et inferieure, on termine

ce chapitre par quelques rappels sur les fonctions di¤erentiables sur Rn.
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Introduction

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude des fonctions convexes réelles ainsi que

leur propriétés. Notamment les inégalités connues sous les noms d�inégalité de convexité

et d�inégalité de convexité stricte.

Des dé�nitions s�appliquent à des fonctions qui ne sont pas forcément dérivables. Dans le

cas où la fonction est dérivable ou mieux admet une dérivée seconde, nous verrons que

l�on peut trouver des caractérisations plus simples des fonctions convexes et une condition

su¢ sante de convexité stricte.

Dans le troisième chapitre, nous abordons la notion de fonctions convexes multidimen-

sionnelles. Nous étudions ses propriétés en plusieurs niveaux. On examine les propriétés de

semi-continuité, de continuité puis de dérivabilité. Pour aborder des fonctions non-lisses,

nous introduisons le concept de sous-di¤érentiel. Dans le quatrième chapitre, nous

étudions les applications des fonctions convexes pour démontrer les inégalités de Hölder,

Minkowski et d�Hermite-Hadmard et aussi pour le calcule aproché de l�integrale d�une

fonction convexe.
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Chapitre 1

Notation et Dé�nition Préliminaire

1.1 Segment

Dé�nition 1.1.1 Soient A et B deux points d�un K espace vectoriel E. On appelle seg-

ment (AB) l�enssemble de tout les barycentre du système fA(�); B(�)g avec (�; �) 2 R2+
et �+ � 6= 0

AB =
n
G 2 E = ��!GA+ ���!GB = �!0 ; (�; �) 2 R2+ et �+ � 6= 0

o
=

�
G 2 E = �!OG = �

�+ �

�!
OA+

�

�+ �

��!
OB

�
= fG 2 E=�!OG = ��!OA+ (1� �)��!OB avec � =

�

�+ �
2 [0; 1]g

1.2 Partie convexe

Dé�nition 1.2.1 Soit A une partie non vide de E , K�espace vectoriel.

On dit que A est convexe, si et seulement si, pour tout (x; y) 2 A2;8� 2 [0; 1] :

�x+ (1� �)y 2 A

Exemple 1.2.1 1. B(x; r) et B(x; r) dans un espace normé sont convexes.
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Chapitre 1. Notation et Dé�nition Préliminaire

2. Chaque interval I de R est convexe.

3. L�image d�un convexe par une application lineaire est convexe.

4. L�intersection \
i2I
ki d�une famille quelconque (ki)i2I de convexe est convexe.

5. Le produit cartesien de deux convexes est convexe:

1.3 Epighraphe d�une fonction

Dé�nition 1.3.1 L�épigraphe d�une fonction f de Rn noté epi(f) est l�enssemble de Rn+1

dé�nie par :

epi(f) =

8><>:
0B@ x

z

1CA 2 Rn+1=z � f(x)

9>=>;
L�ensemble de niveau � est l�ensemble des x de Rn tel que f(x) = � que l�on noté N�

N� = fx 2 Rn=f(x) = �g

La section associe a l�enssemble de nineau � notée S� est

S� = fx 2 Rn=f(x) � �g

Cas particulier :si f une fonction de�nie sur un interval I de R à valeurs dans R, On

appelle l�épigraphe de f l�enssemble � telque

� = epi (f) = f(x; y) 2 I �R =y � f(x)g :

5



Chapitre 1. Notation et Dé�nition Préliminaire

1.4 Fonction pente en x0

Dé�nition 1.4.1 Soit f une fonction dé�nie sur un interval I de R à valeur dans R. On

appelle fonction pente en x0 2 I; la fonction 'x0 dé�nie sur I � fx0g par :

'x0(x) =
f(x)� f(x0)
x� x0

1.5 Limite à droite et limite à gauche

Dé�nition 1.5.1 Soit I un interval de R�

1. Toute fonction monotone sur I possède en chaque point de I une limite à droite et

une limite à gauche �nies.

2. On pose a = inf I , b = sup I et f fonction dé�nie et monotone sur I � fx0g où

x0 2 R

si a < x0 < b alors f possède en x0 une limite à droite et une limite à gauche �nie.

si f est croissante alors

lim
x
<!x0
f(x) � lim

x
>!x0
f(x)

si f est décroissante alors

lim
x
>!x0
f(x) � lim

x
<!x0
f(x)

3. si x0 = a alors f possède en x0 une limite à droite �nie ou in�nie.

si x0 = b alors f possède en x0 une limite à gauche �nie ou in�nie.

1.6 Fonction semi-continue infèrieurement

Dé�nition 1.6.1 Soit C un ouvert de Rn et f fontion de C dans R. On dit que f est

semi continue infèrieurement en x 2 C si pour toute suite fxkg � C convergent vers x;on

6



Chapitre 1. Notation et Dé�nition Préliminaire

a

lim inf f(xk) � f(x):

1.7 Fonction di¤érentiable dans Rn

Dé�nition 1.7.1 Soit f : C ! R où C est un ouvert de Rn la dérivée directionnelle de

f en x 2 C dans la direction d 2 Rn est dé�nie par la limite quand elle existe de

f
0
(x; d) = lim

t!0

f(x+ td)� f(x)
t

La fonction f sera dite di¤érentiable en x 2 C si elle possède des dérivées directionnelles

dans toutes les directions et si f
0
est linéaire par rapport à d c.a.d s�il existe un vecteur

rf(x) appelé le gradient de f en x tel que

f
0
(x; d) = hrf(x); di

7



Chapitre 2

Fonction Convexe d�une Seul

Variable

2.1 Dé�nition d�une fonction convexe

Dé�nition 2.1.1 Soit I un interval R et f une fonction de I dans R.

On dit que f est convexe sur I si et seulement si l�épigraphe de f est une partie convexe

de R2.

On dit que f est concave sur I si et seulement si la fonction (�f) est convexe sur I.

Théorème 2.1.1 Soit f une fonction sur I de R à valeur dans R.

1. f est convexe sur I; si et seulement si, 8(x1; x2) 2 I2, 8� 2 [0; 1] :

f((1� �)x1 + �x2) � (1� �)f(x1) + �f(x2):

2. f est concave sur I, si et seulement si, 8(x1; x2) 2 I2;8� 2 [0; 1] :

f((1� �)x1 + �x2) � (1� �)f(x1) + �f(x2):

Preuve.
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Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

a) Supposons que f est convexe sur I

D�aprés la dé�nition (2:1:1); � l�épigraphe de f est convexe�

Soient (x1; x2) 2 I2 et � 2 [0; 1] :

donc les points A1(x1; f(x1)); A2(x2; f(x2)) sont des points de �; alors le segment

[A1A2] est contenu dans � et en particulier le point (1� �)A1 + �A2 2 �

d�où

f((1� �)x1 + �x2) � (1� �)f(x1) + �f(x2):

b) Supposons maintenant que8(x1; x2) 2 I2;8� 2 [0; 1] :

f((1� �)x1 + �x2) � (1� �)f(x1) + �f(x2)

Montrons que � est un convexe de R2: Soient 2 points A1 = (x1; y1); A2 = (x2; y2)

de � et � 2 [0; 1] soit M = (1� �)A1 + �A2 et posons M(x; y); alors d�où y � f(x)

c.a.d M est un point de � donc � est convexe.

1. f est concave sur I

() (�f)est convexe sur I

() 8(x1; x2) 2 I2;8� 2 [0; 1] :

(�f)((1� �)x1 + �x2) � (1� �)(�f(x1)) + �(�f(x2))

() 8(x1; x2) 2 I2;8� 2 [0; 1] :

f((1� �)x1 + �x2) � (1� �)f(x1) + �f(x2)

Théorème 2.1.2 (Inégalité de Jensen) Soit f une fonction dé�nie sur un interval I de

R à valeur dans R.

9



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

f est convexe sur I; si et seulement si :

8n 2 N�;8(xi)1�i�n 2 In;8�i 2 [0; 1]n tel que
nX
i=1

�i = 1, f(

nX
i=1

�ixi) �
nX
i=1

�if(xi)

Remarque 2.1.1 Pour démontrer ce théorème on applique la démonstration par récur-

rence en utilisant le théorème précédent.

Théorème 2.1.3 Soit f une fonction dé�nie sur un interval I de R.

1. f est convexe sur I si et seulement si la fonction pente en x0 est croissante sur

I � fx0g.

2. f est strictement convexe sur I si et seulement si la fonction pente en x0 est

strictement croissante sur I � fx0g.

Preuve.

1. (Supposons que pour tout x0 de I,'x0 est croissante sur I � fx0g

Montrons que f est convexe sur I

Soient (x1; x2) 2 I2 tel que x1 < x2 et � 2 ]0; 1[ ,on a donc :

x1 < (1� �)x1 + �x2 < x2

alors :

'x1((1� �)x1 + �x2) � 'x1(x2)

car 'x1 est croissante sur I � fx1g

=) f((1� �)x1 + �x2)� f(x1)
((1� �)x1 + �x2)� x1

� f(x2)� f(x1)
x2 � x1

) f((1� �)x1 + �x2)� f(x1)
�(x2 � x1)

� f(x2)� f(x1)
x2 � x1

=) f((1� �)x1 + �x2)� f(x1) � �f(x2)� �f(x1)

d�ou f((1� �)x1 + �x2) � (1� �)f(x1) + �f(x2)

10



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

Cette inégalité reste claire quand � = 0 ou � = 1 ou x1 = x2 donc f est convexe

sur I.Si pour tout x0 de I la fonction 'x0 est strictement croissante sur I � fx0g et

par la même méthode précédente en remplace les inégalités large par des

inégalités strictes et on obtient que f est strictement convexe sur I

)Soit maintenant f fonction convexe sur I. Montrons que 'x0 est croissante sur

I � fx0g.

Soient x0, x1, et x2 2 I tels que x0 < x1 < x2 et posons� = x1�x0
x2�x0 2 ]0; 1[ donc

x1 = (1� �)x0 + �x2

f(x1) = f((1� �)x0 + �x2) � (1� �)f(x0) + �f(x2)

car f convexe

f(x1) = f((1� �)x0 + �x2) � (1� �)f(x0) + �f(x2)

) f(x1) �
x2 � x1
x2 � x0

f(x0) +
x1 � x0
x2 � x0

f(x2)

) f(x1)� f(x0) �
�x1 + x0
x2 � x0

f(x0) +
x1 � x0
x2 � x0

f(x2)

) f(x1)� f(x0) �
x1 � x0
x2 � x0

(f(x2)� f(x0))

) f(x1)� f(x0)
x1 � x0

� f(x2)� f(x0)
x2 � x0

) 'x0(x1) � 'x0(x2)

alors 'x0est croissante dans le cas x0 < x1 < x2 et par la même méthode 'x0est

croissante dans le cas x1 < x2 < x0:

2. On utilise la même méthode précédente en remplacant les inégalités large par

des inégalités strictes.

11



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

2.2 Propriétées des fonctions convexes

Propriété 2.2.1 Soit I un interval de R et f application de I dans R.

f est convexe sur I si et seulement si pour tout A;B du courbe représentative l�arc
a
AB

est au_dessous de la segment [AB].

Fig. 2.1 �courbe d�une fonction convexe

Propriété 2.2.2 Si f est convexe sur I alors I est réunion de trois sous intervalles,

consucutifs tel que f est strictement décroissante sur le premier ,constante sur le deuxième

et strictement croissante sur le troisième

Remarque 2.2.1 L�un des trois intervalles peut être vide.

Propriété 2.2.3 i) Si f1 et f2 deux fonctions convexes telles que :f1+ f2 est convexe

ii) � f1est convexe 8� � 0

iii) sup ff1; f2g est convexe

Propriété 2.2.4 Soit f une fonction convexe strictement monotone sur un interval ouvert

I, alors la fonction f�1 est :

1. convexe sur f(I) si f est strictement décroissante

2. convace sur f(I) si f est strictement croissante

Preuve. Soit f une fonction sur I

12



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

1. supposons que f est strictement décroissante d�aprés le théorème (2:1:3); la

fonction pente en x0 est croissante alors f est continue sur I. Par conséquent f

admet une application invèrse f�1. Pour a; b 2 I;9!c; d 2 f(I)= fc = f(a) et

d = f(b)g () fa = f�1(c) et b = f�1(d)g

8� 2 ]0; 1[ f(�a+ (1� �)b) � �f(a) + (1� �)f(b)

=) f�1(�f(a) + (1� �)f(b)) � f�1(f(�a+ (1� �)b))

=) f�1(�c+ (1� �)d) � �f�1(c) + (1� �)f�1(d)

ce qui montre que f�1 est convexe sur f(I)�

2. Si f est strictement croissante alors (�f) est strictement décroissante sur I et on a

aussi (�f) est continue sur I donc il existe (�f)�1 invèrse de (�f) d�où (�f)�1 est

convexe c.a.d f�1 est concave sur f(I).

Propriété 2.2.5 Soient I; J deux intervalles ouvert de R et f : I ! J fonction convexe

Pour tout g : J ! R

1) si g est convexe et croissante alors g � f est convexe sur I.

2) si g est concave et décroissante alors g � f est concave sur I.

Preuve.

1) Supposons g est convexe et croissante soient a; b 2 I et � 2 [0; 1]

f(�a+ (1� �)b) � �f(a) + (1� �)f(b) , (car f est convexe)

g(f(�a+ (1� �)b)) � g(�f(a) + (1� �)f(b)) , (car g est croissante)

g � f(�a+ (1� �)b) � �g � f(a) + (1� �)g � f(b) , (car g est convexe)

donc g � f est convexe sur I.

13



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

2) Si g est concave et décroissante =) (�g) est convexe et croissante sur J donc (�g)� f

est convexe c.a.d g � f est concave.

Propriété 2.2.6 Si une fonction k : I ! [0;+1[ est logarithmique convexe ( c�est à dire

ln �k

convexe) alors k est convexe.

Preuve. On a I
k! [0;+1[ ln! R on pose f = ln �k : I ! R est convexe, on a aussi

g = exp : R! R est croissante et convexe d�aprés la propriété précédente g �f estconvexe

g � f(x) = exp(ln(k(x)) = k(x)

donc k est convexe sur I.

2.2.1 Fonctions convexes dérivables

Théorème 2.2.1 Soit f une fonction convexe sur un intervalle ouvert I et x0 2 I

1) la fonction dérivée à gauche f 0g est continue à gauche en x0 et la fonction dérivée à

droite f
0
d est continue à droite en x0

2) la fonction f est dérivable en x0 si et seulement si f
0
g ou f

0
d est continue en x0

3) l�enssemble des points de I où f n�est pas dérivable est �ni ou dénombrable, si f est

dérivable en x0 alors f est continue en x0.

Preuve.

1) Soient x et y dans I tels que y < x < x0 on a :

f(x)� f(y)
x� y � f 0g(x) � f

0

d(x0)

14



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

par passage à la limite lorsque x tend vers x0 par valeurs infèrieurs on obtient :

f(x0)� f(y)
x0 � y

� l � f 0(x0)

où l est la limite à gauche de f
0
g en x0 (qui existe car f

0
g est continue), si y tend vers

x0 par valeurs infèrieurs on a f
0
g(x0) � l � f

0
g(x0) d�où l = f

0
g(x0) donc la continuité

de f
0
g à gauche en x0 et par même méthode on fait la démenstration pour la dérivée

à droite.

2) Supposons par exemple f 0d continue en x0 et soit x 2 I, telque x < x0, on a

f
0

d(x) � f
0

g(x0) � f
0

d(x0);

d�où en passant à la limite quand x tend vers x0 par valeurs infèrieures ,on obtient

f
0
d(x0) = f

0
g(x0), f est donc dérivable en x0.

Supposons maintenant f dérivable en x0 et soit x 2 I; x < x0 on a :

f
0

g(x) � f
0

d(x) � f
0

d(x0) = f
0

g(x0)

La fonction f
0
g étant continue à gauche de x0

lim
x
<!x0
f
0

g(x) = lim
x
<!x0
f
0

d(x) = f
0

d(x0)

d�où la continuité de f
0
d à gauche en x0

3) Les points de I où f n�est pas dérivable sont les point de discontinuité de la fonction

monotone f
0
g, il n�y en a donc qu�un nombre �ni ou une in�nité dénombrable.

4) L�application x! f 0(x) est la restriction de l�application x! f
0
g(x) à l�enssemble des

points où cette fonction est continue, elle est donc elle même continue (mais elle

n�est pas en général dé�nie sur un intervalle).

15



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

Proposition 2.2.1 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

Les a¢ rmations suivantes sont équivalentes :

a) La fonction f est convexe sur I.

b) Pour tout (x; a)2 I2 f(x) � (x� a)f 0(a) + f(a).

c) La fonction f 0 est croissante sur I.

Preuve.

a) a) =) b) La fonction f étant dérivable 8a 2 I , f 0(a) = f 0g(a) = f
0
d(a): Pour x < a et

d�aprés la proposition précédente

f
0

d(x) �
f(x)� f(a)
x� a � f 0g(x)

=) f(x) � (x� a)f 0(a) + f(a)

b) b)) c) 8x 2 I; 8y 2 I f(y) � f(x) + (y � x)f 0(x) et f(x) � f(y) + (x� y)f 0(y)

d�ou

f
0
(x)(y � x) � f(y)� f(x) � f 0(y)(y � x)

et donc

(y � x)(f 0(y)� f 0(x)) � 0

) f
0
est croissante.

c) c)) a) Soit x et y , x < y deux éléments de I. Considérons l�application g : [0; 1]! R

dé�nie par

g(�) = �f(x) + (1� �)f(y)� f(�x+ (1� �)y)

g(�) est la distance entre le point (�x + (1 � �)y; f(�x + (1 � �)y)) et le point de

même abscisse situé sur la droite passant par (x; f(x)) et (y; f(y)). La fonction f

est convexe sur [x; y] si et seulement si pour tout � 2 [0; 1] ; g(�) � 0: La fonction

g véri�e les hypothèses du théorème due rolle sur [0; 1], il existe donc �0 2 [0; 1] tel

16



Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

que g
0
(�0) = 0: On a g

0
(�) = f(x)� f(y) + (y � x)f 0(�x+ (1� �)y)). L�application

�! �x+ (1� �)y étant décroissante La fonction f 0 étant par hypothèse croissante

d�où � ! f
0
(�x + (1 � �)y) est décroissante On a g(�) > 0; si � 2 [0; �0] g(�) > 0

si, � 2 [�0; 1] d�où g est est croissante sur [0; �0] et décroissante sur [�0; 1] comme

g(0) = g(1) = 0 la fonction g est positive sur [0; 1] et donc f est convexe sur I

Théorème 2.2.2 Soit une fonction dé�nie et deux fois dérivable sur un intervalle I.

1) la fonction f est strictement convexe sur I si et seulement si f 00 est positive sur cet

intervalle I.

2) la fonction f est strictement convexe sur I si et seulement si f 00 est positive sur cet

intervalle et si
�
x 2 I=f 00 = 0

	
ne contient aucun intervalle ouvert non vide.

Preuve. On sait qu�une fonction dérivable sur un intervalle I et croissante

(respectivement strictement croissante ) sur I si et seulement si sa fonction

dérivée est positivee (respectivement positive ) et ne s�anulle pas dans un

intervalle ouvert et non vide. En �n f est convexe sur I () f
0
est croissante

sur I , f
00
est positive sur I
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Chapitre 2. Fonction Convexe d�une Seul Variable

2.3 Etude de convexité de quelque fonctions usuelles

Fonction convexité sur I

x2 convexe R

x3 convexe [0;+1[

x3 concave ]�1; 0]
1
x

convexe ]0;+1[
1
x

concave ]�1; 0[

ex convexe R

lnx concave ]0;+1[

sin x convexe [0; �]

sin x convexe [�; 2�]

cosx convexe
�
�
2
; 3�
2

�
p
x concave [0;+1[

xn(n 2 N) convexe R ,si n paire

xn(n 2 N) convexe [0;+1[ ; si n impaire

xn(n 2 N) concave ]�1; 0]

18



Chapitre 3

Fonction convexe de plusieur

variables

Dans ce chapitre on va étudier la convexité des fonctions de n variables (n � 2) qu�est

prolongement de la convexité des fonctions d�une seule variable

3.1 Dé�nitions

Soit S un enssemble convexe non vide de Rn; et soit la fonction f : S ! R

3.1.1 Fonction convexe

On dit que f est convexe sur S si :

8(x1; x2) 2 S2;8� 2 [0; 1] :

f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2)

3.1.2 Fonction strictement convexe

On dit que f est strictement convexe sur S si :
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Chapitre 3.Fonction convexe de plusieur variable

8(x1; x2) 2 S2; avec (x1 6= x2);8� 2 [0; 1] :

f(�x1 + (1� �)x2) < �f(x1) + (1� �)f(x2)

3.1.3 Fonction fortement convexe

On dit que f est fortement convexe de constant � > 0 si :

8(x1; x2) 2 S2; avec (x1 6= x2);8� 2 [0; 1] :

f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2)�
�

2
�(1� �)(jx1 � x2j)2

Remarque 3.1.1 toute fonction fortement convexe , elle est strictement convexe.

Proposition 3.1.1 Soit C de Rn et a 2 Rn et f : C ! Rn

si f est fortement convexe de constant � > 0; alors la fonction g : C ! Rn

dé�nie par

g(x) = f(x)� �
2
kx� ak2

est convexe sur C

Preuve. Soient x1; x2 2 C � Rn tel que x1 6= x2; soit � 2 [0; 1]

on suppose que f est forcement convexe sur C de constente � > 0; on va
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Chapitre 3.Fonction convexe de plusieur variable

montrer que g est convexe.

g(�x1 + (1� �)x2) = f(�x1 + (1� �)x2)�
�

2
k�x1 + (1� �)x2 � ak2

� �f(x1) + (1� �)f(x2)�
�

2
�(1� �) kx1 � x2k2

� �
2
k�x1 + (1� �)x2 � a+ �a� �ak2

� �f(x1) + (1� �)f(x2)�
�

2
k�(x1 � a) + (1� �)(x2 � a)k2

� �f(x1) + (1� �)f(x2)�
�

2
(�2 kx1 � ak2 + (1� �)2 kx2 � ak2)

� �f(x1) + (1� �)f(x2)�
�

2
� kx1 � ak2 �

�

2
(1� �) kx2 � ak2

� �g(x1) + (1� �)g(x2)

3.2 Propriétés des fonctions convexes

1. Si f est une convexe sur le sous-emsemble C de Rn, et � une fonction convexe

croissante de f(C) dans Rn alors la fonction h = � � f est convexe sur C

2. Si A une transformation a¢ ne de Rn dans R; alors la fonction f � A dé�nie par :

(f � A)(x) = f(Ax) est convexe.

Car l�épigraphe de f �A est l�image réciproque de f par la transformation a¢ ne de

Rn+1 dans Rn+1 : (x; z)! (Ax; z)

3. Si f une convexe de de Rn dans R; alors la fonction Af dé�nie par :

Af(x) = inf ff(y)=Ay = xg est convexe sur Rn

car l�épigraphe de Af est l�image directe de l�épigraphe de f par la transformation

a¢ ne précédente.

21



Chapitre 3.Fonction convexe de plusieur variable

3.3 Continuité et di¤érentiabilité

Soit f une fonction propre dé�nie sur un ouvert convexe C de Rn

3.3.1 Monotonie des accroissements

Lemme 3.3.1 Soit x 2 C et d une direction de Rn; alors la fonction q dé�nie pour des

réels t su¢ samment petits par :

q(t) =
f(x+ td)� f(x)

t

est une fonction croissante.

Preuve. Soit h; k 2 R�+ tel que h < k on pose x+ hd = (1� �)x+ �(x+ kd) avec

� = h
k
< 1. Donc

f(x+ hd) = f((1� �)x+ �(x+ kd))

� (1� �)f(x) + �f(x+ kd) (car f est convexe)

� (1� h
k
)f(x) +

h

k
f(x+ kd)

d�où
f(x+ hd)� f(x)

h
� f(x+ kd)� f(x)

k

c.a.d q(h) � q(k)) q est croissante et de même raisonement si h; k 2 R��. et

d�aprés (1.7) la dérivée directionnelle de f est

f 0(x; d) = lim
t!0

f(x+ td)� f(x)
t

= lim
t!0
q(t)

donc une fonction convexe est continue et di¤érentiable presque partout sur

l�intérieur de son domaine d�où

f 0(x; d) = hrf(x); di
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Chapitre 3.Fonction convexe de plusieur variable

Théorème 3.3.1 Si f est di¤érentiable sur l�ouvert convexe C; alors les 3 a¢ rmations

suivantes sont équivalentes :

a) f convexe sur C

b) 8x; y 2 C; hrf(x); y � xi � f(y)� f(x)

c) 8x; y 2 C; hrf(y)�rf(x); y � xi � 0

3.4 Supports a¢ nes et fonctions conjuguées

3.4.1 Supports a¢ nes

Considérons �0 l�ensemble des fonctions convexes dont l�épigraphe est un ensemble

convexe fermée�

Dé�nition 3.4.1 On appelle fonction support d�un ensemble C de Rn la fonction �C

dé�nie par :

�C(y) = sup
x2C

hx; yi

Remarque 3.4.1 1) �c est convexe et semi-continue inferieurement

2) �c est positivement homogène c.a.d �c(ay) = a�c(y);8a � 0

3) C1 � C2 ) �c1(y) � �c2(y);8y

3.4.2 Fonctions conjuguées

Dé�nition 3.4.2 On appelle fonction conjuguée d�une fonction f de Rn la fonction f �

dé�nie par :

f �(y) = sup
x2dom(f)

hy; xi � f(x)
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Chapitre 3.Fonction convexe de plusieur variable

donc

�epi(f)(y) = hy0; x0i � f(x0) = f �(y0)

pour chaque x 2 Dom(f); hy; xi � f(x) dé�nit une fonction a¢ ne de la variable

y, on dé�nit que f � 2 �0

Théorème 3.4.1 f 2 �0 si et seulement si f �� = f .

Preuve. Soit H0 l�éperplan support de l�épigraphe de f

H0 =

8><>:
0B@ x

z

1CA� hy0; xi � z = hy0; x0i � f(x0)
9>=>; ;

f �(y0) � hy0; xi � f(x);8x 2 Dom(f), cette inégalitée peut s�écrire

f(x) > hx; yi � f �(x);8y 2 Dom(f �)

et 8x 2 Dom(f) donc f �� = f .

Exemple de fonctions conjugées

a) Soit xc la fonction indicatrice d�un ensemble C de Rn dé�nie par : �c est convexe si et

seulement si C est convexe.

(�c)
�(y) = sup

x2C
fhy; xi � �c(x)g

= sup
x2C

hy; xi

= �c(y)

donc la fonction support est la conjugée de l�indicatrice

b) Si f(x) = 1
p
kxkp alors f �(y) = 1

q
kykq où 1

p
+ 1

q
= 1
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c) f(x) = ha; xi+ b) f �(y) = �b+ �fag(y)

d) soient f1 et f2 deux fonctions convexes de Rn et soit f = f1�f2 alors

f � = f �1 + f
�
2

(f1�f2)�(y) = sup fhy; xi � inf ff1(x1) + f2(x2)=x1 + x2 = xgg

= sup
x
sup fhy; xi � f1(x1)� f2(x2)=x1 + x2 = xg

= sup fhy; x1i+ hy; x2i � f1(x1)� f2(x2)g

= f �1 (y) + f
�
2 (y)

3.5 Sous-di¤érentiabilité

Dé�nition 3.5.1 Soit f une fonction convexe. On appelle sous-gradient d�une fonction

convexe f en x0 tout vecteur V de Rn tel que

8x 2 Dom(f) : f(x) � f(x0) + hV; x� x0i

L�enssemble dessous-gradient en x0 est le sous di¤érentiel de f en x0 noté @f(x0) et on

dira que f est sous di¤erentiable en x0 s�ilexiste au moins un

sous-gradient.

On vue plus haut que les dérivées directionnelles existent en tout point intérieur au domaine

et ans toute direction.

Observons que f
0
(x; d) est une fonction positivement homogène et sous-additive c.a.d

f
0
(x; ad) = af

0
(x; d) si a � 0 f 0(x; d+ d0) � f 0(x; d) + f 0(x; d0)

Elle est donc la fonction support d�un ensemble qui n�est autre que le sous-di¤érentiel

@f(x0) donc une conséquence importante est que si f est di¤érentiable en x0;le sous-
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di¤érentiel @f(x0) se réduit à un élément, le gradient de f en x0.

f di¤érentiable en x0 , @f(x0) = frf(x0)g.

Exemple de calcul du sous-di¤érentiel

a)Soit un ensemble C convexe fermé de Rn et soit �c sa fonction indicatrice. on a alors

si x 2 C; @xc = fg 2 Rn=�c(g) = hg; xig = Nc(x), le cône normal à C en x.

f n�est pas di¤érentiable en 0 et @f(0) = [0; 2]
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Chapitre 4

Applications des Fonctions Convexes

Dans ce chapitre on va utiliser la convexcité des fonctions pour démontre quelques inéga-

lités et pour le calcul approché des intégrales.

4.1 Représentation graphique des fonctions

Le graphe d�une fonction convexe soit au-dessus (ou concave soit au-dessous)de chacune

de ses tangentes permet de préciser son allure.

Les fonctions usuelles dont on doit tracer le graphe son dé�nies sur une réunion d�intervalles

de longueur maximums sur lesquels la dérivée seconde existe et garde un signe constant

, sur chacun de ses intervalles la fonction est convexe ou concave.

Si en x0 la dérivée seconde s�annule ,en changeant de signe , alors on dit que le point

(x0; f(x0)) est un point d�in�exion pour le graphe de f , en ce point le graphe de f traverse

sa tangente.

Si la dérivée seconde s�annulle sans changer de signe il n�ya pas de point d�in�exion

4.1.1 Exemples

1) f : R! R
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x! x4

f est de classe C1 et f
0
(x) = 4x3et f "(x) = 12x2 on a f " s�annulle en 0 sans changer de

signe alors il n�y a pas de point d�in�exion

2) f : R! R

x! e�x
2

� f est de classe C1 et f
0
(x) = �2xe�x2et f "(x) = 2e�x2(2x2 � 1):

� f est convexe sur
i
�1;� 1p

2

h
et
i
1p
2
;+1

h
:

� f est concave sur
i
� 1p

2
; 1p

2

h
:

Alors les points d�abscissent � 1p
2
; 1p

2
sont des points d�in�exions.

4.2 Inégalités du type f (x) � ax + b ou f (x) � ax + b

Si f et convexe et sa graphe est au-dessus de sa tangente d�équation y = ax + b alors

f(x) � ax+ b:

Si f et concave et sa graphe est au-dessous de sa tangente d�équation y = ax + b alors

f(x) � ax+ b:

Exemple 4.2.1 1) la fonction x! ex est convexe sur R, la tangente au point d�abscisse

o du graphe de

la fonction " exp " à pour équation y = x+ 1 d�où 8x 2 R :

ex � x+ 1

2) la fonction x! lnx est concave sur R�+ la tangent au point d�bscisse x = 1 du graphe

"ln " à pour équation y = x� 1 d�où 8x 2 R�+

lnx � x� 1:

28



Chapitre 4. Applications des Fonctions Convexes

3) la fonction x ! sin x est concave sur
�
0; �

2

�
son graphe est au-dessous de sa tengente

à l�origine et au-dessus de la corde qui joint l�origine au point (�
2
; 1); 8x 2

�
0; �

2

�
:

2

�
x � sin x � x:

4.3 Inégalité des Moyennes

nQ
i=1

x�ii �
nX
i=1

�ixi

Soient x1; : : : ; xn des réels strictements positives �1; : : : :; �ndes réels positives tel que

nX
i=1

�i = 1

On utilise le théoreme (1:1:3) pour la fonction " exp "; on posant yi = ln xi; alors xi = eyi

nQ
i=1

x�ii =
nQ
i=1

eyi�i

= e
P
yi�i

�
nX
i=1

�ie
yi

=

nX
i=1

�ixi

4.3.1 Cas particulier :

8i 2 [1; n]
nQ
i=1

t
1
n
i �

1

n

nX
ti

i=1

:
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4.4 Inégalités du holder de Minkowski

Soient p et q deux réels strictement positifs veri�an 1
p
+ 1

q
= 1

Soient (ai); (bi), 1 � i � n deux familles de nombre réels strictement positifs, on a les

inégalités dites de holder et de minkowski

nX
i=1

aibi � (
nX
i=1

api )
1
p (

nX
i=1

bqi )
1
q inégalitée de Holder

(

nX
i=1

(ai + bi)
p)

1
p � (

nX
i=1

api )
1
p + (

nX
i=1

bpi )
1
p inégalitée de Minkowski

Preuve. Dans l�inégalité(4; 3) :

x
1
p

i y
1
q

i �
1

p
xi +

1

q
yi

tel que :

xi =
api
nP
i=1

api

; yi =
bqi
nP
i=1

bqi

d�où :
ai�

nP
i=1

api

� 1
p

� bi�
nP
i=1

bqi

� 1
q

� 1

p

api�
nP
i=1

api

� + 1
q

bqi�
nP
i=1

bqi

�
En ajoutant les n inégalités

nP
i=1

aibi

(
nP
i=1

api )
1
p (

nP
i=1

bqi )
1
q

� 1

p

api�
nP
i=1

api

� + 1
q

bqi�
nP
i=1

bqi

� = 1

D�ou l�inégalitée de Holder

nX
i=1

aibi � (
nX
i=1

api )
1
p (

nX
i=1

bqi )
1
q
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Pour l�inégalité de minkowski on a :

(ai + bi)
p = (ai + bi)

p�1(ai + bi) = (ai + bi)
p�1 � ai + (ai + bi)p�1 � bi

nP
i=1

(ai + bi)
p =

nP
i=1

(ai + bi)
p�1 � ai + (ai + bi)p�1 � bi

nP
i=1

(ai + bi)
p �

�
nP
i=1

(ai + bi)
(p�1)q

� 1
q

� (
nP
i=1

api )
1
p +

�
nP
i=1

(ai + bi)
(p�1)q

� 1
q

� (
nP
i=1

bpi )
1
p

�
�
nP
i=1

(ai + bi)
(p�1)q

� 1
q

�
�
(
nP
i=1

api )
1
p + (

nP
i=1

bpi )
1
p

�
�
�
nP
i=1

(ai + bi)
p

� 1
q

�
�
(
nP
i=1

api )
1
p + (

nP
i=1

bpi )
1
p

�

En divisons les deux membres par [
P
(ai + bi)

p]
1
q on obtient

"
nX
i=1

(ai + bi)
p

#1� 1
q

� (
nX
i=1

api )
1
p + (

nX
i=1

bpi )
1
p

"
nX
i=1

(ai + bi)
p

# 1
p

� (
nX
i=1

api )
1
p + (

nX
i=1

bpi )
1
p

4.5 Application aux normes kxkp de Rn

On sait que kxkp =
�

nP
i=1

jxijp
� 1

p

=x = (x1; x2; :::; xn) et p � 1: On applique l�inégalité de

jensen avec f(x) = x
p
q �i =

1
n
: En remplace xi par jxijp ; on obtient

 
1

n

nX
i=1

jxijp
! q

p

� 1

n

nX
i=1

jxijq

d�où

kxkp � n
1
p
� 1
q kxkq
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D�autre part, pour x � 0 et � � 1 on a 1 + x� � (1 + x)�. d�où pour toute famille

(ai) :
nX
i=1

jaij� � (
nX
i=1

jaij)�

Pour � = p
q
et ai = jxijp on a

nX
i=1

jxijq �
 

nX
i=1

jxijp
! q

p

d�où

kxkq � kxkp :

4.6 Inégalité d�Hermite�Hadmard

Lemme 4.6.1 Si une fonction f :[a; b]! R est convexe alors son intégral est bornée par

(b� a) f
�
a+ b

2

�
�
Z b

a

f (x) � (b� a) f (a) + f (b)
2

:

Preuve. Soit f une fontion continue convexe et positive sur un interval [a; b]

Donc la courbe représentative de f est au-dessous de la corde de�nie par les points (a; f(a))

et (b; f(b)) c�est a dire pour tout x 2 [a; b] on a :

f(x) � f(b)� f(a)
b� a (x� a) + f(a) (4.1)

bZ
a

f(x)dx � f(b)� f(a)
b� a

bZ
a

(x� a)dx+ (b� a)f(a)

bZ
a

f(x)dx � f(b) + f(a)

2
(b� a) (4.2)

Consédirons maintenant la tangente (à droite ou à gauche) (�) au graphe de f au point
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I(a+b
2
; f(a+b

2
)) d�équation y = �(x) = �(x � a+b

2
) + f(a+b

2
) et puisque le graphe d�une

fonction convexe au-dessus de toute ses tengentes on a 8x 2 [a; b] : f(x) � �(x) d�où

bZ
a

f(x)dx �
bZ
a

�(x)dx

bZ
a

f(x)dx � (b� a)f(a+ b
2
) (4.3)

(b�a)f(a+b
2
) designe l�aire du rectengle dé�ni par l�axe (Ox) et la parallèle à (Ox) passant

par I et les droites d�équation x = a et x = b d�où d�aprés (4.2) et (4.3)

(b� a)f(a+ b
2
) �

bZ
a

f(x)dx � f(b) + f(a)

2
(b� a) (4.4)

4.6.1 Calcul approché d�intégral

d�aprés (4.4) (b� a)f(a+b
2
) est une approximation de

bR
a

f(x)dx par défaut avec une erreur

infèrieur à (b� a)[f(a)+f(b)
2

� f(a+b
2
)]

En divisant l�intervalle [a; b]; cette erreur peut devenir aussi petite que l�on veut plus

précisement, considérons pour tout entier n ,la suite des points (ak) de [a; b] de�nie par

a0 = a et ak = a0 + k b�a2n pour 0 < k < 2n posons

Sn =
b� a
2n

2n�1X
k=0

f(ak) + f(ak+1)

2

et

sn =
b� a
2n

2n�1X
k=0

f(
ak + ak+1

2
)
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et on a
bZ
a

f(x)dx =

2n�1X
k=0

ak+1Z
ak

f(x)dx

et donc (4.4) entraine sn �
bR
a

f(x)dx � Sn:

Posons En = Sn � sn on va montrer que pour n ! 1; En = 0( 12n ), peur cela il su¢ t de

montrer que E1 � 1
2
E0; car le passage de n à n + 1sefait en partageant chaque intervalle

[ak; ak+1] par son milieu :on reprend la notation du début avec en plus a1 = a + b�a
4
;

a2 = a+
b�a
2
= a+b

2
; a3 = a+

3(b�a)
4
:

On a E0 = (b� a)[f(a)+f(b)2
� f(a+b

2
)]

E1 = (
b�a
2
)[f(a)+f(b)

2
� f(a1) + f(a2)+f(b)

2
� f(a3)]

En utilisant la convexité de f ,

f(
a+ b

2
) = f(a2) �

f(a1) + f(a3)

2
f(a) + f(a2)

2
� f(a1) +

f(a2) + f(b)

2
� f(a3) �

f(a) + f(a2)

2
� f(a2) + f(b)

2
� 2f(a+ b

2
)

f(a) + f(a2)

2
� f(a1) +

f(a2) + f(b)

2
� f(a3) �

f(a) + f(b)

2
� f(a+ b

2
)

ce qui entraine E1 �
1

2
E0

donc En tend ver 0 et sn est une approximation par défaut de
bR
a

f(x)dx avec une erreur

infèrieure a b�a
2n
(f(a)+f(b)

2
� f(a+b

2
)):

4.7 Optimalité

Théorème 4.7.1 quand on cherche à minimis une fonction de Rn on distingue minimum

global de f est un point m 2 Dom(f) =f(x) > f(m) 8x 2 Dom(f):

pour dé�nir un minimum locale, on remplace x 2 Dom(f) par x 2 Dom(f) \ V"(m) où

V"(m) est un voisinage de m de rayon " c.a.d V"(m) = fx= kx�mk � "g pour un " > 0:
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Soit f une fonction convexe de Rn etm un point où f est sous-di¤érentiable, une condition

nécessaire et su¢ sante pour qu�un point x soit un minimum global d�une fonction convexe

est O 2 @f(m):

Preuve. Conséquence immédiate de la dé�nition d�un sous-gradient

f(x) � f(m), f(x) � f(m) + h0; x�mi :

On retrouve dans le cas di¤érentiable la condition nécessaire d�optimalité du premier

ordre : si m minimise f , le gradient de f en m est nul , cette relation est locale alors que

tout minimum locale d�une fonction convexe est un minimum global, dans le cas convexe

la condition d�optimalité du premier ordre est nécessaire et su¢ sante observez que la

condition du deuxième ordre en tout points car hessien d�une fonction convexe deux fois

di¤érentiable est semi-de�ni positif.
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Conclusion

Dans ce travail j�ai dé�nie d�abord la fonction convexe et concave puis j�ai donné quelques

théorèmes et propriétés qui précisent la convexité et aussi la relation entre la convexité

d�une fonction et le sens de variation de sa dérivée et le signe de sa dérivée seconde.

En�n, j�ai appliqué les fonctions convexes pour demontrer quelques inégalités et pour les

utiliser dans le calcul approché de l�integral.

Donc les fonctions convexes et concaves jouent un rõle trés important en mathematique et

représentent une source pour les professeurs de maths au secondaire.Ces derniers peuvent

les utilisée pour demontrer quelques inegalités en classe de terminal par exemple :

8x 2 R expx � x+ 1

8x 2 R�+ lnx � x� 1

et pour determiner les points d�in�exions et l�allure des courbes des fonctions
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

R : ensemble des nombres réels

h:; :i : produit scalaire.

C1 : l�ensemble des fonctions in�niment continues.

f � : fonction conjugée.

f �� : la conjugée de fonction conjugée.

38


	Remerciements
	Table des matières
	Liste des figures
	Introduction
	blueNotation et Définition Préliminaire
	Segment
	Partie convexe
	Epighraphe d'une fonction
	Fonction pente en x0
	Limite à droite et limite à gauche
	Fonction semi-continue infèrieurement
	Fonction différentiable dans Rn

	blueFonction Convexe d'une Seul Variable
	Définition d'une fonction convexe
	Propriétées des fonctions convexes
	Fonctions convexes dérivables

	Etude de convexité de quelque fonctions usuelles

	blueFonction convexe de plusieur variables
	Définitions
	Fonction convexe
	Fonction strictement convexe
	Fonction fortement convexe

	Propriétés des fonctions convexes
	Continuité et différentiabilité
	Monotonie des accroissements

	Supports affines et fonctions conjuguées
	Supports affines
	Fonctions conjuguées

	Sous-différentiabilité

	blueApplications des Fonctions Convexes
	Représentation graphique des fonctions
	Exemples

	Inégalités du type f(x)ax+b ou f(x)ax+b
	Inégalité des Moyennes
	Cas particulier :

	Inégalités du holder de Minkowski
	Application aux normes "026B30D x"026B30D p de R n
	Inégalité d'Hermite--Hadmard
	Calcul approché d'intégral

	Optimalité

	Conclusion
	Bibliographie
	Annexe B: Abréviations et Notations

