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Introduction

Dans ce mémoire, on étudiera quelques théorèmes du point �xe de Krasnoselskii et leurs

applications sur les equations integrales de Volterra type telles aue l�étude de l�existence

et la stabilité des solutions periodiques.

Etant donné un ensemble M et une application T : M ! M , on s�intéresse à donner des

conditions su¢ santes sur T etM pour que T admet un point �xe. Ces résultats théoriques

nous permettent de résoudre certains problèmes comme par exemple trouver les zéros d�un

polynômes, ou prouver que certaines équations di¤érentielles admettent des solutions sans

les déterminer explicitement

Le théorème de l�application contractante prouvé par Banach en 1922 dit qu�une contrac-

tion d�un espace métrique complet dans lui-même admet un point �xe unique.

De plus, il fournit un algorithme d�approximation du point �xe comme limite d�une suite

itérée. Mais d�une part, montrer que la fonction et contractante peut entraîne de laborieux

calculs, d�autre part, les conditions sur la fonction et l�espaces étudiés restreignent le

nombre de cas aux quels on peut appliquer le théorème.

Le théorème du point �xe de Brouwer est un résultat de topologie algèbrique, sous sa

forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l�application d�un

intervalle fermée borné dans lui-même. Et de façon plus générale, l�application continue

doit être dé�nie dans un convexe compact d�un espace euclidien dans lui-même.

Le théorème du point �xe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théorème

du point �xe de Brouwer et a¢ rme qu�une application continue sur un convexe compact
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Introduction

admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique. Il n�est donc pas nécessaire

établir des stimées sur la fonction, mais simplement sa continuité.

Ceci nous donne la possibilité de traiter plus de cas qu�avec le théorème de Banach (par

exemple, l�identité).

En 1955, et pour la première fois, Kranoselskii a élaboré son théorème du point �xe qui

a¢ rme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d�une

somme de deux opérateurs dont l�un est contractant et l�autre compact admet un point �xe.

Ce théorème est très é¢ cace dans la résolution des équations di¤érentielles non linéaires,

il apporte des réponses aux problèmes d�existence et d�unicité.

L�étudie de comportement qualitatif des équations di¤érentielles ordinaires ou fonction-

nelles, conduit à inverser normalement ceux-ci en équations intégrales. L�équation intégrale

résultante est fréquemment une équation de type Volterra

x(t) = f(t; x(t)) +

Z t

t�h
D(t; s)g(s; x(s))ds: (1)

Nous étudions l�existence de solutions périodiques continues de 1 sous des hypothèses

appropriées sur les fonctions f , g et D.

Généralement, le théorème de point �xe est utilisé pour étudier l�existence de solutions pé-

riodiques à ce type d�équation. On utilise le théorème du point �xe de Banach,( également

connu comme le principe de contraction), un théorème du point �xe de Krasnosel�skii, et

un théorème point �xe qui est une combinaison du théorème de Krasnosel�skii et théorème

du point �xe de Schaefer. Ce théorème a été obtenu par Burton et Kirk [15]. Des énoncés

de ces théorèmes sont fournis à la �n de cette section.

Dans le processus d�obtention des solutions périodiques de 1, on compare ces théorèmes

en termes d�hypothèses et de résultats. Comme nous le savons, le théorème du point �xe

de Banach donne l�unicité de la solution, mais il restreint la taille des fonctions impliquées

dans l�équation. En particulier, on a observé que pour l�équation 1, le théorème point �xe

de Banach exige que les fonctions D et g soient petites pour un f donné.
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Introduction

De même, on a trouvé que le théorème de Krasnosel�skii place des restrictions de taille ou

de croissance sur les fonctionsD et g. D�autre part, le Théorème de Krasnosel�skii-Schaefer

ne place aucune restriction de taille ou de croissance sur ces fonctions. Cependant, en raison

du théorème du point �xe de Schaefer, le théorème de Krasnosel�skii-Schaefer exige une

borne a priori sur toutes les solutions. Suivant une technique similaire à celle de Burton

et Kirk [15], on a utilisé méthode directe de Liapunov pour obtenir un tel a priori lié à

toutes les solutions périodiques de 1.

On a utilisé une fonction de Liapunov dans l�analyse et trouvé que les fonctions D et g

besoin de satisfaire certaines conditions de signe. On pourrait être en mesure d�obtenir

une estimation à priori sans ces conditions de signe, en employant une méthode di¤érente,

ou structurer une di¤érente fonction de Liapunov du ça. Notre analyse, par conséquent,

indique que l�utilisation de Théorème Krasnosel�skii-Schaefer pour étudier des solutions

périodiques des équations comme 1 a le potentiel de donner de meilleurs résultats que

l�utilisation de théorème Krasnosel�skii tout seul.

On remarque que dans ce mémoire on a utilisé la méthode de Liapunov pour l�équation

intégrale 1. Bien que la méthode directe de Liapunov a été largement utilisée pour les

équations di¤érentielles fonctionnelles, son utilisation sur les équations intégrales est re-

lativement nouvelle et un peu limité. Les lecteurs intéressés par la méthode de Liapunov

pour les équations intégrales trouveront [12] une ressource très utile.

Dans un article parallèle [13], l�auteur a étudié les solutions périodiques d�une équation

intégrale avec l�hérédité in�nie employant les mêmes théorèmes de point �xe utilisés dans

ce travail.
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Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre nous rappellons quelques dé�nitions et résultats préliminaires nous

utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.1 Une distance (métrique) sur un ensemble E 6= ; est une application

d : E � E ! R+véri�ant :

1. d(x; y) = 0 () x = y, 8x; y 2 E

2. d(x; y) = d(y; x), 8x; y 2 E

3. d(x; y; z) � d(x; y) + d(y; z), 8x; y; z 2 E

Dé�nition 1.1.2 Un espace métrique est un couple (E; d) où E est un ensemble et d est

une distance.

4



Chapitre 1. Notions préliminaires

1.2 éspaces vectoriels normé

1.2.1 Norme

Dé�nition 1.2.1 On appelle norme sur E une application k:k

k:k : E ! R+

x! kxk

véri�ent les axiomes suivants :

1. kxk = 0 () x = 0: (séparation).

2. 8� 2 R;8x 2 E : k�xk = j�j kxk : (homogenété).

3. 8x; y 2 E : kx+ yk � kxk+ kyk : (inégalité triangulaire).

Pour u 2 E donné , le nombre réel positif kuk est appellé norme de u:

Dé�nition 1.2.2 un espace vectoriel normé (e.v.n) est un couple (E; k:k) où E est un

espace vectoriel sur R où C et k:k est une norme sur E.

1.3 Espaces de Banach

1.3.1 Convergence

Dé�nition 1.3.1 On dit qu�une suite (un)n2N dans E converge vers l 2 E si :

8" > 0;9n0 2 N : 8n > n0; kun � lk < ":
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1.3.2 Suites de cauchy

Dé�nition 1.3.2 Une suite (un)n2N est dite suite de Cauchy dans E si :

8" > 0;9n0 2 N : 8n > n0;8m > n0; kun � umk < ":

Dé�nition 1.3.3 Un espace normé (E; k:k) est dit complet si et seulement si toute suite

de Cauchy d�éléments de E converge dans E

Dé�nition 1.3.4 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

1.4 Continuité dans les espaces normés

Dé�nition 1.4.1 Soient (E; k:k) et (E 0; k:k0) deux espaces normé, et f : E ! E 0 une

application. f est continue en x0 2 E si et seulement si :

8" > 0;9� > 0;8x 2 E : kx� x0k < � =) kf(x)� f(x0)k < ":

C-à-d :

lim
x!x0

f(x) = f(x0):

Elle est dit continue sur E si elle est continue en tout point de E.

Dé�nition 1.4.2 On dit que f est uniformément continue sur E si

8" > 0;9� > 0;8x; y 2 E : kx� yk < � =) kf(x)� f(y)k < ":
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Chapitre 1. Notions préliminaires

1.5 Compacité

Dé�nition 1.5.1 Soient E un ensemble quelconque et A une partie de E. Une recouvre-

ment de A est une famille (Bi)i2I des parties de E véri�ant :

A �
[
i2I
Bi

Dé�nition 1.5.2 Soit (E; k:k) un espace normé.

On dit que E est relativement compact si pour tout " > 0,il existe un recouvrement �ni

de E par des parties de E dans le diamêtre est inférieure à ":

1.6 Convexité

Dé�nition 1.6.1 On dit que C � E est un ensemble convexe si :

8t 2 [0; 1];8(a; b) 2 C2; ta+ (1� t)b 2 C

1.6.1 Operateur compact

Dé�nition 1.6.2 Soit A applique un ensemble M dans un espace topologique X. Si AM

est contenu dans un sous-ensemble compact de X, on dit que A est compact.

1.7 Espace de Lebesgue Lp(
)

Dé�nition 1.7.1 Soit p 2 R; 1 � p � 1.On appelle espace de Lebesgue Lp(
) l�espace

Lp(
) =
�
f : 
! R; f mesurable et jf jp 2 L1(
)

	
:
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Chapitre 1. Notions préliminaires

Pour toute fonction f 2 Lp(
),on pose

kfkLp =
�Z




jf(x)jp d�(x)
� 1

p

1.8 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.8.1 On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinèaire,symétrique

non dégénérie, dé�nie positive autrement dit, toute application '�de E � E dans R véri-

�ant :

1. 1:8x 2 E;'x : y ! '(x; y) est linéaire ;

2. 8x 2 E2; '(x; y) = '(y; x);

3. 8x 2 En f0g ; '(x; x) > 0:

1.9 Application contractante

� Une application f d�un espace métrique (E; d) dans lui-même est dite k-contractante si

0 � k < 1 et si, pour tout couple de points x et y de E,

d(f(x); f(y)) � kd(x; y):

Elle est dite contractante si elle est k-contractante pour une certaine constante k.

� Un endomorphisme d�espace vectoriel normé dont la norme est strictement inférieure

à 1 (ou une application a¢ ne associée à un tel endomorphisme) est une application

contractante. L�exemple le plus simple est celui d�une homothétie de rapport � avec

j�j < 1.

� Plus généralement,l�inégalité des accroissements �nis permet de montrer qu�une fonction

dérivable de dérivée bornée en norme par k < 1 est contractante.

8
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1.10 Théoreme d�Ascoli (d�Arzelà-Ascoli)

Soient K un espace compact et (E; d) un espace métrique. L�espace C(K;E) des fonctions

continues de K dans E, muni de la distance uniforme, est un espace métrique.

Une partie A de C(K;E) est relativement compacte (c�est-à-dire incluse dans un compact)

si et seulement si, pour tout point x de K :

� A est équicontinue en x, c�est-à-dire que pour tout " > 0, il existe un voisinage V de x

tel que

8f 2 A 8y 2 V d(f(x); f(y)) < ";

� l�ensemble A(x) = ff(x)jf 2 Ag est relativement comp

1.11 Quelques inegalités algébriques

Pour conclure ce chapitre on va donner quelques outils utiles qu�on va les utiliser dans le

chapitre 2 et 3.

a) Inégalité de Cauchy-Schwarz : Soient x; y 2 E ((E; k:k) est un espace préhilbertien)

alors :

j(x; y)j � kxk : kyk ;

où (:; :) est le produit scalaire dans E.

b) Inégalité de Hölder : Soit 1 � p � 1 , p0 l�exposant conjugué de p i.e. 1
p
+ 1

p0 = 1:

Soit f 2 Lp et g 2 Lp alors f:g 2 L1 et

Z
jfgj � kfkp kgkp0

c) Inégalité de Young : Soit 1 < p <1 alors ab � 1
p
ap + 1

p0 b
p0 ;8 a � 0;8 b � 0.

9



Chapitre 2

Théorème du point �xe de type

Krasnoselskii-Schaefer

Dans ce chapitre, on va concentrer sur trois théorèmes de points �xes et une équation

intégrale.

Le théorème du point �xe de Schaefer donnera une solution T -périodique de

x(t) = a(t) +

Z t

t�h
D(t; s)g(s; x(s))ds: (2.1)

Si D et g véri�ent certaines conditions de signe indépendantes de leur grandeur. Une

combinaison du théorème de l�application contractante et le théorème de Schauder (connu

sous le nom de Krasnoselskii théorème) donnera une solution T -periodique de

x(t) = f(t; x(t)) +

Z t

t�h
D(t; s)g(s; x(s))ds: (2.2)

Si f dé�nit une contraction et si D et g sont assez petits. On prouve un théorème de

point �xe qui est une combinaison du théorème de l�application contractante et théorème

de Schaefer qui donne une solution T -periodique de 2.2 lorsque f dé�nit une contraction,

tandis que D et g satisfont aux conditions de signe précitées.

10



Chapitre 2. Un théorème à point �xe type Krasnoselskii-Schaefer

2.1 Introduction

On s�intéresse à prouver que les équations de type

x(t) = f(t; x(t))�
Z t

t�h
D(t; s)g(s; x(s))ds (2.3)

possédent une solution T -périodique lorsque D est essentiellement un noyau positif et f

est une contraction. En particulier, D peut être grand.

Les équations de cette forme sont intéressantes en elles-mêmes. C�est une équation avec

mémoire :

la valeur actuelle de x dépend de son passé historique .

Mais 2.3 peut aussi provenir d�un problème beaucoup plus familier tel que

x0(t) = �a(t)x(t)� g(t; x(t)) (2.4)

où a(t+T ) = �(t) et g(t+T; x) = g(t; x) pour quelque T > 0. Krasnoselskii ([2] et [1, p.

31]) ont observé que dans une variété de problèmes, l�inversion d�un opérateur di¤érentiel

perturbé donne une contraction et un opérateur compact, par exemple, en 2.4 on écrit

�
x exp

Z t

0

a(s)ds

�0
= �g(t; x) exp

Z t

0

a(s)ds

et on intégre de t� T à t, on obtient

x(t) = x (t� T ) exp�
Z t

t�T
a(s)ds�

Z t

t�h
g(u; x(u))

�
exp�

Z t

u

a(s)ds

�
du; (2.5)

si

exp�
Z t

t�T
a(s)ds = Q < 1

et si (B; k:k) est l�espace de Banach des fonctions périodiques T - continu ' : R! R,
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Chapitre 2. Un théorème à point �xe type Krasnoselskii-Schaefer

alors 2.5 peut être exprimé comme 2.5

'(t) = (B')(t) + (A')(t)

où B est une contraction et A opérateur applique des sous-ensembles bornés de B en sous-

ensembles compacts de B. En fait, B peut prendre une partiede l�intégrale qui pourrait

ne pas bien se comporter dans un certain sens.

Les opérateurs intégrales ci-dessus transporte des ensembles bornés de fonctions T -périodiques

en ensembles équicontinues, comme on peut le voir dans la dernière section de la preuve

du Lemme 2.3.2.

Les applications contractantes rétrécissent les ensembles. Krasnoselskii a montré que si

B' +A se rétrécit un certain ensemble, alors il y aura un point �xe, une solution de 2.5,

qui est en B et par conséquent, est périodique. Son résultat peut être énoncé comme suit

([3, p. 370] ou [1, p. 31]).

En particulier, M n�a pas besoin d�être borné.

Théorème 2.1.1 Soit M un sous-ensemble non vide convexe fermé d�un espace de Ba-

nach (B; k:k): Supposons que A et B deux applications de M dans B tels que

i) x; y 2M =) Ax+By 2M ,

ii) A est compact et continu,

iii) B est une appication contractante.

Alors 9 y 2M avec y = Ay +By:

Comme nous le soulignerons bientôt, les hypothèses du théorème sont véri�ées directement

à partir des fonctions apparaissant dans l�équation 2.1.1 et la preuve repose sur Le second

théorème du point �xe de Schauder.

Il y a un théorème de Schaefer ([4] ou [1, p. 29]) qui est en concurrence avec Schauder et

qui rapporte généralement beaucoup plus, mais il exige aussi beaucoup plus.
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Chapitre 2. Un théorème à point �xe type Krasnoselskii-Schaefer

Le théorème de Schaefer exige que nous ayons un apriori lié à des solutions totalement

inconnues d�une équation d�opérateur ' = �A' pour 0 < � < 1, contrairement à Schauder

qui exige des conditions sur la cartographie clairement visible A.

Le théorème de Schaefer peut être énoncé comme suit. C�est la formulation de Smart,

Schaefer a prouvé le résultat pour un localement convexe espace.

Théorème 2.1.2 (s) Soit (B; k:k) un espace normé, H une application continue de B

en B qui est compact sur chaque sous-ensemble borné X de B. Alors soit :

i) l�équation x = �Hx a une solution pour � = 1, ou

ii) l�ensemble de toutes ces solutions x, pour 0 < � < 1, est non borné.

Le problème sur lequel nous nous concentrons ici est le suivant : Peut-on substituer les

conditions de type Schaefer sur A pour les conditions de type Schauder de Krasnoselskii ?

On montre que on peut et qu�il y a des applications intéressantes.

En particulier, pour 2.3 Krasnoselskii nécessiterait f être une contraction et Dg être petit,

alors que nous permettons Dg pour être grand,à condition D et g satisfait à certaines

conditions.

2.2 Un théorème de point �xe

On va commençer avec l�équation

x = Bx+ Ax

où B est une contraction. Maintenant, les contractions rétrécissent les fonctions, mais on

va mener à l�équation d�homotopie x = �B
�
x
�

�
+ �Ax et on a encore besoin de �B

�
x
�

�
pour rétrécir les fonctions.

Notre premier résultat montre que c�est le cas les applications en dépendent fortement.

13
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Proposition 2.2.1 Si (B; k:k) est un espace normé, si 0 < � < 1, et si B : B �! B est

une contraction avec constante de contraction �, alors �B 1
�
: B �! B est aussi une

contraction avec constante de contraction � , indépendante de �, en particulier

�B �x
�

� � � kxk+ kB0k

Preuve. Pour voir que �B 1
�
est une contraction,

x 2 B =) x

�
2 B =) B

�x
�

�
2 B =) �B

�x
�

�
2 B;

de plus

x; y 2 B =)
�B �x

�

�
� �B

�y
�

� = �
B(x

�
)�B

�y
�

� � ��
�x
�

�
�
�y
�

� = � kx� yk :

Pour obtenir la borne, pour tout x 2 B on a

�B �x
�

� = �
B �x

�

�
= �

�B �x
�

�
�B0 +B0

�
� �

�B(x
�
)�B0

+ kB0k�
� �

�
�
(x
�
)� 0

+ kB0k�
=

�
��

�

�
kxk+ kB0k ;

comme demandé.

Théorème 2.2.1 Soit (B; k:k) un espace de Banach, A ; B : B �! B; B une contraction

avec une constante de contraction � < 1, et A continue avec A ensembles compacts.

Non plus

i) x = �B(x
�
) + �Ax a une solution dans B pour � = 1, ou

14
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ii) l�ensemble de toutes ces solutions, 0 < � < 1, est non borné.

Preuve. Par la proposition, �B 1
�
est une contraction de B dans B. Par conséquent, pour

chaque y 2 B, l�application x ! �B(x
�
) + �Ay est aussi une contraction avec unique

solution x = �B(x
�
) + �Ay dans B. Cela donne

x

�
= B

x

�
+ Ay

ou

(I �B)
x

�
= Ay

alors
x

�
= (I �B)�1Ay

et

x = �(I �B)�1Ay: (2.6)

Maintenant (I � B)�1 existe et est continu (voir [1, p. 32]). Puisque A est continu et

compact ainsi (I � B)�1A (La preuve donnée [5, p. 412, 656] est valide pour les espaces

métriques généraux).

Par le théorème de Schaefer, 2.6 a une solution avec x = y pour � = 1 (d�où, (i) a une

solution pour � = 1), ou l�ensemble de toutes ces solutions, 0 < � < 1, est non borné.

Ceci complète la preuve.

2.3 Un exemple

L�équation 2.3 est liée à une grande classe de problèmes importants retour au moins à

Volterra [6] qui a suggéré que la croissance des solutions de

x0 = �
Z t

0

k(t� s)g(x(s))ds

15
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pourrait être contrôlé si xg(x) > 0 pour x 6= 0, k(t) > 0; k0(t) < 0; k"(t) > 0.

Approprié les détails ont été fournis par Levin [17] grâce à la construction de fonction de

Lyapunov. Par la suite, à la fois cette équation et sa contrepartie de l�équation intégrale

étaient largement étudié dans la littérature ([7, 8, 9, 10]) à la fois au moyen des fonctions

de Lyapunov et par la théorie de la transformation.Nous avons étudié les équations inté-

grodi¤erentielles dans ([11, 12]) et les variantes de 2.3 dans ([13, 14, 16]) lorsque f(t; x) est

indépendant de x en utilisant le théorème de Schaefer ou un analogue, mais le théorème

de Schaefer ne s�applique pas ici puisque f(t; x) ne peut pas dé�nir un operateur compact.

Ainsi, on s�intéresse par le théorème de Krasnoselskii. Mais on veut que le noyau soit

libre grandir, cela signi�e que nous ne serons pas en mesure de satisfaire les conditions de

Krasnoselskii. C�était la motivation de notre théorème.

Soit (B; k:k) l�espace de Banach des fonctions T -périodiques continues ' : R ! R avec

la norme supremum. Considérons 2.3 et supposons qu�il y a un T > 0 et � 2 (0; 1) avec :

f(t+ T; x) = f(t; x); D(t+ T; s+ T ) = D(t; s); g(t+ T; x) = g(t; x); (2.7)

t� h � s � t implique que Ds(t; t� h) � 0; (2.8)

Dst(t; s) � 0; D(t; t� h) = 0;

jf(t; x)� f(t; y)j � �jx� yj; xg(t; x) � 0; (2.9)

8k > 0 9 P > 0 9 � > 0 avec (2.10)

2�[�(1� �)xg(t; x) + kjg(t; x)j] � �[P � �jg(t; x)j];

16
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f; g; et Dst sont continus. (2.11)

Théorème 2.3.1 (2) Si 2.7-2.11 sont véri�ées, alors 2.3 a une solution T -périodique.

Preuve. Dé�nir l�application B : B ! B par

(B')(t) = f(t; '(t)), ' 2 B: (2.12)

Lemme 2.3.1 (1) Si B est dé�ni par 2.12, alors B est une contraction de B vers B,

avec une constante de contraction de 2.9.

Preuve. Si ';  2 B, alors

kB'�B k = sup
t2[0;T ]

j(B')(t)� (B )(t)j

= sup
t2[0;T ]

jf(t; '(t))� (f(t;  (t))j

� sup
t2[0;T ]

� j'(t)�  (t)j = � k'�  k ;

comme demandé.

Dé�nir une application A : B ! B par ' 2 B

(A')(t) = �
Z t

t�h
D(t; s)g(s; '(s))ds: (2.13)

Lemme 2.3.2 Si A est dé�ni par 2.13 alors A : B ! B, A continu et compact.

Preuve. Pour être complet, voici les détails. Soit k > 0; ' 2 B soit un élément arbitraire

avec k'k � K . Par la continuité de 2.4, si 0 � t � T et �h � s � T , il y a un M > 0

avec

D(t; s)j �M: (2.14)
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Par la continuité uniforme de 2.4 sur [0; T ]� [�h; T ] , pour chaque " > 0 Il y a un �1 > 0

tel que u; v 2 [0; T ]; s; t 2 [�h; T ] ; ju� vj+ js� tj � �1 implique

jD(u; s)�D(v; t)j � " (2.15)

Ensuite, puisque g est continu sur [0; T ]� [�k; k] et périodique dans t il y a un L > 0 avec

jg(s; x)j � L pour s 2 R et x 2 [�k; k]: (2.16)

En fait, par la continuité uniforme de g sur cet ensemble, pour tout " > 0 il y a un

positif �2 < T tel que si s; t 2 [0; T ] et x; y 2 [�k; k] avec js � tj + jx � yj � �2; alors

jg(s; x)� g(t; y)j � " et , par la périodicité,

jg(s; x)� g(t; y)j � " pour s; t 2 R et x; y 2 [�k; k] (2.17)

avec js� tj+ jx� yj < �2:

Les assertions à propos de A vont maintenant suivre. Si ' 2 B,un changement de variable

montre que A' est T -périodique.

Clairement, si ' 2 B , alors A' est continu. Ainsi, A' 2 B.

On va maintenant montrer que A compact. D�abord,

fA' : ' 2 B et k'k � Kg (2.18)

est équicontinue.
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Pour voir cela, notez que si vous u < v ,alors

(A')(u)� (A')(v) = �
Z v�h

u�h
D(u; s)g(s; '(s))ds

�
Z u

v�h
[D(u; s)�D(v; s)]g(s; '(s))ds

+

Z v

u

D(v; s)g(s; '(s))ds:

Par 2.14-2.16, pour tous u; v 2 [0; T ] avec ju� vj < �1, if ' 2 B et k'k � k,alors

j(A')(u)� (A')(v)j �ML ju� vj+ Lju� v + hj " (2.19)

+MLju� vj

� 2ML�1 + L(�1 + h)".

Ensuite, pour ' 2 B et k'k � k, il résulte de 2.14 et 2.16 que j(A')(u)j � LMh pour

que

kA'k � LMh pour ' 2 B et k'k � k: (2.20)

Par le théorème d�Ascoli A compact.

Pour voir que A est continu, soient ' et  2 B avec k'�  k < �2; k'k � k; k k � k

. Alors pour 0 � u � T on a par 2.14 et 2.17

(A')(u)� (A )(u) �
Z u

u�h
jD(u; s)j jg(s; '(s))� g(s;  (s))j ds

�Mh":

Ceci complète la preuve du 2.3.2.

Ensuite, on remarque que si B : B ! B est dé�ni par

(Bx)(t) = f(t; x(t)) alors
�
�B

x

�

�
(t) = �f

�
t;
x(t)

�

�
:
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Lemme 2.3.3 3 Il y a un K � 0 tel que si 0 < � < 1 et si x 2 B résout

x(t) = �f
�
t;
x

�

�
� �

Z t

t�h
D(t; s)g(s; x(s))ds (2.21)

Alors kxk � k:

Preuve. Soity x 2 B résoudre 2.21 et dé�nir

V (t) = �2
Z t

t�h
Ds(t; s)

�Z t

s

g(v; x(v))dv

�2
ds:

C�est un type de fonction de Liapunov obtenu à partir de 2.21 en mettant au carré x��f ,

en intégrant par parties, et en utilisant l�inégalité de Schwarz.

Maintenant Dst(t; s) � 0 donc

V 0(t) � ��2Ds(t; t� h)

�Z t

t�h
g(v; x(v))dv

�2
+ 2�2g(t; x)

Z t

t�h
Ds(t; s)

Z t

s

g(v; x(v))dvds:

Le premier terme sur le côté droit n�est pas positif par 2.8, si nous intégrons le dernier

terme par pièces et utilisation 2.8 encore une fois nous avons

V 0(t) � 2�g(t; x)
Z t

t�h
�D(t; s)g(s; x(s))ds

= 2�g(t; x)
h
�f(t;

x

�
)� x(t)

i

à partir de 2.21. Mais par le raisonnement dans la proposition,

����f(t; x
�
)
��� � � jx(t)j+ jf(t; 0)j � � jx(t)j+ k
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pour quelques k > 0: Ainsi,

V 0(t) � 2� fjg(t; x)j [�jxj+ k]� xg(t; x)g

= 2�[j�xg(t; x)j+ kjg(t; x)j � xg(t; x)]

� 2�[�(1� �)xg(t; x) + kjg(t; x)j]:

Comme � < 1 , de 2.10 nous avons

V 0(t) � � [��jg(t; x)j+ P ] :

Ainsi, x 2 B implique V 2 B pour que

0 = V (T )� V (0) � �

�
��

Z T

0

jg(t; x(t))jdt+ PT

�

ou Z T

0

jg(t; x(t))jdt+ PT

�
(2.22)

comme � > 0: Comme g(t; x(t)) 2 B , il y a un n > 0 avec

Z t

t�h
jg(t; x(t))jdt � n: (2.23)

Prenant M = max
�h�s�t�T

jD(t; s)j; alors de la proposition 2.21, et 2.23 nous avons

jx(t)j �
����f(t; x

�
)
���+ �

����Z t

t�h
D(t; s)g(s; x(s))ds

����
� �jx(t)j+ k +Mn

ou

kxk � (Mn+ k)

(1� �)
,
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comme demandé. L�application du 2.2.1 complète la preuve.
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Chapitre 3

Stabilité via Théorème du point �xe

de Krasnoselskii

3.1 Introduction

Cette note représente une partie d�une enquête continue de l�utilisation de la théorie des

points �xes dans la stabilité. Une motivation pour notre travail vient ici du théorème de

Perron [24] qui déclare cela si

x0 = Dx+G(t; x); (3.1)

avec D une matrice dont toutes les racines caractéristiques ont des parties réelles néga-

tives, et lim
x!0

jG(t;x)j
jxj = 0; uniformément pour 0 � t < 1 , alors x = 0 est uniformément

asymptotique stable. Coddington et Levinson [21, p. 314 et 327] ainsi que Lakshmikan-

tham et Leela [23, p. 15] utilisent d�autres méthodes pour montrer que les solutions avec

de petites conditions initiales tendent à zéro, pour vu que G(t; x) tend vers zéro d�une

manière uniforme pour un petit x: Ces méthodes dépendent fortement du système li-

néaire imperturbé y0 = Dy telles peuvent être bien motivées en résolvant l�équation de

Bernoulli :

x0 + 2x = exp(�t)x 3
5 : (3.2)
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et conclure facilement que les solutions tendent à zéro.

Beaucoup de bons résultats dans le même sens sont donnés par Bellman [18] pour

x0 = Dx+ E(t)x; (3.3)

où D a toutes les racines caractéristiques avec des parties réelles négatives, alors que E

est petit soit en norme, soit en intégrale.

Dans cette note,nous conjecturons qu�il existe un théorème général concernant la stabilité

asymptotique de la solution zéro de

x0 = f(t; x) +G(t; x); (3.4)

quand f véri�e une condition de Lipschitz avec y0 = f(t; y) uniformément asymptoti-

quement stable et, par exemple, quand jG(t; x)j � q(t)jxj� où 0 < � < 1 et q est petit

dans un certain sens. De plus, il semble que la modi�cation suivante du théorème du point

�xed de Krasnoselskii peut êtreun véhicule approprié pour la preuve. Il peut être trouvé

dans [20].

Théorème 3.1.1 Soit M un convexe fermé, et sous-ensemble non vide d�un espace de

Banach (S; k:k): Supposons que A :M ! S et B : S ! S tels que

(i) B est une contraction avec constante � < 1;

(ii) A est continu, AM réside dans un sous-ensemble compact de S,

(iii) [x = Bx+ Ay ; y 2M ]) x 2M:

Alors il y a un y 2M avec Ay +By = y:

Ce résultat di¤ère de celui de Krasnoselskii en ce sens que le premier exige que Bx + Ay

réside toujours dans M .Nous verrons que c�est un changement crucial de l�application ac-

tuelle.
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3.2 Le résultat principal

Nous commençons la construction avec une équation simple pour nous guider dans la

construction de notre théorème et revenez alors à un problème semblable comme exemple.

Considérez l�équation scalaire :

x0 = �2x+G(t; x); (3.5)

où G est continu,

jG(t; x)j � K exp(�t)
���x 3

5

��� (3.6)

et K est une constante positive.Soit

M = f : [0;1)! R j 2 C ; j  (t)j � exp(�t)g; (3.7)

où C désigne l�ensemble des fonctions continues, et soit (S; k:k) l�espace de Banach de

fonction continue bornée sur [0;1)! R avec la norme supremum.

Lemme 3.2.1 (1) si jx0j+ (52)K < 1; et si x(t) = x(t; 0; x0) est la solution de

x0 = �2x+G(t;  (t) ;  2M; (3.8)

Alors x 2M:

Preuve. on a

jx(t)j � jx0j exp(�2t) +
Z t

0

exp(�2(t� s))K exp(�s) exp
�
�
�
3

5

�
s

�
ds

� jx0j exp(�2t) +K exp(�2t)
Z t

0

exp

��
2

5

�
s

�
ds

� jx0j exp(�2t) +
�
5

2

�
K exp(�t) < exp(�t):
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Par conséquent ,x 2M:

Lemme 3.2.2 Si pour  2M nous dé�nissons

(A )(t) =

Z t

0

G(s;  (s))ds ; t � 0; (3.9)

alors AM réside dans un sous-ensemble compact de S.

Preuve. Il est clair que les intégrales existent et nous véri�ons facilement que AM est

un ensemble équicontinue. De plus, AM est limité.

Si nous avons une suite fA ng, alors, par le théorème d�Ascoli et un processus de diagonali-

sation, il y a une sous-suite, disons fA ng,convergent uniformément sur des sous-ensembles

compacts de [0;1). Nous montrerons maintenant que fA ng est une suite de Cauchy sur

[0;1):

Donné " > 0 , réparer T > 0 de sorte que
R1
T
2K exp(�s)ds < "

2
.Alors trouvez N tel

que n ; m > N implique que

sup
0�p�T

����Z p

0

[G(s;  n(s)�G(s;  m(s))] ds

���� < "

2

Ainsi si n;m < N alors

sup
0�t<1

����Z t

0

[G(s;  n(s))�G(s;  m(s))] ds

����
� sup

0�p�T

����Z p

0

[G(s;  n(s))�G(s;  m(s))] ds

����
+

Z 1

T

[jG(s;  n(s)j+ jG(s;  m(s))j] ds < ":

Comme AM est contenu dans S et S est complet , AM est contenue dans un sous-

ensemble compact de S.

Le résultat suivant est connu, mais nous fournissons les détails pour référence.

Lemme 3.2.3 (3) soit b : Rd+1 ! Rd est continu et suppose qu�il y a un L > 0 pour
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que jb(t; x)� b(t; y)j � Ljx� yj: Avec la norme

j�jL = sup
0�s<1

fj exp(�2Ls)�(s)jg ;

sur l�espace de Banach U des fonctions continues bornées � : [0;1) ! Rd alors l�opé-

rateur H dé�ni par

(Hx)(t) = x0 +

Z t

0

b(s; x(s))ds ; t � 0;

est une contraction avec une constante de contraction 1
2
:

Preuve. On a

jHx1 �Hx2jL = sup
0�s<1

����exp(�2Ls)Z s

0

b(u; x1(u))� b(u; x2(u))du

����
� sup

0�s<1

Z s

0

exp(�2Ls)L jx1(u)� x2(u)j du

= sup
0�s<1

Z s

0

exp(�2Ls)L jx1(u)� x2(u)j exp(�2Lu) exp(2Lu)du

� jx1 � x2jL sup
0�s�1

Z s

0

exp(�2Ls)L exp(2Lu)du

�
�
1

2

�
jx1 � x2jL ;

une contraction.

Dans la preuve du 3.2.2, la norme j:jL fonctionne aussi bien que la norme supremum.

Avec cet exemple en tête, nous considérons maintenant un théorème général.

Soit a; b : [0;1)� Rd ! Rd être continu et considérer

x0 = b(t; x) + a(t; x), x(0) = x0; (3.10)

où

jb(t; x)� b(t; y)j � Ljx� yj on [0;1)� Rd: (3.11)
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Ainsi, 3.10 a une solution.

Soit (U; k:k) désigne un espace de Banach de fonctions continues bornées � : [0;1)! Rd

et M désigne un sous-ensemble convexe non vide de U .

Soit l�opérateur A :M ! U dé�ni par  2M implique que

(A )(t) =

Z t

0

a(s;  (s))ds ; t � 0; (3.12)

être continu et dé�nir l�opérateur B par

(B�)(t) = x0 +

Z t

0

b(s; �(s))ds ; t � 0; (3.13)

pour chaque � 2 U:

Théorème 3.2.1 soit B est une contraction avec � < 1 sur l�espace (U; k:k) et suppose

que AM réside dans un sous-ensemble compact de cet espace.

Supposons que pour chaque  2M la solution unique � de

�0(t) = b(t; �(t)) + a(t;  (t)) ; �(0) = x0; (3.14)

est dans M . Alors une solution de 3.10 est dans M .

Preuve. Remarquez d�abord que si � 2M est un point �xe de P , où P est dé�ni par

(P�)(t) = x0 +

Z t

0

b(s; �(s))ds+

Z t

0

a(s; �(s))ds; t � 0; (3.15)

alors � est une solution de 3.10 Maintenant, pour �xe  2 M et tout � 2 U , de�nir

Q par

(Q�)(t) = x0 +

Z t

0

b(s; �(s))ds+

Z t

0

a(s;  (s))ds; t � 0: (3.16)
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si Q� = � pour un certain � 2 U , Alors � est la solution unique de

�0 = b(t; �) + a(t;  (t)); �(0) = x0: (3.17)

Par hypothèse, cette solution unique de 3.17 est dans M . D�après la révision du théorème

de Krasnoselskii, P a lui-même un point �xe � dans M .

Corollaire 3.2.1 Si, en plus des hypothèses du 3.2.1, toutes les fonctions deM tend vers

0 quand t!1, alors une solution de 3.10 tend vers zero quand t!1.

L�exemple suivant est parallèle dans le contenu, mais di¤érent dans la technique, aux

résultats dans [21, p. 314,327] et [23, p. 115].

Dans la section 3, nous donnons un exemple non linéaire.

Exemple 3.2.1 soit D une matrice constante d� d ,dont toutes les racines caractéris-

tiques ont parties réelles négatives, donc, il existe � > 0 et k > 0 avec

j exp(Dt)j � k exp(��t); t � 0: (3.18)

Ensuite, soit G : [0;1) � Rd ! Rd et continu et supposons qu�il y ait une constante

 > 0, une fonction continue q : [0;1) ! [0;1) avec q(t) ! 0 quand t ! 1 et

q 2 L1[0;1) pour que

jG(t; x)j � Kq(t)jxj: (3.19)

Nous montrerons que les conditions du 3.2.1 sont satisfaites pour :

x0 = Dx+G(t; x);

quand K est su¢ samment petit.
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A cette �n, si nous laissons

r(t) =

Z t

0

exp(��(t� s))q(s)ds; (3.20)

alors r(t)! 0 comme t!1 et r 2 L1[0;1) puisque r est la convolution des fonctions

appropriées.

Dé�nir

h(t) = max[r(t); exp(��t)] (3.21)

et notez que h(t) � jr(t)j+ exp(��t) 2 L1[0;1), de plus h(t)! 0 comme t!1.

En redé�nissant q et K on peut supposer sans perte de généralité que :

h(t) � 1 ; t � 0: (3.22)

Dé�nir

M = f : [0;1)! Rnj 2 C; j (t)j � h(t)g: (3.23)

Ainsi, M est fermé et convexe.

Pour arbitraire  2M , considérez :

x0 = Dx+G(t;  (t)); x(0) = x0: (3.24)

alors

jx(t)j � jx0j k exp(��t) +
Z t

0

kK exp(��(t� s)q(s)j (s)jds

� jx0jkh(t) + kKr(t)

� [jx0jk + kK]h(t) � h(t); (3.25)
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à condition que

[jx0j+K]k � 1:

Par conséquent, x(t) 2M:

Exactement comme dans la preuve du 3.2.2 , si A est dé�ni par 3.9 alors n�importe quelle

séquence fA ng ,avec  n 2M est équicontinueet on obtient ainsi une sous-suite conver-

geant uniformément sur des ensembles compacts. La norme j:jL fonctionne exactement

comme la norme supremum dans la convergence preuve.

3.3 Une équation perturbée de Linard

Considérons l�équation scalaire

x00 + f(x)x0 + g(x) = Kh(t; x; x0); (3.26)

que nous écrivons comme le système

x0 = y;

y0 = �f(x)y � g(x) +Kh(t; x; y) (3.27)

ou sous forme de vecteur comme

X 0 = b(X) + a(t;X); (3.28)

où

a(t;X) = (0; Kh(t; x; y))T .
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Nous supposons que pour tout � > 0 et pour tout J > 0, si  : [0;1) ! R2 et

j (t)j � J exp(��t) alors

a(t;  (t)) 2 L1[0;1); (3.29)

que 8 J > 0 8 � > 0 9 D > 0 tel que j (t)j � J exp(��t) implique que

����Z 1

t1

a(s;  (s))ds�
Z 1

t2

a(s;  (s))ds

���� = ����Z t2

t1

a(s;  (s))ds

���� � Djt1 � t2j; (3.30)

et qu�il y a L1; L2; L3; L4 des positifs , donc siXi 2 R2 alors jb(X1)�b(X2)j � L1jX1�X2j;

L4 � f(x) � L2 ; and g(x)

Z x

0

f(s)ds � L3x
2: (3.31)

Maintenant pour J ; � à déterminer, soit

M = f : [0;1)! R2 j 2 C ; j (t)j � J exp(��t)g

et pour chaque  2M considérer le système :

x0 = y;

y0 = �f(x)y � g(x) + e(t); (3.32)

où e(t) = Kh(t;  (t)):

Lemme 3.3.1 Si 3.28-3.31 tiennent et si nous dé�nissons :

V (x; y) =

�
1

2

�
y2 + 2

Z x

0

g(s)ds+

�
1

2

��
y +

Z x

0

f(s)ds

�2
; (3.33)
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alors il y a un � > 0 de sorte que la dérivée de V le long d�une solution de 3.32 satisfait

V 0(x(t); y(t)) � ��V (x; y) + 2
p
V (x; y)je(t)j (3.34)

et il y a un k1 > 0 avec

k1(x
2 + y2) � V (x; y): (3.35)

Preuve. On a

V 0(x; y) = 2g(x)y � f(x)y2 � yg(x) + ye(t) +

�
y +

Z x

0

f(s)ds

�
(f(x)y

� f(x)y � g(x) + e(t))

= �f(x)y2 + ye(t)� g(x)

Z x

0

f(s)ds+

�
y +

Z x

0

f(s)ds

�
e(t)

� �f(x)y2 � g(x)

Z x

0

f(s)ds+ jyjje(t)j+
����y + Z x

0

f(s)ds

���� je(t)j
� �L2y2 � L3x

2 +

"
p
2

�
jyjp
2

�
+
p
2

���y + R x
0
f(s)ds

���
p
2

#
je(t)j

� �L2y2 � L3x
2 + 2je(t)j

p
V (x; y):

Mais si nous utilisons 3.31, en particulier g est Lipschitz, alors on a

V (x; y) �
�
1

2

�
y2 + (L1)x

2 + y2 +

�Z x

0

f(s)ds

�2
�
�
3

2

�
y2 + (L1)x

2 + L24x
2

et donc il y a un � > 0 avec

V 0(x; y) � ��V (x; y) + 2je(t)j
p
V (x; y):
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Pour trouver k1, on a

L3x
2 � g(x)

Z x

0

f(s)ds � jg(x)jL4jxj

ou

jg(x)j � L3jxj
L4

et donc Z x

0

g(s)ds � L3x
2

(2L4)
:

De ceux-ci nous pouvons trouver k1.

Théorème 3.3.1 (2) Supposez qu�il y a �; �; J , et S avec 0 < � � � < �
2
pour que

j (t)j � J exp(��t)) jh(t;  (t))j � S exp(��t) ; t � 0 (3.36)

et

J((
�

2
)� �)

p
k1 > SK:

si

M = f : [0;1)! R2j 2 C ; j (t)j � J exp(��t)g

et si j(x0; y0)j est petite, alors la solution de 3.32 à (x0; y0) pour tout t0 � 0 est dans M .

Preuve. Sélectionnez  2 M et (x0; y0; t0) de sorte que (x(t); y(t)) soit �xe, et par

conséquent, V (t) = V (x(t); y(t)) est déterminé en 3.33.

Dans

V 0(t) � ��V (t) + 2je(t)j
p
V (t);

nous obtenons d�abord

V (t) � V (0) exp(��t) + 2
Z t

0

exp(��(t� s)je(s)j
p
V (s)ds;
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ou

exp(�t)V (t) � V (0) + 2

Z t

0

exp((
1

2
)�s) je(s)j

p
exp(�s)V (s)ds;

que nous écrivons

u(t) � u(0) + 2

Z t

0

exp((
1

2
)�s)je(s)j

p
u(s)ds:

Par l�inégalité de Bihari ([19] et [22, p. 29]) on a u(t) � w(t) où w(t) est le solution

maximale de

w(t) = u(0) + 2

Z t

0

exp

�
(
1

2
)�s

�
je(s)j

p
w(s)ds:

Ainsi, en laissant v(t) =
p
w(t) exp(��t) on obtient 2v0(t)+�v(t) = 2je(t)j ou v0+ �

2
v =

je(t)j: on a alors

v(t) = v0 exp
�
�(�
2
)t
�
+

Z t

0

exp
�
�
��
2

�
(t� s)

�
je(s)jds

� v0 exp
�
�(�
2
)t
�
+

Z t

0

SK exp
�
�
��
2

�
(t� s)� �s

�
ds

= v0 exp
�
�(�
2
)t
�
+ SK exp

�
�(�
2
)t
� h
(
�

2
)� �

i�1
exp

h��
2

�
� �

i
sjt0

�
�
v0 +

h
(
�

2
)� �

i�1
SK

�
exp(��t):

Par conséquent, p
k1(x2(t) + y2(t)) �

p
V (t)

�
�p

V (x0; y0) +
h
(
�

2
)� �

i�1
SK

�
e(��t): (3.37)

Ainsi, (x(t); y(t)) est dans M à condition que

J0 =

s
V (x0; y0)

k1
+
h
((
�

2
)� �)

p
k1

i�1
SK < J; (3.38)

comme demandé.

35



Chapitre 3. Stabilité via Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Remarque 3.3.1 Notez que (35) est une relation intéressante. Par exemple, soit h(t; x; y) =

Kp(t)xn:

Ainsi, si j (t)j < J exp(��t) ;alors

jh(t;  (t))j � KJp(t) exp(��nt) < S exp(��t);

à condition que

p(t) <

�
S

KJ

�
exp(��(1� n)t) :

(i) Si n = 1; p(t) doit être borné.

(ii) Si n > 1, alors p(t) peut être exponentiellement non borné.

(iii) Si n < 1, alors p(t) doit tendre vers 0 exponentiellement.

Maintenant, pour un résultat local, nous regardons 3.37 et 3.38. Soit D l�ensemble de

(x0; y0) pour lequel 3.38 détient. Pour tout tel (x0; y0) et tout t0 � 0,la solution (x(t); y(t))

reste dans un ensemble


(J0) = f(x; y)jx2 + y2 � J20g:

Théorème 3.3.2 (3) Si 3.31 contient 
(J0) et si (x0; y0) satisfait 3.38 alors la solution

de 3.32 à (x0; y0) pour t0 � 0 est dans M et la solution correspondante de 3.27 est en

M .

Preuve. Notez que 
(J0) est convexe. Ecrire 3.39 comme

x0 = F (X) + E(t); (3.39)

avec E(t) = (0; Kh(t; (t)))T et dé�nir un nouveau système :

X 0 = G(X) + E(t); (3.40)
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par G(X) = F (X) pour X 2 
(J0) et si X est dans le complément de 
(J0) alors la

droite de (0; 0) à X intersecte la frontière de 
(J0) à point unique X�. Dans ce dernier

cas, dé�nir G(X) = F (X�). Alors G est continu et globalement Lipschitz. Toute solution

de 3.40 avec des valeurs initiales dans 
(J0) réside dans le théorème de M . Krasnoselskii

va maintenant dire que 3.28 a une solution dans M .
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Conclusion

La théorie du point �xe est d�une importance capitale dans l�étude de l�existence de solution

pour les équations di¤érentielles non linèaires.

De nombreux théorèmes d�existence sont obtenus à partir des théorèmes de Banach et

Schauder, en transformant le problème d�existence en un problème de point �xe. Mais

celui de Brouwer est particulièrement célèbre.

Le théorème de Banach ne s�appuie pas sur les propriétés topologiques du domaine de

dé�nition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contractante.

Le résultat de Brouwer est l�un des théorèmes-clef caractèrisant la topologie d�un espace

euclidien. Il intervient pour établir des résultats �nis sur les équations di¤érentielles , il

est présent dans la géométrie di¤érentielle. Il apparait dans diverses branches, comme la

théorie des jeux.

Ce théorème est généralisé en 1930 aux espaces de Banach. Cette généralisation est due à

Schauder. Ce théorème a¢ rme qu�une application continue sur un convexe compact admet

un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique, mais qui nous permet de résoudre

plusieurs problèmes.

Mais en 1955, Krasnoselskii a joint les deux résultats de Banach et Schauder a�n d�entirer

son théorème qui a¢ rme sous certaines conditions sur l�espace de Banach, l�application de

la forme : Ux+ Cx Où U est contractante et C compact admet un point �xe.

De cette théorie découlent plusieurs applications qui constituent un domaine trés actif de

la recherche.
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