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Introduction

Le but de ce mémoire est introduire le calcul stoquastique afin de faire des applications
Aprés avoir étudié le mouvement brownien avec ses diffirenes propriétés en particulier le
fait que c’est une martingale, on introduit 'intégrale stochastique par rapport au
mouvement brownien qui se généralise & une martingale.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre sera consacré aux rappels de base concernant les processus
stochastiques.On donnera les principales propriétés du mouvement brownien ainsi
que celles des martingales qui seront utiles pour la suit .On abordera enfin la notion de la
variation quadratique.

Dans le deuxieme chapitre, on donnera intégrale stochastique par rappot au browien
et martingale et on étudier quelque de ces propriétés.Enfin on démontre que La formule
d’Tto.

Dans le dernier chapitre, nous allons discuter de 'utilisation et de I'application
des propriétés précédentes de formule d’ito afin de prouver geulques des exemple et des

théorémes.



Chapitre 1

Processus stochastique et

mouvement Brownien

1.1 Les processus stochastiques

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une collection de variable aléatoire X =
{X4;0 <t < oo} = (Xt)is0 sur (2, F, P) espace de probabilité a valeurs dans (S, 9) appelé
espase d’états.

Géneralement (S,0) = (R?, B (R?)) . X, : Q x [0, 400 — R? :la fonction t — X,(w) est
une trajectoire (ou réalisation) du processus X associée & w.Un processus X : est continu
si pour presque toutes les trajectoires sont continues de [0, +oo[— R? :continue a droite

et limité a gauche .

Notation 1.1.1 Pourt > 0 et X un processus stochastique on note :

limite a gauche ent : X;- = lim Xj,.
s—t;s<t

limite a droite ent : X;+ = lim X,.
s—t;8>1

saut de X ent: AX; = Xpv— Xi-.

Un processus stochastique cadlag si pour tout t; X; = X;+ et

X, € R = AX, = X;+— X, .Si est continue X+ = X;- = X; = AX; =0

3



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Définition 1.1.2 Pour deux processus stochastique X et'Y
X etY sont identiques si Vt > 0; Yw € Q, Xi(w) = Vi (w).
Y est une modification de Xsi Nt > 0; P(X; =Y;) = 1.
X etY ont les méme distributions finie dimensionnelles si Vn € N*, V0 < t; < ts..... < tn,
VA € B (R™)
P(Xy, Xpy, . Xy,)] = P[(Y4y, Yy, Y, ) € A

X et'Y sont indistingables si pour presque toutes les trajectoires

P[(X; = Y;;0 <t < +00)] = 1.

1.1.1 Meésurabilité

Définition 1.1.3 Un processus stochastique X est mesurable si pour tout A € B (]Rd) [’ensemble
{(t;w) : Xy(w) € A} appartient a la tribu B([0; +oo[) @ F

lapplication :

([0; +-00[x €2, B([0; +00]) ® F) — (R?, B (R”))
(t;w) — Xy(w)
est mesurable.

Remarque 1.1.1 On suppose que tout les processus stochastiques sont mésurables.

1.1.2 Filtration et adaptation

Définition 1.1.4 Une filtration est une fammille croissant {F;;0 <t < +oo0} de sous
tribu de F,Fs CFy CF pour 0 < s <t <400 .
Soit X un processus stochastique, la filtration engendrée par x, F¥ = o (X5,0 < s <t).

(Q,]:, (ft)tzo , P) espace de probabilité filtré.

Définition 1.1.5 On définit :



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

7o=o(y=).

'f0+:f07
'ft+:mfs.
s>t

Une filtration est continue & droit (resp agauche) si ¥t > 0; F, = Fpr (resp Fy = Fi- ).

Remarque 1.1.2 La continuité o droite de la filtration peut étre interpretée comme non-

auticipation de l'information.

Définition 1.1.6 Un processus stochastique X est adapté a la filtration (F;) siVt > 0; X,

est v.a Fi-mesurable progressivement mesurable par rapport a (ft)tzosz' pour tout t > 0;

(0] x 2, B[0,1] @ F) — (R, B (R"))

(s,w) — X (w)

est mesurable.

Proposition 1.1.1 Si un processus X est adapté a la filtration (,7-}),20 alors il admet une
modification progressivement mesurable.

St un processus X est adapé a la filtration (ft)tzoet si les trajectoires sont continues a
droite alors il est progrissivement mesurables.

Preuve. Pourt>0mn>1,k=0,1,....,2" ! et pour 0 < s <t on pose :

XM = % (w); 2 <s<EH guec X(S”) = Xo(w) lapplication

0,1] x Q@ — R

(5,w) = X (w)

est B([0,t]) x F; mesurable et continuité o droite
— lim X" () = X, (w);V (s,w) € [0,1] x Q

n—oo

= (s,w) — X (w)est aussi est B([0,t]) x F;, mesurable. m



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

1.1.3 Temps d’arret

Définition 1.1.7 Soit (Q,f, <-7:t)t20 , P) un espace de probabilité filtré.
Un temps d’arret est une v.a T Fy-mesurable & valeurs dans [0; 00| telle que Yt > 0;

{T <t} eF.

Proposition 1.1.2 S la filtration (]:t)tzo est continue a droite, alors T' est un temps

d’arret ssi Nt > 0; {T <t} € F,.

Preuve. Soit T un temps d’arret , alors{T" <t} C {T <t} € F; : la réciproque : soit
t > 0; alors:

{Tgt}:ﬂ{T<t+e}eﬂE+e€ft+th

e>0 >0

la continuité a droite de (F7),5

= Fi+ = F3,0n peut prendre e = L alors{T <t} = N {T'<t+1}. =
e>0

Lemme 1.1.1 Si T et S sont deux temps d’arret, alors T NS, TV .S; . T + S sont des

temps d’arret.

Définition 1.1.8 (evenements antérieures a un temps d’arrét)
Soit T' un temps d’arrét pour la filtration (Fi),s,-La o—algébre F; des évenement anté-

rieures au temps T d’arret est continuée des ensembles A € F telque :
V> 0,A({T <t}eF

Lemme 1.1.2 Soit S et T' deux temps d’arret , pour A € Fs on a :A({S <T} € Fr en
particulier :si S < T dans Q : Fg C Fr

Soit S etT deux temps d’arret alors Fras = Fr () Fs, et que les ensembles {T' < S} ,{S < T},
{T < S},{S = T}appartiennent Fr (| Fs.

Proposition 1.1.3 Soit X un processus stochastique a trajectoire cadlag et est adapté o

la filtration (}-t)tzo qui satisfait les conditions usuelles alors il existe une temps d’arrét
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

{15} ,51 pour (Fi),so qui sont des temps de saut de X :
{(tw) ERY x Q, X, () # X, — (W)} €| J{(tw) eRy x QT (w) =t}

Soit S et T" deux temps d’arret et soit Z une v.a intégrable tq :
E(Z|F) = E(Z|Fsar]) p-p.s sur {T < S}
E((E(Z|F)Fs) = E(Z|Fras)-

Soit X; un processus stchostique on définit X, sur{7T" < oo} par : Xp(w) = Xp)(w).

Martingale a temps continue

Soit (Q, F o (Ft)0 P) un espace de probabilité filtré

Définition 1.1.9 Soit M un processus stochastique adapté avec Vt > 0; M, € L' on dit
que :

M est une (Fi),~qs0us martingales si : My < E[Mys|F] Vt; s > 0.

M est une (F),~, sur martingale si : My > E[Myy (| F;] Vt;s >0

M est une (]:t)tzo martingale si : My = E[M, 4| F], Vt;s >0

Propriété 1.1.1 Soit D un ensemble dénombrable dense dans R, par exemple [’ensemble

des dyadique D =|J D,, avec D,, = {k27" k € N}

Proposition 1.1.4 Soit (M,;) est une (F) martingale alors, Yc > 0 :

t>0

p ( sup M, > c) < Psup (|My]).
se

[0,4)ND s€[0,T7]

En plus si les trajectoires de(M;)i>o sont cad (continue a droite).

1
p ( sup M, > c) < —Psup (|My]).

s€[0,T C 0<s<t



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Proposition 1.1.5 (Inégalité de Doob)
Soit M = M, une F;—martingale ou sous -martingale positive, et soit p,q > 1 tels que

_ 1 1 .
1—p—|—qalors.

sup | M,

< g sup |[[M]],.
s€[0,tjNnD

s€[0,7T

Si en plus les trajectoires de M sont cad :

sup | M|

< g sup [[M],.
s€[0,¢]

s€[0,7

Théoréme 1.1.1 (Régularisation de sur martingales)

Soit (Q, F, (E)tzo) un espace de probabilité filtré (F;),sqvérifie les conditions usuelles com-
plet et continue droit.Soit M une (F),~, sur -martingales tq : t — E[M]soit cad, alors il
ezriste une version M telle que t — M rest continue droit limité a gauche cadlag, M est

une (Ft),~o —sur- martingale.

Remarque 1.1.3 5i M est une martingale lors son experiance est constant, donc conti-
nue.

Si M est une sous martingale, alors M est une sur martingale.

Lemme 1.1.3 Soit D un ensemble dénombrable dense de [0;+oo[. Soit (Q, F,(F),50)
un espace de probabilité filtré, et M une (F;) -sur-martingale, alors on a avec probabilité

égale a 1 :

i)Vt > 0, M+ = lim M, et M- = lim M;existe
< <

s—t s—t
seD seD

La filtration s — E[M,] est continue & droite (c’est le cas des martingales ) donc en



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

particulier M+ € L'.

i13) (My+,t > 0) est une (F;)i>o sur-martingale

1.2 Mouvement Brownien

Proposition 1.2.1 (Critére de continuité de Kolmogorove)
Soit {Xt}te[o,T] un processus stochastique & valeurs réelles et [0, T] un intervale fini suppo-

sons qu’il existe un constante o > 1 et p > 0 tels que :
E(X:— X") <crlt—s|" , Vs, t €[0,T]

alors il exsit une version de {X;} tefo,r] avec trajectoires continues.

Remarque 1.2.1 Sur le module de continuité des trajectoires : w € ) fixé, on peut com-

parer Xi(w) — Xs(w) avec |t — s| : Ve > 0, 3G, v.a avec probabilité = 1,
| Xo(w) — Xo(w)| < Ge ()|t — 5|7 Vs,t €[0,T], E[G.] < o0

Définition 1.2.1 Un processus stochastique {By;t > 0}est appelé un mouvement
Brownien s’il satisfait les conditions suivantes :
i) Bp = 0.

i) VO <ttt <g ...... < t, les accroissement By, — By , By, — By, sont des v.a

Ly e
mdépendantes .
iii) si 0 < s < t, l'accroissement B, — B, admet une distribution normale N (0,t — s)

i) le processus (By)i>oadmet des trajectoires continue

Remarque 1.2.2 1) le mouvement Brownien est un processus gaussien .La distribution

du vecteur (B, By, ....Bt,), (0,11, 1o, ...t,) s’écrit comme combinaison linéaire du vecteur



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

(Btl, B, — By,,...B;, — Bt,,H) et puisque ces composants sont indépendantes suivant la

loi mormale
=>indépendant et normale.

2) Uespérance est auto-covariance du mouvement Brownien ou

E(B,) =0
E(BB;) = E(B,|B, — By + By|)

= E(B, |B; — Bs|) + E(B%) = s = min(s; 1),

on peut démontrer qu "un processus gaussien X, d’espérance nulle, et de auto -covariance
[.(s;t) = min(s;t) satisfait les conditions i),ii )et iii) de la définition.

3) la fonction d’autocovariance I';(s;t) = min(s;t) est une fonction définie positive on
peut ’écrire :

Fx(S;t)Zmin(S;t)Z/ Lio,s (r) Lo, (r) dr
0

n

n 0
Z a;a; min (t;,t;) = Z az»aj/ Lo, () 1oty (7) dr
0

,j=1 1,j=1

" 2
— / [Z ailp (1) dr] >0
0

=1

le critére de continuité de Kolmogorove il existe un processus Gaussien ,d’espérance 0 et
de covariance I'y(s;t) = min(s;t) avec des trajectoires continues.
Uaccroissement B, — B, admet un distribution normale N'(0,t — s)

=>pour un nombre k :

E ((Bt . BS)%) -

10



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

dans la définition du mouvement Brownien, on suppose que I’espace de probabilité (2, F, P)

est arbitraire(quelconge) I’application

Q — ¢ ([0,00[,R)

wi— B(w)

on munit cet espace par la mesure de probabilité : Pg = P o B~!, mesure de Winer.
¢ ([0, 00[, R) P’espace des fonctions continues de [0, co[ & R muni de tribu borellienne B,,.

'espace (p, B,, Pg) est l'espace de probabilité canonique pour le mouvement Brownien

¥ = 90([0700[’R)'

Dans ’espace canonique, les variables aléatoires sont les applications :

Xi(w) = w(?)

Xy =exp(oBy+ ut),t > 0,0 >0,u € R.

1.3 Variation quadratique

1.3.1 Processus a varation finie
Fonction a varation finie

Définition 1.3.1 Une fonction continue a : R — R telle que a(0) = 0 est a variation

continue si pour tout t >0 :

n—1
F(t) = sup {Z |a(tepr) —alty)|,n eN:0<ty<ty..<t,< t}

k=0

est finie.

11



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Proposition 1.3.1 i) la fonction t — F(t) est croissante et continue : il existe une
mesure |p| finie sur les compacts telle que |u| ([0,t]) = F(¢)
i)s < t; |a(s) —a(t)] < F(t) — F(s)

iii) t — w ett — w sont croissantes et continues. Il existe piy, p— mesures

finies sur les compacts telles que

e ([0,4]) = ZEO((0,4]) = 25 on @ alors |pn] = i+ i

a(t) = p([0,#]) — ([0, 2])
= ([0, t])

ou [ est la mesure signée | = [y — pi_

Proposition 1.3.2 Soit f:R, — R continue, t >0 et 0=t <" < . <t =1¢

Une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0, on a :

/f )da (s /f )dp (s
=nh;noo2f( ') (o (1) = (47))

Preuve. soit f, telle que f,(s) = f <t,(€n)> si t,gn) <s< t,(;l)l, alors la somme s’écrit :
n—1
[ frane =5 (1) (2 (42) - ()

k=0

fn(s) — f(s) pour tout s et f,est bornée par sup |f(s)| donc on obtient le résultat par
0<s<t

convergence dominée. m

Notation 1.3.1 Pour tout f mesurable positive,on note :

[ da)= [ 76l

12



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Proposition 1.3.3 Pour tout f mesurable bornée :

[ r©dats)] < [17 6o

Processus a variation finie
Soit (F); une filtration continue a droite.

Définition 1.3.2 Un processus (X;); est dit progressif si pour tout t > 0, Uapplication :

Qx[0,t] —R

(w;8) — X (W)

est F; @ B ([0,t]) mesurable.

Proposition 1.3.4 Si (X;) est continu & droite ou continu & gauche et adapté, alors il

est progressif.

Proposition 1.3.5 On note
Prog={A € QxR :(la(w,t))i>0 est un processus progressif}

Définition 1.3.3 Un processus a variation finie est un processus adapté et sont toutes les

trajectoires sont & variation finie (continues, partant de 0).

Proposition 1.3.6 Soit A un processus o variation finie et H un processus progressif.Soit

H - A le processus défini par :
t
(H-A) :/ H,dA,
0

bien défini si pour tout t > 0,

t
/ |HsdAs| < o0.
0
Le processus H - A est a variation finie.

13



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Preuve. Chaque trajectoire est a variation finie

-y (1), = [ Ban,
— |(H-A);— (H-A) §/0 |Hg| |dAg]| .

Il reste a vérifier que le processus est adapté.on veut vérifier que si h: Q x [0,¢] — R est

F: @ B ([0,t]) mesurable bornée, alors fg h(w,s)dAs est F; mesurable, si :

h(w,s) = Ll (s) 1p (w) avec [w;v[ C [0,t]etB € F

1p (W) (A(v) = A(w))

alors :
¢
/ h(w,s)dAs =
0

est Fi-mesurable, par le lemme des classes monotones h = 1 est mesurable si I' € F; ®

B (]0,t]) .Puis, on conclue si h est mesurable bornée en I’écrivant comme limite ponctuelle

de fonctions étagées. m

1.3.2 Martingale locale
ﬁ est harmonique, Af =0 .on

Exemple 1.3.1 Brownien B en dimension 3 : f :x —

a envie de dire :

f(By) — f(By) = /o %f (Xs) ds + Martingale

f(B;) = Martingale

c’est faux E[f(By)] 2 0.

|z =3
2t

1 / 1
— ex
]

(2m)?

14



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Notation 1.3.2 Si T est un temps d’arrét, on note X7 le processus t — Xpr.

Définition 1.3.4 Un processus adapté & trajectoires continues (My)i>o tel que My = 0 est
une martingale locale s’il existe une suite croissante des temps d’arréts (T,,) telle que T, 11
presque stirement telle que pour tout n, My, est une martingale uniformément intégrable.
Si My # 0 ont dit que M est une martingale locale si M — My est une martingale locale.

Dans tous les cas, on dit qu’une telle suite de temps d’arréts réduit la martingale locale.
Remarque 1.3.1 On n’a pas forcément M, € L*.

Proposition 1.3.7 a. Une martingale est une martingale locale.

b.On pourrait changer la définition et demander simplement (M T")nmartmgale.

c. Si T temps d’arrét et M martingale locale, alors MT est une martingale locale.

d. 8i S, réduit M et T, est une suite de temps d’arrét telle que T,, / oo presque sirement,
alors T,, N\ Sn réduit M.

e. L’ensemble des martingales locales et un espace vectoriel.

Proposition 1.3.8 1) Une martingale locale positive telle que My € L' est une
sur-martingale.

2) Si (My)>o est une martingale locale telle que |My| < Z pour tout t > 0ou Z € L', alors
M est une martingale uniformément intégrable.

3) Si M est une martingale locale telle que My = 0 alors la suite

Tn =inf {t > 0,|M;| > n} réduit M.

15



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Preuve. 1) On a M; = My + N, ou N est une martingale locale issue de 0, soit (7,) qui

réduit N, on a :

E [Ninr, | Fs] = Ninr,
E [Mt/\Tn |F5] = MS/\Tn

E [My|Fs] < M,

par Fatou(M > 0) en particulier, E[M;] < E[M,] < oco. M, € L' dit que M est une
sur-martingale.

2) On a de méme

E [Nt/\Tn’Fs] = Ns/\Tn'

Par le théoreme de convergence dominée,
E [My|Fs] = M

3)M™ martingale locale bornée donc (vraie) martingale. m

Remarque 1.3.2 Si M est une martingale dans L2,
E[(M; — M,)?] = E[(M; — M,)?] + E[(M, — M,)?] sis <u<t.

Théoréme 1.3.1 Si M est une martingale locale telle que My = 0 & variation finie, alors

M = 0.

Preuve. Soit T;, = inf {t >0, fg |sM| > n}, T, temps d’arrét, N = M7 martingale
locale issue de O :

Tn
N(t)s/ dM,] < n
0

16



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

donc N est une martingale bornée, on a :

-1

3

E[N] =E

(Ntk+1 - Ntk)2]

i

0
1

E [(Ntkﬂ _ Ntk)Q]

bS]
|

il

<K

p—1
Sllip ‘Nthrl - Ntk‘ Z ‘Nthrl o Ntk‘]
k=0

p—1

- t Th

[Ny — Ny, | g/ |st|§/ |dM,| <n
k=0 0 0

BN < 0 |sup| N, = Ny

est sup | Ny, ., — Ny, | est bornée car N est bornée ainsi :
k
E[N?] — 0 p.s

quand le pas de la subdivision tend vers 0, donc E[N?] = 0. N = 0 presque siirement par

continuité. m

1.3.3 Variation quadratique d’une martingale locale

Théoréme 1.3.2 Soit M une martingale locale il existe un unique processus ((M, M),)i>o
croissant partant de 0 tel que M} — (M, M), est une martingale locale, de plus, si 0 =
t(()n) < < t8 =t est une suite de partitions emboitées de [0,t] dont le pas tend vers 0

alors :
k+1

n—1 9
.= i 5 (g, 1)
k=0

en probabilité. Le processus (M, M)est indépendant de la suite de partition il est appelé

variation quadratique de M .

17



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Remarque 1.3.3 1) Si M, = My + N, alors (M, M), = (N, N),

2) Pour le mouvement Brownien B, on a (B, B) =t en effet :

i
L

2 2
(n) (n) P
O(Btsert;"O = (i =a7) o

e
Il

en fait, la convergence a lieu dans L*et

n—1 2 2 n—1 2
(n) (n) _
Var ( (B, = Byp) = (i —1l?) ) =S var (B, - Bg))
k=0 k=0
n—1 5
S - — o
k=0

3)l Lhypothése “emboités”n’est pas nécessaire.

4) La variation quadratique est continue.

Théoréme 1.3.3 Soit M une martingale lolcale avec My =0,
1) 1l y a équivalence entre :

a. M est une martingale bornée dans L*.

b. E[(M,M)_| < 400

Si ces conditions sont satisfaites, alors (M7 — (M, M),),., est une martingale uniformé-

t>0

ment intégrable, en particulier,

E[M) = E[(M,M),]

oo

2) Il y a équivalence entre :
a. M est une martingale telle que pour tout t, M, € L?.
b. E[(M,M),] < +o0.

Dans ce cas, (M} — (M, M),),., est une vraie martingale.

t>0

Remarque 1.3.4 Dans a. ’hypothése “vraie martingale” est nécessaire. Contre-exemple :

Brownien en dim 3.

18



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Preuve. “a = b” Doob (pour les vraies martingales). :

E {Sup \MSP] < AE[M?]

0<s<t

<C < +o0
Soit (T},),, qui réduit M? — (M, M) ,

B [Mur, — (.M}, ] = 0

E[(M, M), | <E lsup Mf] <C < +o00

0<s<t

E[(M,M)_] < C < +c0

par Fatou.
“b = a” Soit T, qui réduit M? — (M, M), , posons S, = T,, ANinf{t > 0,|M,| > n}, M*"

est une martingale bornée.

E[M,g]=E[MM),,s] <E{(MM)_]<+oc.

tASh

Par Fatou,

E [Mﬂ =L [<M= M>1;AS,,} (Mt/\Sn)n

est une martingale bornée dans L? donc uniformément bornée et converge presque stire-

ment dans L.

E [Mt/\Sn|fs] = Jw’s/\Sn

E [M,|F,) = M,

19



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

donc M est une martingale, il reste & voir que M? — (M, M) est une martingale uniforme-
ment bornée,

E [M? — (M, M)] <supM?+ (M, M)_

s>0
supM? est intégrable par Doob, ainsi M? — (M, M) est une martingale uniformément
s>0

bornée.

2) 11 suffit d’appliquer le résultat 1) & (Mg, )i>0 pour to fixé. m

Corollaire 1.3.1 Si M est une martingale locale qui part de 0 telle que (M, M) = 0,
alors M = 0.

Preuve. On a M? vraie martingale : F [M?] = E[MZ] =0. =
Définition 1.3.5 Soient M, N deux martingales locales, on appelle covariation de M et
N le processus

(M, N) :%((M+N,M+N>—(M,M)—(N,N)).

Proposition 1.3.9 1) (M, N) est l'unique processus & variation finie tel que
MN — (M, N) tel que MN — (M, N) est une martingale locale.
2) L’application M, N — (M, N) est bilinéaire.

3) 8 0= t(()n) < .. <t =t est une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0, alors :

3

-1 9

2
(M, N, = Tim S (M = Mo ) (N = Ny )
n—oo k+1 k k+1 k

k=0

4) SiT est un temps d’arrét, on a :

(MT NT), = (MT,N), = (M. N)

tAT

5) Si M, Nsont des martingales bornées dans L?, alors MN — (M, N) est une martingale

uniformément intégrable.
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

De plus,(M,N), — (M, N)_ intégrable et tel que :

ps

E[MeNoo] = E[(M, N)] = E [MoNo]

Corollaire 1.3.2 Si B et B’ sont deux Browniens indépendants, alors :

(B,B") = 0.
Preuve. Soit Z = \% (B + B') c’est un mouvement Brownien ;
1 / !
(Z2,2),=t= §<B+B,B+B>

donc (B,B'), =0. =
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Chapitre 2

Intégrale stochastique

2.1 Intégrale stochastique d’it6 Brownienne

2.1.1 Intégrale Brownienne des processus en escalier progrissi-

vement mesurable

Définition 2.1.1 On définit l’espace vectoriel des processus en escalier progrissivement
mesurable et de carré intégrable Esc (T x Q; F, — Prog) ou seulement Esc (Prog) comme

étant 'espace des processus ¢ = ¢ (s,w) de la forme :

b(t:5) = 3 0 (@) L) (5) (2.1)
k=0

avec 0 = to(....... (t, €T ety € L* (]:tf) pour tout k =0, ....... n—1.

Définition 2.1.2 Pour tout processus ¢ € Esc (T x Q; Fy — Prog, dtdP) dont l’expression
est donnée par [2.1 On définit lintegrale stochastique Brownienne de ¢ comme etant la

variable aléatoire,
n—1
voes ([ odB) @ =3 0 (0) (B ltne) - Bl
T k=0
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Et plus généralement comme étant le processus stochastique défini par : ¥Vt € T, Vw € )

k—1
<meb(/@wymzz@ww—&»mma—m>
T =
= Z¢g (Btj+1At - Btj) 1tj§t
=0

n—1
= Z¢g (Bt]-_H/\t - Btj/\t)
j=0

avec k choist la premier identité de sorte que tp <t < txy1 ou k = n, et avec la notion

a A b=min(a;b) pour deuz réels a,b € R.

L’éqgalité entre la deuxiéme définition résulte de ce que (Btj AT Bt].) <t = (Btj ant — By, At)
pour tout t et tout j.1l est alors clair que ['intégrale stochastique est un processus adapté

a la filtration Fiet a trajectoire continue p.s.

Remarquons que la définition de lintégrale stochastique comme variable aléatoire en pre-

nant T' = [0,t] on en posant :

(/ot ¢dB) W)= /T [#(5:0) Lo (5)] dBs ()

Et en remarquant que :
n—1 k—1
() Lo (8) = D051y, o] = D Ol T Gulltnt]  sity <t <t
j=0 j=0

on conservera donc la notion a la place de [0,t].

Lemme 2.1.1 Pour tout processus l’integrale stochastique Brownienne associée satisfait :

/T ¢dB

2
5 ZE(AW@MWﬁ):Wﬁwmy
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Preuve. On calcule :

E(/T¢dB)2:E

n—1
Z¢k (Btk+1 - Btk) ¢k (Btj+1 - Bt]’)

k;i=0
n—1
- ZZE [<Btk+l o Btk) Pr; (Btj+1 - Btj)] + ZE [qbi (Btk-H - Btk)2:|
j=<k k=0

=23 E[By., — By E [¢x; (B, — By,)] + Y _E (By,, — By,) B¢}

j«k k=0

_ n—1
Z thp1 — tr) B¢y = Z (b1 —te) o4 | = E ( 6 (t,)” dt)
k=0 k=0 T

ou on utilisé le fait que By, — By, est indépandant des autres va qui appartiennent a

k

Fip- m

Lemme 2.1.2 Pour tout processus ¢ € Esc (T x Q; F; — Prog, dtdP) lintégrale stochas-

tique Brownienne associée est une martingale, en particulier E (¢ - B;) =0 Vt > 0.

Preuve. Soit s,t € T, s < t on suppose qu'il exsiste k € {0,......,n — 1} tel que

tr <t <tgyq on calcule :

</ ¢dB|~7:) ZE ®; Btj+1/\t Bt)|~7:)1t <t

= ZE (¢J (Btj+1 - Btj) |f5) + L (¢k (Btk+1/\t - Btk) |f5)

n—1

T ZE (‘bj (BthAt B Btj) |‘7:S) 1tj§t
j=k+1
— Btj)} C Fi, C F, pour tout j < k — 1, le premier terme donne

comme o [0; (B, nt

k-1 k-1
E (¢J (Btj+1 - Bt]-) |fs) = Z% (Btj_,.l/\t - Btj)
Jj=0 j=0
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

comme B Ay — By, est indépendant de F;, O F, pour tout j > k + 1 avec ,le dernier

terme donne;

> E (0, (Biyine — By) 1F) 1< = ZE (65 (Bijyune — By,) | 7o) 1Fe) 1o,

j=k+1 j=k+1

n—1
= ZE (quE (Bt]-+1/\t - Btj) |‘7:S) Li<t

j=k+1

=0
Enfin , la deuxiéme terme s’écrit,

E (¢J (Bt,cﬂ/\t - Btj) |-7:s) =E (¢g (BtkHAt - Bs) ‘«7'—5) + E (¢r (Bs — By,) | Fs)

=¢p B (Btkﬂ/\t - Bs) + ¢ (Bs — By,)

= ¢k (BS - Btk>
on obtient donc :
t k—1
b (/ ¢dB‘]:S) = Z¢J (Btj+1 - Btj) + ¢, (Bs — By,)
0 o

en recollant les morceaux, ce qui est les resultat annoncé. m

2.2 Intégrale brownien des processus progressivement
mesurables de carré sommable

I'idée maintenant est de définir I'intégrale stochastique pour un intégrale général ¢ € L2

(T; Prog) par :

/ ¢dB = lim / ¢ndB
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Avec (¢,) une suite de fonctions en escalier convergent vers ¢, comme cela se fait trés
souvent en analyse, on montre que la suit de droit est une suit de Cauchy ,et l'intégrale
stochastique est alors, par définition,le processus limite obtenu. Afin que cette intégrale
soit & la fois un processus adapté a la filtration F5 et un processus continu nous somme
amés a "gonfler" un peu cella -ci afin qu’elle contienne tous les ensembles négligeables.on

définit dorénavant

Fi=0(Bs,0<s<t)VN

ou NN désigne la collectin des ensembles négligeables.

Définition 2.2.1 Un processus ¢ sur T x Q a valeurs dans Réest dit progressivement
mesurable si pour toutt € T la v a (s,w) — ¢ (s,w) de [0,1] x Q@ — Rest 5(0,t) ®
F;—mesurable on note L¥ (T x Q; F; — Prog, dtdP) ,ou seulement L¥ (T x Q; F, — Prog),

I’éspace des processus ¢ progressivement mesurables sur T xS bornés dans L¥ (T x Q; 3(T) @ A, P).
Lemme 2.2.1 On a Esc (T x Q; Prog, dtdP) C LY (T x §; Prog, dtdP) .

Preuve. D’une part, en définissant k par ¢ <t <y, ,on a:
k—1
Ppoxa (5, w) = Z¢jl]tj7tj+wt] (s) est Fi-mesurable

j=0

puisque alors o (¢;) C F, C Fy, pour tout j < k,déautre part ,on a :

n—1
/ o2 dsdP = S B [16,7] (i — 1)
TxQ =0

qui est fini. m

Lemme 2.2.2 Les espaces LP(T, F, — Prog)sont des espaces de Banach, l’espace

L3(T,F, — Prog)est un espace de Hilbert.
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Lemme 2.2.3 Pour tout processus ¢ € L*(T,F; — Prog) il existe une suite (¢,)de pro-
cessus de Esc(T x Q; F, — Prog, dtdP)telle que :

B ([l -t oRar) — o

Pour tout processus continu (ou cad) et progressivement mesurable , on peut d “efinir (¢,,)en

posant

On (1) = dn (1) VE € AF = JIF, 11
avec ("™ )o<k<n—1 suite de T telle que tf§ =0 et Vk t},, —t} =n — 0, lorsque n — oco.

Preuve. Dans le cas général, on définit

S ([ sewn) 1m0 s -Jn)

k=1

On voit que ¢,, est progressivement mesurable et dans L? car l'est. m

Preuve. Pour ¢ € L*(T), on définit

Alors, d’'une part par Cauchy-Schwarz

fora= 55 (/ vee ) 30 (/;ZW@“) Doz,

n
k-1

¥ (/ vis )[T]t;@m“)dt
<Z/ |ds_/|¢ (s)|? ds
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

ce qui implique que

cdw§4Aﬁu$Fw (2.2)

2

D’autre part, si 1) € C.(T) et si v désigne le module de continuité uniforme de 1 , on a
@) —yp) 1ag ()] dt

AR

=[S -l 1

n|2
= Z/n |¢ (t) - wk| dt S Z1{suppd)ﬂAZ;ﬁ@}U(&n)QSCwU((sn)Q_>0
k k k

lorsque n — oo, donc par densité C.(T) C L*(T), on a également pour tout ¢ € L*(T)
G [0] — 0 lorsque n — oo (2.3)
En combinant , avec 1) = (.,w) et le thoéréme de convergence dominée on obtient

é@Wwwmm—eo

Proposition 2.2.1 (i) Soit X une va et B une sous-tribu de A, on a l'inégalité de Jensen
|EBX| < EF|X|
(i1) Soit M une F— Martingale, alors |M| est une F-sousmartingale.

(i11) Soit M une martingale de carré intégrable et cad, alors on a l'inégalité Mazximale de

Doob

0<s<t

Vti>0 FE [maw|M(s)|Q] <A4FK [M(t)2]

2

en particulier, la variable aléatoire mazo<s<i|M(s)|* est intégrable.

Preuve. (i) Par définition on a F(E?XZ) = E(XZ) pour tout 0 < Z € L'(B).
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

On a donc pour tout 0 < Z € LY(B), et en notant 2’ = ZsignEFX € LY(B),
E(EPX|Z) = E(EPXZ)

(i) Par (i) on a E(|M||F) > |E(M,|F)| = M..

(iii) On introduit une suite (t?) de temps définie par ¢7 = ji,/n, la sous-martingale
S(t) = |M(t)| et le processus croissant X; = supo<x<;S(tx) et X_1 = 0.

La difference X7, — X7 = (X311 — X;)(Xj11 + X;) est majorée par 25, ,(X;11 — X))

(faire une disjonction des cas X;1; = X, et X;;; > X;) de sorte que par définition d'une

sous-martingale E(S;,,,|[FM

) < E(St|.7:tjj‘,/[+1) et donc
Vi<n—1 E[X,—X] <E[25,,, (X1 —X;)] <2E[S (Xj41 — X))]
en sommant cette inégalité entre j = 0 et j = n — 1 et en utilisant Cauchy-Schwarz on a :
1 1
E[X}] <2E(S.X,] < 2E [S7]* E [X7]*

ce qui prouve

E { sup Mfk] <A4E [M]]

0<k<n

On conclut en passant a la limite n — oo et en utilisant le fait que M est cad. m

Théoréme 2.2.1 ] existe une application linéaire continue I de L*(T, Prog)dans M2 (T)
l’espace des martingales réelles, continues, de carré intégrable, ayant les propriétés sui-
vantes :

(a) Si ¢ € Esc(T, Prog)on a I(¢)(t) = fg ¢5dBs.

(b) Pour tout ¢ € L*(T, Prog)et tout t € T

B0 - £( [ 16.Pa)
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

E (f’&fﬁj(@ (t)2> <4E (/OT |¢s!2d8>

On note encore 1(p)(t) = (¢ ® B); = fot ¢sdBgl'intégrale Brownienne de ¢.

Remarque 2.2.1 Prenons maintenant ¢ = Blj 7 que ['on peut approcher par :

n—1 n-l
U = ZBtkﬂl]tk»tkH] ou Pn = ZBtk Ve tiga]
k=0 k=0

on a alors
n—1
/¢ndB N /¢ndB = Z (Btk'+1 - Btk)Q — T
k=0

Lorsque k — 00, cet exemple montre qu’il est important de choisir quelle approximation
on fait lorsque l’on construit l'intégrale stochastique.

Comme Itd, nous faisons le choix de l’approximation non anticipante ¢,.Le choix de [’ap-
prozimation anticipante 1, conduit o l'intégrale de Stratonovitch qui est légérement diffé-

rente de celle d’Ité.

Preuve. On considére (¢,) une suite de Esc(Prog) telle que ¢, — ¢ dans L*(Prog).
Comme l'intégrale stochastique M, = ¢, B est une Martingale, il en est de méme du

processus M,, — M,,, de sorte que 'inégalité de Doob et I'isométrie dans L? donnent

E ( sup | M, (t) — M, (t)|2> <A4E (|M,,, (T) — M, (T)?)

te[0,7)
T
= 4F </ |¢m—¢n|2dt> — 0
0

lorsque m,n — oo. Cela montre que M,|prest une suite de Cauchy dans ’espace de
Hilbert L*(Q, Fr, P;C([0,T])) de sorte que (M,,) admet une limite M, notée par la suite
M = ¢ e B. Par construction on a donc :

(i)t — My(w) est continue p.s.
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

(ii) M satisfait évidemment la second borne de (b) ainsi que la relation d’isométrie puis-

qu’en particulier pour tout t € [0,7] on a :

t t
EM? = lim EM? = lim F / ¢2ds = E / ¢*ds
0 0

n—>:ao n—aoo

(iii) De M, (t) € F; pour tout n > 1 on tire qu’a la limite M(t) € F.
(iv) Enfin M, (t) — M(t) dans L? implique E(M,(t)|F,) — E(M(t)|F,) dans L?, et en
revenant a la définition de I’espérance conditionnelle et d’une martingale on a pour tout

Z € L*(Fy)

E(M(s)Z) = lim E(M,(s)Z) = lim E(E (M,(t)|F,) Z) = E(E (M(t)|F,) Z)

n—>:ao n—-aoo

ce qui est exactement dire que M; est une F-martingale.On a ainsi, entre autre, démontré

le résultat suivant. =

2.3 Processus d’Ito6 et formule d’Ito6

2.3.1 Formule d’Ito dans le cas Brownien

Théoréme 2.3.1 Soit B un mouvement Brownien réel et soit f une fonction de classe
C%(R), ce qui signifieque f est de classe C? et que f, f'et f"sont des fonctions bornées,

alors :

pB= 180+ [ FBgan+g [ 5w (2.4)

Remarque 2.3.1 En prenant B un mouvement Brownien standard et f(x) = x*, on
retrouve

t
Bf —t= 2/ B.dB; est une martingale.et donc E [BE] =t
0

Puisque l'intégrale Brownienne est une martingale donc d’éspérance nulle, bien sur, ap-

pliquer la formule d’It6 a la fonction f(x) = x* n'est pour linstant pas licite, mais on
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

montrera que la formule est valable dés que f € C*(R) avec fI(Bs) € L? et f'(Bs) € L.

Preuve. On introduit une suite de temps 0 =ty < t; < ... <t, =t avec t,, = k;/n de

sorte que

n

f(Bt) - f(BO) + Z [f(Btz) - f(Bti—l)}

= f(BO) + Z f/<Bt¢—1> (Btz - Bti—l) + %Z.}W (81) (Bt2 - Bti_l)Q

i=1 =1

avec 0; dans l'intervalle (B, ,, By,). Le second terme s’écrit

;meﬂm—&nzé@@m&

avec
n

an (S) = Z f,(Bti—l)]‘ti—l<5§ti T:o f/(BS) dans L2<[07t] X Q; PTOg) (25)

i=1

en effet, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

zﬂ[w@—ﬂ@ﬂﬂngUZw@J—ﬂ&Nﬂ

n t;
<IRS| B[ B ds
i=1 Yti-1
2 [ 2 2 =1 ()’
< | / s—ti_1) ds=|f" —(—) — 0.
SIS | G- ttds=Ik s

1=

Par construction de l'intégrale stochastique Brownienne, on a donc :

" t
Z f/(Bti_1> (Btl - Bti_l) TL:)OO / f/(BS)dBS
=1 0
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Pour le troisiéme terme, on écrit,

30" 0) (Bu=B) = 3D (17 0) = 1'B) (B = B) (=T

+%Zf”(Btil) (Bii = Btifl)Q — (ti —ti-1) (=1T5)

ENACMICETR (=T5)

et on traite chaque terme séparemment. Pour le premier terme, on a par Cauchy-Schwarz

}

qui tend vers 0 puisque la premiére espérance tend vers 0 grace au théoréme de convergence

N|=

n

Z (Btz‘ o Bti71>2

i=1

BT < {Esgp (76 — £(Bu) !2}2 {E

dominée (on utilise que f” est bornée et que les trajectoires sont continues) et le second
terme tend vers t (c’est précisément la définition de la variation quadratique du mouvement

Brownien).Pour le second terme, on écrit,

1 n
Ty = 52%‘—1 (Af -
i=1

avec p;_1 = f"(By,_,), A; = By, — By, _, et 6; = t; — t;_1. On calcule alors en utilisant que

Aj]_[f&;l et K [A? — 5]j| = 0.

ZE pie1 (A7 = 0:) pia] B[A] = 6] + 411 > [t (af o]
||f"||oo LI ENER

Qui tend vers 0, comme cela a été démontré dans la preuve de la variation totale du

mouvement Brownien.Enfin, le dernier terme tend vers I'intégrale annoncée. m

Théoréme 2.3.2 (Extension 1 : cas non bornée). Soit B un mouvement Brownien réel
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et soit f une fonction de classe C? telle que pour tout x € Ron a :
[f(@)] + |f (@)] + | ()] < A" A > 1,0 < 2,

alors la formule est encore valable.
Preuve. On introduit une fonction impaire 7' € C?*(R) telle que 0 < 7" < 1,T(x) = x
pour|z| < 1, T"(x) = 0 pour |z| > 2, et on définit f,(z) = f(nT(%)). On a f, € CZ(R) de
sorte que

(B0 = (B + [ fgan+ g [ 5o (2.6
et

fole) = FOTCNTE), fata) = PErENTEY + - por ()

n

On passe alors terme a terme a la limite n — oo, traitons par exemple le deuxiéme terme,

grace a la relation d’isométrie et pour n assez grand (on choisit n tel que 2n®* < % ) on a

t

E ( / (7B~ F(BY) st)Q - / E((f,(B,) - f/(B.)) ds

/ / ) g
xTras
\V21s
o2/ (25)
< 4/ / 2al” 1‘x|>n dmds
1 / / ¢’ /4d ds — 0
< n ypds —
. [Vsulzn" forx

puisque le terme entre {...} est plus petit que V2 et tend vers 0 pour tout s > 0, et il

suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée. m

Théoréme 2.3.3 (Extension 2 : cas dépendant du temps), soit B un mouvement Brow-

nien réel et soit f € CE(R?), alors :

FB) = F0.B0) + [ @) (5. BB+ [ @) (5B 15 [ (021 s, B
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Preuve. On écrit

f(tv Bt) = f(O, BO) + Z [f(tiv Btz) - f(ti7 Bti—l)] + Z [f(tiv Bti—l) - f(ti—b Bti—l)]

Et le dernier terme (qui est le terme nouveau) donne une contribution

Z/O (05 f) (mis Biiy) (i — tia) —>/0 (0sf) (s, Bs)ds

lorsque n — co. =

Théoréme 2.3.4 (Extension 3 : cas vectoriel). Soit B = (B, ..., BY) un mouvement

Brownien a valeurs R? et soit f € CZ(R?) alors :

(B = () +Z [ e maant e [ an s

Preuve. Pour simplifier les notations traitons le cas d = 2, on écrit,

J(B.) = f(By) +Z[f Bl B}) - f(B} B }+Z[f LB - B, B
=f(30)+2{(31f) Bl BBl = BL) + (2f) (B )(B. B |
s Z{aflf ) (61, B2 (Bl = BL ) + (35f) (BL,.61)(B} - B.,)*}
= [(Ba) + Z {0) (B (B, = B2+ (0of) (B )(BE. B }
+3 Z{aflf (601, B )(B, = B}, + (35f) (B,_,.62)(B, - B’}
+Z[a%2f ) (BL_,.09) = (9af) (Bi,)| (BL— BL_)(B2. B2.,)

+ Z (0%f) (Bi_)(BY, - BL_)(B}, B2_)) (= T)

et la seule difficulté nouvelle est de passer & la limite dans le dernier terme (et de voir
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pourquoi la limite est nulle), noter que avant dernier terme se raméne a un terme du type

T dans la preuve du théoréme en utilisant I'inégalté de Young :

1 1
(BtlL - Blélifl)(BtQZ'? Bifl) S §(Bt1L - Btli,]_>2 + §(B152L7 B3i71)2

pour estimer le terme 7}, on note
Yi-1 = (af?f) (Btifl)’ Al:i = Biz - Bii&’ A1+2:i = (Btlz - Bth) /\/_ - (Btliﬂ - Bi‘fl> /\/§
et 0; =t; — t;_1, de sorte que l'on a :

Ty = Z Pi-1A1,;80,; = Z Pi-1 (28142, — A1 — Agy)

=1 =1

=2 Z Pi-1 (A%+2,i - 5i> - Z Pi-1 (A%z - 5i) - Z Vi1 (Agz - 5i)
i—1 i—1 i—1

En remarquant que le t — (B} — B?) processus est un mouvement Brownien (il suffit de
constater qu’il vérifie la caractérisation gaussienne d’'un mouvement Brownien) adapté a

la filtration F2, on voit que les trois termes tendent vers 0 dans L?. m

Remarque 2.3.2 Pour des processus X,Y,Z on définit la variation quadratique (X);

par
n

<X>T = (X) = lim Z(th - th—1>27

n—-auoQo

k=1
st cette limite existe pour toute suite de partitions 0 =ty < ... < t, =T, et la covariation

Y, Z)7

n

(Y. Z)p = (Y +2) = {Y) = (Z)) = lim Y (Vi =Y )(Zy — Zuy )

n——ao0

k=1

St dans la premiére définition les quantités sont toutes bien définies, ou de maniére équi-

valente, si dans la deuziéme définition cette limite existe pour toute suite de partitions
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0=ty <..<t,=T, ce que l’on vient de démontrer dans le théoréme c’est que pour deux

mouvements brownien B et B? indépendants on a :
(B',B*) =0

2.3.2 Processus d’Ito

Définition 2.3.1 Soit B un mouwvement Brownien & valeurs dans R™.On appelle proces-

sus d’It6, un processus (X;); € T* & valeurs dans R% qui s’écrit sous la forme

t t
X, = X, +/ ¢5dB, +/ byds
0 0

(2.7)

avec Xo € R2un va Fo-mesurable, ¢ € L*(T; FP — Prog)‘a valeurs dans lespace des

matrices dy x dy et 1 € LY(T; FB — Prog) ‘a valeurs dans R pour etre plus explicite, on

écrit :
X, ( )+ Z / ¢y (5) dB; ( / bi (s

On introduit la notation "infinitésimale” dX du processus d’Ito X par :
Xs = ¢sst + wsds
et le crochet (X)) du processus d’Ito X par :

t
= / Pds ou dX; = ¢2dt si X est réel
0

t d1

(X, (1) = (X0, X)), /OZ% $) b1 (s) ds oud (X, X), Zqzl o (t

=1
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Preuve. Etape 1.En prenant ¢ = 0 on aXy = X|| p.s, on définit :

zi= [(o-am= [ w-wpas

puisque Z est une martingale (c’est une intégrale stochastique), on a

E(Z)=E|Y (Z - Z )
k=1
-N'El[2, -2, ]
k=1

En prenant maintenant la premiére expression de Z, on en déduit grace a I'inégalité de

Cauchy-Schwarz

2 n

<E),

k=1

E(Z7)

(tp — trp_1) /ttk 2 (s) ds]

k

E " y(s)d

= s (=t B[ [ 0 (95| —0

1<k<n

ce qui démontre Z = 0.
Etape 2.0n a alors d’une part pour toute fonction xy € C*([0,T]) telle que x(T') = 0 par

intégration par parties :

[ xw-was=— [ o ([ @-va)a

Et en choisissant x,, — sign (¢» — 1) on obtient

T
/O [ — ) ds = 0

Et donc ¢ = ¢’ . Enfin, grace a la relation d’isométrie on a :
2

E/Otws—as;)?ds:E(/OT<¢S—¢;>dBS) 0
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ce qui implique également ¢; = ¢, p.s. ®

Définition 2.3.2 Soit X un processus d’Ito de la formd2.7% Pour toute fonction F5-

progressivement mesurable on définit l'intégrale stochastique par rapport au processus X

t t t
/ 0,dX, = / 0,¢.dB; + / ROE
0 0 0

dés que 0,0, € L? et 059, € L.

par

Théoréme 2.3.5 (Extension 5 : processus d’Ito réel). Soit X un processus d’Ito réel de

la forme[2.7 Pour toute fonction f € CZ(R)on a :

f(Xy) = f(Xo) /f 5)dXs + = /f”

F(Xo) + / F(X.)éudB, + / [f( Dot (X682 ds

Preuve. Etapel : On commence par considérer le cas (indépendant du temps)
dX; = ¢ (W) dB, + ¥ (W) dt

avec ¢, € L®(Fy), on procéde comme dans les extensions précédantes, en écrivant

F(X,) = f(Xo) +Z Xi )]

1 / 2
= f(Xo) + Z (X)) (X, — X)) + 5 Z 0 (Xe, — Xi, )
i=1 ‘
avec i dans Uintervalle (X, |, X;,), or, par définition,

L t
X, - X, = / 6ud B, + / duds = & (By, — By,) + 1 (ts — ti_1)
ti—1 ti—1
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ce qui implique d’une part que
n t t t
S r ) (- X)) — [ FOedB+ [ s = [ pax,
i=1 0 0 0
cela implique d’autre part que
(th', - Xti—1)2 - ¢2 (Btz - Bti—1)2 + 2¢ (Btz - Bti—l) 1/} (tl - ti—1> + ¢2 (tl - ti—l)
et on estime le deuxiéme terme par

E ’¢ (Bt7 - Bti_1) ¢ (tz - ti—l)‘ = |t2 - ti—1| E |¢77Z)| E |Bt1 - Bti—l}

< |t _ti—1|%E‘¢2‘%E|¢2|%'

On voit donc en sommant et en passant a la limite n — oo que le deuxiéme terme et le
troisiéme terme donnent une contribution nulle, alors que le premier terme converge vers
le terme habituel (multiplié¢ par ¢*).On a donc ainsi démontré la formule d’Itd dans ce cas.
Etape 2.0n traite le cas d’une fonction en escalier en itérant la premiére étape, enfin
dans le cas général ¢ € L?(Prog), v € L'(Prog), il existe des suites (¢,) et (i) de

Esc(Prog) () Le telles que ¢, — ¢ dans L? et 1), — 1) dans L! et telles que

PO = F060) + [ O @D () B+ [ £ )+ 500 () 0] s

ou on a défini le processus d’Ito X " par :

Xt”:Xo—i—/ ¢n(s)st+/ws(s)ds
0 0

on conclut en passant a la limite n — oc. =

Remarque 2.3.3 On wvient d’établir une deuxiéme régle de calcul concernant le crochet,
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a Savoir que :

(B,t) =0

Théoréme 2.3.6 (Extension 6 : processus d’Ité vectoriel).Soient X un processus d’Ito

défini par et f € C*(R%*1) alors on a;

X0 = 10,50+ [ Tr6X0aX+ [ @) (5. x0ds+ 3 [ D276, X0a (%),

lorsque
i) 6 = (6;) € L*(Prog), v = (1) € L}(Prog) et f € C3.

i) 6 = (65) .0 = () € Es¢([0,T]; Prog) () Leo ([0,T] x Q) et f satisfait pour tout :
z € R ona

[f(@)| + [Df(x)| + [D*f(z)] < Ae", A > 1,a < 2,
(iii) "moralement” dés que Df(X)¢p € L? et Df(X)y, D*f(X)p®? € L.

Preuve. On procéde en plusieurs étapes.
Etape 1.Pour tout , ¢,1 € Esc([0,T]; Prog) () Le([0,T] x Q) il existe k& > 0 tel que le

processus d’Itd6 X associé satisfait
vt € [0,T] E (exp (kX})) < C <

Pour simplifier on ne traite que le cas de la dimension d; = 1 et que le terme (plus délicat)

(¢ @ B);.En effet, on a :

n

n 2
(¢e B)? = (Z Gr—1 (Btk- - Btkl)) <Ch ”¢H<2>o Z (Btk - Btk71)2
k=1

k—1

41



Chapitre 2. Intégrale stochastique

de sorte qu'avec 0, = t, — tp_1 < T et k > 0 assez petit tel que A < ﬁ

Elexp (s(¢peB)})| < E

exp (Ai (B, — Btk_1)2>] < ﬁE lexp (A (B, - Btk_1)2>}

k-1

\
E?
w\
S
w
3
§"
::1 s
\
»‘H
1\3
ol

< H E [exp (AB(S
k-1

cette (trés mauvaise) borne permet de justifier tous les calculs a venir.

Etape 2. On commence par considérer le cas indépedant du temps
dX; = ¢ (W) dBi + ¢ (w <Z¢ud3ﬁ+wz<> )
1<i<ds

avec ¢;;, 1; € Loo(Fo) Pour la suite de temps ¢, = %%, on écrit

f( XO + Z th th—l)]

2

= f(Xo) +/0 V(X ) (X — Xp ) + Z/O (1—s) D*f(0) (Xiy — XtIH)@ ds

avec 05 = s Xy, + (1 — s)X;,_,.Or, par définition,
dy

Xy —Xy =0 (Btk - Btk,1>+w (ti —tio1) = <Z Oij (Btk — Btk,l) + i (t, — tkl))

J=1 1<i<ds

ce qui implique d’une part que (en somment l'indice 7 de 1 & dy et l'indice j de 1 & d;)

Z Vf(th—l) (th - th—1) = Z Z (alf) (th—1)¢ij (Btk - Btk—l) + ¢Z (tk - tk—l)

k=1 157 k=1

- Z Oif (Xs) (¢ijdBjs + ids) = /0 Vf(Xs)dX
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Cela implique d’autre part que (avec convention de sommation des indices répétés)

(th - thfl);gf = ¢ip¢jq (Bptk - Bptkfl) (Bqtk - Bqtk—l) + ¢ip (Bptk - Bptkfl) wj (tk - tk—l)

+ Gjq (Bqtk - Bqtkfl) + i (t, — th1) + Vit (g, — tk—1)2

ou tous les termes, sauf éventuellement le premier, sont en O(|t; — tx_1|**) Pour le premier

terme, on a

n

¢ip¢jq Z (Bptk - Bptzﬁl) (Bqtk - Bqtk%) - ¢ip¢jq <Bpa Bq> = ¢ip¢jq5pqt

k=1

En conclusion, on a démontré que la limite ci-dessous existe et sa valeur est
®2 =
®2 .
(X)i (1) = ,}1_{20 (Xo, — thfl)ij = Z/o DipPjqds
p=1

Etape 3. Pour établir (i), on procéde comme dans la deuxiéme étape du théoréme.

Etape 4. Pour établir (ii), on reprend la preuve du théorémd2.6|. Avec les notations intro-
duites dans cette preuve, le point clef est d’estimer le terme suivant (ot pour simplifier on
ne considére que le cas ¢ = 0, on utilise la borne de I’étape 1 et on choisit n assez grand

de sorte que 2n® < %),

E ( /0 t (fn (Xo) = f1(X,)) dXs>2 = E ( /0 t (fn (X) = f1(X,)° ¢g> ds
< H¢||io/0 E [A2€2'X‘alwx|zn} ds
< A?||I2, /tE [(es'XWl\mn) (es'X‘2/2€*5"2/21|X|2n>} ds
0

t
< A ||¢||§O/ E | (¢ x50 )| dsem*/2 — 0
0

lorsque n — oco. m
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Remarque 2.3.4 Ce que l'on a démontré est que l'on a la régle de calcul
(X,Y) = (X) +2(X,Y) + (V)

pour les processus d’Ité X et'Y .

2.4 Martingales remarquables

2.4.1 Représentation d’une martingale Brownienne

Nous avons vu qu’une intégrale stochastique browienne était une martingale, nous allons

maintenant montrer la réciproque.

Théoréme 2.4.1 Soit B un mouvement Brownien et M une FB-martingale bornée dans

L2 Alors il existe un (unique) processus ¢ € L*(B) tel que :
t
M, = E (M) +/ 5dB, (2.10)
0

On a va commencer par démontrer deux résultats intermédiaires.

Lemme 2.4.1 Soit B un mouvement Brownien, et soit'T' € T fizé. L’espace V engendré

par les vartables aléatoires

exp(i Z Ak (th,C - Btk_1))

k=1

pour 0 =ty < ... <t, =T et1,..n € Rest dense dans L%(Q, FE)

Preuve. L’espace V est égal a I'espace vectoriel engendré par les fonctions de la forme
exp(i Y, i By,) qui est dense dans l'espace vectoriel engendré par les fonctions de la
forme (By,, ..., By,) (c’est un théoréme de densité dans Cy(R™)), qui est lui-meme dense
dans l'espace LZ(9, FE) (c’est une propriété de classe monotone liée a la définition de

FE). =
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Lemme 2.4.2 Soient B un mouvement Brownien, T € T fizé et X une va FE—mesurable

et bornée dans L?.Alors il existe un (unique) processus ¢ € L*(B)tel que :
t
X = E(X) +/ . B,
0

Preuve. Notons H le sous-espace véctoriel des va My € L*(Q; Fr) vérifiant pour t = T.
Nous allons montrer que H est fermé, H contient un sev dense dans L*(; Fr), donc

H = L*(Q); Fr).Puis nous obtiendrons en prenant ’espérance conditionnelle par rap-
port a Fp.

Premiére étape :unicité remarquons que si ¢ et 1) sont deux processus progressifs vérifiant

E Uotws—qbsfds} - E UOT(qbs—qbs)des] =0

d’ou I'unicit de la représentation .

alors :

Deuxiéme étape : H est fermé. De la meme maniére, si (Z™) est une suite de H convergente
dans Ly(2; Fr) vers une limite Z et si (¢") est la suite de processus de L*(B) associés,
alors
t ) T 2
B[ -atas] | [ - o)
0 0
=E|(Z" - E(Z™) — (2" - E(Z"))

<2(|2" = 2" — 0

et donc (¢™) est une suite de Cauchy, on en déduit que (¢™) converge vers une limite qui
est un processus de L?(B), et que ¢ et My = Z satisfont, donc H est fermé.

Troisiéme étape : H est dense dans Lo(€2; Fr). Soient 0 =ty < ... <t, =T, A\1,.., \, €R
et

M,; = exp [Z <¢ o B)t] NRORES Z Akl]tk—lytk]'
k=1
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En posant f(t, X) = exp(iX + % fot $2ds) la formule d’Tt6 implique

My exp <§ /O ' ¢§ds> — [(T,(6 0 B)y)

= £(0,0) + /OT (0xf) (5, Xs)pod By + /UT (0sf) (s, X)ds
i / L) (5, X (X,
=i [ s xgsan, s [ so.x (St 2ax),)

T
=1+ Z/ f(sts)¢sst
0

ce qui montre que I'espace vectoriel Hy engendré par les variables aléatoires

exp(i Y A\ (By, — By,_,)) = My

k=1

est inclus dans ‘H

D’aprs le appliqué a Z = My, il existe un unique ¢ € L*(B) tel que :
T
My = E (Mr) + / ¢sdB;
0
On en déduit immédiatement
T
My = E (Mr|F,) = E (M) + / ¢sd B,
0

pour tout ¢t € [0,7]. m

2.4.2 Martingale quadratique

Théoréme 2.4.2 Pour tout , ¢, € L*(T, Prog), le processus M;défini par

t t t
M, = XY, - / Spds, X, = / budB,, Vi = / ds
0 0 0
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est une martingale continue centrée, en particulier

t 2 t
< / gbsst) — / $*dB, est une martingale continue centrée
0 0

Preuve. Soit ¢ € L*(Prog) et ¢™ une suite de processus élémentaires de £sc(Prog) () L™

telle que ¢" — ¢ dans L?. La formule d’Ito s’applique et donne

(6" ¢ B); = /0 2(6" o B), 6LdB, + /0 2(0)" ds

ce qui implique pour le processus associé a ¢". Il n’y a alors aucune difficulté a passer a
la limite n — oo et obtenir Pour deux processus ¢, € L?(Prog) on utilise I'identité de

polarisation ;
M= 1 (6 +vremy = [[oreras) -1 (6-vem)- [ - vra)

et deux fois pour en déduire. m

2.5 Intégrale stochastique par rapport martingale

2.5.1 Construction de l’'intégrale stochastique

Définition 2.5.1 Soit H [’espace des martingales M continues bornées dans L? (pour
tout M € H, sup E [M?] < oo) telles que My =0.0n a vu que M, N € H
t

=E[|(M,N)_|] < oo, on définit la forme bilinéaire symétrique :

(MaN)H = EH(Mv N>oo|] = E[MOONOO]
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On a vu que (M, M)y > 0 avec égalité si et seulement si M = 0. On note
1M [l = (M, M)g.

Proposition 2.5.1 L’espace (H, (., .)u) est un espace de Hilbert.

Preuve. 1l est clair que H est un espace vectoriel et que (.,.)g est un produit scalaire.ll
faut vérifier que H est complet pour ||.||. Soit (M) une suite de Cauchy dans H c’est
équivalent a dire que (Még))est de Cauchy dans L?,donc Még) converge dans L? vers
M, € L?Par I'inégalité de Doob,

E {sup Mt(m) — Mt(")

t>0

2} <4E (M - ME)’] — o

m,n— 00

On peut extraire une sous-suite telle que

—+o0
E Zsup Mt(nk“) - Mt(n’“) < +00
= >0
presque stirement,
“+o00
Zsup Mt(n’““) — Mt(m“) < +00

k=0 t>0

Donc M (™) converge uniformément sur R, vers une limite, notée M. M est donc continue
comme limite uniforme de fonctions Continues.Mt(n’“) h— M, dans L?.En particulier, M, €
L? et Mt(n’“) =F [Ms(n’“)u-"t} pour t < s et My = E[M,|F;] donc M est une martingale et
M; = E[My|F], par Doob,

E [sup |M2@ <A4E [MZ)]

t>0

donc (M;) est uniformément bornée dans L? et on a bien

210~ w|}, = B[4 - 21.)") — 0

n—oo
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Définition 2.5.2 Pour M € H, on pose
L* (M) =L*(Q x R, Prog,dP ® d (M, M))

L*(M) est l'espace des processus progressifs tels que F [f0+°° H2d (M, M)s] < 00.C’est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire

—+o00

(H,K) 2y = B { H,Kd (M, N)S]

0

Définition 2.5.3 On note £ le sous-espace de L*(M) formée des processus de la forme

p—1
H(w) = Z H® (W) Ly a0 (8) - 00 0 <t < .. < 1,
k=0

et H®) est F, -mesurable et borné pour tout k.
Proposition 2.5.2 Pour tout M € H, ’espace Eest dense dans L*(M).

Preuve. Il suffit de montrer que £+ = {0}.Soit K € £+, on pose
t
X, —/ K,d(MM), =0
0
On vérifie que(X;), C L.
cs t 2 t 3
E[|X)] < E [/ Kud<MM>u} ¥ E U d(MM)u} < +oo
0 0

Donc X; € L'. Soit 0 < s < t et soit F une variable aléatoire F,—mesurable bornée et soit

Hy(w) = F(w)ljs4(u).On a (H, K) 2 = 0 ie

E [F /Ot Kud(MM>u} =0
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d’ou

E[F(Xt—Xs)] =0

pour tout F' F,-mesurable bornée et
E[F(X;— X,)] =0

et

E[Xt|fs] = Xs: (Xt)t

est une martingale & variation finie car fg |Ky|d(MM), < +oo.Donc X =0 ie pour tout

t

Y

t
/ Kod (MM), =0
0

d’ou K =0 dans L*(M). =

Théoréme 2.5.1 Soit M € H, pour tout H € Ede la forme

1) Lapplication H — H.M s’étend en une isométrie de L*(M) dans H.

2) Le processus H.M est caractérisé par :

VN €H, (H.M,N) = H.(M,N) = / H,d (M, N),
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3) Si T est un temps d’arrét, alors :
(LprH) .M = (HM)" = H (M")

Définition 2.5.4 On note (H.M), = fot H,dM, lintégrale stochastique.

Preuve. 1) H.M est bien une martingale, bornée dans L?, continue :

H.M € H.H — H.M est linéaire.ll reste a voir la propriété d’isométrie :

[H-M = [[H 2ar) »

p—1
2
(HM,HM), =Y (H®) ((M, M)y, one — (M, M>w>
k=0
|H.M|2 = E[(H.M,H.M)_]
p—1 9
= (H(k)) (<M7 M>tk+1/\t - <M7 M)tk/\t)
k=0

:E{/OtHsd(M,J\OS]

car s — (M, M) est continue donc
2 2
1H- Mg = [[H1z2an)

L’espace d’arrivée H est complet et £ est dense dans L?*(M) donc on peut étendre I'iso-

métrie H — H.M a tout L*(M).

51



Chapitre 2. Intégrale stochastique

2) On vérifie que c’est vrai pour les processus élémentaires. On prend H de la forme
habituelle. On a :

p—1

(HM,N), = ZH(k) <<M> N>tk+1/\t — (M, N>tk/\t>

k=0

t
- [ 2,
0

et s — (M, M), continue donc (H.M, M), = (H.(M,N))t. Pour voir que le propriété
reste vraie pour tout H € L*(M), on observe que X — (X, N), est continue de

H dans L'. En effet, par I'inégalité de Kunita-Watanabe

NG
[N

E[I(X, N, < EI(X, X),[12 E[{N, N),]

< (12X Mgz 1V g

Si H™ € & est tel que H™ — H dans L*(M) alors H™ .M — H.M dans H et donc
(H™.M,N), — (H.M,N), dans L1 :

(HM,N) = lim (H™ M, N)

n—:aoo

= lim H™ (M, N)

n—=aoo

= H.(M,N)

Il reste & vérifier H. (M, N) = lim H™ (M, N).

| B

S HH(H) - HHL2(M) ”NH]HI

N

[~ myaon ), [ e = myaonn [ e,
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Voyons que si X € H est tel que pour tout N € H, (X, N) = H .(M,N) alors X = H.M.
Dans ce cas, on a :

(X — HM,N),YN € H

On peut prendre N = X — H.M et on obtient || X — H. M|y =0dou X = HM

3) Soit T un temps d’arrét. Pour tout N € H,

<(H.M) T N> — (H.M,N),,,

— (H.(M,N))

tAT

= (Hlpm (M, N))

t

donc (H.M)" = H1jy7).M. De la méme fagon,

(HM" N) = (H.(M",N)),
— (H. (M, N)T)

— Hl[O,T]' <M, N>

donc H(Mt) = (Hl[O,T}) M. m

Remarque 2.5.1 On peut utiliser la propriété pour définir l'intégrale stochastique en uti-

lisant le théoréme de Riesz.On peut réécrire cette propriété sous la forme

t t
</ HdeS,N> :/ Hod(M,N),
0 t 0

Proposition 2.5.3 Associativité. Soit M € H. Si K € L*(M) et H € L*(K.M). Alors,

HK € L*(M) et HK.M = H.(K.M)
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Preuve. D’aprés la propriété caractéristique , on a

(K.M,K.M) = K. (M, K.M)
= K. (K. (M,M))

= K% (M, M)

Proposition 2.5.4 Donc [,"° H,K,d ((M,M)), = [/ H?(K.M,K.M),, comme H €

s’

L*(K.M), on a bien HK € L*(M), soit N € H, on a :

(HK).M,N) = (HK). (M, N)

=H.(K.(M,N))
par associativité de l'intégrale contre les processus a variation finie
(HK).M,N) = H.(K.M,N)
ce qui montre (HK).M = H.(K.M).De maniére informelle,

t t t
/ H.d (/ KudMu> :/ H K dM;
0 0 s 0

On a ausst

</OtHdes,/0thst> :/OtHsd <<M /OtKudNu>)s
:/OtHsd </OtKud<M,N>u>s

_ / H K d (M, N)),
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Pour tout M, N € H et H € L*(M), N € L*(N),

</Ot Hdes,/Ot stNs> = /Ot H,K,d((M,N)),

Comme H.M est une martingale bornée dans L? : E [fot HSdMS] =0,s<t,

t s
E[ / HudMu|}"5] = / H,dM,
0 0
t 2 t
( / HudMu) :E[ / Hfd(M,M}S]
0 0

E

et plus généralement,

E K/O Hdes> (/O stNs)} B [/0 HLKd (M, N>)4

Extension de l’intégrale stochastique

2

Soit M une martingale locale issue de 0. On note Lj,,

(M) Pespace des processus progressifs
H tels que, presque strement, V¢ > 0, f(f HZ2d (M, M), < +oco. On note L?(M) l'espace

des processus tels que £ [ 0+°° H2d (M, M)S} < +o00.

Théoréme 2.5.2 Soit M martingale locale issue de 0. pour tout H € L} (M), il existe

loc

une unique martingale locale H.M tel que, pour tout N martingale locale,
(HM,N)=H.(M,N)
Si T est un temps d’arrét, on a :

(Lo H) .M = (HM)" = H (M")
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SiKelL? (M)etLelL? (KM), alors HK € L2 (M) et

loc loc loc
(HK).M = H.(K.M)

St M € H, alors H.M coincide avec la définition précédente.

Preuve. Soit
¢ t

Tn:inf{tz(),/ (1—|—H52)d(]\/[,M>52n} ginf{tzo,/ HZd (M, M), > n ou <M,M>t2n}ps
0 0

T, — oo, temps d’arrét.
n—-+00

(M™, M™) = (M,M),,,, <ndonc M™ € H.

tA\Ty

+oo Tn
Hd(M™ M™) = H2d (M, M), <n
0 0

donc H € L? (M™). L’intégrale stochastique H.M"est bien définie. Si m > n,
(H.M")' = H (M"Y = H(M™)

donc il existe un unique processus H.M tel que (H.M)™ = H. (M™) On sait que (H.M )™
est une martingale uniformément intégrable et T,, / +o0o donc H.M est une martingale
locale.Soit N une martingale locale, qu’on suppose issue de 0 sans perte de généralité.

Soit T = inf {t > 0| |[N¢| > n} et on définit S,, = T,, AT},

(H.M, N)*" = ((H.M)™, N5
= <£—ﬁfﬂ.(M)T",NS”>

= H.(M™ N°)
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par la propriété caractéristique, d’ot

(H.M,N)*" = H.(M™ N5
= H.(M,N)""

= (H. (M, N))*".

On a bien vérifie (H.M,N) = H.(M,N) car S,, — oo presque srement. De méme on

montre que si n € H,((H.M)™ N) = H.((M)™, N) caractérise (H.M)™ pour tout n. m

Remarque 2.5.2 Par la propriété caractéristique
(H.M,H.M)=H.(M,HM)= H* (M,M)

Si B [fot H2d (M, M), | < 400 alors (H.M), est une martingale uniformément intégrable

et (H.M)")? — (H.M,H.M) aussi. En particulier, on a alors bien

E {/OtHSdMS} =0
)

L’égalité n’est pas vraie en générale mais on a toujours :

([ )

On peut finalement définir ['intégrale par rapport a une semi-martingale. On dit qu’un pro-

et

E :E[/OtHfd(M,M)S]

E <E {/OtH§d<M,M>S}

cessus progressif H est localement borné si, presque sirement, pour tout t > 0, sup |Hg|
0<s<t
< 400 en particulier, tout processus adapté et continu est localement borné.Si H est loca-

lement borné et A est a variation finie, alors fg H,|dAs| < +00 et si M est une martingale
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locale, on a aussi

t
/ H2d (M, M), < +oo
0

Définition 2.5.5 Soit X = M + A une semi-martingale ot M est une martingale locale

et A a variation finie, pour tout processus H localement borné, on pose :

HX=HM-+H.A

t
(H.X), = / H,dX,
0

Proposition 2.5.5 1) (HK).X = H(K.X)
2) Pour tout T temps d’arrét,(lpnH) X = H. (XT) = (H.X)"
3) Si Xest une martingale locale (resp. & variation finie) alors H.X est une martingale
locale (resp. a variation finie).
p—1

4) Si Hy = > HM1y <oy, .y avec H® F, —mesurable (pas nécessairement borné) alors
k=0

p—1
(H-X)t = Z q® (Xt/\t,prl - Xt/\tk)

k=0

Proposition 2.5.6 Soit X une semi-martingale et H adapté continu.

Soit 0 = t(()") < ... <t =t subdivision dont le pas tend vers 0, on a :

n—1

t
HdX, = Tim 3 Hyo (X0 = X,
0 n—aoQ k k+1 k
k=0
au sens de la convergence en probabilité.

Preuve. X = M + A. La partie faisant intervenir A est claire, soit

o _ { Hyo st " <8§t§;”+)1}
B 0 si s=0ous>t

Soit T, = inf {s > 0, |H,| + (M, M), > p} .H.H™ et (M, M) sont bornés sur [0, 7},].
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On a:

E [((H(”).MTp)t —~ (H.MTP)t)Q] <E UOMTP (H™ — H,) d (M, M)S}

2
Or, aim - H, — 0 presque stirement donc £ [ OMTP (Hﬁn) — Hs) d (M, M)S} — 0 par

le théoréme de convergence dominée donc lim (H™. (M™)), = (H.M") dans L?

L2

(H™.M), . —— (H.M)

AT, AT

Remarque 2.5.3 Le résultat n’est pas vrai si on remplace Hy, par Hy, . .Pour le voir, on

peut prendre H = X :

ZthH (th+1 - th) - Zth (th+1 - th) + Z (th+1 - th)

donc

t
lim > X, (X, — X)) = /0 Xod X, + (X, X),

t
X} - X} = 2/0 X dX, + (X, X),

2.6 Formule d’Ito6

La formule d’It6 est un équivalent du théoréme fondamental de ’analyse pour 'intégrale
stochastique. On peut aussi 'interpréter comme une sorte de formule de Taylor pour le

calcul stochastique.

Théoréme 2.6.1 Formule d’Ité.
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1) Soit X une semi-martingale et f : R — Rde classe C?. Alors,

P =500+ [ F Xy [ e0ax),

2) Plus généralement, si XU ..., X®) sont des semi-martingales et F : R, — R est C?,

alors

Remarque 2.6.1 En particulier, f(X;) est une semi-martingale et la formule d’Ité6 donne

la décomposition.

Preuve. On traite d’abord 1). Soit 0 =t < ... < t1 = ¢ une suite de subdivision dont

le pas tend vers 0.

—_

£ = (X0) = 2 F (X, ) = f (X0)

1

3

B
Il

Par la formule de Taylor-Lagrange,

1 2
P ) =1 () =7 (X)) (K, =X ) 900 (X, = X0)

k+1

ol fT/LI,k‘ = f"(znx) pour un z, entre Xtén)et th(fl)l' On a bien :

—_

n—

t
P
(X)) (X = X ) 2 / f(X,)dX,
k k+1 k 0

1

i

Il reste a voir :

—_

n—

(X YO [ rxoac x
n.k tlg’fgl_ t,i") - Of( ) < ) >s

e
Il

1
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Définissons pour m < n,

2
- Xtm))
k

I = Z f1/7/1,k Z (Xt(n)

1 (m) _(m) _,(m) rH
= L™ <t <)

On a:

n—--auoo m——->00

t t
L 2 / o (5)d (X, X), 2 / (X, d (X, X),
0 0

ol fiy (8) = [ i 1M < s < t,(ﬁ)l En effet, presque stirement, on a h,, (s) — f” (Xs)

uniformément sur [0,¢] car presque stirement, sup | X;| < +00. On souhaite justifier que
Ve >0,3ng e Ning<m <n= P(|Ln,—Inn| >¢)<c¢ (2.11)

Pour tout m > m; P (

Jo Bn (8) A (X, X), =[5 £ (X.) d (X, X),

Zg)ggetona:

t
[n,n_/ f” (Xs) dXs
0

t
< M = Il T = [ o (5) 4,0),

X /Ot B () d (X, X)) — Otf” (Xs) d (X, X),

Reste & montrer 2.11] :

n—1 9 m—1 9
1" 14

Z Tk <Xt(n) — Xt(n)) — Z Sk Z <Xt<n> - Xt(n)>

=1 o g =0 (m) _(m) _,(m) rH g

= = Lt <t™ <)

n—1

2
sup sup {f;r/L,k - frlL/,k‘ E <Xt(") — Xt(")>
k41 k

fe<my{m) <y(m) <4(m)

—_— N J \l:0
25,0 D (X, x),

2) On proceéde de méme en utilisant une version de Taylor-Lagrange en multidimensionnel.

Remarque 2.6.2 Si on sait par exemple que, presque stirement, X; € U pour tout t ,ot

U est un ouvert de R fizé, alors il suffit dans la formule d’Ito de supposer que F' est C? sur
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U. Pour le voir, on prend (K,), une suite de compacts croissante telle que | J K,, = U, on

construit I, qui est C% sur 'espace complet et qui coincide avec F sur K,,. Par exemple,

st Xy > 0 pour tout t > 0, alors :

"1 1 ("1
log () = log () + | X, —3 [ Zpa(x.;),
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Quelques applications de la formule

d’1to

Exemple 3.0.1 F(z,y) = xy on a l'intégration par parties stochastique :

t t 1 t
Xth—XoYoz/ Xdes+/ stXS+§.2/ d(X,X),
0 0 0

t t
= / X,dY, +/ Y,dX, +d (X, X),
0 0
Si X = M est une martingale locale,
t
M} — (M, M), = M + 2/ M,dM,
0

2)tB; = fot Bgds + fot sdB. f(f Bgds est a variation finie , fot sdBg est une martingale.

3) f(Bt) = f(Bo) + [y f'(Bs)dB, + 1 [} f"(By)ds
Soit F R, x R, — Rest C?,

LOF b (OF  10°F
F(t,Bt) = F(0,B — (s, Bs)dB — + = B
(t, Bt) (0, By) +/0 e (s,Bs)d s+/0 ((,% +3 8352) (s, Bs)ds
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Si B est un Brownien multidimensionnel :

t7oF 1
F(t.B Bo) Bl / L ZAF B,
(t, Bt) = F(0, By +Z/ axl + <at +- )(3, )ds

En particulier, si F est de classe C? et %—f + %AF vaut 0 sur R, x R? alors F(t, B;) est

une martingale locale.

Proposition 3.0.1 Martingale exponentielle. Soit M une martingale locale. On pose :
)\2
8()\M>t = exXp ()\Mt - E <M, M>t)
ot A € C. Le processus E(AM) est une martingale locale et de plus,
t
EAM), = Mo 1 ) / E(AM) ,dM,
0

Remarque 3.0.3 Cela signifie E(AM) est solution de dX; = AX;dM,

Preuve. Soit F(x,r) de classe C?,

F(M,, (M, M),) = F(M,,0) + /t g—i(Ms, (M, M) )dM,

t7OF 10%F
—{—/0‘ (W‘i‘éw) (Msa<M7M>s)d<M7M>S

donc (F(M;, (M, M),)); est une martingale locale dés que %25 + %a—F = 0. Cela est bien

vérifié pour F(z,7) = exp ()\x — %r) et on a bien la formule annoncée. m

Théoréme 3.0.2 Caractérisation de Paul Lévy du mouvement Brownien.Soit X = (X(l), - X(d))
un processus adapté et continu. Il y a équivalence entre :
1) (Xi)e0 est une Fy-mouvement Brownien standard.

2) XM ., XDsont des martingales locales issues de Oet (X, X(j)>t = t0;

Preuve. 1) = 2)
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2) = 1) Soit £ € R?: ¢ - X, est une martingale locale et

(EX,X.€), =) & (XD XY =¢?

2
exp (zf X+ %t) est une martingale locale bornée sur [0, ¢] pour tout ¢ donc c’est une

2 2
exp <z’§.Xt + %t) |.7-"S] = exp (if.Xt - %s)

martingale .

E

Autrement dit :

E[exp (i€. (Xy — X,)) | Fs] = exp (—'% (t— S))

On a que (X; — X;) ~ N(0,—s) et est indépendant de F,. En effet, soit A € F; tel que
P(A)>0:
€l
Elexp (i€. (X; — X)) |A] = exp 5 (t—s)

Sous P(.|A), (X; — X,) ~N(0,¢t — s) donc E[f(X; — X,)|A] = E[f(X; — X,)].
E[lAf(Xt - Xs)] = P(A)E[f(Xt - Xs)]

On a bien (X; — X's) indépendant de F; ie c’est un processus continu. ®

Remarque 3.0.4 Dans la preuve précédente x.y représente le produit scalaire usuel de x

et y dans RY.

Théoréme 3.0.3 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Soit M une martingale locale issue de 0 et soit M} = sup|Ms|.Soit p > 0. Il existe ¢, et
s<t

C, indépendantes de M telles que

Ny
Ny

B (M ML) < BIMP < GE [(M, M) ]

o0

Remarque 3.0.5 On peut remplacer oo par n’importe quel temps d’arrét T.
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Preuve. (partielle) On montre d’abord la 1¢7¢ inégalité pour p > 2. on peut supposer M
bornée. Sinon, on pose Tn = inf{t > 0, |M;| > n} appliquer le résultat a M7 et passer a

la limite grace au théoréme de convergence monotone. On applique la formule d’Ito :
1
|M,|P = /p|MS|p_1dMssigne(MS)dM8 +op(p—1) / | M [P~2d (M, M),
M est bornée donc M € H et [ p|M,[P~1dM,signe(My)dM; est une martingale. Donc

E[|MJP] =0+ @E [/ | M,|P~2d (M, M>S]

p (pz_ 1>E [(Mt*>p*2 <M, M>t}

20D gyt B [(n a0

<

|y
S

Par Doob :

EM] < GoE[| My["]

Sl
e

< B[R B [ a0

On a bien le résultat annoncé.

Montrons I'inégalité inverse pour p > 4. Par la formule d’Ito,

t
M2 =2 / M dM, + (M, M),
0
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E[|M[ + E ]
1My ] <, -

<o
¢

< G, (B + B [p1715 (v, a0 )

MszM

cs P %
<o, (BImr+ ElMPY £ [0n00f]7)
Ora2?<C,(y*+a2y) = 3C,2<Cy. m

Théoréme 3.0.4 Girsanov. Soit L une martingale locale issue de 0 et

E(L) = exp (L _ % (L, L>>

On suppose que E(L) est une martingale uniformément intégrable = (F[E(L)] = 1).

On pose
dQ = E(L)sdP

Si M est une P-martingale locale alors M — (M, L) est une Q- martingale locale

Preuve. On note £ = £(L) et F l'espérance par rapport a Q.
Premiére étape :si X est un processus adapté continu et 7' un temps d’arrét tel que (X&)
est une P-martingale, alors X7 est une Q-martingale

a.

Fl[Xinr[] = B[ Xinr| €]
= E[[Xiar| [Enr]

[(Xg)t/\T] o0
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b. Soit A€ Fset s<t,Ona

F |:1AQ{T§S}Xt/\Ti| =F [1AM{T§5}X3/\T]

De plus,

F [1A0{T>5}XtAT] = ]-Aﬂ{T>s}Xt/\Tgoo}

Lanirs sy XearEenr]

1Aﬂ{T>s}Xt/\Tgs/\T}

2
2
2
= E [Lanirss XinrEo]

=F []-AO{T>5}X3/\T}
En résumé, F[14X;ar| = F[14Xa7] pour tout A € F, donc on a bien
IE‘I[AXV75/\T|~¢.S] = Xs/\T

Etape 2 :Soit M une P-martingale locale et soit M=M-— (M, L). On veut vérifier que

]\N4 & est une P-martingale locale (cf étape 1), par la formule d’Tto,
M, Es=MoE + / M,dE, + / £.dM, — / Ed (M, L), + (M,E),

On veut que [Ed (M, L), + (M,E), =0, on va vérifier que (M, L), = E1(M,E),.

Etape 3 : Lt = fot E71dE,. En effet, £ > 0 pour tout ¢ et continu donc on peut appliquer

s

A

la formule d’It6 “généralisée” évoquée dans la remarque

tdg, 1 /t d(E.E).
0

oz (8) = oz () + [ =5 [ S

, & 2

1
:0+Lt_§<LaL>t
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Par égalité des parties “martingales locales”, on a bien

donc L = E71.€ et

Proposition 3.0.2 Soit L une martingale locale issue de 0.Considérons les propriétés :
i) Elexp (3 (L, L)_)] < +oo.

ii) L est une martingale uniformément intégrable et E [exp (%Loo)] < +o00.

i11) E(L) est une martingale uniformément intégrable

Onal)—= 2)=3).

Preuve. “1) = 2)” On a E[(L,L)_] < oo donc L est une martingale bornée dans L?

donc uniformément intégrable
1 . 1 :
exp <§Loo) =E&(L)z {exp (5 (L, L)Oo)}

par Cauchy-Schwarz.

2)=> 3) On suppose que L est une martingale uniformément intégrable donc pour tout

temps d’arrét, Ly = E[L.|Fr] par Jensen,

exp (%LT> <F {exp (%LOO) |.7-"T}
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E [exp (%Loo)} < +oo donc {exp (%LT) , " temps d’arrét}est uniformément intégrable.

Soit 0 < a<1et Z" =exp (1% Lt) -

E(aL), = E(L)¥ exp ((a—a®) Ly)

= ey (z)

On veut montrer que £(aL) est une martingale uniformément intégrable, il suffit de voir que
{€(aL)r,T temps d’arrét} est uniformément intégrable.Soit A un ensemble mesurable.Par

Holder

E[1aé(aL)r] < E[E(L))" B [1,4 (Zé“))laz}
<E [1A (z@)laz}

Pour justifier {€(aL)r, T temps d’arrét} est uniformément intégrable, il suffit de voir

que {Z&“), T temps d’arrét } est uniformément intégrable, c’est vrai car Fla < % et
{ exp ( %LT) , T temps d’arrét} est uniformément intégrable.Donc on a bien que £(al) est

une martingale uniformément intégrable.On a :

1= FE[€(al))
1—a?
Holder 2 a
< FEE(L)|".E {exp( Loo)}
—_——— 1+a
(;IE'[E(L)OO] ~-

On a bien E[€(L)x] =1. =

Corollaire 3.0.1 Soit b: R, xR — R et telle que [ sup |b(t,z)|" dt < +oo, soit B un

mouvement Brownien et Ly = fg b(s, Bs)dB;

E(L), = exp (/Ot b(s, B.)dB, — %/Ot b (s, Bs)ds)
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Chapitre 3.Quelques applications de la formule d’It6

(E(L)¢)cest une martingale uniformément intégrable.Soit dQ = E(L)oodP alors,

B = B — (B, L),

t
=B —/ b(s, Xs)ds
0

est une Q—martingale locale. De plus,

<675>t_ <B7B>t:t

donc 3 est un Q—mouvement Brownien.

Preuve. Provient de la Proposition et du Théoréme de Girsanov.
On peut reformuler ce résultat en disant que sous Q, il existe un Brownien [ tel que le

processus X = B (X n’est pas un Brownien sous Q) satisfait
t
Xt = 6t + / b(S,XS)dS, soit dXt = dﬁt -+ b(t, Xt)dt
0

on a donc résolu une équation différentielle stochastique.

Si b ne dépend pas de x : b(t,x) = g(t) avec fOJrOO g*(t)dt < oo, posons h(t) = fotg(s)ds.

dQ = exp (/0+Oog(s)st - %/0%0 gQ(S)ds) dpP

le processus f; = By — h(t) est un mouvement Brownien sous Q.

h € H' sous

Autrement dit, si ® est une fonction mesurable positive sur C'(R,,R), alors :

F[@(By)izo] = F[®(5 + h)]

1

= plomes ([ T g(s)am. - 2 I F(s)ds ) = E[B(5 + 1)
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Chapitre 3.Quelques applications de la formule d’It6

Pour h de la forme choisie, on a donc que la loi de B + h est absolument continue par
rapport a la loi de B avec une densité explicite.
Conséquence :Loi du temps d’atteinte d’une droite par le Brownien. m

Preuve. Soit B un Brownien, a > 0 et T, = inf{t > 0, B; = a} soit ¢ € R et

2
Se = 1inf{t > 0, B, = a — ct}.La loi deT, a pour densité\/% exp (—%) Lis>03-

maxw>a
[0,t]

Soit @ (w) 1{ } et h(s) = [; clpu<pdu = [ g(u)du, on a bien

+o0 1
/ g*(u)du < co. exp (th - 50%)
0

P((Sat) = E[®(B + h)]

=F :<I>(B) exp (/Om g(s)dB, — %/Om gz(s)dsﬂ

i 1
Lir,<t) P <CB e §C2t>
= F S—— N —~ _
Fr, — mesurable martingale
- 2
=F 1{Ta§t} exXp <CBTaAt - 5 (Ta VAN t))}

- 2
E | 1¢r,<sy exp <ac - <§Ta))]

t- a CL2 62

= exp| —— +ac— —s | ds

/0 Vo P ( 95 2 )

a . ( 1 ( )>
xp | —— (a — cs
/t V2ms? P\ 725 ' ds
0

-~

densité de la loi deS,
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.

— convergence en probabilité.
convergence presque stre.
cadlag  continue & droit limité a gauch

cad continu a droit

74



	Remerciements
	Table des matières
	Introduction
	blue Processus stochastique et mouvement Brownien
	Les processus stochastiques
	Mésurabilité
	Filtration et adaptation
	Temps d'arret

	Mouvement Brownien
	Variation quadratique
	Processus à varation finie
	Martingale locale
	Variation quadratique d'une martingale locale


	blueIntégrale stochastique
	Intégrale stochastique d'itô Brownienne
	Intégrale Brownienne des processus en escalier progrissivement mesurable

	Intégrale brownien des processus progressivement mesurables de carré sommable
	Processus d'Itô et formule d'Itô
	Formule d'Ito dans le cas Brownien
	Processus d'Itô

	Martingales remarquables
	Représentation d'une martingale Brownienne
	Martingale quadratique

	Intégrale stochastique par rapport martingale
	Construction de l'intégrale stochastique

	Formule d'Itô

	blueQuelques applications de la formule d'Itô
	Bibliographie
	Annexe B: Abréviations et Notations



