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Introduction

Le but de ce mémoire est introduire le calcul stoquastique a�n de faire des applications

Aprés avoir étudié le mouvement brownien avec ses di¢ renes propriétés en particulier le

fait que c�est une martingale, on introduit l�intégrale stochastique par rapport au

mouvement brownien qui se généralise à une martingale.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre sera consacré aux rappels de base concernant les processus

stochastiques.On donnera les principales propriétés du mouvement brownien ainsi

que celles des martingales qui seront utiles pour la suit .On abordera en�n la notion de la

variation quadratique.

Dans le deuxième chapitre, on donnera intégrale stochastique par rappot au browien

et martingale et on étudier quelque de ces propriétés.En�n on démontre que La formule

d�Itô.

Dans le dernier chapitre, nous allons discuter de l�utilisation et de l�application

des propriétés précédentes de formule d�ito a�n de prouver qeulques des exemple et des

théorémes.
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Chapitre 1

Processus stochastique et

mouvement Brownien

1.1 Les processus stochastiques

Dé�nition 1.1.1 Un processus stochastique est une collection de variable aléatoire X =

fXt; 0 � t <1g = (Xt)t�0 sur (
;F ; P ) espace de probabilité à valeurs dans (S; �) appelé

espase d�états.

Géneralement (S; �) =
�
Rd; B

�
Rd
��
:Xt : 
 � [0;+1[ �! Rd :la fonction t 7! Xt(!) est

une trajectoire (ou réalisation) du processus X associée à !:Un processus X : est continu

si pour presque toutes les trajectoires sont continues de [0;+1[�! Rd :continue à droite

et limité à gauche .

Notation 1.1.1 Pour t � 0 et X un processus stochastique on note :

limite à gauche en t : Xt� = lim
s!t;s<t

Xs:

limite à droite en t : Xt+ = lim
s!t;s>t

Xs:

saut de X en t : �Xt = Xt+� Xt� :

Un processus stochastique càdlàg si pour tout t; Xt = Xt+ et

Xt� 2 Rd ) �Xt = Xt+� Xt� :Si est continue Xt+ = Xt� = Xt =) �Xt = 0
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Dé�nition 1.1.2 Pour deux processus stochastique X et Y

X et Y sont identiques si 8t � 0; 8! 2 
; Xt(!) = Yt(!):

Y est une modi�cation de Xsi :8t � 0; P (Xt = Yt) = 1:

X et Y ont les même distributions �nie dimensionnelles si 8n 2 N�;80 < t1 < t2::::: < tn;

8A 2 B
�
Rnd
�

P [(Xt1 ; Xt2 ; :::::Xtn)] = P [(Yt1 ; Yt2 ; :::::Ytn) 2 A]

X et Y sont indistingables si pour presque toutes les trajectoires

P [(Xt = Yt; 0 � t < +1)] = 1:

1.1.1 Mésurabilité

Dé�nition 1.1.3 Un processus stochastiqueX est mesurable si pour tout A 2 B
�
Rd
�
l�ensemble

f(t;!) : Xt(!) 2 Ag appartient à la tribu B([0; +1[)
F

l�application :

([0; +1[�
; B([0; +1[)
F) �!
�
Rd; B

�
Rd
��

(t;!) 7! Xt(!)

est mesurable.

Remarque 1.1.1 On suppose que tout les processus stochastiques sont mésurables.

1.1.2 Filtration et adaptation

Dé�nition 1.1.4 Une �ltration est une fammille croissant fFt; 0 � t < +1g de sous

tribu de F ;Fs � Ft � F pour 0 � s � t < +1 :

Soit X un processus stochastique, la �ltration engendrée par x;Fx
t = � (Xs; 0 � s � t) :�


;F ; (Ft)t�0 ; P
�
espace de probabilité �ltré.

Dé�nition 1.1.5 On dé�nit :
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

�Ft� = �

�S
s<t

Fs
�
;

�F0+ = F0;

�Ft+ =
T
s>t

Fs:

Une �ltration est continue à droit (resp àgauche) si 8t � 0;Ft = Ft+(resp Ft = Ft�).

Remarque 1.1.2 La continuité à droite de la �ltration peut être interpretée comme non-

auticipation de l�information.

Dé�nition 1.1.6 Un processus stochastique X est adapté à la �ltration (Ft) si 8t � 0;Xt

est v.a Ft-mesurable progressivement mesurable par rapport à (Ft)t�0si pour tout t � 0;

([0; t]� 
; B [0; t]
F) �!
�
Rd; B

�
Rd
��

(s; !) 7! Xt (!)

est mesurable.

Proposition 1.1.1 Si un processus X est adapté à la �ltration (Ft)t�0 alors il admet une

modi�cation progressivement mesurable.

Si un processus X est adapé à la �ltration (Ft)t�0et si les trajectoires sont continues à

droite alors il est progrissivement mesurables.

Preuve. Pour t � 0 ;n � 1; k = 0; 1; ::::; 2n�1 et pour 0 � s � t on pose :

X
(n)
s = Xk+1

2n
(!); kt

2n
� s � k+1

2n
avec X(n)

0 = X0(!) l�application

[0; t]� 
 �! Rd

(s; !) 7! X(n)
s (!)

est B([0; t])�Ft mesurable et continuité à droite

=) lim
n!1

X
(n)
s (!) = Xs (!) ; 8 (s; !) 2 [0; t]� 


=) (s; !) 7�! Xs (!)est aussi est B([0; t])�Ft mesurable.
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

1.1.3 Temps d�arret

Dé�nition 1.1.7 Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
un espace de probabilité �ltré.

Un temps d�arret est une v.a T Ft-mesurable à valeurs dans [0; +1[ telle que 8t � 0;

fT � tg 2 Ft:

Proposition 1.1.2 Si la �ltration (Ft)t�0 est continue à droite, alors T est un temps

d�arret ssi :8t � 0 ; fT � tg 2 Ft:

Preuve. Soit T un temps d�arret , alorsfT < tg � fT � tg 2 Ft : la réciproque : soit

t � 0 ; alors:

fT � tg =
\
�>0

fT < t+ �g 2
\
�>0

Ft+� 2 Ft+ = Ft

la continuité à droite de (Ft)t�0
=) Ft+ = Ft;On peut prendre � = 1

n
alorsfT � tg =

T
�>0

�
T < t+ 1

n

	
:

Lemme 1.1.1 Si T et S sont deux temps d�arret, alors T ^ S; T _ S ; .T + S sont des

temps d�arret.

Dé�nition 1.1.8 (evenements antérieures à un temps d�arrét)

Soit T un temps d�arrét pour la �ltration (Ft)t�0 :La ��algébre Ft des évenement anté-

rieures au temps T d�arret est continuée des ensembles A 2 F telque :

8t � 0; A
\
fT � tg 2 Ft

Lemme 1.1.2 Soit S et T deux temps d�arret , pour A 2 Fs on a :A
T
fS � Tg 2 FT en

particulier :si S � T dans 
 : FS � FT

Soit S et T deux temps d�arret alors FT^S = FT
T
FS; et que les ensembles fT < Sg ; fS < Tg ;

fT � Sg ; fS = Tgappartiennent FT
T
FS:

Proposition 1.1.3 Soit X un processus stochastique à trajectoire càdlàg et est adapté à

la �ltration (Ft)t�0 qui satisfait les conditions usuelles alors il existe une temps d�arrét
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

fTngn�1 pour (Ft)t�0 qui sont des temps de saut de X :

�
(t; !) 2 R�+ � 
; Xt (!) 6= Xt � (!)

	
�
[�

(t; !) 2 R�+ � 
; Tn (!) = t
	
:

Soit S et T deux temps d�arret et soit Z une v.a intégrable tq :

E (ZjFt) = E ([ZjFS^T ]) p:p:s sur fT � Sg

E((E (ZjFt))jFS) = E(ZjFT^S):

Soit Xt un processus stchostique on dé�nit Xt surfT <1g par : XT (!) = XT (!)(!):

Martingale à temps continue

Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
un espace de probabilité �ltré

Dé�nition 1.1.9 Soit M un processus stochastique adapté avec 8t � 0;Mt 2 L1 on dit

que :

M est une (Ft)t�0sous martingales si : Mt � E[Mt+sjFt] ;8t; s � 0.

M est une (Ft)t�0 sur martingale si : Mt � E[Mt+sjFt] ;8t; s � 0

M est une (Ft)t�0 martingale si : Mt = E[Mt+sjFt], 8t; s � 0

Propriété 1.1.1 Soit D un ensemble dénombrable dense dans R+, par exemple l�ensemble

des dyadique D =
S
n

Dn avec Dn = fk2�n; k 2 Ng

Proposition 1.1.4 Soit (Mt) est une (Ft)t�0� martingale alors, 8c � 0 :

P

 
sup

s2[0;t]\D
Ms � c

!
� P sup

s2[0;T ]
(jMsj) :

En plus si les trajectoires de(Mt)t�0 sont càd (continue à droite).

P

 
sup
s2[0;T ]

Ms � c

!
� 1

c
P sup
0�s�t

(jMsj) :
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Proposition 1.1.5 (Inégalité de Doob)

Soit M =Mt une Ft�martingale ou sous -martingale positive, et soit p; q > 1 tels que

1 = 1
p
+ 1

q
alors : 




 sup

s2[0;t]\D
jMsj







p

� q sup
s2[0;T ]

kMskp :

Si en plus les trajectoires de M sont càd :






 sups2[0;t]
jMsj







p

� q sup
s2[0;T ]

kMskp :

Théorème 1.1.1 (Régularisation de sur martingales)

Soit
�

;F ; (Ft)t�0

�
un espace de probabilité �ltré (Ft)t�0véri�e les conditions usuelles com-

plet et continue droit.Soit M une (Ft)t�0 sur -martingales tq : t 7! E[Mt]soit càd, alors il

existe une version
�
M telle que t 7!

�
M test continue droit limité à gauche càdlag,

�
M est

une (Ft)t�0�sur- martingale.

Remarque 1.1.3 Si M est une martingale lors son experiance est constant, donc conti-

nue.

Si M est une sous martingale, alors M est une sur martingale.

Lemme 1.1.3 Soit D un ensemble dénombrable dense de [0; +1[. Soit
�

;F ; (Ft)t�0

�
un espace de probabilité �ltré, et M une (Ft) -sur-martingale, alors on a avec probabilité

égale à 1 :

i)8t � 0;Mt+ = lim
<
s!t
s2D

Ms etMt� = lim
<
s!t
s2D

Msexiste

ii)8t � 0;Mt � E[Mt+ jFt]:

La �ltration s 7! E[Ms] est continue à droite (c�est le cas des martingales ) donc en
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

particulier Mt+ 2 L1.

iii) (Mt+ ; t � 0) est une (Ft)t�0 sur-martingale

1.2 Mouvement Brownien

Proposition 1.2.1 (Critére de continuité de Kolmogorove)

Soit fXtgt2[0;T ]un processus stochastique à valeurs réelles et [0; T ] un intervale �ni suppo-

sons qu�il existe un constante � > 1 et p > 0 tels que :

E (jXt �Xsjp) � cT jt� sj� ; 8s; t 2 [0; T ]

alors il exsit une version de fXtgt2[0;T ] avec trajectoires continues.

Remarque 1.2.1 Sur le module de continuité des trajectoires : ! 2 
 �xé, on peut com-

parer Xt(!)�Xs(!) avec jt� sj : 8" > 0, 9G" v.a avec probabilité = 1;

jXt(!)�Xs(!)j � G" (!) jt� sj
�
p
�" 8s; t 2 [0; T ] ; E [G"] <1

Dé�nition 1.2.1 Un processus stochastique fBt; t � 0gest appelé un mouvement

Brownien s�il satisfait les conditions suivantes :

i) B0 = 0:

ii) 8 0 � t1t �2 :::::: � tn les accroissement Btn � Btn�1 ; ::::::; Bt2 � Bt1 sont des v.a

indépendantes .

iii) si 0 � s < t; l�accroissement Bt �Bs admet une distribution normale N (0; t� s)

iv) le processus (Bt)t�0admet des trajectoires continue

Remarque 1.2.2 1) le mouvement Brownien est un processus gaussien .La distribution

du vecteur (Bt1 ; Bt2 ; ::::Btn); (0; t1; t2; :::tn) s�écrit comme combinaison linéaire du vecteur

9



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

�
Bt1 ; Bt2 �Bt1 ; ::::Btn �Btn�1

�
et puisque ces composants sont indépendantes suivant la

loi normale

=)indépendant et normale.

2) l�espérance est auto-covariance du mouvement Brownien où

E(Bt) = 0

E(BsBt) = E(Bs jBt �Bs +Bsj)

= E(Bs jBt �Bsj) + E(B2
s ) = s = min(s; t);

on peut démontrer qu �un processus gaussien X, d�espérance nulle, et de auto -covariance

�x(s; t) = min(s; t) satisfait les conditions i),ii )et iii) de la dé�nition.

3) la fonction d�autocovariance �x(s; t) = min(s; t) est une fonction dé�nie positive on

peut l�écrire :

�x(s; t) = min(s; t) =

Z 1

0

1[0;s] (r) 1[0;t] (r) dr

nX
i;j=1

aiaj min (ti; tj) =
nX

i;j=1

aiaj

Z 1

0

1[0;ti] (r) 1[0;tj ] (r) dr

=

Z 1

0

"
nX
i=1

ai1[0;ti] (r) dr

#2
� 0

le critére de continuité de Kolmogorove il existe un processus Gaussien ,d�espérance 0 et

de covariance �x(s; t) = min(s; t) avec des trajectoires continues.

l�accroissement Bt �Bs admet un distribution normale N (0; t� s)

=)pour un nombre k :

E
�
(Bt �Bs)

2k
�
=
(2k)!

2kk!
(t� s)k ;

10



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

dans la dé�nition du mouvement Brownien, on suppose que l�espace de probabilité (
;F ; P )

est arbitraire(quelconqe) l�application


 �! ' ([0;1[ ;R)

! 7! B (!)

on munit cet espace par la mesure de probabilité : PB = P �B�1, mesure de Winer.

' ([0;1[ ;R) l�espace des fonctions continues de [0;1[ à R muni de tribu borellienne B':

l�espace (';B'; PB) est l�espace de probabilité canonique pour le mouvement Brownien

' = ' ([0;1[ ;R).

Dans l�espace canonique, les variables aléatoires sont les applications :

Xt(!) = !(t)

Xt = exp (�Bt + �t) ; t � 0; � > 0; � 2 R:

1.3 Variation quadratique

1.3.1 Processus à varation �nie

Fonction à varation �nie

Dé�nition 1.3.1 Une fonction continue a : R �! R telle que a(0) = 0 est à variation

continue si pour tout t > 0 :

F (t) = sup

(
n�1X
k=0

ja(tk+1)� a(tk)j ; n 2 N : 0 � t0 � t1:::::: � tn � t

)

est �nie.

11



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Proposition 1.3.1 i) la fonction t 7�! F (t) est croissante et continue : il existe une

mesure j�j �nie sur les compacts telle que j�j ([0; t]) = F (t)

ii)8s � t; ja(s)� a(t)j � F (t)� F (s)

iii) t �! F (t+a(t))
2

et t �! F (t�a(t))
2

sont croissantes et continues. Il existe �+; �� mesures

�nies sur les compacts telles que

�+([0; t]) =
F (t+a(t))

2
; ��([0; t]) =

F (t�a(t))
2

;on a alors j�j = �++ ��:

a(t) = �+([0; t])� ��([0; t])

= �([0; t])

où � est la mesure signée � = �+� ��

Proposition 1.3.2 Soit f : R+ �! R continue, t � 0 et 0 = t
(n)
0 < t

(n)
1 < ::: < t

(n)
n = t

Une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0, on a :

Z t

0

f (s) da (s) =

Z t

0

f (s) d� (s)

= lim
n�!1

n�1X
k=0

f
�
t
(n)
k

��
a
�
t
(n)
k+1

�
� a

�
t
(n)
k

��

Preuve. soit fn telle que fn(s) = f
�
t
(n)
k

�
si t(n)k < s < t

(n)
k+1, alors la somme s�écrit :

Z
fn (s) d� (s) =

n�1X
k=0

f
�
t
(n)
k

��
a
�
t
(n)
k+1

�
� a

�
t
(n)
k

��

fn(s) 7�! f(s) pour tout s et fnest bornée par sup
0�s�t

jf(s)j donc on obtient le résultat par

convergence dominée.

Notation 1.3.1 Pour tout f mesurable positive,on note :

Z
f (s) jda (s)j =

Z
f (s) d j�j (s) :

12



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Proposition 1.3.3 Pour tout f mesurable bornée :

����Z t

0

f (s) da (s)

���� � Z t

0

jf (s)j jda (s)j

Processus à variation �nie

Soit (Ft)t une �ltration continue à droite.

Dé�nition 1.3.2 Un processus (Xt)t est dit progressif si pour tout t � 0, l�application :


� [0; t] �! R

(!; s) 7�! Xs (!)

est Ft 
B ([0; t]) mesurable.

Proposition 1.3.4 Si (Xt) est continu à droite ou continu à gauche et adapté, alors il

est progressif.

Proposition 1.3.5 On note

Prog = fA 2 
� R+ : (1A(!; t))t�0 est un processus progressifg

Dé�nition 1.3.3 Un processus à variation �nie est un processus adapté et sont toutes les

trajectoires sont à variation �nie (continues, partant de 0).

Proposition 1.3.6 Soit A un processus à variation �nie et H un processus progressif.Soit

H � A le processus dé�ni par :

(H � A) =
Z t

0

HsdAs

bien dé�ni si pour tout t � 0, Z t

0

jHsdAsj <1:

Le processus H � A est à variation �nie.

13



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Preuve. Chaque trajectoire est à variation �nie

(H � A)t � (H � A)s =
Z t

0

HsdAs

=) j(H � A)t � (H � A)sj �
Z t

0

jHsj jdAsj :

Il reste à véri�er que le processus est adapté.on veut véri�er que si h : 
� [0; t] �! R est

Ft 
B ([0; t]) mesurable bornée, alors
R t
0
h (!; s) dAs est Ft mesurable, si :

h (!; s) = 1[u;v[ (s) 1B (!) avec [u; v[ � [0; t] etB 2 Ft

alors : Z t

0

h (!; s) dAs = 1B (!) (A (v)� A (u))

est Ft-mesurable, par le lemme des classes monotones h = 1� est mesurable si � 2 Ft 


B ([0; t]) :Puis, on conclue si h est mesurable bornée en l�écrivant comme limite ponctuelle

de fonctions étagées.

1.3.2 Martingale locale

Exemple 1.3.1 Brownien B en dimension 3 : f : x �! 1
jxj est harmonique, �f = 0 .on

a envie de dire :

f (Bt)� f (B0) =

Z t

0

�

2
f (Xs) ds+Martingale

f (Bt) =Martingale

c�est faux E[f(Bt)] �!
t�!1

0:

1

(2�)
3
2

Z
1

jxj exp
�
�jx� 3j

2t

�
dt �!

t!1
0

14



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Notation 1.3.2 Si T est un temps d�arrêt, on note XT le processus t �! Xt^T :

Dé�nition 1.3.4 Un processus adapté à trajectoires continues (Mt)t�0 tel que M0 = 0 est

une martingale locale s�il existe une suite croissante des temps d�arrêts (Tn) telle que Tn+1

presque sûrement telle que pour tout n; MTn est une martingale uniformément intégrable.

Si M0 6= 0 ont dit que M est une martingale locale si M �M0 est une martingale locale.

Dans tous les cas, on dit qu�une telle suite de temps d�arrêts réduit la martingale locale.

Remarque 1.3.1 On n�a pas forcément Mt 2 L1.

Proposition 1.3.7 a. Une martingale est une martingale locale.

b.On pourrait changer la dé�nition et demander simplement
�
MTn

�
n
martingale.

c. Si T temps d�arrêt et M martingale locale, alors MT est une martingale locale.

d. Si Sn réduitM et Tn est une suite de temps d�arrêt telle que Tn %1 presque sûrement,

alors Tn ^ Sn réduit M .

e. L�ensemble des martingales locales et un espace vectoriel.

Proposition 1.3.8 1) Une martingale locale positive telle que M0 2 L1 est une

sur-martingale.

2) Si (Mt)t�0 est une martingale locale telle que jMtj � Z pour tout t � 0où Z 2 L1, alors

M est une martingale uniformément intégrable.

3) Si M est une martingale locale telle que M0 = 0 alors la suite

Tn = inf ft � 0; jMtj � ng réduit M:

15



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Preuve. 1) On a Mt = M0 +Nt où N est une martingale locale issue de 0, soit (Tn) qui

réduit N , on a :

E [Nt^TnjFs] = Ns^Tn

E [Mt^TnjFs] =Ms^Tn

E [MtjFs] �Ms

par Fatou(M � 0) en particulier, E[Mt] � E[M0] < 1. Mt 2 L1 dit que M est une

sur-martingale.

2) On a de même

E [Nt^TnjFs] = Ns^Tn :

Par le théorème de convergence dominée,

E [MtjFs] =Ms

3)MTn martingale locale bornée donc (vraie) martingale.

Remarque 1.3.2 Si M est une martingale dans L2;

E[(Mt �Ms)
2] = E[(Mt �Mu)

2] + E[(Mu �Ms)
2] si s � u � t:

Théorème 1.3.1 Si M est une martingale locale telle que M0 = 0 à variation �nie, alors

M = 0:

Preuve. Soit Tn = inf
n
t � 0;

R t
0
jsMsj � n

o
, Tn temps d�arrêt, N =MTn martingale

locale issue de 0 :

N (t) �
Z Tn

0

jdMsj � n

16



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

donc N est une martingale bornée, on a :

E
�
N2
t

�
= E

"
p�1X
k=0

�
Ntk+1 �Ntk

�2#

=

p�1X
k=0

E
h�
Ntk+1 �Ntk

�2i
� E

"
sup
k

��Ntk+1 �Ntk

�� p�1X
k=0

��Ntk+1 �Ntk

��#

Or,
p�1X
k=0

��Ntk+1 �Ntk

�� � Z t

0

jdNsj �
Z Tn

0

jdMsj � n

E
�
N2
t

�
� nE

�
sup
k

��Ntk+1 �Ntk

���
est sup

k

��Ntk+1 �Ntk

�� est bornée carN est bornée ainsi :

E[N2
t ] �! 0 p:s

quand le pas de la subdivision tend vers 0, donc E[N2
t ] = 0. N = 0 presque sûrement par

continuité.

1.3.3 Variation quadratique d�une martingale locale

Théorème 1.3.2 SoitM une martingale locale il existe un unique processus (hM;Mit)t�0

croissant partant de 0 tel que M2
t � hM;Mit est une martingale locale, de plus, si 0 =

t
(n)
0 < ::: < t

(n)
n = t est une suite de partitions emboîtées de [0; t] dont le pas tend vers 0

alors :

hM;Mit = lim
n!1

n�1X
k=0

�
M

t
(n)
k+1
�M

t
(n)
k

�2
en probabilité. Le processus hM;Miest indépendant de la suite de partition il est appelé

variation quadratique de M .

17



Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Remarque 1.3.3 1) Si Mt =M0 +Nt alors hM;Mit = hN;Nit
2) Pour le mouvement Brownien B, on a hB;Bi = t en e¤et :

n�1X
k=0

�
B
t
(n)
k+1
�B

t
(n)
k

�2
�
�
t
(n)
k+1 � t

(n)
k

�2 P�! 0

en fait, la convergence a lieu dans L2et

V ar

 
n�1X
k=0

�
B
t
(n)
k+1
�B

t
(n)
k

�2
�
�
t
(n)
k+1 � t

(n)
k

�2!
=

n�1X
k=0

V ar

��
B
t
(n)
k+1
�B

t
(n)
k

�2�

= c

n�1X
k=0

�
t
(n)
k+1 � t

(n)
k

�2
�!
n!1

0

3)l Lhypothèse �emboîtés�n�est pas nécessaire.

4) La variation quadratique est continue.

Théorème 1.3.3 Soit M une martingale lolcale avec M0 = 0,

1) Il y a équivalence entre :

a. M est une martingale bornée dans L2:

b. E[hM;Mi1] < +1

Si ces conditions sont satisfaites, alors (M2
t � hM;Mit)t�0 est une martingale uniformé-

ment intégrable, en particulier,

E[M2
1] = E[hM;Mi1]

2) Il y a équivalence entre :

a. M est une martingale telle que pour tout t; Mt 2 L2:

b. E[hM;Mit] < +1:

Dans ce cas, (M2
t � hM;Mit)t�0 est une vraie martingale.

Remarque 1.3.4 Dans a. l�hypothèse �vraie martingale�est nécessaire. Contre-exemple :

Brownien en dim 3.
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

Preuve. �a =) b�Doob (pour les vraies martingales). :

E

�
sup
0�s�t

jMsj2
�
� 4E[M2

t ]

� C < +1

Soit (Tn)n qui réduit M2 � hM;Mi ;

E
�
Mt^Tn � hM;Mit^Tn

�
= 0

E
�
hM;Mit^Tn

�
� E

�
sup
0�s�t

M2
s

�
� C < +1

E[hM;Mi1] � C < +1

par Fatou.

�b =) a�Soit Tn qui réduit M2
t � hM;Mit , posons Sn = Tn ^ infft � 0; jMtj � ng, MSn

est une martingale bornée.

E
�
M2

t^Sn
�
= E

�
hM;Mit^Sn

�
� E[hM;Mi1] < +1:

Par Fatou,

E
�
M2
�
= E

�
hM;Mit^Sn

�
(Mt^Sn)n

est une martingale bornée dans L2 donc uniformément bornée et converge presque sûre-

ment dans L1.

E [Mt^SnjFs] =Ms^Sn

E [MtjFs] =Ms
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

donc M est une martingale, il reste à voir que M2�hM;Mi est une martingale uniformé-

ment bornée,

E
�
M2 � hM;Mi

�
� sup

s�0
M2

s + hM;Mi1

sup
s�0

M2
s est intégrable par Doob, ainsi M

2 � hM;Mi est une martingale uniformément

bornée.

2) Il su¢ t d�appliquer le résultat 1) à (Mt^t0)t�0 pour t0 �xé.

Corollaire 1.3.1 Si M est une martingale locale qui part de 0 telle que hM;Mi = 0;

alors M = 0.

Preuve. On a M2 vraie martingale : E [M2
t ] = E [M2

0 ] = 0:

Dé�nition 1.3.5 Soient M;N deux martingales locales, on appelle covariation de M et

N le processus

hM;Ni = 1

2
(hM +N;M +Ni � hM;Mi � hN;Ni) :

Proposition 1.3.9 1) hM;Ni est l�unique processus à variation �nie tel que

MN � hM;Ni tel que MN � hM;Ni est une martingale locale.

2) L�application M;N ! hM;Ni est bilinéaire.

3) Si 0 = t
(n)
0 < ::: < t

(n)
n = t est une suite de subdivisions dont le pas tend vers 0, alors :

hM;Nit = lim
n!1

n�1X
k=0

�
M

t
(n)
k+1
�M

t
(n)
k

�2 �
N
t
(n)
k+1
�N

t
(n)
k

�2
:

4) Si T est un temps d�arrêt, on a :



MT ; NT

�
t
=


MT ; N

�
t
= hM;Nit^T

5) Si M;Nsont des martingales bornées dans L2, alors MN � hM;Ni est une martingale

uniformément intégrable.
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Chapitre 1. Processus stochastique et mouvement brownien

De plus,hM;Nit �!ps hM;Ni1 intégrable et tel que :

E [M1N1]� E [hM;Ni] = E [M0N0]

Corollaire 1.3.2 Si B et B0 sont deux Browniens indépendants, alors :

hB;B0i = 0:

Preuve. Soit Z = 1p
2
(B +B0) c�est un mouvement Brownien ;

hZ;Zit = t =
1

2
hB +B0; B +B0i

=
1

2
(hB;Bit + hB0; B0it) + hB;B0it

donc hB;B0it = 0:
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Chapitre 2

Intégrale stochastique

2.1 Intégrale stochastique d�itô Brownienne

2.1.1 Intégrale Brownienne des processus en escalier progrissi-

vement mesurable

Dé�nition 2.1.1 On dé�nit l�espace vectoriel des processus en escalier progrissivement

mesurable et de carré intégrable Esc (T � 
;Ft � Prog) ou seulement Esc (Prog) comme

étant l�espace des processus � = � (s; !) de la forme :

� (t; s) =

n�1X
�k

k=0

(!) 1[tk;tk+1](s) (2.1)

avec 0 = t0h:::::::htn 2 T et ;k 2 L2
�
FB
tk

�
pour tout k = 0; :::::::n� 1:

Dé�nition 2.1.2 Pour tout processus � 2 Esc (T � 
;Ft � Prog; dtdP ) dont l�expression

est donnée par 2.1:On dé�nit l�integrale stochastique Brownienne de � comme etant la

variable aléatoire,

8 ! 2 

� Z

T

�dB

�
(!) =

n�1X
k=0

�k (!) (B (tk+1; !)�B (tk;!))
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Et plus généralement comme étant le processus stochastique dé�ni par : 8t 2 T; 8! 2 


(� �B) (!) =
� Z

T

�dB

�
(!) =

k�1X
j=0

�j
�
Btj+1 �Btj

�
+ �k (Bt �Btk)

=

n�1X
j=0

�j
�
Btj+1^t �Btj

�
1tj�t

=

n�1X
j=0

�j
�
Btj+1^t �Btj^t

�
avec k choisi la premier identité de sorte que tk � t � tk+1 ou k = n, et avec la notion

a ^ b =min(a; b) pour deux réels a; b 2 R:

L�égalité entre la deuxiéme dé�nition résulte de ce que
�
Btj+1^t �Btj

�
1tj�t =

�
Btj+1^t �Btj^t

�
pour tout t et tout j.Il est alors clair que l�intégrale stochastique est un processus adapté

à la �ltration Ftet à trajectoire continue p.s.

Remarquons que la dé�nition de l�intégrale stochastique comme variable aléatoire en pre-

nant T = [0; t] on en posant :

�Z t

0

�dB

�
(!) =

Z
T

�
� (s; !) 1[0;t] (s)

�
dBS (!)

Et en remarquant que :

� (s) 1[0;t] (s) =
n�1X
j=0

�j1]tj^t;tj+1^t]
=

k�1X
j=0

�j1]tj ;tj+1] + �k1 ]tk; t] si tk � t � tk+1

on conservera donc la notion à la place de [0; t] :

Lemme 2.1.1 Pour tout processus l�integrale stochastique Brownienne associée satisfait :

E

����Z
T

�dB

����2 = E

�Z
T

j� (t; !)j2 dt
�
= k�k2L2(T�
) :
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Preuve. On calcule :

E

�Z
T

�dB

�2
= E

"
n�1X
k;i=0

�k
�
Btk+1 �Btk

�
�k
�
Btj+1 �Btj

�#

= 2
X
j�k

E
��
Btk+1 �Btk

�
�k�j

�
Btj+1 �Btj

��
+

n�1X
E

k=0

h
�2k
�
Btk+1 �Btk

�2i
= 2
X
j�k

E
�
Btk+1 �Btk

�
E
�
�k�j

�
Btj+1 �Btj

��
+

n�1X
E

k=0

�
Btk+1 �Btk

�2
E�2k

=

n�1X
k=0

(tk+1 � tk)E�
2
k = E

"
n�1X
k=0

(tk+1 � tk)�
2
k

#
= E

�Z
T

j� (t; )j2 dt
�

ou on utilisé le fait que Btk+1 � Btk est indépandant des autres va qui appartiennent à

Ftk :

Lemme 2.1.2 Pour tout processus � 2 Esc (T � 
;Ft � Prog; dtdP ) l�intégrale stochas-

tique Brownienne associée est une martingale, en particulier E (� �Bt) = 0 8t � 0:

Preuve. Soit s; t 2 T; s < t on suppose qu�il exsiste k 2 f0; :::::; n� 1g tel que

tk � t � tk+1 on calcule :

E

�Z t

0

�dBjFs
�
=

n�1X
E

j=0

�
�j
�
Btj+1^t �Btj

�
jFs
�
1tj�t

=

k�1X
j=0

E
�
�j
�
Btj+1 �Btj

�
jFs
�
+ E

�
�k
�
Btk+1^t �Btk

�
jFs
�

+

n�1X
E

j=k+1

�
�j
�
Btj+1^t �Btj

�
jFs
�
1tj�t

comme �
�
;j
�
Btj+1^t �Btj

��
� Ftk � Fs pour tout j � k � 1, le premier terme donne

k�1X
j=0

E
�
�j
�
Btj+1 �Btj

�
jFs
�
=

k�1X
j=0

�j
�
Btj+1^t �Btj

�
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

comme Btj+1^t � Btj est indépendant de Ftk � Fs pour tout j � k + 1 avec ,le dernier

terme donne ;

n�1X
E

j=k+1

�
;j
�
Btj+1^t �Btj

�
jFs
�
1tj�t =

n�1X
E

j=k+1

�
E
�
�j
�
Btj+1^t �Btj

�
jFs
�
jFs
�
1tj�t

=
n�1X
E

j=k+1

�
�jE

�
Btj+1^t �Btj

�
jFs
�
1tj�t

= 0

En�n , la deuxième terme s�écrit,

E
�
�j
�
Btk+1^t �Btj

�
jFs
�
= E

�
�j
�
Btk+1^t �Bs

�
jFs
�
+ E (�k (Bs �Btk) jFs)

= �k E
�
Btk+1^t �Bs

�
+ �k (Bs �Btk)

= �k (Bs �Btk)

on obtient donc :

E

�Z t

0

�dBjFs
�
=

k�1X
j=0

�j
�
Btj+1 �Btj

�
+ �k (Bs �Btk)

en recollant les morceaux, ce qui est les resultat annoncé.

2.2 Intégrale brownien des processus progressivement

mesurables de carré sommable

l�idée maintenant est de dé�nir l�intégrale stochastique pour un intégrale général � 2 L2

(T;Prog) par :

Z
�dB = lim

Z
�ndB
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Avec (�n) une suite de fonctions en escalier convergent vers �, comme cela se fait trés

souvent en analyse, on montre que la suit de droit est une suit de Cauchy ,et l�intégrale

stochastique est alors, par dé�nition,le processus limite obtenu. A�n que cette intégrale

soit à la fois un processus adapté à la �ltration FB et un processus continu nous somme

amés à "gon�er" un peu cella -ci a�n qu�elle contienne tous les ensembles négligeables.on

dé�nit dorénavant

Ft = � (Bs; 0 � s � t) _N

ou N désigne la collectin des ensembles négligeables.

Dé�nition 2.2.1 Un processus � sur T � 
 à valeurs dans Rdest dit progressivement

mesurable si pour tout t 2 T la v a (s; !) 7! � (s; !) de [0; t] � 
 �! Rdest � (0; t) 


Ft�mesurable on note LP (T � 
;Ft � Prog; dtdP ) ,ou seulement LP (T � 
;Ft � Prog),

l�éspace des processus � progressivement mesurables sur T�
 bornés dans LP (T � 
; � (T )
A;P) :

Lemme 2.2.1 On a Esc (T � 
;Prog; dtdP ) � LP (T � 
;Prog; dtdP ) :

Preuve. D�une part, en dé�nissant k par tk � t � tk+1 ,on a :

�[0;t]�
 (s; !) =

k�1X
j=0

�j1]tj ;tj+1^t] (s) est Ft-mesurable

puisque alors � (�j) � Ftj � Ftk pour tout j � k;déautre part ,on a :

Z
T�


j�j2 dsdP =
n�1X
j=0

E
�
j�jj2

�
(tj+1 � tj)

qui est �ni.

Lemme 2.2.2 Les espaces Lp(T;Ft � Prog)sont des espaces de Banach, l�espace

L2(T;Ft � Prog)est un espace de Hilbert.
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Lemme 2.2.3 Pour tout processus � 2 L2(T;Ft � Prog) il existe une suite (�n)de pro-

cessus de Esc(T� 
;Ft � Prog; dtdP )telle que :

E

�Z
T
j� (t; :)� �n (t; :)j2 dt

�
�!
n�!1

0

Pour tout processus continu (ou càd) et progressivement mesurable , on peut d´ e�nir (�n)en

posant

�n (t) = �n (t
n
k)8t 2 �n

k =
�
tnk ; t

n
k+1

�
avec (tnk)0�k�n�1 suite de T telle que tn0 = 0 et 8k tnk+1 � tnk = n! 0, lorsque n �!1.

Preuve. Dans le cas général, on dé�nit

�n (t; !) =
n�1X
k=1

1

�n

 Z
�nk�1

� (s; !) ds

!
1�nk (t) �n

k =
�
tnk ; t

n
k+1

�
On voit que �n est progressivement mesurable et dans L2 car l�est.

Preuve. Pour  2 L2(T), on dé�nit

�n [ ] =

Z
T
j (t)�  n (t)j2 dt:  n (t) =

n�1X
k=0

 nk1�nk (t) :  nk =
1

�n

 Z
�nk�1

 (s) ds

!

Alors, d�une part par Cauchy-Schwarz

Z
T
j n (t)j2 dt =

Z
T

X
j;k

1

(�n)2

 Z tnj

tnj�1

 (s) ds

!
1]tnj ;tnj+1]

 Z tnk

tnk�1

 (s) ds

!
1]tnk ;tnk+1]

=
X
k

1

(�n)2

 Z tnj

tnj�1

 (s) ds

!2 Z
T
1]tnj ;tnj+1]

(t) dt

�
X
k

Z tnj

tnj�1

j (s)j2 ds =
Z
T
j (s)j2 ds
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ce qui implique que

�n [ ] � 4
Z
T
j (s)j2 ds (2.2)

D�autre part, si  2 Cc(T) et si � désigne le module de continuité uniforme de  , on a

�n [ ] =

Z
T

�����X
k

( (t)�  nk ) 1�nk (t)

�����
2

dt

=

Z
T

X
k

j (t)�  nk j
2 1�nk (t) dt

=
X
k

Z
�nk

j (t)�  nk j
2 dt �

X
k

1fsup p \�nk 6=;g�(�n)2�C �(�n)2�!0

lorsque n �!1, donc par densité Cc(T) � L2(T), on a également pour tout  2 L2(T)

�n [ ] �! 0 lorsque n �!1 (2.3)

En combinant 2.2, 2.3 avec  = (:; !) et le thoéréme de convergence dominée on obtient

Z


�n [�(:; !)] dP (!) �!

n�!1
0

Proposition 2.2.1 (i) Soit X une va et B une sous-tribu de A, on a l�inégalité de Jensen��EBX�� � EB jXj

(ii) Soit M une F�Martingale, alors jM j est une F-sousmartingale.

(iii) Soit M une martingale de carré intégrable et càd, alors on a l�inégalité Maximale de

Doob

8t � 0 E

�
max
0�s�t

jM(s)j2
�
� 4E

�
M(t)2

�
en particulier, la variable aléatoire max0�s�tjM(s)j2 est intégrable.

Preuve. (i) Par dé�nition on a E(EBXZ) = E(XZ) pour tout 0 � Z 2 L1(B).
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On a donc pour tout 0 � Z 2 L1(B), et en notant Z 0 = ZsignEBX 2 L1(B),

E(EBXjZ) = E(EBXZ)

(ii) Par (i) on a E(jMtjjFs) � jE(MtjFs)j =Ms:

(iii) On introduit une suite
�
tnj
�
de temps dé�nie par tnj = jt�n, la sous-martingale

S(t) = jM(t)j et le processus croissant Xj = sup0�k�jS(tk) et X�1 = 0.

La di¤érence X2
j+1 � X2

j = (Xj+1 � Xj)(Xj+1 + Xj) est majorée par 2Stj+1(Xj+1 � Xj)

(faire une disjonction des cas Xj+1 = Xj et Xj+1 > Xj) de sorte que par dé�nition d�une

sous-martingale E(Stj+1jFM
tj+1
) � E(StjFM

tj+1
) et donc

8j � n� 1 E
�
X2
j+1 �X2

j

�
� E

�
2Stj+1 (Xj+1 �Xj)

�
� 2E [St (Xj+1 �Xj)]

en sommant cette inégalité entre j = 0 et j = n� 1 et en utilisant Cauchy-Schwarz on a :

E
�
X2
n

�
� 2E [StXn] � 2E

�
S2t
� 1
2 E
�
X2
n

� 1
2

ce qui prouve

E

�
sup
0�k�n

M2
tk

�
� 4E

�
M2

t

�
On conclut en passant à la limite n �!1 et en utilisant le fait que M est càd.

Théorème 2.2.1 Il existe une application linéaire continue I de L2(T; P rog)dansM2
c (T)

l�espace des martingales réelles, continues, de carré intégrable, ayant les propriétés sui-

vantes :

(a) Si � 2 Esc(T; P rog)on a I(�)(t) =
R t
0
�sdBs:

(b) Pour tout � 2 L2(T; P rog)et tout t 2 T

E
�
I (�) (t)2

�
= E

�Z t

0

j�sj2 ds
�
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et

E

 
sup
[0;T ]

I (�) (t)2
!
� 4E

�Z T

0

j�sj2 ds
�

On note encore I(�)(t) = (� �B)t =
R t
0
�sdBsl�intégrale Brownienne de �:

Remarque 2.2.1 Prenons maintenant � = B1[0;T ] que l�on peut approcher par :

 n =

n�1X
k=0

Btk+11]tk;tk+1] ou �n =
n�1X
k=0

Btk1]tk;tk+1]

on a alors Z
 ndB �

Z
�ndB =

n�1X
k=0

�
Btk+1 �Btk

�2 �! T

Lorsque k �!1; cet exemple montre qu�il est important de choisir quelle approximation

on fait lorsque l�on construit l�intégrale stochastique.

Comme Itô, nous faisons le choix de l�approximation non anticipante �n.Le choix de l�ap-

proximation anticipante  nconduit à l�intégrale de Stratonovitch qui est légérement di¤é-

rente de celle d�Itô.

Preuve. On considére (�n) une suite de Esc(Prog) telle que �n �! � dans L2(Prog).

Comme l�intégrale stochastique Mn = �n B est une Martingale, il en est de même du

processus Mm �Mn, de sorte que l�inégalité de Doob et l�isométrie dans L2 donnent

E

 
sup
t2[0;T ]

jMm (t)�Mn (t)j2
!
� 4E

�
jMm (T )�Mn (T )j2

�
= 4E

�Z T

0

j�m � �nj2 dt
�
�! 0

lorsque m;n �! 1. Cela montre que Mnj[0;T ]est une suite de Cauchy dans l�espace de

Hilbert L2(
;FT ; P ;C([0; T ])) de sorte que (Mn) admet une limite M , notée par la suite

M = � �B. Par construction on a donc :

(i)t �!Mt(!) est continue p.s.
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(ii) M satisfait évidemment la second borne de (b) ainsi que la relation d�isométrie puis-

qu�en particulier pour tout t 2 [0; T ] on a :

EM2
t = lim

n�!1
EM2

nt = lim
n�!1

E

Z t

0

�2nds = E

Z t

0

�2ds

(iii) De Mn(t) 2 Ft pour tout n � 1 on tire qu�à la limite M(t) 2 Ft.

(iv) En�n Mn(t) �!M(t) dans L2 implique E(Mn(t)jFs) �! E(M(t)jFs) dans L2, et en

revenant à la dé�nition de l�espérance conditionnelle et d�une martingale on a pour tout

Z 2 L2(Fs)

E(M(s)Z) = lim
n�!1

E(Mn(s)Z) = lim
n�!1

E(E (Mn(t)jFs)Z) = E(E (M(t)jFs)Z)

ce qui est exactement dire que Mt est une F-martingale.On a ainsi, entre autre, démontré

le résultat suivant.

2.3 Processus d�Itô et formule d�Itô

2.3.1 Formule d�Ito dans le cas Brownien

Théorème 2.3.1 Soit B un mouvement Brownien réel et soit f une fonction de classe

C2b (R), ce qui signi�eque f est de classe C2 et que f; f 0et f 00sont des fonctions bornées,

alors :

f(Bt) = f(B0) +

Z t

0

f 0(Bs)dBs +
1

2

Z t

0

f 00(Bs)ds: (2.4)

Remarque 2.3.1 En prenant B un mouvement Brownien standard et f(x) = x2, on

retrouve

B2
t � t = 2

Z t

0

BsdBs est une martingale.et donc E
�
B2
t

�
= t

Puisque l�intégrale Brownienne est une martingale donc d�éspérance nulle, bien sur, ap-

pliquer la formule d�Itô à la fonction f(x) = x2 n�est pour l�instant pas licite, mais on
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montrera que la formule est valable dés que f 2 C2(R) avec f 0(Bs) 2 L2 et f 0(Bs) 2 L1:

Preuve. On introduit une suite de temps 0 = t0 < t1 � ::: � tn = t avec tk = kt�n de

sorte que

f(Bt) = f(B0) +
nX
i=1

�
f(Bti)� f(Bti�1)

�
= f(B0) +

nX
i=1

f 0(Bti�1)
�
Bti �Bti�1

�
+
1

2

nX
i=1

f 00 (�i)
�
Bti �Bti�1

�2
avec �i dans l�intervalle (Bti�1 ; Bti). Le second terme s�écrit

nX
i=1

f 0(Bti�1)
�
Bti �Bti�1

�
=

Z t

0

�n (s) dBs

avec

�n (s) =
nX
i=1

f 0(Bti�1)1ti�1<s�ti �!
n!1

f 0(Bs) dans L2([0; t]� 
;Prog) (2.5)

en e¤et, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

E

�Z t

0

(�n (s)� f 0(Bs))
2
ds

�
=

nX
i=1

E

�Z ti

ti�1

�
f 0(Bti�1)� f 0(Bs)

�2
ds

�
� kf 00k21

nX
i=1

Z ti

ti�1

E
h�
Bs �Bti�1

�2i
ds

� kf 00k21
nX
i=1

Z ti

ti�1

(s� ti�1)
2 ds = kf 00k21

nX
i=1

1

2

�
t

n

�2
�! 0:

Par construction de l�intégrale stochastique Brownienne, on a donc :

nX
i=1

f 0(Bti�1)
�
Bti �Bti�1

�
�!
n�!1

Z t

0

f 0(Bs)dBs:
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Pour le troisiéme terme, on écrit,

1

2

nX
i=1

f 00 (�i)
�
Bti �Bti�1

�2
=
1

2

nX
i=1

�
f 00 (�i)� f 00(Bti�1)

� �
Bti �Bti�1

�2
(= T1)

+
1

2

nX
i=1

f 00(Bti�1)
�
Bti �Bti�1

�2 � (ti � ti�1) (= T2)

+
1

2

nX
i=1

f 00(Bti�1) (ti � ti�1) (= T3)

et on traite chaque terme séparemment. Pour le premier terme, on a par Cauchy-Schwarz

E jT1j �
1

2

�
Esup

i

���f 00 (�i)� f 00(Bti�1)
���2� 1

2

(
E

"
nX
i=1

�
Bti �Bti�1

�2#) 1
2

qui tend vers 0 puisque la premiére espérance tend vers 0 grace au théoréme de convergence

dominée (on utilise que f 00 est bornée et que les trajectoires sont continues) et le second

terme tend vers t (c�est précisément la dé�nition de la variation quadratique du mouvement

Brownien).Pour le second terme, on écrit,

T2 =
1

2

nX
i=1

'i�1
�
�2
i � �i

�
avec 'i�1 = f 00(Bti�1), �i = Bti �Bti�1 et �i = ti � ti�1. On calcule alors en utilisant que

�j

`
Ftj�1 et E

�
�2
j � �j

�
= 0:

E
�
T 22
�
=
1

2

nX
i=1

E
�
'i�1

�
�2
i � �i

�
'i�1

�
E
�
�2
j � �j

�
+
1

4

nX
i=1

E
h
'2i�1

�
�2
i � �i

�2i
� kf 00k21

4

nX
i=1

E
h
'2i�1

�
�2
i � �i

�2i

Qui tend vers 0, comme cela a été démontré dans la preuve de la variation totale du

mouvement Brownien.En�n, le dernier terme tend vers l�intégrale annoncée.

Théorème 2.3.2 (Extension 1 : cas non bornée). Soit B un mouvement Brownien réel
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et soit f une fonction de classe C2 telle que pour tout x 2 Ron a :

jf(x)j+ jf 0(x)j+ jf 00(x)j � Aejxj
a

; A > 1; a < 2;

alors la formule 2.4 est encore valable.

Preuve. On introduit une fonction impaire T 2 C2(R) telle que 0 � T 0 � 1; T (x) = x

pourjxj � 1, T 00(x) = 0 pour jxj � 2, et on dé�nit fn(x) = f(nT (x
n
)). On a fn 2 C2b (R) de

sorte que

fn(Bt) = fn(B0) +

Z t

0

f 0n(Bs)dBs +
1

2

Z t

0

f 00n(Bs)ds (2.6)

et

f 0n(x) = f 0(nT (
x

n
))T 0(

x

n
); f 00n(x) = f 00(nT (

x

n
))T 0(

x

n
)2 +

1

n
f 0(nT (

x

n
))T 00(

x

n
)

On passe alors terme à terme à la limite n �!1, traitons par exemple le deuxiéme terme,

grace à la relation d�isométrie et pour n assez grand (on choisit n tel que 2na � n2

(4t)
) on a

E

�Z t

0

(f 0n (Bs)� f 0(Bs)) dBs

�2
=

Z t

0

E ((f 0n (Bs)� f 0(Bs))) ds

=

Z t

0

Z
R
(f 0n (x)� f 0(x))

2 e
�x2=(2s)
p
2�s

dxds

� 4
Z t

0

Z
R
e2jxj

a

1jxj�n
e�x

2=(2s)

p
2�s

dxds

� 4
Z t

0

(Z
R
1jpsyj�n

e�y
2=4

p
2�

dy

)
ds �! 0

puisque le terme entre f:::g est plus petit que
p
2 et tend vers 0 pour tout s > 0, et il

su¢ t d�appliquer le théoréme de convergence dominée.

Théorème 2.3.3 (Extension 2 : cas dépendant du temps), soit B un mouvement Brow-

nien réel et soit f 2 C2b (R2), alors :

f(t; Bt) = f(0; B0) +

Z t

0

(@xf) (s; Bs)dBs +

Z t

0

(@sf) (s; Bs)ds+
1

2

Z t

0

�
@2xxf

�
(s; Bs)ds
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Chapitre 2. Intégrale stochastique

Preuve. On écrit

f(t; Bt) = f(0; B0) +
nX
i=1

�
f(ti; Bti)� f(ti; Bti�1)

�
+

nX
i=1

�
f(ti; Bti�1)� f(ti�1; Bti�1)

�
Et le dernier terme (qui est le terme nouveau) donne une contribution

nX
i=1

Z t

0

(@sf)
�
�i; Bti�1

�
(ti � ti�1) �!

Z t

0

(@sf) (s; Bs)ds

lorsque n �!1.

Théorème 2.3.4 (Extension 3 : cas vectoriel). Soit B = (B1; :::; Bd) un mouvement

Brownien à valeurs Rd et soit f 2 C2b (Rd) alors :

f(Bt) = f(B0) +
dX

k=1

Z t

0

(@xkf) (Bs)dB
k
s +

1

2

Z t

0

(�f) (Bs)ds:

Preuve. Pour simpli�er les notations traitons le cas d = 2, on écrit,

f(Bt) = f(B0) +
nX
i=1

h
f(B1

tI
; B2

ti
)� f(B1

ti�1 ; B
2
ti�1)

i
+

nX
i=1

h
f(B1

ti�1 ; B
2
tI
)� f(B1

ti�1 ; B
2
ti�1)

i
= f(B0) +

nX
i=1

n
(@1f) (B

1
ti�1 ; B

2
ti
)(B1

tI
�B2

ti�1) + (@2f) (Bti�1)(B
2
ti
; B2

ti�1)
o

+
1

2

nX
i=1

n�
@211f

�
(�1i ; B

2
ti�1)(B

1
tI
�B1

ti�1) +
�
@222f

�
(B1

ti�1 ; �
2
i )(B

1
ti
�B2

ti�1)
2
o

= f(B0) +

nX
i=1

n
(@1f) (Bti�1)(B

1
tI
�B2

ti�1) + (@2f) (Bti�1)(B
2
ti
; B2

ti�1)
o

+
1

2

nX
i=1

n�
@211f

�
(�1i ; B

2
ti�1)(B

1
tI
�B1

ti�1)
2 +

�
@222f

�
(B1

ti�1 ; �
2
i )(B

1
ti
�B1

ti�1)
2
o

+

nX
i=1

h�
@212f

�
(B1

ti�1 ; �
3
i )�

�
@212f

�
(Bti�1)

i
(B1

ti
�B1

ti�1)(B
2
ti
; B2

ti�1)

+
nX
i=1

�
@212f

�
(Bti�1)(B

1
ti
�B1

ti�1)(B
2
ti
; B2

ti�1) (= T4)

et la seule di¢ culté nouvelle est de passer à la limite dans le dernier terme (et de voir
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pourquoi la limite est nulle), noter que l�avant dernier terme se raméne à un terme du type

T1 dans la preuve du théoréme en utilisant l�inégalté de Young :

���(B1
ti
�B1

ti�1)(B
2
ti
; B2

ti�1)
��� � 1

2
(B1

ti
�B1

ti�1)
2 +

1

2
(B2

ti
; B2

ti�1)
2

pour estimer le terme T4, on note

'i�1 =
�
@212f

�
(Bti�1);�l;i = Bl

ti
�Bl

ti�1 ;�1+2;i =
�
B1
ti
�B2

ti

�
=
p
2�

�
B1
ti�1 �B2

ti�1

�
=
p
2

et �i = ti � ti�1, de sorte que l�on a :

T4 =
nX
i=1

'i�1�1;i�2;i =
nX
i=1

'i�1 (2�1+2;i ��1;i ��2;i)

= 2
nX
i=1

'i�1
�
�2
1+2;i � �i

�
�

nX
i=1

'i�1
�
�2
1;i � �i

�
�

nX
i=1

'i�1
�
�2
2;i � �i

�
En remarquant que le t 7! (B1

t �B2
t ) processus est un mouvement Brownien (il su¢ t de

constater qu�il véri�e la caractérisation gaussienne d�un mouvement Brownien) adapté à

la �ltration FB, on voit que les trois termes tendent vers 0 dans L2.

Remarque 2.3.2 Pour des processus X;Y; Z on dé�nit la variation quadratique hXiT
par

hXiT = hXi = lim
n�!1

nX
k=1

(Xtk �Xtk�1)
2;

si cette limite existe pour toute suite de partitions 0 = t0 < ::: < tn = T , et la covariation

hY; ZiT

hY; ZiT = (hY + Zi � hY i � hZi) = lim
n�!1

nX
k=1

(Ytk � Ytk�1)(Ztk � Ztk�1)

Si dans la premiére dé�nition les quantités sont toutes bien dé�nies, ou de maniére équi-

valente, si dans la deuxiéme dé�nition cette limite existe pour toute suite de partitions
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0 = t0 < ::: < tn = T , ce que l�on vient de démontrer dans le théoréme c�est que pour deux

mouvements brownien B1 et B2 indépendants on a :



B1; B2

�
= 0

2.3.2 Processus d�Itô

Dé�nition 2.3.1 Soit B un mouvement Brownien à valeurs dans Rd1.On appelle proces-

sus d�Itô, un processus (Xt)t 2 T�à valeurs dans Rd2 qui s�écrit sous la forme

Xt = X0 +

Z t

0

�sdBs +

Z t

0

 sds (2.7)

avec X0 2 Rd2un va F0-mesurable, � 2 L2(T;FB � Prog)�à valeurs dans l�espace des

matrices d2� d1 et  2 L1(T;FB �Prog) �à valeurs dans Rd2 pour etre plus explicite, on

écrit :

Xi (t) = Xi (0) +

d1X
j=1

Z t

0

�ij (s) dBj (s) +

Z t

0

 i (s) ds

On introduit la notation �in�nitésimale�dX du processus d�Itô X par :

dXs = �sdBs +  sds

et le crochet hXi du processus d�Ito X par :

hXit =
Z t

0

�2sds ou dXt = �2tdt si X est réel (2.8)

hXiij (t) = hXi; Xjit =
Z t

0

d1X
l=1

�il (s)�jl (s) ds ou d hXi; Xjit =
d1X
l=1

�il (t)�jl (t) dssi X 2 Rd2

(2.9)
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Preuve. Etape 1.En prenant t = 0 on aX0 = X 0
0 p.s, on dé�nit :

Zt =

Z t

0

(�� �0s) dBs =

Z t

0

( �  0s) ds

puisque Z est une martingale (c�est une intégrale stochastique), on a

E
�
Z2t
�
= E

"
nX
k=1

(Z2tk � Z2tk�1)

#

=

nX
k=1

E
�
Ztk � Ztk�1

�2
En prenant maintenant la premiére expression de Z, on en déduit grace à l�inégalité de

Cauchy-Schwarz

E
�
Z2t
�
= E

nX
k=1

"Z tk

tk�1

 (s) ds

#2
� E

nX
k=1

"
(tk � tk�1)

Z tk

tk�1

 2 (s) ds

#

= sup
1�k�n

(tk � tk�1)E

�Z t

0

 2 (s) ds

�
�! 0

ce qui démontre Z � 0.

Etape 2.On a alors d�une part pour toute fonction � 2 C1([0; T ]) telle que �(T ) = 0 par

intégration par parties :

Z T

0

� ( �  0s) ds = �
Z T

0

�0 (t)

�Z t

0

( �  0s) ds

�
dt

Et en choisissant �n ! sign ( �  0s) on obtient

Z T

0

j �  0sj ds = 0

Et donc  =  0s . En�n, grace à la relation d�isométrie on a :

E

Z t

0

(�s � �0s)
2
ds = E

�Z T

0

(�s � �0s) dBs

�2
= 0

38



Chapitre 2. Intégrale stochastique

ce qui implique également �s = �0s p.s.

Dé�nition 2.3.2 Soit X un processus d�Ito de la forme2.7.Pour toute fonction FB-

progressivement mesurable on dé�nit l�intégrale stochastique par rapport au processus X

par : Z t

0

�sdXs =

Z t

0

�s�sdBs +

Z t

0

�s sds

dés que �s�s 2 L2 et �s s 2 L1.

Théorème 2.3.5 (Extension 5 : processus d�Ito réel). Soit X un processus d�Ito réel de

la forme 2.7.Pour toute fonction f 2 C2b (R)on a :

f(Xt) = f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)d hXis

= f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)�sdBs +

Z t

0

�
f 0(Xs) s +

1

2
f 00(Xs)�

2
s

�
ds

Preuve. Etape1 : On commence par considérer le cas (indépendant du temps)

dXt = � (!) dBt +  (!) dt

avec �;  2 L1(F0), on procéde comme dans les extensions précédantes, en écrivant

f(Xt) = f(X0) +
nX
i=1

�
f (Xti)� f

�
Xti�1

��
= f(X0) +

nX
i=1

f 0 (Xti)
�
Xti �Xti�1

�
+
1

2

nX
i=1

f 0
0
(�i)

�
Xti �Xti�1

�2
avec i dans l�intervalle (Xti�1 ; Xti), or, par dé�nition,

Xti �Xti�1 =

Z ti

ti�1

�sdBs +

Z ti

ti�1

 sds = �
�
Bti �Bti�1

�
+  (ti � ti�1)
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ce qui implique d�une part que

nX
i=1

f 0 (Xti)
�
Xti �Xti�1

�
�!

Z t

0

f 0(Xs)�sdBs +

Z t

0

f 0(Xs) sds =

Z t

0

f 0(Xs)dXs

cela implique d�autre part que

�
Xti �Xti�1

�2
= �2

�
Bti �Bti�1

�2
+ 2�

�
Bti �Bti�1

�
 (ti � ti�1) +  2 (ti � ti�1)

et on estime le deuxiéme terme par

E
��� �Bti �Bti�1

�
 (ti � ti�1)

�� = jti � ti�1jE j� jE
��Bti �Bti�1

��
� jti � ti�1j

3
2 E
���2�� 12 E �� 2�� 12 :

On voit donc en sommant et en passant à la limite n �! 1 que le deuxiéme terme et le

troisiéme terme donnent une contribution nulle, alors que le premier terme converge vers

le terme habituel (multiplié par �2).On a donc ainsi démontré la formule d�Itô dans ce cas.

Etape 2.On traite le cas d�une fonction en escalier en itérant la premiére étape, en�n

dans le cas général � 2 L2(Prog),  2 L1(Prog), il existe des suites (�n) et ( n) de

Esc(Prog)
T
L1 telles que �n ! � dans L2 et  n �!  dans L1 et telles que

f(Xn
t ) = f(X0) +

Z t

0

f 0(Xn (s))�n (s) dBs +

Z t

0

�
f 0(Xn

s ) n (s) +
1

2
f 00(Xn (s))�2n (s)

�
ds

ou on a dé�ni le processus d�Itô X n par :

Xn
t = X0 +

Z t

0

�n (s) dBs +

Z t

0

 s (s) ds

on conclut en passant à la limite n �!1:

Remarque 2.3.3 On vient d�établir une deuxiéme régle de calcul concernant le crochet,
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à savoir que :

hB; ti = 0

Théorème 2.3.6 (Extension 6 : processus d�Itô vectoriel).Soient X un processus d�Itô

dé�ni par et f 2 C2(Rd2+1) alors on a ;

f(t;Xt) = f(0; X0) +

Z t

0

5f(s;Xs)dXs +

Z t

0

(@sf) (s;Xs)ds+
1

2

Z t

0

D2f(s;Xs)d hXis

lorsque

i) � = (�ij) 2 L2(Prog);  = ( i) 2 L1(Prog) et f 2 C2b :

ii) � = (�ij) ;  = ( i) 2 Esc([0; T ] ;Prog)
T
L1 ([0; T ]� 
) et f satisfait pour tout :

x 2 R ona

jf(x)j+ jDf(x)j+ jD2f(x)j � Aejxj
a

; A > 1; a < 2;

(iii) �moralement�dés que Df(X)� 2 L2 et Df(X) ;D2f(X)�
2 2 L1:

Preuve. On procéde en plusieurs étapes.

Etape 1.Pour tout , �;  2 Esc([0; T ];Prog)
T
L1([0; T ] � 
) il existe k > 0 tel que le

processus d�Itô X associé satisfait

8t 2 [0; T ] E
�
exp

�
kX2

t

��
� C <1

Pour simpli�er on ne traite que le cas de la dimension d1 = 1 et que le terme (plus délicat)

(� �B)t.En e¤et, on a :

(� �B)2t =
 

nX
k=1

�k�1
�
Btk �Btk�1

�!2
� Cn k�k21

nX
k�1

�
Btk �Btk�1

�2
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de sorte qu�avec �k = tk � tk�1 � T et k > 0 assez petit tel que A < 1
(2T )

E
�
exp

�
"(� �B)2t

��
� E

"
exp

 
A

nX
k�1

�
Btk �Btk�1

�2!# � nY
k�1

E
h
exp

�
A
�
Btk �Btk�1

�2�i
�

nY
k�1

E
�
exp

�
AB2

�k

��
=

nY
k�1

Z
R
e
Ax2� x2

2�k
dxp
2��k

�
nY
k�1

Z
R
e�

x2

4
dxp
2�
= 2

n
2

cette (trés mauvaise) borne permet de justi�er tous les calculs à venir.

Etape 2. On commence par considérer le cas indépedant du temps

dXt = � (!) dBt +  (!) dt =

 
d1X
j=1

�ijdBjt +  i (!) dt

!
1�i�d2

avec �ij,  i 2 L1(F0) Pour la suite de temps tk = kt
n
, on écrit

f(Xt) = f(X0) +
nX
k=1

�
f (Xtk)� f

�
Xtk�1

��
= f(X0) +

Z t

0

5f(Xtk�1)
�
Xtk �Xtk�1

�
+

nX
k=1

Z 1

0

(1� s)D2f(�s)
�
Xtk �Xtk�1

�
2
ds

avec �s = sXtk + (1� s)Xtk�1 .Or, par dé�nition,

Xtk�Xtk�1 = �
�
Btk �Btk�1

�
+ (ti � ti�1) =

 
d1X
j=1

�ij
�
Btk �Btk�1

�
+  i (tk � tk�1)

!
1�i�d2

ce qui implique d�une part que (en somment l�indice i de 1 à d2 et l�indice j de 1 à d1)

nX
k=1

5f(Xtk�1)
�
Xtk �Xtk�1

�
=
X
i;j

nX
k=1

(@if) (Xtk�1)�ij
�
Btk �Btk�1

�
+  i (tk � tk�1)

�!
X
i;j

@if (Xs) (�ijdBjs +  ids) =

Z t

0

5f(Xs)dXs
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Cela implique d�autre part que (avec convention de sommation des indices répétés)

�
Xtk �Xtk�1

�
2
ij
= �ip�jq

�
Bptk �Bptk�1

� �
Bqtk �Bqtk�1

�
+ �ip

�
Bptk �Bptk�1

�
 j (tk � tk�1)

+ �jq
�
Bqtk �Bqtk�1

�
+  i (tk � tk�1) +  i j (tk � tk�1)

2

ou tous les termes, sauf éventuellement le premier, sont enO(jtk � tk�1j3=2) Pour le premier

terme, on a

�ip�jq

nX
k=1

�
Bptk �Bptk�1

� �
Bqtk �Bqtk�1

�
�! �ip�jq hBp; Bqi = �ip�jq�pqt

En conclusion, on a démontré que la limite ci-dessous existe et sa valeur est

hXi
2ij (t) = lim
k!1

�
Xtk �Xtk�1

�
2
ij
=

d2X
p=1

Z t

0

�ip�jqds

Etape 3. Pour établir (i), on procéde comme dans la deuxiéme étape du théoréme.

Etape 4. Pour établir (ii), on reprend la preuve du théoréme2.6 . Avec les notations intro-

duites dans cette preuve, le point clef est d�estimer le terme suivant (où pour simpli�er on

ne considére que le cas  � 0, on utilise la borne de l�étape 1 et on choisit n assez grand

de sorte que 2na � "n2

2
),

E

�Z t

0

(f 0n (Xs)� f 0(Xs)) dXs

�2
= E

�Z t

0

(f 0n (Xs)� f 0(Xs))
2
�2s

�
ds

� k�k21
Z T

0

E
h
A2e2jXj

a

1jXj�n

i
ds

� A2 k�k21
Z t

0

E
h�
e"jXj

2=21jXj�n

��
e"jXj

2=2e�"n
2=21jXj�n

�i
ds

� A2 k�k21
Z t

0

E
h�
e"jXj

2

1jXj�n

�i
dse�"n

2=2 �! 0

lorsque n �!1.
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Remarque 2.3.4 Ce que l�on a démontré est que l�on a la régle de calcul

hX; Y i = hXi+ 2 hX; Y i+ hY i

pour les processus d�Itô X et Y .

2.4 Martingales remarquables

2.4.1 Représentation d�une martingale Brownienne

Nous avons vu qu�une intégrale stochastique browienne était une martingale, nous allons

maintenant montrer la réciproque.

Théorème 2.4.1 Soit B un mouvement Brownien et M une FB-martingale bornée dans

L2:Alors il existe un (unique) processus � 2 L2(B) tel que :

Mt = E (M0) +

Z t

0

�sdBs (2.10)

On a va commencer par démontrer deux résultats intermédiaires.

Lemme 2.4.1 Soit B un mouvement Brownien, et soit T 2 T �xé. L�espace V engendré

par les variables aléatoires

exp(i

nX
k=1

�k
�
Btk �Btk�1

�
)

pour 0 = t0 < ::: < tn = T et 1; :::; n 2 Rest dense dans L2C(
;FB
T )

Preuve. L�espace V est égal à l�espace vectoriel engendré par les fonctions de la forme

exp(i
Pn

k=1 �kBtk) qui est dense dans l�espace vectoriel engendré par les fonctions de la

forme (Bt1 ; :::; Btn) (c�est un théoréme de densité dans Cb(Rnd)), qui est lui-meme dense

dans l�espace L2C(
;FB
T ) (c�est une propriété de classe monotone liée à la dé�nition de

FB
T ).
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Lemme 2.4.2 Soient B un mouvement Brownien, T 2 T �xé et X une va FB
T �mesurable

et bornée dans L2.Alors il existe un (unique) processus � 2 L2(B)tel que :

X = E (X) +

Z t

0

�sdBs

Preuve. Notons H le sous-espace véctoriel des va MT 2 L2(
;FT ) véri�ant pour t = T:

Nous allons montrer que H est fermé, H contient un sev dense dans L2(
;FT ), donc

H = L2(
;FT ).Puis nous obtiendrons 2.10 en prenant l�espérance conditionnelle par rap-

port à FB
t :

Premiére étape :unicité remarquons que si � et  sont deux processus progressifs véri�ant

alors :

E

�Z t

0

(�s � �s)
2 ds

�
= E

�Z T

0

(�s � �s)
2 dBs

�
= 0

d�ou l�unicit de la représentation .

Deuxiéme étape :H est fermé. De la meme maniére, si (Zn) est une suite deH convergente

dans L2(
;FT ) vers une limite Z et si (�n) est la suite de processus de L2(B) associés,

alors

E

�Z t

0

(�ms � �ns )
2 ds

�
= E

�Z T

0

(�ms � �ns ) dBs

�2
= E [(Zm � E (Zm))� (Zn � E (Zn))]2

� 2 kZn � ZmkL2 �! 0

et donc (�n) est une suite de Cauchy, on en déduit que (�n) converge vers une limite qui

est un processus de L2(B), et que � et MT = Z satisfont, donc H est fermé.

Troisiéme étape : H est dense dans L2(
;FT ). Soient 0 = t0 < ::: < tn = T , �1; :::; �n 2 R

et

Mt = exp [i (� �B)t] ; �s =

nX
k=1

�k1]tk�1;tk]:
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En posant f(t;X) = exp(iX + 1
2

R t
0
�2sds) la formule d�Itô implique

MT exp

�
1

2

Z T

0

�2sds

�
= f (T; (� �B)T )

= f(0; 0) +

Z T

0

(@xf) (s;Xs)�sdBs +

Z T

0

(@sf) (s;Xs)ds

+

Z T

0

�
@2xxf

�
(s;Xs)d hXis

= 1 + i

Z T

0

f(s;Xs)�sdBs +

Z T

0

f(s;Xs)

�
1

2
�2sds+ i2d hXis

�
= 1 + i

Z T

0

f(s;Xs)�sdBs

ce qui montre que l�espace vectoriel H0 engendré par les variables aléatoires

exp(i
nX
k=1

�k
�
Btk �Btk�1

�
) =MT

est inclus dans H

D�aprs le appliqué à Z =MT , il existe un unique � 2 L2(B) tel que :

MT = E (MT ) +

Z T

0

�sdBs

On en déduit immédiatement

MT = E (MT jFt) = E (M0) +

Z T

0

�sdBs

pour tout t 2 [0; T ].

2.4.2 Martingale quadratique

Théorème 2.4.2 Pour tout , �;  2 L2(T; P rog), le processus Mtdé�ni par

Mt = XtYt �
Z t

0

�2s sds; Xt =

Z t

0

�sdBs; Yt =

Z t

0

 sds
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est une martingale continue centrée, en particulier

�Z t

0

�sdBs

�2
�
Z t

0

�2sdBs est une martingale continue centrée

Preuve. Soit � 2 L2(Prog) et �n une suite de processus élémentaires de Esc(Prog)
T
L1

telle que �n ! � dans L2. La formule d�Itô s�applique et donne

(�n �B)2t =
Z t

0

2 (�n �B)s �nsdBs +
1

2

Z t

0

2 (�ns )
2 ds

ce qui implique pour le processus associé à �n. Il n�y a alors aucune di¢ culté à passer à

la limite n �!1 et obtenir Pour deux processus �;  2 L2(Prog) on utilise l�identité de

polarisation ;

Mt =
1

4

�
((�+  ) �B)t �

Z t

0

(�+  )2 ds

�
� 1
4

�
((��  ) �B)t �

Z t

0

(��  )2 ds

�

et deux fois pour en déduire.

2.5 Intégrale stochastique par rapport martingale

2.5.1 Construction de l�intégrale stochastique

Dé�nition 2.5.1 Soit H l�espace des martingales M continues bornées dans L2 (pour

tout M 2 H; sup
t
E [M2

t ] <1) telles que M0 = 0.On a vu que M;N 2 H

=)E [jhM;Ni1j] <1, on dé�nit la forme bilinéaire symétrique :

(M;N)H = E [jhM;Ni1j] = E [M1N1]
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On a vu que (M;M)H � 0 avec égalité si et seulement si M = 0. On note

kMkH = (M;M)2H:

Proposition 2.5.1 L�espace (H; (:; :)H) est un espace de Hilbert.

Preuve. Il est clair que H est un espace vectoriel et que (:; :)H est un produit scalaire.Il

faut véri�er que H est complet pour k:kH. Soit
�
M (n)

�
une suite de Cauchy dans H c�est

équivalent à dire que
�
M

(n)
1

�
est de Cauchy dans L2,donc M (n)

1 converge dans L2 vers

M1 2 L2.Par l�inégalité de Doob,

E

�
sup
t�0

���M (m)
t �M

(n)
t

���2� � 4E h�M (m)
1 �M (n)

1
�2i �!

m;n!1
0:

On peut extraire une sous-suite telle que

E

"
+1X
k=0

sup
t>0

���M (nk+1)
t �M

(nk)
t

���# < +1
presque sûrement,

+1X
k=0

sup
t>0

���M (nk+1)
t �M

(nk)
t

��� < +1
DoncM (nk) converge uniformément sur R+ vers une limite, notéeM .M est donc continue

comme limite uniforme de fonctions continues.M (nk)
t �!

k!1
Mt dans L2.En particulier,Mt 2

L2 et M (nk)
t = E

h
M

(nk)
s jFt

i
pour t � s et Mt = E[MsjFt] donc M est une martingale et

Mt = E[M1jFt], par Doob,

E

�
sup
t�0

��M2
��� � 4E �M2

1
�

donc (Mt) est uniformément bornée dans L2 et on a bien



M (n) �M


2
H = E

h�
M (n)
1 �M1

�2i �!
n!1

0
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Dé�nition 2.5.2 Pour M 2 H, on pose

L2 (M) = L2 (
� R; P rog; dP 
 d hM;Mi)

L2(M) est l�espace des processus progressifs tels que E
hR +1
0

H2
sd hM;Mis

i
<1.C�est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire

(H;K)L2(M) = E

�Z +1

0

HsKsd hM;Nis
�

Dé�nition 2.5.3 On note E le sous-espace de L2(M) formée des processus de la forme

Hs (!) =

p�1X
k=0

H(k) (!) 1]tk;tk+1] (s) : o�u 0 < t0 < ::: < tp

et H(k) est Ftk-mesurable et borné pour tout k.

Proposition 2.5.2 Pour tout M 2 H, l�espace Eest dense dans L2(M).

Preuve. Il su¢ t de montrer que E? = f0g.Soit K 2 E?, on pose

Xt =

Z t

0

Kud hMMiu = 0

On véri�e que(Xt)t � L1.

E [jXtj]
CS

� E

�Z t

0

Kud hMMiu
� 1
2

� E

�Z t

0

d hMMiu
� 1
2

< +1

Donc Xt 2 L1. Soit 0 � s < t et soit F une variable aléatoire Fs�mesurable bornée et soit

Hs(!) = F (!)1]s;t](u).On a (H;K)L2(M) = 0 ie

E

�
F

Z t

0

Kud hMMiu
�
= 0
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d�où

E[F (Xt�Xs)] = 0

pour tout F Fs-mesurable bornée et

E[F (Xt �Xs)] = 0

et

E[XtjFs] = XS : (Xt)t

est une martingale à variation �nie car
R t
0
jKuj d hMMiu < +1.Donc X = 0 ie pour tout

t, Z t

0

Kud hMMiu = 0

d�où K = 0 dans L2(M).

Théorème 2.5.1 Soit M 2 H, pour tout H 2 Ede la forme

Hs (!) =

p�1X
k=0

H(k) (!) 1]tk;tk+1] (s)

(comme précédemment), on dé�nit le processus H:M par

(H:M)r =

p�1X
k=0

H(k)
�
Mtk+1^t �Mtk^t

�
1) L�application H 7�! H:M s�étend en une isométrie de L2(M) dans H.

2) Le processus H:M est caractérisé par :

8N 2H; hH:M;Ni = H: hM;Ni =
Z
Hsd hM;Nis
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3) Si T est un temps d�arrêt, alors :

�
1[0;T ]H

�
:M = (H:M)T = H:

�
MT

�
Dé�nition 2.5.4 On note (H:M)t =

R t
0
HsdMs l�intégrale stochastique.

Preuve. 1) H:M est bien une martingale, bornée dans L2, continue :

H:M 2 H:H 7�! H:M est linéaire.Il reste à voir la propriété d�isométrie :

kH:Mk = kHkL2(M) ;

hH:M;H:Mit =
p�1X
k=0

�
H(k)

�2 �hM;Mitk+1^t � hM;Mitk^t
�

kH:Mk2H = E [hH:M;H:Mi1]

=

p�1X
k=0

�
H(k)

�2 �hM;Mitk+1^t � hM;Mitk^t
�

= E

�Z t

0

Hsd hM;Nis
�

car s 7�! hM;Mis est continue donc

kH:Mk2H = kHk
2
L2(M)

L�espace d�arrivée H est complet et E est dense dans L2(M) donc on peut étendre l�iso-

métrie H 7�! H:M à tout L2(M).
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2) On véri�e que c�est vrai pour les processus élémentaires. On prend H de la forme

habituelle. On a :

hH:M;Nit =
p�1X
k=0

H(k)
�
hM;Nitk+1^t � hM;Nitk^t

�
=

Z t

0

H2
sd hM;Mis

et s 7�! hM;Mis continue donc hH:M;Mit = (H: hM;Ni)t. Pour voir que le propriété

reste vraie pour tout H 2 L2(M), on observe que X �! hX;Nit est continue de

H dans L1. En e¤et, par l�inégalité de Kunita-Watanabe

E [jhX;Nitj] � E [jhX;Xitj]
1
2 E [jhN;Nitj]

1
2

� kXkH kNkH

Si H(n) 2 E est tel que H(n) �! H dans L2(M) alors H(n):M �! H:M dans H et donc

H(n):M;N

�
t
! hH:M;Nit dans L1 :

hH:M;Ni = lim
n�!1



H(n):M;N

�
= lim

n�!1
H(n): hM;Ni

= H: hM;Ni

Il reste à véri�er H: hM;Ni = limH(n) hM;Ni :

E

�����Z t

0

�
H(n) �H

�
d hM;Nis

����� � E

�����Z t

0

�
H(n) �H

�
d hM;Nis

�����
1
2

E [jhN;Nitj]
1
2

�


H(n) �H




L2(M)

kNkH :
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Voyons que si X 2 H est tel que pour tout N 2 H, hX;Ni = H : hM;Ni alors X = H:M .

Dans ce cas, on a :

hX �H:M;Ni ;8N 2 H

On peut prendre N = X �H:M et on obtient kX �H:MkH = 0 d�ou X = H:M

3) Soit T un temps d�arrêt. Pour tout N 2 H,

D
(H:M) T ; N

E
= hH:M;Nit^T

= (H: hM;Ni)t^T

=
�
H1[0;T ]: hM;Ni

�
t

donc (H:M)T = H1[0;T ]:M . De la même façon,



H:MT ; N

�
=
�
H:


MT ; N

��
t

=
�
H: hM;NiT

�
= H1[0;T ]: hM;Ni

donc H:(Mt) =
�
H1[0;T ]

�
:M .

Remarque 2.5.1 On peut utiliser la propriété pour dé�nir l�intégrale stochastique en uti-

lisant le théorème de Riesz.On peut réécrire cette propriété sous la forme

�Z t

0

HsdMs; N

�
t

=

Z t

0

Hsd hM;Nis

Proposition 2.5.3 Associativité. Soit M 2 H. Si K 2 L2(M) et H 2 L2(K:M). Alors,

HK 2 L2(M) et HK:M = H:(K:M)
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Preuve. D�après la propriété caractéristique , on a

hK:M;K:Mi = K: hM;K:Mi

= K: (K: hM;Mi)

= K2: hM;Mi

Proposition 2.5.4 Donc
R +1
0

HsKsd (hM;Mi)s =
R +1
0

H2
s hK:M;K:Mis, comme H 2

L2(K:M), on a bien HK 2 L2(M), soit N 2 H, on a :

h(HK):M;Ni = (HK) : hM;Ni

= H: (K: hM;Ni)

par associativité de l�intégrale contre les processus à variation �nie

h(HK):M;Ni = H: hK:M;Ni

ce qui montre (HK):M = H:(K:M).De manière informelle,

Z t

0

Hsd

�Z t

0

KudMu

�
s

=

Z t

0

HsKsdMs

On a aussi

�Z t

0

HsdMs;

Z t

0

KsdNs

�
=

Z t

0

Hsd

��
M;

Z t

0

KudNu

��
s

=

Z t

0

Hsd

�Z t

0

Kud hM;Niu
�
s

=

Z t

0

HsKsd (hM;Ni)s
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Pour tout M;N 2 H et H 2 L2(M); N 2 L2(N);

�Z t

0

HsdMs;

Z t

0

KsdNs

�
=

Z t

0

HsKsd (hM;Ni)s

Comme H:M est une martingale bornée dans L2 : E
hR t
0
HsdMs

i
= 0 ; s � t,

E

�Z t

0

HudMujFs
�
=

Z s

0

HudMu

E

"�Z t

0

HudMu

�2#
= E

�Z t

0

H2
sd hM;Mis

�

et plus généralement,

E

��Z t

0

HsdMs

��Z t

0

KsdNs

��
= E

�Z t

0

HsKsd (hM;Ni)s
�

Extension de l�intégrale stochastique

SoitM une martingale locale issue de 0. On note L2loc(M) l�espace des processus progressifs

H tels que, presque sûrement, 8t � 0,
R t
0
H2
sd hM;Mis < +1. On note L2(M) l�espace

des processus tels que E
hR +1
0

H2
sd hM;Mis

i
< +1:

Théorème 2.5.2 Soit M martingale locale issue de 0. pour tout H 2 L2loc(M), il existe

une unique martingale locale H:M tel que, pour tout N martingale locale,

hH:M;Ni = H: hM;Ni

Si T est un temps d�arrêt, on a :

�
1[0;T ]H

�
:M = (H:M)T = H:

�
MT

�

55
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Si K 2 L2loc(M) et L 2 L2loc(K:M), alors HK 2 L2loc(M) et

(HK):M = H:(K:M)

Si M 2 H, alors H:M coïncide avec la dé�nition précédente.

Preuve. Soit

Tn = inf

�
t � 0;

Z t

0

�
1 +H2

s

�
d hM;Mis � n

�
� inf

�
t � 0;

Z t

0

H2
sd hM;Mis � n ou hM;Mit � n

�
ps

Tn �!
n!+1

+1; temps d�arrêt.



MTn ;MTn

�
= hM;Mit^Tn � n donc MTn 2 H:

Z +1

0

H2
sd


MTn ;MTn

�
s
=

Z Tn

0

H2
sd hM;Mis � n

donc H 2 L2
�
MTn

�
. L�intégrale stochastique H:MTnest bien dé�nie. Si m > n,

(H:MTm)Tn = H:(MTm^Tn) = H:(MTn)

donc il existe un unique processusH:M tel que (H:M)Tn = H:
�
MTn

�
On sait que (H:M)Tn

est une martingale uniformément intégrable et Tn % +1 donc H:M est une martingale

locale.Soit N une martingale locale, qu�on suppose issue de 0 sans perte de généralité.

Soit T 0n = inf ft � 0j jNtj � ng et on dé�nit Sn = Tn ^ T 0n

hH:M;NiSn =


(H:M)Tn ; NSn

�
=

�
H
2H
:(M)Tn

2H
; NSn

�
= H:



MTn ; NSn

�
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par la propriété caractéristique, d�où

hH:M;NiSn = H:


MTn ; NSn

�
= H: hM;NiSn

= (H: hM;Ni)Sn :

On a bien véri�é hH:M;Ni = H: hM;Ni car Sn �! 1 presque sûrement. De même on

montre que si n 2 H,


(H:M)Tn ; N

�
= H:



(M)Tn ; N

�
caractérise (H:M)Tn pour tout n.

Remarque 2.5.2 Par la propriété caractéristique

hH:M;H:Mi = H: hM;H:Mi = H2: hM;Mi

Si E
hR t
0
H2
sd hM;Mis

i
< +1 alors (H:M)t est une martingale uniformément intégrable

et ((H:M)t)2 � hH:M;H:Mi aussi. En particulier, on a alors bien

E

�Z t

0

HsdMs

�
= 0

et

E

"�Z t

0

HsdMs

�2#
= E

�Z t

0

H2
sd hM;Mis

�
L�égalité n�est pas vraie en générale mais on a toujours :

E

"�Z t

0

HsdMs

�2#
� E

�Z t

0

H2
sd hM;Mis

�

On peut �nalement dé�nir l�intégrale par rapport à une semi-martingale.On dit qu�un pro-

cessus progressif H est localement borné si, presque sûrement, pour tout t � 0; sup
0�s�t

jHsj

< +1 en particulier, tout processus adapté et continu est localement borné.Si H est loca-

lement borné et A est à variation �nie, alors
R t
0
HsjdAsj < +1 et si M est une martingale

57



Chapitre 2. Intégrale stochastique

locale, on a aussi Z t

0

H2
sd hM;Mis < +1

Dé�nition 2.5.5 Soit X = M + A une semi-martingale où M est une martingale locale

et A à variation �nie, pour tout processus H localement borné, on pose :

H:X = H:M +H:A

(H:X)t =

Z t

0

HsdXs

Proposition 2.5.5 1) (HK):X = H(K:X)

2) Pour tout T temps d�arrêt,
�
1[0;T ]H

�
:X = H:

�
XT
�
= (H:X)T

3) Si Xest une martingale locale (resp. à variation �nie) alors H:X est une martingale

locale (resp. à variation �nie).

4) Si Hs =
p�1P
k=0

H(k)1ftk�s�tk+1g avec H
(k) Ftk�mesurable (pas nécessairement borné) alors

(H:X)t =

p�1X
k=0

H(k)
�
Xt^tk+1 �Xt^tk

�
Proposition 2.5.6 Soit X une semi-martingale et H adapté continu.

Soit 0 = t
(n)
0 < ::: < t

(n)
n = t subdivision dont le pas tend vers 0, on a :

Z t

0

HsdXs = lim
n�!1

n�1X
k=0

H
t
(n)
k

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�

au sens de la convergence en probabilité.

Preuve. X =M + A. La partie faisant intervenir A est claire, soit

H(n)
s =

�
H
t
(n)
k

si t(n)k < s � t
(n)
k+1

0 si s = 0 ou s � t

�

Soit Tp = inf fs � 0; jHsj+ hM;Mis � pg :H:H(n) et hM;Mi sont bornés sur [0; Tp]:
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On a :

E
h��

H(n):MTp
�
t
�
�
H:MTp

�
t

�2i � E

�Z t^Tp

0

�
H(n)
s �Hs

�2
d hM;Mis

�

Or, H(n)
s �Hs �! 0 presque sûrement donc E

�R t^Tp
0

�
H
(n)
s �Hs

�2
d hM;Mis

�
�! 0 par

le théorème de convergence dominée donc lim
�
H(n):

�
MTp

��
t
=
�
H:MTp

�
dans L2

�
H(n):M

�
t^Tp

L2�! (H:M)t^Tp

Remarque 2.5.3 Le résultat n�est pas vrai si on remplace Htk par Htk+1.Pour le voir, on

peut prendre H = X :

X
Xtk+1

�
Xtk+1 �Xtk

�
=
X

Xtk

�
Xtk+1 �Xtk

�
+
X�

Xtk+1 �Xtk

�
donc

lim
X

Xtk+1

�
Xtk+1 �Xtk

�
=

Z t

0

XsdXs + hX;Xit

X2
t �X2

0 = 2

Z t

0

XsdXs + hX;Xit

2.6 Formule d�Itô

La formule d�Itô est un équivalent du théorème fondamental de l�analyse pour l�intégrale

stochastique. On peut aussi l�interpréter comme une sorte de formule de Taylor pour le

calcul stochastique.

Théorème 2.6.1 Formule d�Itô.
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1) Soit X une semi-martingale et f : R �! Rde classe C2. Alors,

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f 0 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00 (X) d hX;Xis

2) Plus généralement, si X(1); :::; X(p) sont des semi-martingales et F : Rp �! R est C2,

alors

F
�
X
(1)
t ; :::; X

(p)
t

�
= F

�
X
(1)
0 ; :::; X

(p)
t

�
+

pX
i=1

Z t

0

@F

@xi
(X(1)

s ; :::; X(p)
s )dX

(i)
s

+
1

2

X
1�i;j�p

Z t

0

@2F

@xi@xj
(X(1)

s ; :::; X(p)
s )d



X(i); X(j)

�
s

Remarque 2.6.1 En particulier, f(Xt) est une semi-martingale et la formule d�Itô donne

la décomposition.

Preuve. On traite d�abord 1). Soit 0 = t
(n)
0 < ::: < t

(n)
n = t une suite de subdivision dont

le pas tend vers 0:

f (Xt)� f (X0) =
n�1X
k=1

f
�
X
t
(n)
k+1

�
� f

�
X
t
(n)
k

�

Par la formule de Taylor-Lagrange,

f
�
X
t
(n)
k+1

�
� f

�
X
t
(n)
k

�
= f 0

�
X
t
(n)
k

��
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�
+
1

2
f 00n;k

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�2
où f 00n;k = f 00(zn;k) pour un zn;k entre Xt

(n)
k
et X

t
(n)
k+1
. On a bien :

n�1X
k=1

f 0
�
X
t
(n)
k

��
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�
(P )�!

Z t

0

f 0 (Xs) dXs

Il reste à voir :
n�1X
k=1

f 00n;k

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�2 (P )�!
Z t

0

f 00 (X) d hX;Xis
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Dé�nissons pour m � n,

Im;n =
m�1X
k=1

f 00m;k
X

l:t
(m)
k �t(m)l <t

(m)
k+1

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�2

On a :

Im;n
(P )�!

n�!1

Z t

0

hm (s) d hX;Xis
(P )�!

m�!1

Z t

0

f 00 (Xs) d hX;Xis

où hm (s) = f 00m;k si t
(m)
k � s < t

(m)
k+1. En e¤et, presque sûrement, on a hm (s) �! f 00 (Xs)

uniformément sur [0; t] car presque sûrement, sup jXsj < +1. On souhaite justi�er que

8" � 0;9n0 2 N : n0 � m � n =) P (jIm;n � In;nj � ") � " (2.11)

Pour tout m � m1;P
����R t0 hm (s) d hX;Xix � R t0 f 00 (Xs) d hX;Xis

��� � "
�
� " et on a :

����In;n � Z t

0

f 00 (Xs) dXs

���� � jIn;n � Im;nj+
����Im;n � Z t

0

hm (s) d hX;Xis
����

+

����Z t

0

hm (s) d hX;Xis �
Z t

0

f 00 (Xs) d hX;Xis
����

Reste à montrer 2.11 :

n�1X
l=1

f 00n;k

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�2
�

m�1X
k=0

f 00m;k
X

l:t
(m)
k �t(m)l <t

(m)
k+1

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�2

�
sup
k<m

sup
l:t
(m)
k �t(m)l <t

(m)
k+1

��f 00m;k � f 00n;k
��

| {z }
ps�! 0

:

n�1X
l=0

�
X
t
(n)
k+1
�X

t
(n)
k

�2
| {z }

(P )�!
n�!1

hX;Xit

2) On procède de même en utilisant une version de Taylor-Lagrange en multidimensionnel.

Remarque 2.6.2 Si on sait par exemple que, presque sûrement, Xt 2 U pour tout t ,où

U est un ouvert de R �xé, alors il su¢ t dans la formule d�Itô de supposer que F est C2 sur
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U . Pour le voir, on prend (Kn)n une suite de compacts croissante telle que
S
n

Kn = U , on

construit Fn qui est C2 sur l�espace complet et qui coïncide avec F sur Kn. Par exemple,

si Xt > 0 pour tout t � 0, alors :

log (Xt) = log (X0) +

Z t

0

1

Xs

dXs �
1

2

Z t

0

1

X2
s

d hX;Xis
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Quelques applications de la formule

d�Itô

Exemple 3.0.1 F (x; y) = xy on a l�intégration par parties stochastique :

XtYt �X0Y0 =

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs +
1

2
:2

Z t

0

d hX;Xis

=

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + d hX;Xit

Si X =M est une martingale locale,

M2
t � hM;Mit =M2

0 + 2

Z t

0

MsdMs

2) tBt =
R t
0
Bsds+

R t
0
sdBs:

R t
0
Bsds est à variation �nie ,

R t
0
sdBs est une martingale.

3) f(Bt) = f(B0) +
R t
0
f 0(Bs)dBs +

1
2

R t
0
f 00(Bs)ds

Soit F Rt � Rx ! Rest C2;

F (t; Bt) = F (0; B0) +

Z t

0

@F

@x
(s; Bs)dBs +

Z t

0

�
@F

@t
+
1

2

@2F

@x2

�
(s; Bs)ds
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Si B est un Brownien multidimensionnel :

F (t; Bt) = F (0; B0) +
dX
i=1

Z t

0

@F

@xi
(s; Bs)dB

(i)
s +

Z t

0

�
@F

@t
+
1

2
�F

�
(s; Bs)ds

En particulier, si F est de classe C2 et @F
@t
+ 1

2
�F vaut 0 sur Rx � Rd alors F (t; Bt) est

une martingale locale.

Proposition 3.0.1 Martingale exponentielle. Soit M une martingale locale. On pose :

E(�M)t = exp
�
�Mt �

�2

2
hM;Mit

�

où � 2 C. Le processus E(�M) est une martingale locale et de plus,

E(�M)t = e�M0 + �

Z t

0

E(�M)sdMs

Remarque 3.0.3 Cela signi�e E(�M) est solution de dXt = �XtdMt

Preuve. Soit F (x; r) de classe C2,

F (Mt; hM;Mit) = F (M0; 0) +

Z t

0

@F

@x
(Ms; hM;Mis)dMs

+

Z t

0

�
@F

@f
+
1

2

@2F

@x2

�
(Ms; hM;Mis)d hM;Mis

donc (F (Mt; hM;Mit))t est une martingale locale dès que @F
@r
+ 1

2
@2F
@x2

= 0. Cela est bien

véri�é pour F (x; r) = exp
�
�x� �2

2
r
�
et on a bien la formule annoncée.

Théorème 3.0.2 Caractérisation de Paul Lévy du mouvement Brownien.SoitX =
�
X(1); :::; X(d)

�
un processus adapté et continu. Il y a équivalence entre :

1) (Xt)t�0 est une Ft-mouvement Brownien standard.

2) X(1); :::; X(d)sont des martingales locales issues de 0et


X(i); X(j)

�
t
= t�ij

Preuve. 1) =) 2)
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2) =) 1) Soit � 2 Rd : � �Xt est une martingale locale et

h�:X;X:�it =
X

�i�j


X(i); X(j)

�
t
= j�j2t

exp
�
i�:Xt +

j�j2
2
t
�
est une martingale locale bornée sur [0; t] pour tout t donc c�est une

martingale .

E

"
exp

 
i�:Xt +

j�j2

2
t

!
jFs

#
= exp

 
i�:Xt +

j�j2

2
s

!
Autrement dit :

E [exp (i�: (Xt �Xs)) jFs] = exp
 
�j�j

2

2
(t� s)

!

On a que (Xt �Xs) s N (0;�s) et est indépendant de Fs. En e¤et, soit A 2 Fs tel que

P (A) > 0 :

E [exp (i�: (Xt �Xs)) jA] = exp
 
�j�j

2

2
(t� s)

!

Sous P(:jA); (Xt �Xs) s N (0; t� s) donc E[f(Xt �Xs)jA] = E[f(Xt �Xs)]:

E[1Af(Xt �Xs)] = P(A)E[f(Xt �Xs)].

On a bien (Xt �Xs) indépendant de Fs ie c�est un processus continu.

Remarque 3.0.4 Dans la preuve précédente x:y représente le produit scalaire usuel de x

et y dans Rd:

Théorème 3.0.3 Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Soit M une martingale locale issue de 0 et soit M�
t = sup

s�t
jMsj.Soit p > 0. Il existe cp et

Cp indépendantes de M telles que

cpE
h
hM;Mi

P
2
1

i
� E [jM�

t j
p] � CpE

h
hM;Mi

P
2
1

i

Remarque 3.0.5 On peut remplacer 1 par n�importe quel temps d�arrêt T .
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Preuve. (partielle) On montre d�abord la 1�ere inégalité pour p � 2. on peut supposer M

bornée. Sinon, on pose Tn = infft � 0; jMtj � ng appliquer le résultat à MTnet passer à

la limite grâce au théorème de convergence monotone. On applique la formule d�Itô :

jMtjp =
Z
pjMsjp�1dMssigne(Ms)dMs +

1

2
p (p� 1)

Z
jMsjp�2d hM;Mis

M est bornée donc M 2 H et
R
pjMsjp�1dMssigne(Ms)dMs est une martingale. Donc

E [jMtjp] = 0 +
p (p� 1)

2
E

�Z
jMsjp�2d hM;Mis

�
� p (p� 1)

2
E
�
(M�

t )
p�2 hM;Mit

�
� p (p� 1)

2
E [jM�

t j
p]
1� p

2 E
h
hM;Mi

P
2
t

i 2
P

Par Doob :

E [jM�
t j
p] � CpE [jMtjp]

� C 00pE [jM�
t j
p]
1� p

2 E
h
hM;Mi

P
2
t

i 2
P

On a bien le résultat annoncé.

Montrons l�inégalité inverse pour p � 4. Par la formule d�Itô,

M2
t = 2

Z t

0

MsdMs + hM;Mit
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E
h
hM;Mi

P
2
t

i
� Cp

0BBBB@
E [jMtjp] + E

"����Z t

0

MsdMs

����
P
2

#
| {z }

� CpE

����R t0 M2
s d hM;Mis

��� p4�
1CCCCA

� Cp

�
E [jM�

t j
p] + E

h
jM�

t j
p
2 hM;Mi

p
4
t

i�
CS

� Cp

�
E [jM�

t j
p] + E [jM�

t j
p]

1
2 E
h
hM;Mi

p
2
t

i 1
2

�

Or x2 � Cp (y
2 + xy) =) 9C; x � C:y.

Théorème 3.0.4 Girsanov. Soit L une martingale locale issue de 0 et

E(L) = exp
�
L� 1

2
hL;Li

�

On suppose que E(L) est une martingale uniformément intégrable =) (E[E(L)1] = 1).

On pose

dQ = E(L)1dP

Si M est une P -martingale locale alors M � hM;Li est une Q- martingale locale

Preuve. On note E = E(L) et F l�espérance par rapport à Q.

Première étape :si X est un processus adapté continu et T un temps d�arrêt tel que (XE)T

est une P -martingale, alors XT est une Q-martingale

a.

F [jXt^T j] = E [jXt^T j jE1]

= E [jXt^T j jEt^T ]

= E [(XE)t^T ] <1
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b. Soit A 2 Fs et s < t, On a

F
�
1A\fT�sgXt^T

�
= F

�
1A\fT�sgXs^T

�
De plus,

F
�
1A\fT>sgXt^T

�
= E

�
1A\fT>sgXt^TE1

�
= E

�
1A\fT>sgXt^TEt^T

�
= E

�
1A\fT>sgXt^TEs^T

�
= E

�
1A\fT>sgXt^TE1

�
= F

�
1A\fT>sgXs^T

�
En résumé, F[1AXt^T ] = F[1AXs^T ] pour tout A 2 Fs donc on a bien

F[Xt^T jFs] = Xs^T

Etape 2 :Soit M une P -martingale locale et soit
�
M = M � hM;Li. On veut véri�er que

�
M E est une P -martingale locale (cf étape 1), par la formule d�Itô,

�
MtEt=

�
M0E0 +

Z
�
MsdEs +

Z
EsdMs �

Z
Esd hM;Lis + hM; Eit

On veut que
R
Esd hM;Lis + hM; Eit = 0, on va véri�er que hM;Lit = E�1 hM; Eit :

Etape 3 : Lt =
R t
0
E�1s dEs. En e¤et, Et > 0 pour tout t et continu donc on peut appliquer

la formule d�Itô �généralisée�évoquée dans la remarque

log (Et) = log (E0) +
Z t

0

dEs
Es
� 1
2

Z t

0

d hE ; Eis
E2s

= 0 + Lt �
1

2
hL;Lit
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Par égalité des parties �martingales locales�, on a bien

Lt =

Z t

0

dEs
Es

donc L = E�1:E et 

M; E�1:E

�
= E�1 hM; Ei

Proposition 3.0.2 Soit L une martingale locale issue de 0.Considérons les propriétés :

i) E
�
exp

�
1
2
hL;Li1

��
< +1:

ii) L est une martingale uniformément intégrable et E
�
exp

�
1
2
L1
��
< +1:

iii) E(L) est une martingale uniformément intégrable

On a 1) =) 2) =)3).

Preuve. �1) =) 2)�On a E [hL;Li1] < 1 donc L est une martingale bornée dans L2

donc uniformément intégrable

exp

�
1

2
L1

�
= E (L)

1
2
1

�
exp

�
1

2
hL;Li1

�� 1
2

par Cauchy-Schwarz.

E

�
exp

�
1

2
L1

��
� E [E (L)1]

1
2 E

�
exp

�
1

2
hL;Li1

��
� E

�
exp

�
1

2
hL;Li1

��
< +1

2)=) 3) On suppose que L est une martingale uniformément intégrable donc pour tout

temps d�arrêt,LT = E[L1jFT ] par Jensen,

exp

�
1

2
LT

�
� E

�
exp

�
1

2
L1

�
jFT
�
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E
�
exp

�
1
2
L1
��

< +1 donc
�
exp

�
1
2
LT
�
; T temps d�arrêt

	
est uniformément intégrable.

Soit 0 < a < 1 et Z(a)t = exp
�

a
1+a

Lt
�
:

E(aL)t = E(L)a
2

t exp
��
a� a2

�
Lt
�

= E(L)a2t
�
Z
(a)
t

�1�a2

On veut montrer que E(aL) est une martingale uniformément intégrable, il su¢ t de voir que

fE(aL)T ; T temps d�arrêtg est uniformément intégrable.Soit A un ensemble mesurable.Par

Holder

E [1AE(aL)T ] � E [E(L)T ]a
2

E

�
1A

�
Z
(a)
t

�1�a2�
� E

�
1A

�
Z
(a)
t

�1�a2�

Pour justi�er fE(aL)T ; T temps d�arrêtg est uniformément intégrable, il su¢ t de voir

que
n
Z
(a)
T ; T temps d�arrêt

o
est uniformément intégrable, c�est vrai car 1

1+a
� 1

2
et�

exp
�
1
2
LT
�
; T temps d�arrêt

	
est uniformément intégrable.Donc on a bien que E(aL) est

une martingale uniformément intégrable.On a :

1 = E[E(aL)1]

Holder

� E[E(L)1]a
2| {z }

�!
a!1

E[E(L)1]

:E

�
exp

�
a

1 + a
L1

��1�a2
| {z }

�!
a!1

1

On a bien E[E(L)1] = 1.

Corollaire 3.0.1 Soit b : R+ �R �! R et telle que
R
sup jb(t; x)j2 dt < +1, soit B un

mouvement Brownien et Lt =
R t
0
b(s; Bs)dBs

E(L)t = exp
�Z t

0

b(s; Bs)dBs �
1

2

Z t

0

b2(s; Bs)ds

�
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(E(L)t)test une martingale uniformément intégrable.Soit dQ = E(L)1dP alors,

�t = Bt � hB;Lit

= Bt �
Z t

0

b(s;Xs)ds

est une Q�martingale locale. De plus,

h�; �it � hB;Bit = t

donc � est un Q�mouvement Brownien.

Preuve. Provient de la Proposition et du Théorème de Girsanov.

On peut reformuler ce résultat en disant que sous Q, il existe un Brownien � tel que le

processus X = B (X n�est pas un Brownien sous Q) satisfait

Xt = �t +

Z t

0

b(s;Xs)ds; soit dXt = d�t + b(t;Xt)dt

on a donc résolu une équation di¤érentielle stochastique.

Si b ne dépend pas de x : b(t; x) = g(t) avec
R +1
0

g2(t)dt < 1, posons h(t) =
R t
0
g(s)ds.

h 2 H1 sous

dQ = exp
�Z +1

0

g(s)dBs �
1

2

Z +1

0

g2(s)ds

�
dP

le processus �t = Bt � h(t) est un mouvement Brownien sous Q.

Autrement dit, si � est une fonction mesurable positive sur C(R+;R), alors :

F [�(Bt)t�0] = F [�(� + h)]

, E [�(B)] exp

�Z +1

0

g(s)dBs �
1

2

Z +1

0

g2(s)ds

�
= E [�(B + h)]
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Pour h de la forme choisie, on a donc que la loi de B + h est absolument continue par

rapport à la loi de B avec une densité explicite.

Conséquence :Loi du temps d�atteinte d�une droite par le Brownien.

Preuve. Soit B un Brownien, a > 0 et Ta = infft � 0; Bt = ag soit c 2 R et

Sa = infft � 0; Bt = a� ctg:La loi deTa a pour densité
ap
2�s3

exp

�
�a

2

2s

�
1fs�0g:

Soit � (!) 1�
max
[0;t]

!�a
� et h(s) = R s

0
c1fu�tgdu =

R s
0
g(u)du, on a bien

Z +1

0

g2(u)du <1: exp

�
cBt �

1

2
c2t

�

P ((Sat) = E [�(B + h)]

= E

�
�(B) exp

�Z +1

0

g(s)dBs �
1

2

Z +1

0

g2(s)ds

��

= E

2664 1fTa�tg| {z }
FTa �mesurable

exp

�
cBt �

1

2
c2t

�
| {z }

martingale

3775
= E

�
1fTa�tg exp

�
cBTa^t �

c2

2
(Ta ^ t)

��
= E

�
1fTa�tg exp

�
ac�

�
c2

2
Ta

���
=

Z t

0

ap
2�s3

exp

�
�a

2

2s
+ ac� c2

2
s

�
ds

=

Z t

0

ap
2�s3

exp

�
� 1
2s
(a� cs)

�
| {z }
densité de la loi deSa

ds
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréVariations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous.
P�! convergence en probabilité.
p:s:�! convergence presque sûre.

c�adlag continue à droit limité a gauch

c�ad continu à droit
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