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Introduction

Les problèmes de contrôle optimal stochastique ont un grand nombre d�applications

dans les domaines de l�économie et à la �nance. Il existe deux approches très appropriées

pour aborder la résolution du problème de contrôle optimal : le principe du maximum

stochastique, connue aussi sous le nom (condition nécessaire et su¢ sante d�optimalité), et

le principe de la programmation dynamique, appelé aussi principe de Bellman.

Notre objectif dans ce mémoire est de faire une étude détaillée sur le principe du

maximum stochastique su¢ sant et le principe de la programmation dynamique, pour un

contrôle optimal dans un modèle de di¤usion à changement de régime. Cette étude basé

sur le travail de Catherine [3].

Nous présentons notre travail comme suit :

Le premier chapitre, on donne un bref rappel sur la théorie du calcul stochastique qui

nous permettre de dé�nir une chaîne de Markove.

Dans le deuxième chapitre, on va étudier le problème de contrôle optimal par le principe

du maximum stochastique su¢ sant (conditions su¢ santes d�optimalité) à changement de

régime et la relation avec la programmation dynamique.

Finalement, on va résoudre un problème de minimisation des perte quadratique en

utilison le principe du maximum stochastique su¢ sant.
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Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille

X = (Xt)t2T de variables aléatoires à valeur dans un espace mesurable (
;F) est indéxée

par le temps t. Le paramétre de temps t variant dans I:

1. Si t �xe : Xt est un v.a dé�nie sur (
;F) à valeur dans (Rd;B(Rd)).

2. Si ! �xe : Xt appelé la trajectoire de (Xt)t2T associée à !.

Remarque 1.1.1

1. Si I � N; on dit que le processus a temp discret.

2. Si I � R; on dit que le processus a temp continue.

Dé�nition 1.1.2 (Filtration) Une �ltration F= (Ft)t�0 sur (
;F ;P) est une famille

croissante de sous-tribus F : Fs � Ft � F pour tous

0 � s � t dans T

1. Le quadruplet (
;F ;F= (Ft)t2T ;P)est appelé espace de probabilité �ltré.

2



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

2. On dit que la �ltration est naturelle (ou canonique ) de processus X si

FX
t = �(Xs; 0 � s � t); t 2 T;

c�est la plus petite �-algébre par rapport à laquelle Xs est mesurable pour tous

0 � s � t.

3. On dit qu�une �ltration F= (Ft)t2T est continue à droite si

Ft+ := \s�tFs = Ft:

Dé�nition 1.1.3 (Processus adapté) Un processus (Xt)t2[0;T ] est dit adapté par rap-

port à F si pour tout t 2 T , Xt est Ft-mesurable.

Dé�nition 1.1.4 (Processus a trajectoire continue) Un processus (Xt) est a trajec-

toire continue ou simplement processus continue si

P(f! 2 
; t! Xt(!) est continueg) = 1

Dé�nition 1.1.5 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xt)t2I est

dit progressivement mesurable par rapport à F si pour tout t 2 T l�application

(s; !)! Xs(!) est mesurable sur [0; t]� 
 muni de la tribu produit B([0; t])
Ft:

Dé�nition 1.1.6 (Processus càdlàg ) Un processus X est dit càdlàg (continue à droite

et pourvu de limite à gauche ) si ses trajectoires sont continues à droite et prouvues de

limite à gauche pour presque tout !.

Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Proposition 1.1.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continués

à droite (ou à gauche), alors X est mesurable et progressivement mesurables s�il est de plus

adapté.

3



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

1.1.1 Processus de Markov

Dé�nition 1.1.7 On dit que le processus Xt est de Markov par rapport a une �ltration

canonique Ft si pour tout fonction F dé�nie sur Rn,et pour tout t1 � t2 � ::: � tn :

E [F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; :::; Xs+tn) j Fs] = E [F (Xs+t1 ; Xs+t2 ; :::; Xs+tn) j Xs] ;

si pour tout fonction f Borélienne bornée et pour tous s et t, tels que s � t :

E [F (Xt) j Fs] = E [F (Xt) j Xs] :

Proposition 1.1.2 Soit x 2 Rn, soient 0 � r � s � t: On a

Xr;x
s = Xs;Xr;x

s
t ; P� p:s:

Dé�nition 1.1.8 (Chaîne de Markov) Si pour tout entier n � 0 et tous états i0; i1; :::; in�1;

i; j 2 E (l�ensemble E est l�espace d�état)

P (Xn+1 = j j Xn = i;Xn�1 = in�1; :::; X0 = i0) = P (Xn+1 = j j Xn = i) (1)

Le processus fXngn�0 est appelé chaîne de Markov. Celle-ci est dite homogène si le second

membre de (1) ne dépend pas de n:

La matrice P = fpijgi;j2E ,où

pij = P (Xn+1 = j j Xn = i)

est la probabilité de transition de i vers j , est est appellée matrice de transition de la

chaîne. Comme ses éléments sont des probabilités et puisqu�une transition a nécessairement
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Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

lieu d�un état vers un autre état, on a

pij � 0; et
X
k2E

pik = 1

pour tous états i; j:

Dé�nition 1.1.9 (Mouvement Brownien) on appelle Ft-mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique à valeurs réelles et à trajectoires continues qui véri�er :

(i) Pour tout t � 0; Xt est Ft-mesurable.

(ii) Si s � t ; Xt �Xs est indépendant de la tribu Fs:

(iii) Si s � t, la loi de Xt �Xs est identique à celle de Xt�s �X0 = Xt�s:

Dé�nition 1.1.10 (Mouvement Brownien standard) Soit X un processus stochas-

tique, on dit que X est un mouvement Brownien standard si :

W0 = 0 P� p:s; E[Wt] = 0 et E[W 2
t ] = t:

Dans ce cas la loi de Xt est une loi normale.

Proposition 1.1.3 Soit W un mouvement Brownien Standard :

1. Pour tout t � 0; Xt = tW 1
t
, alors (Xt) est un MB.

2. Soit c réel positive (c > 0);on a Zt = cW t
c2
, donc (Zt) est un mouvement Brownien.

3. Pour tout s > 0; fWt+s �Wsgt�0 est un mouvement Brownien indépendant de

�(Wu; u � s).

Théorème 1.1.1 Un processus W est un mouvement Brownien ssi c�est un processus

Gaussien continue centré de fonction de covariance :

cov(Wt;Ws) = E(WtWs) = s ^ t = min(t; s):
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Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

Proposition 1.1.4 Soit W un MB alors presque sûrement on a :

�W n�est pas di¤érentiable en aucun point t:

�W n�est pas à variation �nie en aucun point t:

Dé�nition 1.1.11 (Temp d�arrêt) Une variable aléatoire � : 
 ! R+ est un temp

d�arrêt (par rapport a la �ltration F = (F t)t2T si pour t 2 T :

f� � tg := f! 2 
 = �(!) � tg 2 Ft:

Dé�nition 1.1.12 (Martingales) Un processus (Mt)t�0 est dit martingale si :

1. pour tout t � 0; Mt est Ft�adapté ;

2. pour tout t � 0; Mt est intégrable, i.e. E(jMtj) <1 ;

3. pour tout s � t, E(Mt=Fs) =Ms; P� p:s:

On dé�nit de manière similaire sur-martingale si (iii) est remplacé par

E(Mt=Fs) �Ms; ; P� p:s.

Et sous-martingale si (iii) est remplacé par

E(Mt=Fs) �Ms; P� p:s.

Proposition 1.1.5 Soit (Wt)t�0 un mouvement Brownien

(i) W 2
t � t est une martingale.

(ii) Pour tout � 2 R; exp(�Wt � �2 t
2
) est une martingale.

Remarque 1.1.3 Le mouvement Brownien standard (Wt; t � 0) est une martingale par

rapport à sa �ltration naturelle FB
t = �(Ws; s � t):
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Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

Théorème 1.1.2 (Théorème de représentation des martingales) SoitWt un mou-

vement Brownien sur un espace de probabilité �ltré (
;F ;F= (Ft)t2T ;P);et Mt une mar-

tingale Ft-adapté. Alors, il existe un processus adapté Zs tel que :

Mt =M(0) +

Z t

0

Z(s)dWs; P� p:s:

Dé�nition 1.1.13 (Martingale local) Soit (Mt)t�0 un processus (Ft)t�0-adapté à tra-

jectoire continue à droite. On dit que (Mt)t�0 est une martingale local s�il existe une suite

croissante de temps d�arrêt f�ngn�1 telle que limn!1 �n = 1, P � p:s: et pour tout n,

M �n1�n>0 est une martingale.

Dé�nition 1.1.14 (Variation �nie, bornée et quadratique) Soit [0; T ] un intervalle

et �n = 0 � t1 � t2 � ::: � tn = T; une subdivision de [0; T ] de pas

k�nk1 = max
1�i�n

��tni � tni�1
�� :

On appelle variation in�nitésimal d�ordre p d�un processus X indexé par [0; T ] associé a

�n :

V p
T (�n) =

nX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

���p :
Si V p

T (�n) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque k�nk1 !n!1 0 et la limite

ne dépond pas de la subdivision choisie, on appelle V p
T = limk�nk1!0 V

p
T (�n) variation

d�ordre p:

a) Si p = 1, la limite V 1
T est appelée vaiation totale de X

- Si 8T , V 1
T est �ni on dit que X est à variation �nie.

- Si 8T , V 1
T est borné on dit que X est à variation �nie.

b) Si p = 2, la limite est appelée variation quadratique de X:

7



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

1.2 Calcul d�Itô

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s�agit d�une intégrale dé�nie de façon similaire à l�intégrale de Riemann comme limite

d�une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brow-

nien), W : [0; T ]� 
 ! R ainsi que x : [0; T ]� 
 ! R un processus stochastique adapté

à la �ltration naturelle associée à Wt, alors l�intégrale d�Itô

Z T

0

�sdWs est dé�nie par la limite en moyenne quadratique de
n�1X
i=0

�i(Wti+1 �Wti):

Soit (
;F ;P) un espace probabilité et Wt un mouvement Brownien sur cet espace, et la

�ltration naturelle du mouvement Brownien Ft = �(Ws; s � t).

l�objectif c�est dé�nir l�intégrale
R t
0
�sdWs pour des processus �

1.Cas étagé

On dit � est un processus étagé (ou élémentaire) s�il existe une suite de réels ti;

0 � t0 � t1 � ::: � tn et une suite de variable aléatoire �i telle que �i est Fti-mesurables

de carré intégrables �t = �i pour tout t 2]ti; ti+1], soit

�s(!) =
n�1X
i=0

�i(!)1]ti;ti+1](s):

On dé�nit Z 1

0

�sdWs =

n�1X
i=0

�i(Wti+1 �Wti):

On sais que

E
�Z 1

0

�sdWs

�
= 0 et V ar

�Z 1

0

�sdWs

�
=

�Z 1

0

�2sds

�
:

8



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

Alors Z t

0

�sdWs =

n�1X
i=0

�i(Wti+1^t �Wti^t):

2.Cas général

Soit l�ensemble L2(
 � R+) des processus � Ft-adaptés càglàd (continus à gauche limite

à droite).

Si � un meilleur processus, il existe (�ns ) une suite de processus étagés telle que

E
�Z t

0

(�ns � �2s)ds

�
! 0;

quand n tend vers 1:

Ainsi, pour tout t > 0 il existe une v.a It(�) =
R1
0
�sdWs de carré intégrable.

On va montrer que

E
�Z 1

0

�sdWs

�
= 0:

On a :

It(�) =

Z 1

0

�sdWs =
n�1X
i=0

�i(Wti+1 �Wti);

It(�) est gaussien, car (Wt) est un processus gaussien alors

E [It(�)] = E

"
n�1X
i=0

�i(Wti+1 �Wti)

#
;

=
n�1X
i=0

�iE(Wti+1 �Wti);

= 0:

Comme E(Wti+1 �Wti) = 0 car (Wti+1 �Wti) sont à acroissement indépendantes.

Pour montrer que

var[It(�)] = E
�Z 1

0

�2sds

�
:

9



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

En e¤et, on a

var[It(�)] = E(It(�)2)� E(It(�))2;

= E(It(�)2);

= E
�Z 1

0

�2sdWs

�
;

= E

24 n�1X
i=0

�i(Wti+1 �Wti)

!235 ;
=

n�1X
i=0

(�i)
2E
�
(Wti+1 �Wti)

2
�
;

=
n�1X
i=0

(�i)
2(ti+1 � ti);

=

Z 1

0

�2sds:

1.2.2 Propriétés d�intégrale stochastique

Il y�a quelque propriétés sur l�intégrale stochastique les plus important sont :

1. Linéairité : Z t

0

�
a�1s + b�2s

�
dWs = a

Z t

0

�1sdWs + b

Z t

0

�2sdWs:

2. Additivité : pour 0 � s � u � t � T

Z t

s

�vdWv =

Z u

s

�vdWv +

Z t

u

�vdWv:

3. Propriétés de martingale : pour tout processue � les processus :

t! It(�); et t! It(�)
2 �

Z t

0

�sds;

10



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

sont des (FW
t ) -martingale continues.

E[(It(�)� Is(�))
2 j FW

s ] = E
�Z t

0

�2udu=FW
s

�
:

4. Si (xt)0�t�T est un processus Ft-adapté et E(
R T
0
jxsj2 ds) < +1; on a l�inégalité :

E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

jxsj2 dWs

����2
#
� 4

�Z T

0

jxsj2 ds
�
;

5. Isométrie :

E

"�Z t

0

�sdWs

�2#
= E

�Z t

0

�2sds

�
:

1.2.3 Processus d�Itô

Dé�nition 1.2.1 (processus d�Itô) Un processus d�Itô est un processus de la forme

Xt = X0 +

Z t

0

'sds+

Z t

0

�sdWs P� p:s;

avec X0 est F0-mesurable, ' et � deux processus Ft-adapté véri�ant les conditions d�inté-

grabilité : Z t

0

j'sj ds < +1 et
Z t

0

k�sk2 ds < +1;

où le coe¢ cient ' est le drifte ou la dérivée et � est le coe¢ cient de di¤usion.

On note de manière in�nitésimale :

dXt = 'sds+ �sdWs:

11



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

1.2.4 Formule d�Itô

Théorème 1.2.1 (première formule d�Itô) Soit f une fonction de R dans R, de classe

C2 à dérivées bornées. Alors

f(Xt) = f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)ds;

Théorème 1.2.2 (deuxième formule d�Itô) Soit f une fonction de C2, on a alors :

f(Xt) = f(X0) +

Z t

0

f 0(Xs)'sds+

Z t

0

f 0(Xs)�sdWs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)�
2
sds:

La notation in�nitésimale de cette relation est donc :

df(Xt) = f 0(Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f 00(Xs)dhXis:

Remarque 1.2.1 La formule dItô s�énonce également dans le cas multidimentionnel (ie

'(t); �(t); W (t)sont des matrices)

f (t;Xt) = f (0; X0) +
R t
0
fs (s;Xs)'sds+

R t
0
fx (s;Xs)'sds

+
1

2
tr
h
� (s)T f (s;X (s)) � (s)

i
+
R t
0
fx (s;Xs) �sdWs

Proposition 1.2.1 (Formule d�intégration par parties) Si X et Y sont des proces-

sus d�Itô, alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it :

Cette formule est connue sous le nom d�intégration par partie.

Proposition 1.2.2 (Formule d�Itô pour les semi-martingales) Soit (Xt)t�0 une semi-

martingale. Pour toute fonction f 2 C1;2 : [0; T ]� R �! R

12



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

f (t;Xt)� f (t;X0) =

Z t

0

@f

ds
(s;Xs) ds+

Z t

0

@f

dx
(s;Xs�) dXs

+
1

2

Z t

0

@2f

dx2
(s;Xs�) d [X;X]

c
s

+
X

0�s�t;�Xs 6=0

�
f (s;Xs)� f (s;Xs�)��Xs

@f

dx
(s;Xs�)

�
;

où

d [X;X]s = d [X;X]cs +
X
0�s�t

(�Xs)
2 :

1.3 Equations di¤érentielles stochastiques(EDS)

Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) est une perturbation de l�équation di¤éren-

tielle ordinaire (EDO) avec un terme aléatoire modélisant un bruit autour de phénomène

déterministe, la parturbation la plus simple est l�ajout d�un Brownien.

Dé�nition 1.3.1 Une équation di¤érentielle stochastique (EDS) donnée par :

xt = x+

Z t

0

b(s; xs)ds +

Z t

0

�(xs)dWs;

ou sous forme 8><>: dxt = b(t; xt)dt+ �(t; xt)dWt;

x0 = x;
(1.1)

où fW ; t � 0g est un mouvement Brownien d-dimensionnel. Le coe¢ cient b(t; xt) est ap-

pelé dérive et le coe¢ cient �(t; xt) de dWt est appelé terme de di¤usion.

Pour trouver une solution (forte) à l�équation (1:1) signi�e trouver une processus stochas-

tique (xt) t � 0 continue Ft-adapté qui véri�e :
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Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

1. Pour tout t � 0; les intégrales
R t
0
b(s; xs)ds et

R t
0
�(s; xs)dWs sont bien dé�nies :

Z t

0

jb(s; xs)j ds < +1 et
Z t

0

j�(s; xs)j2 ds < +1; P� p:s:

2. (xt); t � 0 véri�e (1.1) :

xt = x+

Z t

0

b(s; xs)ds +

Z t

0

�(s; xs)dWs; P� p:s:

1.3.1 Existence et unicité

Le théorème dessous donne les conditions su¢ santes sur b et � pour avoir un résultat

l�existence et l�unicité du solution de l�équation (1.1).

Théorème 1.3.1 (d�existence et d�unicité ) Si b et � sont des fonctions continues

telles qu�il existe k < +1 :

1. Conditons de lipschitz : jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � k jx� yj :

2. Conditons de coissance linéaire ; jb(t; x)� �(t; x)j � k(1 + jxj):

3. E(x2) < +1:

Alors : pour tout t � 0 l�équation (1:1) admet solution unique dans [0; T ]: D�autre part la

solution (xs)0�s�T véri�e

E( sup
0�s�T

jxsj2) < +1:

Preuve. a- Pour démontrer l�existence d�une solution forte, on dé�nit l�espace S2c par :

S2c =

8><>:
les processus progressivement mesurables tel que E( sup0�s�T jxsj

2) < +1 continue;

muni de kxk = E
��
sup0�s�T jxsj

2� 12 < +1� :
9>=>;

Pour x 2 S2c posons, pour tout t 2 [0; T ]

	(xt) = x+

Z t

0

b(s; xs)ds +

Z t

0

�(s; xs)dWs;

14



Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

le processus 	(x) est bien dé�nie.et est continu si x 2 S2c :

Soient x et y deux éléments de S2c on utilisant le fait que (a + b)2 � 2a2 + 2b2 on a pour

tout 0 � t � u � T ,

j	(xt)�	(yt)j2 � 2 sup
0�t�u

����Z t

0

(b(s; xs)ds� b(s; ys)) ds

����2+2 sup
0�t�u

����Z t

0

(�(s; xs)ds� �(s; ys)) dWs

����2 :
En utilise les propriétés (4 et 5) de l�intégrale stochastique alors on obient

E
�
sup
0�t�u

j	(xt)�	(yt)j2
�
� 2E

"�Z u

0

jb(s; xs)ds� b(s; ys)j ds
�2#

+ 8E
�Z u

0

j�(s; xs)� �(s; ys)j2 ds
�
:

L�inégalité de Hölder donne alors la majoration

E
�
sup
0�t�u

j	(xt)�	(yt)j2
�
� 2TE

�Z u

0

jb(s; xs)� b(s; ys)j2 ds
�

+ 8E
�Z u

0

j�(s; xs)ds� �(s; ys)j2 ds
�
:

Comme les fonction b et � sont lipschiz

E
�
sup
0�t�u

j	(xt)�	(yt)j2
�
� 2k2(T + 4)E

�Z u

0

sup
0�t�r

jxt � ytj2 dr
�
: (1.2)

De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a+ b+ c)2 � 3(a2 + b2 + c2);

j	(0)j2 � 3x2 + 3 sup0�t�T
���R t0 b(s; 0)ds���2 + 3 sup0�t�T ���R t0 �(s; 0)dWs

���2 ;
d�où l�on tire en utilisant l�inégalité de Doob et la croussance linéaire de b et �;

E
�
sup
0�t�T

j	(0)j2
�
� 3

�
E(x2) +K2T 2 + 4K2T

�
; (1.3)

Les estimations (1.2) et (1.3) montrant alors que le processus 	(x) appartient à S2c dés

que x appartient à S2c .
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Chapitre 1.Généralité sur le calcul stochastique

On dé�nit alors par récurrence une suit de processus de S2c en posant

x0 = 0; et, xn+1 = 	(xn); pour n � 0:

On obtient (1.2), pour tout n � 0 notant par C à la place de 2k2(T + 4);

E
�
sup
0�t�T

��xn+1t � xnt
��2� � CnT n

n!
E
�
sup
0�t�T

��x1t ��2� ;
et notant D le majorant de l�inégalité (1.3),

E
�
sup
0�t�T

��xn+1t � xnt
��2� � D

CnT n

n!
:

Il résulte de cette dernière inégalité que

X
n�0

 sup
0�t�T

��xn+1t � xnt
��2

L1

�
X
n�0

 sup
0�t�T

��xn+1t � xnt
��2

L2

�
p
D
(CT )n=2p

n!
<1:

Alors le série
P

n�0 sup0�t�T
��xn+1t � xnt

�� converge P � p:s et donc, P � p:s, xn converge

uniformément sur [0; T ] vers un processus continue. De plus x 2 S2c . On véri�er que x est

solution de l�EDS (1:1) en passant à la limite dans la dé�nition xn+1 = 	(xn).

Si x et y deux solution de (1:1) dans S2c alors : x = 	(xt) et y = 	(yt). L�inégalité (1.2)

alors donne pour tout u 2 [0T ],

E
�
sup
0�t�u

jxt � ytj2
�
� 2K2(T + 4)E

�Z u

0

sup
0�t�r

jxs � ysj2
�
dr;

le lemme de Gronwall donne

E
�
sup
0�t�T

jxt � ytj2
�
= 0;

ce si implique que x et y sont indistinguables i.e. P(xt = yt;80 � t � T ):
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Chapitre 2

Principe du maximum stochastique

2.1 Modèle de di¤usion à changement de régime

Soit T 2 (0;1) un temp �xe et déterministe.W = (W1; :::;WN) un mouvement Brownien

N-dimensionnel, � une chaîne de Markov dé�nie sur un espace de probabilité (
;F ;P) .

La �ltration est générée conjointement par le mouvement Brownien W et la chaîne de

Markov � est donnée par

Ft := �f(�(s);W (s)); s 2 [0; t]g _ N (P); 8t 2 [0; T ]; (2.1)

où N (P) est l�ensemble de touts les événements P�nulle dans l�espace de probabilités

(
;F ;P). On suppose que la chaîn de Markov prend des valeurs dans un espace d�état �ni

I = f1; ::; Dg et qu�elle commence dans un état �xe i0 2 I, de sort que � (0) = i0, P�p:s: La

chaîne de Markov � a générateur G=(gi j)Di;j=1 qui est une matrice de dimension D�D.

On note 1 la fonction d�indicateur zéro-un. Associés à chaque paire des états distincts

(i; j) dans l�espace d�état de la chaîn de Markov un processus ponctuel ou processus de

comptage,
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Chapitre 2.Principe du maximum stochastique

Nij (t) :=
X
0<s�t

1f�(s�) = ig1f�(s)=jg;8t 2 [0; T ]: (2.2)

Le processus Nij(t) compte le nombre des sauts que la chaîn de Markov � a fait de l�état i

à l�état j jusqu�au temp t. Dé�nir le processus d�intensité :

�ij (t) := gij1f�(t�)=ig ; (2.3)

si on remplacer Nij(t) par
R t
0
�ij(s)ds , alors le processus

Mij(t) := Nij(t)�
Z t

0

�ij(s)ds ; (2.4)

est une martingale de carré-intégrable purement discontinue qui est null à l�origine (voir

[7] , lemme IV .21.12). Notez que l�ensemble des martingales f Mij(t); i; j 2 I; i 6= jg sont

mutellement orthogonales.

2.2 Problème de contrôle

Supposons que pour P 2 N, on donne un ensemble U 2 Rp et un processus de contrôle

u(t) = u (!; t) : 
� [0; T ] �! U ,soit u(t) est fFtg�adapté et càdlàg.

On considère la variable d�état X(t) = (X1(t); :::; XN (t))
> dont ni�eme composante satisfait

l�équation di¤érentielle stochastique suivante

dXn(t) = bn(t;X(t); u(t); �(t�))dt+
NX
m=1

�nm(t;X(t); u(t); �(t�))dWm(t); (2.5)

où bn : [0; T ]�RN �Rp� I �! R; et �nm : [0; T ]�RN �Rp� I �! R; sont des fonctions

continues pour n;m = 1; :::N: En utilisant A> pour désigner la transposition d�un matrice

A, mettre b(t) := (b1(t); :::; bN(t))
>
et �(t) := (�nm(t))Nn;m=1 .
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Chapitre 2.Principe du maximum stochastique

Nous considérons un critère de performance dé�nie pour chaque x 2 RN comme

J (u) (x) := J (u)(x; i0) := E
�Z T

0

f(t;X(t); u(t); �(t))dt+ h(X(T ); �(T ))

����
X(0) = x; �(0) = i0

�
;

où pour chaque i 2 I on a f(:; :; :; i) : [0; T ]� RN� U �! R est continue et

h(:; i) : RN �! R est C1 (R) et concave.

On dit que le processus de contrôle u est admissible et écrire u 2 A si, pour chaque

x 2 RN , (2:5) admet une solution unique et fort X(t) = X(u) (t) ; t 2 [0; T ] satis�sont à la

fois X(0) = x;P� p:s;et

E
�Z T

0

f(t;X(t); u(t); �(t))dt+ h(X(T ); �(T ))

�
<1:

Le problème du contrôle stochastique est de trouver un contrôle optimal u?2A tel que

J (u
?) (x) = sup

u2A
J (u) (x) : (2.6)

Dé�nir l�Hamiltonien H :[0; T ]� RN� U � I � RN � RN�N �! R par

H(t; x; u; i; p; q) := f(t; x; u; i) + b>(t; x; u; i)p+ tr(�> (t; x; u; i) q); (2.7)

où tr (A) dénote la trace de la matrice A. On supposer que l�Hamiltonien H est di¤éren-

tiable par rapport à x.

L�équation adjointe (EDSR) est dé�nie par les processus adaptés, p (t) 2 RN ; q (t) 2 RN�N
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Chapitre 2.Principe du maximum stochastique

et � =
�
�(1) (t) ; :::; �(N) (t)

�>
, où �(n) 2 RD�D. telle que

8>>>><>>>>:
dp (t) = �rxH (t;X (t) ; u (t) ; � (t) ; p (t) ; q (t)) dt

+ q> (t) dW (t) + � (t) � dM (t) ;

p (T ) = rxh (X (T ) ; � (T )) ; p:s;

(2.8)

avec rxH (t;X (t) ; u (t) ; � (t) ; p (t) ; q (t)) dénote rxH (t; x; u (t) ; � (t) ; p (t) ; q (t)) jx=X(t)

; rxh (X (T ) ; � (T )) dénote rxh (x; � (T )) jx=X(T ), on dé�nit pour tous t 2 [0; T )

� (t) � dM (t) :=

 X
j 6=i

�
(1)
ij (t) dMij (t) ; :::;

X
j 6=i

�
(N)
ij (t) dMij (t)

!>
.

On note que nous utilisons tout au long de cet mémoire
P

j 6=i comme raccourci pourPD
i=1

P
i=1
j 6=i

:

Remarque 2.2.1 Notez qu�il ya des sauts dans l�équation adjointe (2:8) même s�il n�ya

pas des sauts dans (2:5) qui gouverne la variable d�état X (t). Ceci est une conséquence des

coe¢ cients b(t) et �(t) des fonctions de la chaîne de Markov � (t) : De plus, le processus

inconnu � (t) dans les équations adjoints (2:8) n�apparaît pas dans l�Hamiltonien (2:7) :

2.3 Principe du maximum stochastique su¢ sant

Dans cette chapitre, nous allons démentrer le principe du maximum stochastique su¢ sant

pour qu�on puisse appliquer à un problème de minimisation de perte quadratique dans le

chapitre 3.

Théorème 2.3.1 (Principe du maximum stochastique su¢ sant) Soit bu 2 A avecbX = X(bu) la solution correspondante. Supposons qu�il existe une solution (bp (t) ; bq (t) ; b� (t))
de l�équation adjointe (2:7) satisfaisant

E
Z T

0

�� �t; bX (t)�� �
�
t;X(u) (t)

��> bp (t)2 dt <1; (2.9)
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Chapitre 2.Principe du maximum stochastique

E
Z T

0

bq> (t)� bX (t)�X(u) (t)
�2 dt <1; (2.10)

et

NX
n=1

X
j 6=i

E
Z T

0

���� bXn (t)�X(u)
n (t)

� b�(n)ij (t)���2 d hMiji (t) <1: (2.11)

Pour tous les contrôles admissibles u 2 A, supposons

1. H
�
t; bX (t) ; bu (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)� = supv2U H�t; bX (t) ; v; � (t) ; bp (t) ; bq (t)� :

2. h (x; i) est une fonction concave de x pour chaque i 2 I; et

3. Pour chaque pair �xe (t; i) 2 [0; T ] � I, bH (x) := maxv2AH (t; x; v; i; bp (t) ; bq (t))
existe et est une fonction concave de x.

Alors bu est un contrôle optimal.
Preuve. Fixe u 2 A avec la solution correspondante X = X(u):

On note
�
t; bX (t�) ; bu (t�) ; � (t�)� par �t; bX (t�)� : Alors

J (bu)� J (u) = E
�Z T

0

�
f
�
t; bX (t)�� f (t;X (t))

�
dt

+ h
� bX (T ) ; � (T )�� h (X (T ) ; � (T ))

�
:

On utilise la concavité de h (:; i) pour chaque i 2 I et (2:8) pour obtenir les inégalités

E
�
h
� bX (T ) ; � (T )�� h (X (T ) ; � (T ))

�
� E

�� bX (T )�X (T )
�>
rxh

� bX (T ) ; � (T )��
� E

�� bX (T )�X (T )
�> bp (T )� :

Cela donne

J (bu)� J (u) � E
Z T

0

�
f
�
t; bX (t�)�� f (t;X (t�))

�
dt (2.12)

+ E
�� bX (T )�X (T )

�> bp (T )� :
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Pour dévlopper le premir terme du côté droit de (2:12), on utilise la dé�nition de H en

(2:7) pour obtenir

E
Z T

0

�
f
�
t; bX (t)�� f (t;X (t))

�
dt (2.13)

= E
Z T

0

�
H
�
t; bX (t) ; bu (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)�

�H (t;X (t) ; u (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)) � dt
� E

Z T

0

��
b
�
t; bX (t)�� b (t;X (t))

�> bp (t)
+ tr

�
�
�
t; bX (t)�� � (t;X (t))

�> bq (t)� dt :
Pour développer le second terme du côté droit (2:12) on commencer par appliquer inté-

gration par-parties pour obtenir

� bX (T )�X (T )
�> bp (T ) = Z T

0

� bX (t)�X (t)
�>

dbp (t)
+

Z T

0

bp> (t) d� bX (t)�X (t)
�
+
h bX �X; bpi (T ) :

Remplacer X; bX et bp à partire de (2:5) et (2:8) ; on trouve
� bX (T )�X (T )

�> bp (T )
=

Z T

0

� bX (t)�X (t)
�> �

�rxH
�
t; bX (t) ; bu (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)� dt

+bq> (t) dW (t) + b� (t) � dM (t)
�

+

Z T

0

bp> (t)��b�t; bX (t)�� b (t;X (t))
�
dt

+
�
�
�
t; bX (t)�� � (t;X (t))

�>
dW (t)

�
+

Z T

0

tr
�bq> (t)�� �t; bX (t)�� � (t;X (t))

��
dt :
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En raison des conditions d�intégrabilités (2:9)-(2:11) ; le mouvement Brownien et la chaîne

de Markov sont des martingales de carré-integrables qui sont nulles à l�origine. Ainsi, en

prenant l�esperance on obtient

E
�� bX (T )�X (T )

�> bp (T )�
= E

Z T

0

�
�
� bX (t)�X (t)

�>
rxH

�
t; bX (t) ; bu (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)�� dt

+ E
Z T

0

�bp> (t)�b�t; bX (t)�� b (t;X (t))
�

+ tr
�bq> (t)�� �t; bX (t)�� � (t;X (t))

���
dt :

Remplacer la dernière équation et (2:13) dans l�intégalite (2:12) ; on trouve

J (bu)� J (u) � E
Z T

0

H
�
t; bX (t) ; bu (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)� (2.14)

�H (t;X (t) ; u (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t))
�
� bX (t)�X (t)

�>
rxH

�
t; bX (t) ; bu (t) ; � (t) ; bp (t) ; bq (t)� dt :

Nous pouvons montrer que l�intégrande sur le côté droit de (2:14) est non négatif P� p:s.

Pour chaque t 2 [0; T ] en �xant l�état de la chaîne de Markov, puis en utilisant la concavité

supposéé de bH (x) pour appliquer l�argument de [[5]; pp.83-84]. Cela donne J (bu)�J (u) � 0
et donc bu est optimal.

2.4 Relation à la programmation dynamique

Dans les problèmes de di¤usion avec saut, la relation entre le principe du maximum sto-

chastique et le principe de la programmation dynamique est prouvé dans [[5]; secte 3]. On

va montrer une relation dans le Théorème 2.4.1, entre la fonction de valeur V (t; x; i) du

problème de contrôle et les processus adjoints p (t) ; q (t) et � (t). Dans ce cas, la di¤érence
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est que, dans le modèle de di¤usion à changement de régime, le processus adjoint �ij (t)

présent les sauts de le x-gradient de la fonction de valeur dûe à la changement de la chaîne

de Markov de l�état i à l�état j. Dans les problèmes de di¤usion avec saut où il n�y a pas

de changement de régime, ce processus adjoint représente les sauts du x-gradient de la

fonction de valeur en raison des sauts dans le processus d�état X (t).

Mettre le problème dans un cadre Markovien a�n que nous puissions appliquer le principe

de la programmation dynamique, on dé�nie

Ju (s; x; i) := E
�Z T

s

f (t;X (t) ; u (t) ; � (t)) dt+ h (X (T ) ; � (T ))

����
X (s) = x ; � (s) = i

�
; 8u 2 A;

et mettre

V (s; x; i) := sup
u2A

Ju (s; x; i) ; (2.15)

pour tous (s; x; i) 2 [0; T ]� RN � I.

Théorème 2.4.1 On suppose que V (:; :; i) 2 C1;3
�
[0; T ]� RN

�
pour chaque i 2 I; et que

il existe un contrôle de Markov optimal u? (t; x; i) pour (2:15) avec la solution correspon-

dante X? = X(u?): Dé�nir

pn (t) :=
@V

@xn
(t;X? (t) ; � (t)) ; (2.16)

qnm (t) :=

NX
l=1

�lm (t;X
? (t) ; u? (t) ; � (t))

@2V

@xn@xl
(t;X? (t) ; � (t)) ; (2.17)

�
(n)
ij (t) :=

@V

@xn
(t;X? (t) ; j)� @V

@xn
(t;X? (t) ; i) : (2.18)

Alors p (t) ; q (t) ; � (t) résoudre l�équation adjointe (2:8) :

Preuve. Pour démontrer le théorème ci dessus, nous avons besoin de la formule d�Itô , qui

est donnée prochainement, la formule d�Itô peut être trouvée dans [[6]; théorème 18,p 278] :
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Théorème 2.4.2 (la formule d�Itô) On donne un processus N-dimensionnel

X = (X1; :::; XN)
> satisfaisant pour chaque n = 1; :::; N

dXn (t) = bn (t;X (t) ; � (t�)) dt+
NX
m=1

�nm (t;X (t) ; � (t�) ; dWm (t)) ;

Xn (0) = x
(n)
0 ; P� p:s:;

pour certains x(n)0 2 R; et les fonctions V (:; :; i) 2 C1;3
�
[0; T ]� RN

�
pour chaque

i = 1; :::; D; alors

V (t;X (t) ; � (t)) = V (0; X (0) ; � (0)) +

Z t

0

�V (s;X (s) ; � (s�)) ds

+
NX
n=1

Z t

0

@V

@xn
(s;X (s) ; � (s�))

NX
m=1

�nm (s;X (s) ; � (s�)) dWm (s)

+
X
j 6=i

Z t

0

(V (s;X (s) ; j)� V (s;X (s) ; i)) dMij (t) ;

pour

�V (t; x; i) :=
@V

@t
(t; x; i) +

NX
n=1

@V

@xn
(t; x; i) bn (t; x; i)

+
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@2V

@xn@xm
(t; x; i)

NX
l=1

�nl (t; x; i)�ml (t; x; i)

+

DX
j=1

gij (V (t; x; j)� V (t; x; i)) ;

pour tous (t; x; i) 2 [0; T ]� RN � I.

Preuve. Théorème 2.4.1

Dans la théorie général de la programmation dynamique, l�équation d�Hamilton-Jacobi-

Bellman est donnée par

@V

@t
(t; x; i) + sup

u2U
ff (t; x; u; i) +AuV (t; x; i)g = 0;
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où Au est le générateur in�nitésimal et le supremum est attient par u? (t; x; i).

On dé�nie

F (t; x; u; i) :=
@V

@t
(t; x; i) + f (t; x; u; i) +AuV (t; x; i) :

En utilisant la formule d�Itô (Théorème 2.4.2) pour étendre AuV (t; x; i) ; on trouve

F (t; x; u; i) = f (t; x; u; i) +
@V

@t
(t; x; i) +

NX
n=1

@V

@xn
(t; x; i) bn (t; x; i)

+
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@2V

@xn@xm
(t; x; i)

NX
l=1

�nl (t; x; i)�ml (t; x; i)

+
DX
j=1

gij (V (t; x; j)� V (t; x; i)) :

Dérivons F (t; x; u? (t; x; i) ; i) par rapport à xk et évaluer à x = X? (t) et i = � (t) : Pour

facilité de la notation, on note (t;X? (t) ; u? (t;X? (t) ; � (t)) ; � (t)) par (t; � (t)) :

On a

0 =
@f

@xk
(t; � (t)) +

@2V

@xk@t
(t;X? (t) ; � (t)) +

NX
n=1

@2V

@xk@xn
(t;X? (t) ; � (t)) � bn (t; � (t))

+
NX
n=1

@V

@xn
(t;X? (t) ; � (t)) � @bn

@xk
(t; � (t))

+
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@3V

@xk@xn@xm
(t;X? (t) ; � (t))

 
NX
l=1

�nl�ml

!
(t; � (t))

+
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@2V

@xn@xm
(t;X? (t) ; � (t))

@

@xk

 
NX
l=1

�nl�ml

!
(t; � (t))

+

DX
j=1

g�(t);j

�
@V

@xk
(t;X? (t) ; j)� @V

@xk
(t;X? (t) ; � (t))

�
: (2.19)

On pose

Yk (t) :=
@V

@xk
(t;X? (t) ; � (t)) ; pour k = 1; : : : ; N

En utlisant la formule d�Itô (Théorème 2.4.2) pour obtenir la dynamique de Yk (t), on

trouve
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dYk (t) =

(
@2V

@t@xk
(t;X? (t) ; � (t)) +

NX
n=1

@2V

@xn@xk
(t;X? (t) ; � (t)) � bn (t; � (t))

+
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@3V

@xn@xm@xk
(t;X? (t) ; � (t))

 
NX
l=1

�nl�ml

!
(t; � (t))

+
DX
j=1

g�(t);j

�
@V

@xk
(t;X? (t) ; j)� @V

@xk
(t;X? (t) ; � (t))

�)
dt

+

NX
n=1

@2V

@xn@xk
(t;X? (t) ; � (t))

NX
m=1

�nm (t; � (t)) dWm (t)

+
X
j 6=i

�
@V

@xk
(t;X? (t) ; j)� @V

@xk
(t;X? (t) ; i)

�
dMij (t) :

Remplacer à
@2V

@t@xk
à partir de (2:19), on obtient

dYk (t) = �
(
@f

@xk
(t; � (t)) +

NX
n=1

@V

@xn
(t;X? (t) ; � (t)) � @bn

@xk
(t; � (t))

+
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@2V

@xn@xm
(t;X? (t) ; � (t))

@

@xk

 
NX
l=1

�nl�ml

!
(t; � (t))

)
dt

+
NX
n=1

@2V

@xn@xk
(t;X? (t) ; � (t))

NX
m=1

�nm (t; � (t)) dWm (t)

+
X
j 6=i

�
@V

@xk
(t;X? (t) ; j)� @V

@xk
(t;X? (t) ; i)

�
dMij (t) : (2.20)

Notez que

1

2

NX
n=1

NX
m=1

@2V

@xn@xm

@

@xk

 
NX
l=1

�nl�ml

!
(2.21)

=
1

2

NX
n=1

NX
m=1

@2V

@xn@xm

NX
l=1

�
@�nl
@xk

�ml + �nl
@�ml
@xk

�

=
NX
m=1

NX
l=1

 
NX
n=1

�nl
@2V

@xn@xm

!
@�ml
@xk

:
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Ensuite, à partir de (2:7), on trouve

@H
@xk

(t;X (t) ; u (t) ; � (t) ; p (t) ; q (t)) =
@f

@xk
(t; � (t)) +

NX
n=1

@bn
@xk

(t; � (t)) pn (t)

+

NX
n=1

NX
m=1

@�nm
@xk

(t; � (t)) qnm (t) :

Remplacer (2:16)-(2:18), (2:21) et la dérnière équation en (2:20) donne

dYk (t) = �
@H
@xk

(t;X (t) ; u (t) ; � (t) ; p (t) ; q (t)) dt+

NX
m=1

qkm (t) dWm (t)

+
X
j 6=i

�
(k)
ij (t) dMij (t) ;

et comme Yk (t) = pk (t) pour chaque k = 1; : : : ; N , nous avons montré que p (t) ; q (t) et

� (t) donnée par (2:16)-(2:18) résoudre l�équation adjointe (2:8).

28



Chapitre 3

Application : Problème de

minimisation de perte quadratique

Dans ce chapitre on utilise le principe du maximum pour résoudre un problème de mi-

nimisation de perte quadratique. Soit un marché �nancier à changement de régime qui

s�appuie sur un actif échange, que nous appelons l�actif risqué, et un actif sans risque. Le

processus de prix de l�actif sans risque S0 = fS0 (t) ; t 2 [0; T ]g est donnée par

dS0 (t)

S0 (t)
= r (t; � (t�)) dt; 8; t 2 [0; T ] S0 (0) = 1; (3.1)

lorsque le taux d�intérêt sans-risque r (t; i) est un fonction déterministe bornée sur [0; T ],

pour i = 1; :::; D;

Le processus de prix S1 = fS1 (t) ; t 2 [0; T ]g de l�actif risqué est donnée par :

dS1 (t)

S1 (t)
= b (t; � (t�)) dt+ � (t; � (t�)) dW (t) ; 8t 2 [0; T ] ; (3.2)

avec la valeur initiale S1 (0) une constante �xe strictement positive dans R. On suppose

que le taux de rendement b (t; i) et le processus de volatilité � (t; i) sont bornés, non nulls,

fonctions déterministes sur [0; T ] pour i = 1; :::; D: Ici, W est un mouvement Brownien
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standard 1-dimensionel et b et � sont des processus scalaires.

Un processus de portefeuille � (t) est un processus scalaire fFtg�prévisible qui donne la

montant investi dans l�actif-risque au temp t. Dénote �0 (t) la montant investi dans l�actif

sans-risque au temp t: Le processus de la richesse correspondant X� (t) est ensuite donnée

par

X� (t) = �0 (t) + � (t) :

On suppose que X� (0) = x0;P� p:s. Dé�nir le prix de marché du risque de di¤usion

� (t; i) := ��1 (t; i) (b (t; i)� r (t; i)). Sous la condition d�auto-�nancement, la dynamique

du processus de richesse satisfait

dX� (t) = (r (t)X� (t) + � (t)� (t) � (t)) dt+ � (t)� (t) dW (t) ; X� (0) = x0: (3.3)

On dit que � (t) est un processus de portefeuille admissible et on écrite � 2 A, s�il d�un

fFtg�prévisible, carré -intégrable, processus scalaire.

On considère le problème de trouver un processus de portefeuille admissible �� 2 A telle

que :

E (X �� (T )� d)
2
= inf

�2A
E (X� (T )� d)2 ;

pour un constant �xe d 2 R:

Pour résoudre ceci, on utilise le principe du maximum su¢ sant du Théorème 2.3.1. Dé�nir

la fonction à valeur réelle h (x) := � (x� d)2 et considèrer le problème équivalent de

maximiser

E (h (X� (T ))) = E
�
� (X� (T )� d)2

�
; (3.4)

pour tous � 2 A. Le processus de contrôle u (t) := � (t) et X (t) := X� (t) : Pour cet

exemple, l�Hamiltonien (2:7) devient

H (t; x; u; i; p; q) := (r (t; i)x+ u� (t; i) � (t; i)) p+ u� (t; i) q; (3.5)
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Chapitre 3.Application :problème de minimisation des pertes quadratiques

et les équations adjointes (2:8) son pour tout t 2 [0; T ) ;

8><>: dp (t) = �r (t) p (t) dt+ q (t) dW (t) +
P

j 6=i �ij (t) dMij (t) ;

p (T ) = �2X (T ) + 2d;P� p:s:
(3.6)

On cherche à la solution (p (t) ; q (t) ; � (t)) de (3:6) :

Depuis que h (x) est quadratique en x et que le processus adjoint p est la dérivée première

de la fonction h, une hypothèse naturelle est que p est linéaire en X, cela signi�e que p

est de la forme

p (t) = � (t; � (t))X (t) +  (t; � (t)) ; (3.7)

où � (:; i) et  (:; i) sont des fonctions déterministes, di¤érentiableles pour chaque

i = 1; :::; D, qui sont d�être trouvés, à partir de (3:6) � et  ont des conditions limites

terminal

� (T; i) = �2 et  (T; i) = 2d; 8i 2 I: (3.8)

l�étape suivante consiste à étendre le côté droit de (3:7), puis à la comparer avec (3:6) :

Pour ce faire, on commencer par noter de la formule d�Itô (Théorème 2.4.2) cet pour la

fonction f (t; � (t)) on a

df (t; � (t)) = ft (t; � (t�)) dt+
X
j 6=i

gij (f (t; j)� f (t; i))1 [� (t�) = i] dt (3.9)

+
X
j 6=i

(f (t; j)� f (t; i)) dMij (t) :

Utiliser (3:9) pour étendre les fonction � et  , et (3:3) pour étendre X (avec � (t) := u (t)
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et X� (t) := X (t)) ; on applique l�intégration par-parties à (3:7), on obtient

dp (t) =

DX
i=1

1 [� (t�) = i]

�
X (t�)

�
� (t; i) r (t; i) + �t (t; i)

+
DX
j=1

gij (� (t; j)� � (t; i))

!
+ � (t; i)u (t)� (t; i) � (t; i) +  t (t; i)

+

DX
j=1

gij ( (t; j)�  (t; i))

)
dt+ � (t)u (t)� (t) dW (t)

+
X
j 6=i

(X (t�) (� (t; j)� � (t; i)) + ( (t; j)�  (t; i))) dMij (t) :

En comparant les coe¢ cients avec (3:6) on obtient trois équations

� r (t; � (t�)) p (t�)

=
DX
i=1

1 [� (t�) = i]

(
X (t�)

 
� (t; i) r (t; i) + �t (t; i) +

DX
j=1

gij (� (t; j)� � (t; i))

!

+ � (t; i)u (t)� (t; i) � (t; i) +  t (t; i) +
DX
j=1

gij ( (t; j)�  (t; i))

)
; (3.10)

q (t) = � (t)� (t)u (t) ; (3.11)

�ij (t) = X (t�) (� (t; j)� � (t; i)) + ( (t; j)�  (t; i)) : (3.12)

Soit bu 2 A un contrôle optimal avec le processus d�état correspondant bX et la solution

adjoint (bp; bq; b�) : Alors pour l�Hamiltonien (3:5), pour tout u 2 R,
H
�
t; bX (t) ; u; � (t) ; bp (t) ; bq (t)� = �r (t) bX (t) + u� (t) � (t)

� bp (t) + u� (t) bq (t) :
Comme H il est un fonction lineaire de u , nous devinons que le coe¢ cient de u s�annule

à l�optimalité, ce qui entraîne l�égalité

bq (t) = �� (t) bp (t) : (3.13)
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En remplaçant dans (3:11) pour bq (t) à partir de (3:13) et en utilisant (3:7) pour remplacer
bp (t), on obtient

bu (t) = ���1 (t) � (t)� bX (t) + ��1 (t) (t)
�
: (3.14)

Donc, pour trouver le contrôle optimal, il reste à trouver � et  . Pour ce faire, on mette

X (t) := bX (t) ; u (t) := bu (t) et p (t) := bp (t) dans (3:10) ; puis remplacer bp (t) à partir de
(3:7) et pour bu (t) à partir de (3:14) : Cela résulte en une équation linéaire en bX (t).
En supposont que le coe¢ cient de bX (t) est égale à zéro, on obtient deux équations

� (t; i)
�
2r (t; i)� j� (t; i)j2

�
+ �t (t; i) +

DX
j=1

gij (� (t; j)� � (t; i)) = 0; (3.15)

 (t; i)
�
r (t; i)� j� (t; i)j2

�
+  t (t; i) +

DX
j=1

gij ( (t; j)�  (t; i)) = 0; (3.16)

avec les conditions aux limites terminal donnés par (3:8).

Considérez les processus

e� (t; � (t)) := �2E�exp�Z T

t

�
2r (s)� j� (s)j2

�
ds

����� � (t)� ; (3.17)

et

e (t; � (t)) := 2dE�exp�Z T

t

�
r (s)� j� (s)j2

�
ds

����� � (t)� : (3.18)

Nous visons à montrer que � = e� et  = e . Il est util de dé�nir à ce stade les martingales
R (t) := E

�
exp

�Z T

0

�
2r (s)� j� (s)j2

�
ds

����� F�
t

�
; (3.19)

et

S (t) := E
�
exp

�Z T

0

�
r (s)� j� (s)j2

�
ds

����� F�
t

�
; (3.20)
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où F�
t := � f� (�) ; � 2 [0; t]g _ N (P) est la �ltartion générés par la chaîne de Markov.

Par fF�
t g� Théorème de représentation martingale, il existe fF�

t g�prévisible, processus

carrés-integrables �R (t),�S (t) tels que

R (t) = R (0) +
X
j 6=i

Z t

0

�Rij (�) dMij (�) et S (t) = S (0) +
X
j 6=i

Z t

0

�Sij (�) dMij (�) :

Par la positivité de R (t) et S (t), on peut dé�nir le processus b�Rij (t) := �Rij (t)R
�1 (t�) et

b�Sij (t) := �Sij (t)S
�1 (t�) pour que

R (t) = R (0) +
X
j 6=i

Z t

0

R (��) b�Rij (�) dMij (�) et (3.21)

S (t) = S (0) +
X
j 6=i

Z t

0

S (��) b�Sij (�) dMij (�) :

De (3:17) et la dé�ntion de R dans (3:19),on a la relation

R (t) = �1
2
e� (t; � (t)) exp�Z t

0

�
2r (s)� j� (s)j2

�
ds

�
;8t 2 [0; T ] : (3.22)

En utilisant l�expansion de la formule d�Itô de e� (t; � (t)) (voir (3:9)), on appliquer l�inté-
gration par partie pour développer le côte droit de l�équation ci-dessus et le comparer avec

la représentation martingale de R (t) donnée par (3:21) ; on trouve que e� satisfait (3:15)
avec � := e�. On conclue que � = e�:
De même, à partir de (3:18) et la dé�nition de S dans (3:20), on a

S (t) =
1

2d
e (t; � (t)) exp�Z t

0

�
r (s)� j� (s)j2

�
ds

�
;8t 2 [0; T ] : (3.23)

En utilisant l�expansion de la formule d�Itô de e (t; � (t)) (voir (3:9)), on appliquer l�in-
tégration par parties pour développer le côte droit de l�équation ci-dessus et le comparer

avec S (t) donnée par (3:21) ; on trouve que e satisfait (3:16)avec  := e . On conclue que
 = e :
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Ainsi à partir de (3:7),(3:11) et (3:12), on écrire les solutions

bp (t) = � (t) bX (t) +  (t) ; bq (t) = � (t)� (t) bu (t) ;
b�ij (t) = bX (t�) (� (t; j)� � (t; i)) + ( (t; j)�  (t; i)) ;

à l�équation adjointe (3:6). Remplacer dans (3:14) pour � = e� de (3:22) et par  = e 
à partir de (3:23) et utiliser la propriété de Markov de � pour obtenir le processus de

contrôle

bu (t) = �
0BB@ bX (t)� d

E
�
exp

nR T
t

�
r (s)� j� (s)j2

�
ds
o��� � (t)

�
E
�
exp

nR T
t

�
2r (s)� j� (s)j2

�
ds
o��� � (t)

�
1CCA��1 (t) � (t) : (3.24)

Avec ce choix de processus de contrôle et les conditions de limitation sur la marché pa-

ramètres r; b et �; les conditions du Théorème 2.3.1 sont satisfaites et donc bu (t) est le
processus de contrôle optimal.

Remarque 3.0.1 Le résultat ci-dessus peut être utilisé pour obtenir la solution au pro-

blème classique de l�optimisation de portefeuille moyenne-variance. Supposons que nous

souhaitons trouver un processus de portefeuille admissibles qui minimise

var(X (T )) = E (X (T )� E (X (T )))2 l�objet de E (X (T )) = a; pour certains a 2 R: En

appliquant un technique de multiplicateur de lagrange on note que pour tous les � 2 R;

E
�
(X (T )� a)2 + 2� (X (T )� a)

�
= E (X (T )� a+ �)2 � �2:

Fixer � 2 R et minimiser E (X (T )� a+ �)2 : Le processus de portefeuille qui minimise

c�est bu (t) := bu (t;�) ; qui est donnée par (3:24) avec d := a� �. Ensuite, on maximiser la

fonction quadratique E (X (T )� a+ �)2��2 sur tout � 2 R pour trouver l�optimal �? 2 R

et donc on obtient le processus de portefeuille optimal bu (t;�?) qui résout le problème de
moyenne-variance.
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Conclusion

Dans cet mémoire, nous avons étudié un problème de contrôle optimal dans un modèle de

di¤usion à changement de régime. Nous avons étudié le principe du maximum stochastique

su¢ sant et le principe de la programmation dynamique et la relation entre eux. A titre

d�exemple nous avons etudié un problème de minimisation des pertes quadratiques en

utilison le principe du maximum stochastique su¢ sant. Notez que cette étude basé sur le

travail de Catherine [3].
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