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Introduction

Mon mémoire de master est consacré à l�étude du lien entre le Mouvement Brownien et le

problème de Dirichlet dans des domaines bornés.

Ce mémoire se divise en trois chapitres. le premier est un chapitre introductif sur les

processus stochastiques. dans le deuxième chapitre on dé�nit le mouvement Brownien et

on donne quelques propriétés de ce processus. Le troisième chapitre est la partie principale

de ce mémoire, on utlise les propriétés du mouvement Brownien pour établir une liaison

ou une connexion avec le problème de Dirichlet. Au début on démontre quelques résultats

concernant le problème de Dirichlet dans des domaines bornés et le lien avec le mouvement

Brownien.
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Chapitre 1

processus stochastiques

1.1 Dé�nitions

Ici (
;F ;P) est un espace de probabilité complet.

1.1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 Soit T un ensemble. On appelle processus stochastique indexé par T et à

valeurs dans Rd une famille (Xt)t2T d�applications mesurables de (
;F) dans (Rd;B(Rd) ;

pour tout t 2 T , Xt et une variable aléatoire:

Dé�nition 1.1.2 Un processus X est mesurable si l�application :

(t; !) �! Xt(!) de R+ � 
 dans Rd

est mesurable par rapport aux tribus B(R+)
Fet B(Rd):

Dé�nition 1.1.3 Soient X et Y deux processus. X est une modi�cation de Y si, pour

tout t � 0,les v.a.Xt et Yt sont égales P�p.s :

8t � 0 P(Xt = Yt) = 1:
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Chapitre 1.Processus stochastique

X et Y sont indistinguables si, P�p.s., les trajectoires de X et Y de Y sont les mémes

c�est à dire :

P(Xt = Yt;8t � 0) = 1:

Dé�nition 1.1.4 Une Filtration (Ft)t2R+ est une collection croissante de tribus (sous-

tribus de A), i.e.Fs � Ft ;8s � t:

Dé�nition 1.1.5 Un processus X est adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0 si, pour

tout t; Xt est Ft�mesurable.

Dé�nition 1.1.6 Un processus X est progressivement mesurable par rapport à fFtgt�0 si

l�application :

(s; w) �! Xs(w) de [0; t]� 
 dans Rd

est mesurable par rapport à B([0; t])
Ft et B(Rd):

Proposition 1.1.1 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues

à droite (ou continues à gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable

s�il est de plus adapté.

1.1.2 Temps d�arrét

Dé�nition 1.1.7 (Temps d�arrêt) Une variable aléatoire T à valeurs dans [0; +1] est un

temps d�arrêt si pour tout t � 0 on a fT � tg 2 Ft.

Dé�nition 1.1.8 On dé�nit la tribu F� par :

F� = fA 2 �;8n 2 N; A \ f� = ng 2 Fng :
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Chapitre 1.Processus stochastique

1.2 Martingales en temps continu

1.2.1 Tribus, �ltrations

Les �ltrations que l�on utilisera pour étudier les processus en temps continu (et en parti-

culier les martingales) véri�eront toujours les conditions suivantes :

- F0 est compléte : si N est un ensemble négligeable, N � F0;

- (Ft)t�0 est une �ltration : 8t � s � 0,Fs � Ft;

- La �ltration est continue à droite : Ft = \s�tFs:

1.2.2 Les processus càdlàg

Un processus (Xt)t�0 est dit càd-làg (continu à droite, limite à gauche) s�il existe un

ensemble négligeable N 2 
 tel que, pour tout ! 2 N , la trajectoire t �! Xt (!) est

continue à droite en tout t � 0 et admet une limite à gauche en tout t > 0.

1.2.3 Martingales

Un processus (Mt)t est adapté à la �ltration (Ft) si pour tout t, la variable aléatoire Mt

est Ft-mesurable.

Unemartingale en temps continu par rapport à une �ltration (Ft) complète et continue

à droite sera pour nous un processus (Mt)t�0 càd-làg et véri�ant les conditions suivantes :

1. Pour tout t � 0, Mt est intégrable,

2. Pour tout t � 0, Mt est Ft-mesurable (ou (Mt) est Ft-adapté),

3. Pour toust � s � 0; E(MtjFs) =Ms:

1.2.4 Convergence

Théorème 1.2.1 Soit (Mt)t une sous-martingale.
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Chapitre 1.Processus stochastique

1) Si suptE(M
+
t ) < 1 alors Mt converge presque sûrement vers une variable aléatoire

M1 intégrable.

2) Si pour un certain p > 1, (Mt) est uniformément bornée dans Lp, c�est-à-dire si

sup
t
E(jMtjp) <1;

alors (Mt) converge presque sûrement et dans Lp.

3) Si (Mt) est une martingale uniformément intégrable , elle converge presque sûrement

et dans L1 et on a E(M1jFt) =Mt.

5



Chapitre 2

Mouvement Brownien

On se donne un espace (
;F ;P) et un processus (Bt; t � 0) sur cet espace.

Dé�nition 2.0.1 Le processus (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien (standard) si

a) P (B0 = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l�origine).

b) 8s � t,Bt �Bs est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t� s).

c) 8n, 8ti; 0 � t0 � t1 � ::: � tn, les variables(Btn � Btn�1 ; :::; Bt1 � Bt0 ; Bt0) sont

indéependantes.

La propriété b) est la stationarité des accroissements du mouvement Brownien, la pro-

priéeté c) traduit que le mouvement Brownien est à accroissements indépendants. On

peut aussi écrire c) sous la forme équivalente suivante :

c�) Soit s � t. La variable Bt � Bs est indépendante de la tribu du passé avant s,soit

�(Bu; u � s).

2.1 Généralisation.

Le processus Xt = a + Bt est un Brownien issu de a. On dit que X est un Brownien

généralisé ou un MB de drift � si Xt = x + �t + �Bt où B est un mouvement Brownien.

La variable Xt est une variable gaussienne d�espérance x+ �t et de variance �2t.

6



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

Les v.a.(Xti+1 �Xti ; t0 � t1 � ::: � tn)sont indépendantes.

2.2 Propriétés

Dans ce qui suit, B = (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien et Ft = � fBs; s � tg est

sa �ltration naturelle.

Proposition 2.2.1 Le processus B est un processus gaussien, sa loi est caractérisée par

son espérance nulle et sa covariance cov(Bt; Bs) = s ^ t:

Démonstration : Le caractère gaussien résulte de
Pn

i=0aiBti =
Pn

i=0bi
�
Bti+1 �Bti

�
avec ai = bi � bi+1; i � n� 1; an = bn La covariance est égale à E(BtBs) car le processus

est centré. Si s � t;

E(BtBs) = E((Bt �Bs)Bs +B2s ) = E(Bt �Bs)E(Bs) + E(B2s ) = s

On peut généraliser : Le processus (Xt = x + �t + �Bt; t � 0) est un processus gaussien

d�espérance x+ �t et de covariance E[(Xt � E(Xt))(Xs � E(Xs))] = �
2(s ^ t).

2.2.1 Notation

Il nous arrivera de noter Ex(f(Bs)) l�espérance de f(Bs) quand B est un Brownien issu

de x, sans toujours faire cette précision. Cette quantité est égale à E(f(x+Bs)) où B est

un Brownien issu de 0

De la même façon, nous utiliserons la notation Px(Bs 2 A) pour P (x + Bs 2 A) et

Px(Bs 2 da) pour la densité de la v.a. Bs où B est un Brownien partant de x.

Proposition 2.2.2 Si (Bt; t � 0) est un mouvement Brownien, alors

i) le processus bB dé�ni par bBt = �Bt est un mouvement Brownien.
7



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

ii) le processus eB dé�ni par eBt = 1
c
Bc2t est un mouvement Brownien. (Propriété de

scaling)

iii) le processus B dé�ni par Bt = tB 1
t
;8t > 0; B0 = 0 est un mouvement Brownien.

2.2.2 Propriété de Markov

La propriété de Markov du mouvement Brownien est utilisée sous la forme (un peu plus

forte que la propriété de Markov) : pour tout s, le processus (Wt; t � 0) dé�ni par Wt
def
=

Bt+s �Bs est un mouvement Brownien indépendant de Fs.

Théorème 2.2.1 Pour f borélienne bornée; E(f(Bu) j Ft) = E(f(Bu) j �(Bt)) pour

u > t:

Preuve. On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de l�espérance

conditionnelle :

E(f(Bu) j Ft) = E(f(Bu �Bt +Bt) j Ft) = �(u� t; Bt)

avec �(u� t; x) = E(f(Bu �Bt + x)) = E(f(Y + x)) où Y a même loi que Bu �Bt, soit

une loi N (0; u� t). Par les mêmes arguments, E(f(Bu) j �(Bt)) = �(u� t; Bt). On a très

précisement

� (s; x) =
1p
2�s

R
Rf(y) exp�

(y � x)2

2s
dy

Une autre façon de décrire cette propriété est de dire que, pour u > t, conditionnellement

à Bt, la v.a. Bu est de loi gaussienne d�espérance Bt et de variance u� t.Alors

E(1Bu�x j Ft) = E(1Bu�x j �(Bt)) = E(1Bu�x j Bt)

pour t � u:

8



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

2.2.3 Equation de la chaleur

Soit g(t; x) la densité gaussienne centré de variance t. On note

q(t; x; y) =
1p
2�t

exp�(y � x)
2

2t
= g(t; x� y)

la densité de transition du mouvement Brownien. C�est de façon heuristique, la probabilité

pour que le mouvement Brownien soit en y sachant que t instants auparavant, il se trouvait

en x, c�est aussi la densité conditionnelle

P (Bt+s 2 dy j Bs = x) = q(t; x; y)dy

La densité de transition q véri�e l�équation �forward�

�q

�t
(t; x; y) =

1

2

�q2

�y2
(t; x; y)

et l�équation �backward"
�q

�t
(t; x; y) =

1

2

�q2

�x2
(t; x; y)

En utilisant cette notation et la stationarité des accroissements du MB, on obtient que

pour toute fonction f borélienne bornée

E(f(BT ) j Bt = x) =
R +1
�1 f(y)q(T � t; x; t)dy

Si l�on note u(t; x; f) la fonction

u(t; x; f) =
R +1
�1 f(y)q(t; x; y)dy = E(f(Bt + x)) (2.1)

= E(f(Bt+s) j Bs = x) =
R +1
�1 f(x+ y)g(t; y)dy (2.2)

cette fonction véri�e (utiliser 2.1, l�équation backward et le théorème de dérivation sous

le signe intégrale)

9



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

8><>: u(0; x; f) = f(x)

� �u
�t
+ 1

2
�u2

�x2
= 0

(2.3)

Pour calculer E(f(BT )), il su¢ t de résoudre l�équation aux dérivées partielles 2.3 et de

remarquer que E(f(BT )) = u(T ; 0; f).

On peut écrire, en utilisant

E(f(Bt + x)) = u(t; x; f)

E(f(BT + x))� f(x) = u(T; x; f)� u(0; x; f) =
R T
0

�u

�t
(s; x; f)ds =

1

2

R T
0

�2u

�x2
(s; x; f)ds:

En remarquant que (utiliser 2.2 et le théorème de dérivation sous le signe intégral)

�2u

�x2
(t; x; f) =

R +1
�1 f

00(x+ y)g(t; y)dy = u(t; x; f 00) = E(f 00(Bt + x)); (2.4)

on obtient

E(f(BT + x)) = f(x) +
1

2

R T
0
E(f 00(B

S
+ x))ds

Cette formule sera généralisée dans le prochain chapitre en utilisant le lemme d�Itô. La

fonction v(t;x; f) = u(T � t;x; f) est solution de

8><>: �(T; x) = f(x)

��
�t
+ 1

2
�2�
�x2
= 0

(2.5)

et véri�e

�(0; x; f) = E(f(BT + x)):

Proposition 2.2.3 Si f est une fonction de classe C1b en temps et C
2
b en espace

E(f(t; x+ �t+ �Bt)) = f(0; x) +
R t
0
E[Lf(s; x+ �s+ �Bs) + �tf(s; x+ �s+ �Bs)]ds

Théorème 2.2.2 Si u est telle que Lu = 0 alors u(t;Bt) est une martingale.

10



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

Preuve. Les accroissements du Brownien sont indépendants.

E(u(t; Bt) j Fs) = E(u(s+ t� s; x+Bt�s) j x = Bs = E(us; x(t� s; Bt-s)) j x = Bs

avec us;x(t; y) = u(s+ t; x+ y). On a alors

E(us;x(t� s; Bt�s)) = us;x(0; 0) +
R t
0
Lus;x (!;B!)

Par hypoth�ese, L(u) = 0 donc Lus;x = 0. Il en résulte

E(u(t; Bt) j Fs) = us;x(0; 0) jx=Bs= u(s; Bs)

et le théorème est établi. Nous verrons ce résultat important dans un contexte plus général

en application du lemme d�Itô.

2.2.4 Trajectoires

Nous admettons les résultats suivants :

Les trajectoires du mouvement Brownien sont continues.

Les trajectoires du mouvement Brownien sont p.s. �nulle part di¤érentiables�.

Théorème 2.2.3 Soit n �xé et tj = j
2n
pour j variant de 0 à 2n. Alors

P2n

j=1[B(tj) �

B(tj�1)]
2 �! t quand n �! 1, la convergence ayant lieu en moyenne quadratique et p.s..

Preuve. Soit Znt =
P2n

j=1[B(tj)�B(tj�1)]2: Pour établuir la convergence en moyenne qua-

dratique, on doit montrer que E((Znt � t)2) �! 0, soit, puisque E(Znt ) = t; V ar(Z
n
t ) �! 0

ce qui se déduit de

V ar(Znt ) =
P2n

j=1var[B(tj)�B(tj�1)]2 =
P2n

j=12(
t

2n
) = 2n+1

t2

22n

(Nous avons utilisé que si X est de loiN (0; �2), la variance de X2 est 2�4). On en déduit

11



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

que E(
P1

n=1 (Z
n
t � t)

2) =
P1

n=1
t
2n
<1. D�où

P1
n=1 (Z

n
t � t)

2 <1 et le terme général de

la série converge p.s. vers 0:

Proposition 2.2.4 Soit � une subdivision de l�intervalle [0; t] caractérisée par 0 = t0 �

t1 � ::: � tn = t. Soit Vt la variation de la trajectoire du Brownien sur [0; t] dé�nie par

Vt(!) = sup
�

P
i j Bti+1 (!)�Bti (!) j Alors Vt(!) =1 p.s.

Preuve. sup
�

P
i j Bti+1 � Bti j � supn

P2n

k=0 jYkj avec Yk = Bt�k+1 � Bt�k où les points sont

choisis comme précédemment : t�k =
k
2n
t. On peut majorer Znt :

Znt � (sup
k

P
i j Bt�k+1 �Bt�k j)

P2n

k=0 jYkj :

Quand n �! 1, le terme sup
�
j Bti+1 �Bti j tend p.s. vers 0, par continuité uniforme des

trajectoires sur [0; t]. Le terme
P2n

k=0 jYkj est croissant en n et ne peut avoir de limite �nie

sans que Znt ne converge vers 0, ce qui n�est pas le cas.

2.2.5 Propriétés du martingale

Proposition 2.2.5 Le processus B est une martingale. Le processus (B2t � t; t � 0) est

une martingale. Réciproquement, si X est un processus continu tel que X et (X2
t �t; t � 0)

sont des martingales, X est un mouvement Brownien.

Preuve. Nous ne démontrons que la partie directe. La réciproque est plus di¤cile à établir

mais très utile.

L�idée est d�utiliser l�indépendance des accroissements pour calculer les espérances condi-

tionnelles, et d�utiliser la propriété E(X j G) = E(X) quand X et G sont indépendantes.

Soit s � t.

E(Bt j Fs) = E(Bt �Bs j Fs) + E(Bs j Fs) = 0 +Bs

12



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

De même E((Bt �Bs)2 j Fs) = t� s et

E((Bt�Bs)2 j Fs) = E(B2t+B2s�2BtBs j Fs) = E(B2t j Fs)+B2s�BsE(Bt j Fs) = E(B2t j Fs)+B2s

On obtient alors

E(B2t � t j Fs) = B2s � s

Proposition 2.2.6 Soit B1 et B2 deux MB indépendants. Le produit B1B2 est une mar-

tingale.

Dé�nition 2.2.1 On dit que B est un (Gt)-mouvement Brownien si B et (B2t � t; t � 0)

sont des (Gt)-martingales.

Les propriétés données dans la dé�nition 2:1. sont véri�ées. Si B est un (Gt)-mouvement

Brownien, c�est bien sûr un MB pour sa propre �ltration.

Proposition 2.2.7 Pour tout � réel, le processus

exp

�
�Bt �

1

2
�2t

�
; t � 0

est une martingale.

Réciproquement, si X est un processus continu tel que ,
�
exp

�
�Bt � 1

2
�2t
�
; t � 0

�
est une

martingale pour tout � réel, le processus X est un brownien.

Proposition 2.2.8 Soit (
;F ;Ft; P ) et B un (Ft)-brownien sur cet espace. Si Xt =

�t+ �Bt, alors,

pour tout � réel,
�
exp

�
�Xt � (�� + 1

2
�2�2)t

�
; t � 0

�
est une (Ft)-martingale. Récipro-

quement, si X est un processus continu tel que
�
exp

�
�Xt � (�� + 1

2
�2�2)t

�
; t � 0

�
est

une (Ft)-martingale, il existe un (Ft)-brownien B tel que Xt = �t+ �Bt .

13



Chapitre 2. Le mouvement Brownien

2.2.6 Temps d�atteinte

a. Cas du Brownien

Proposition 2.2.9 Soit (Bt; t � 0) un mouvement Brownien et a un nombre réel. Soit

Ta = infft � 0;Bt = ag:

Alors Ta est un temps d�arrêt �ni p.s. tel que E(Ta) =1 et pour � � 0

E(exp��Ta) = exp(� j a j
p
2�): (2.6)

b. Généralisation

Si Xt = �t + Bt et T = infft � 0;Xt = ag on peut montrer, en utilisant la martingale�
exp

�
�Xt � (�� + 1

2
�2�2)t

�
; t � 0

�
que pour � > 0;� > 0 (on pose � = �� + 1

2
�2�2))

E(exp��T �a ) = exp(�a� j a j
p
�2 + 2�): (2.7)

On obtient P (Ta <1) en faisant � = 0. Cette quantité n�est égale à 1 que si � et a sont

de même signe.

2.2.7 Mouvement Brownien multidimensionnel

SoitBt = (B
(1)
t ; B

(2)
t ; :::; B

(n)
t )T un processus n-dimensionnel. On dit queB est un Brownien

multidimensionnel si les processus (B(i); i � n) sont des browniens indépendants. C�est un

processus à accroissements indépendants. Pour chaque (a; b), le processus aB(1)t +bB
(2)
t est

un processus gaussien. Il est facile de véri�er que Bt
def
= 1p

a2+b2
(aB

(1)
t + bB

(2)
t ) est un MB

Si B est un Brownien n-dimensionnel, on a E(BTt Bs) = n(s ^ t).

Le processus n-dimensionnel B est un mouvement Brownien si et seulement si les processus

B(i) et B(i)B(j) � �i;jt sont des martingales (avec �i;j = 0 pour i 6= j et �i;j = 1).
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Chapitre 2. Le mouvement Brownien

Dé�nition 2.2.2 Les mouvements Browniens à valeurs réelles B1 et B2 sont corrélés de

coe¢ cient de corrélation � si B1(t)B2(t)� �t est une martingale.

On �décorrele�les MB en introduisant le processus B3 dé�ni par B3(t) = 1p
1��2

(B1(t)�

�B2(t))

Ce processus est une martingale ; en écrivant

(B3 (t))
2�t = 1

1� �2 [(B2 (t))
2+�2 (B1 (t))

2�2�B2 (t)�t
�
1� �2

�
] =

1

1� �2 [(B2 (t))
2�t+�2[(B1 (t))2�t]�2�[B2 (t)B1 (t)��t]

on montre que (B3(t))2 � t est une martingale, d�où B3 est un MB. On peut montrer que

B3 est indépendant de B1, nous donnerons une démonstration plus tard. Il est facile de

véri�er que le produit B1B3 est une martingale. Dans ce cas, il existe un Brownien B(3),

indépendant de B(2) tel que B(1) = �B(2) + p1 � �2B(3) et, pour tout (a; b) le processus

Bt
def
= 1p

a2+b2+2�ab
(aB

(1)
t + bB

(2)
t ) est un mouvement Brownien.

15



Chapitre 3

Problème de Dirichlet

Ce chapitre est consacré au problème de Dirichlet continu, en liaison avec le mouvement

Brownien. La motivation est l�étude de la répartition de la température dans un solide.

Considérons donc un solide homogène identi�é à l�adhérence D d�un ouvert connexe borné

D de Rd dont on �xe la température de surface non nécessairement constante égale à une

fonction b. La température à l�intérieur du solide converge vers un équilibre thermique que

l�on souhaite exprimer en fonction de D et b. Intuitivement, la température en un point

intérieur du solide est égale à la moyenne des températures prises sur toute boule centrée

en ce point et incluse dans le solide : la température � véri�e la formule de la moyenne.

Pour tout x 2 Rd et tout réel r � 0, la boule et la sphère de centre x et de rayon r sont

notées

B(x; r) = fy 2 Rd : jx� yj < rg et S(x; r) = fy 2 Rd : jx� yj = rg;

tandis que la boule fermée de centre x et de rayon r est notée

B(x; r) = B(x; r) [ S(x; r) = fy 2 Rd : jx� yj � rg:

On notera parfois @B(x; r) = S(x; r): On dit que � est harmonique sur D si elle est

localement intégrable et véri�e la formule de la moyenne :
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

8x 2 D; 8r < dist (x; @D);�(x) = 1

jB(0; r)j

Z
B(0;r)

�(x+ y)dy:

La température devrait être continue sur l�ensemble du solide si b l�est au bord @D de D.

On peut donc formuler ainsi le problème de Dirichlet :

une fonction � dé�nie sur D à valeurs dans R est solution du problème de Dirichlet si

1) pour tout point x de @D �(x) = b(x),

2 � est continue sur D,

3 � est harmonique sur D.

Il existe de nombreux théorèmes étudiant l�existence et/ou l�unicité de la solution du pro-

blème de Dirichlet mais bien sûr la solution n�est en général pas explicite. Dans certains cas

très particuliers, il est cependant possible de donner une représentation intégrale relative-

ment explicite de la solution. Dans les autres cas, des méthodes numériques, déterministes

ou probabilistes, permettent de résoudre le problème de manière approchée.

Théorème 3.0.4 (fonction harmonique) Pour toute fonction � : D ! R les trois

propriétés suivantes sont équivalentes :

1 Moyenne sur les boules � est harmonique

2 Moyenne sur les sphères � est localement intégrable sur D et véri�e

8x 2 D; 8r < dist (x; @D);�(x) =
Z
s(0;r)

�(x+ y)�r(dy);

où �r est la loi uniforme sur la sphère centrée de rayon r ;

3 Laplacien nul � est de classe C1 sur D et �� = 0 sur D. De plus, si � est harmonique

sur D alors toutes ses dérivées partielles sont harmoniques sur D. En�n, si j�j est

bornée sur D alors il en va de même pour toutes les dérivées partielles de �

Le théorème 3:0:4 permet de reformuler le problème de Dirichlet en termes d�équations

aux dérivées partielles (ÉDP).
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

Corollaire 3.0.1 (probléme de Dirichlet et EDP)Une fonction � est solution du

problème de Dirichlet sur D avec conditions aux bords b, si et seulement si elle est de

classe C1 sur D et continue sur D et véri�e

8><>: ��(x) = 0 pour tout x 2 D

�(x) = b(x) pour tout x 2 @D

3.1 Mouvement Brownien et le problème de Dirichlet

3.1.1 Solution du problème de Dirichlet sur des domaines bornés

Dé�nition 3.1.1 Soit f : @D ! R une fonction. Une fonction h s�appelle la solution

au problème de Dirichlet sur D avec les valeurs limites f si elle est harmonique sur D et

satisfait

lim
x!z
x2D

h(x) = f(z); z 2 @D

Dé�nition 3.1.2 Supposons que D est un sous-ensemble ouvert de Rn et on va trouver

h 2 C2(D) \ C(D) avec 8><>: �h = 0 dans D

h = f sur @D:

Remarque 3.1.1 La continuité jusqu�à la frontière signi�e dans ce cas

lim
x!z
x2D

h(x) = f(z); z 2 @D

Considérons le mouvement Brownien (Bt)t�0 de dimensions n Dé�nissons

�D = infft > 0; Bt 2 Dcg

comme le temps de sortie de D. D (�D est un temps d�arrêt )
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

Théorème 3.1.1 Supposons que D soit borneé chaque point sur @D est régulier et

f : @D ! R

est continue. Alors la solution unique au problème de Dirichlet est donnée par

h(x) = EXf(B�D):

Formule d�Itô

Supposons que h 2 C2 (Rn) est une solution au problème de Dirichlet sur D avec valeurs

limites f:

Formule d�Itô pour le mouvement Brownien :

h(Bt) = h(B0) +

Z t

0

rh(Bs)dBs+ 1
2

Z t

0

�h(Bs| {z })
=1

ds

. . . avec le temps d�arrêt �D :

h(B�D^t) = h(B0) +

Z �D^t

0

rh(Bs)dBs| {z }
Martingale dans t

+
1

2

Z �D^t

0

�h(Bs| {z })
=0

ds

Dé�nition 3.1.3 Soit x 2 D et prenons les attentes :

Exh(B�D^t) = E
Xh(B0) = h(x)

Puisque �D est nul et que h est borné sur D, laissant t!1 alors

h(x) = Exh(B�D) = E
xf(B�D):
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

Harmonicité de h

Forme EDP : h est harmonique dansD () h satisfait la propriété de valeur moyenne

dans D

Propriété de valeur moyenne :

h(x) =
R
@B(X;r)

h(y)�X;r(dy) pour chaque boule B(X; r) � D

Nous aurons besoin de la propriété de Markov forte. Notre contexte est dans le modele

canonique c.-à-d.


 = C0 [0;1] = f! : [0;1]! Rn : !(t) est continu et !(0) = 0g:

et P est choisi pour être la mesure de probabilité tels que

Bt(!) = !(t)

devient un mouvement Brownien.

Ingrédient nécessaire : Opérateur de décalage temporel

�s : 
! 
; ! ! !(:+ s)

Ceci signi�e

�s(!)(t) = !(t+ s) = Bt+s(!):

Nous avons une famille des mesures de probabilité (PX)X2Rn avec

PX(B0 = X) = 1:
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

Propriété de Markov forte Soit X une variable aléatoire borneé ,� est un temps

d�arrêt et x 2 D.on a :

EX [X � ��=F� ] = EB�X PX � a.s dans f� <1g:

Prenons une boule

B = B(X; r) � D

et notons cela

B�D = B�D � ��B :

Prouvons la propriété de valeur moyenne pour

h(X) = EXf(B�D)

h(X) = EX [EX [f(B�D) � �| {z }
=f(B�D )

F�B ]]
SMP
= EX [EB�B [f(B�D)]]

= EXh(B�B)

=
R
@B(X;r)

h(y)�X;r(dy)

Fonctions harmoniques

Nous allons voir que l� harmonicité peut être dé�nie de deux manières. Notre premier

but est de montrer leur équivalence. Avant que nous commencions, laissez-nous clari�er

une certaine notation.La boule fermée dans Rn est dénoté par B(x; r) et sa frontière par

@B(x; r) et. dé�nié comme suit :

B(x; r) = fy 2 Rn : jx� yj � rg; @B(x; r) := fy 2 Rn : jx� yj = rg;
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

où j�j est la norme euclidienne sur le Rn:

La mesure extérieure normale de la masse totale 1 sur le @B(x; r) s�appelle �x;r(dy),

la mesure de Lebesgue sur B(x; r) simplement dy. Le volume de B(0; 1) en n dimensions

est noté Vn; donc le volume de B(x; r) est Vnrn. La surface de B(x; r) en dimensions n est

nVnr
n�1

Dé�nition 3.1.4 (Propriété de valeur moyenne)

Une fonction continue h sur D satisfait la propriété de valeur moyenne si

h(x) =

Z
@B(x;r)

h(y)�x;r(dy)

pour tous x2 D et r > 0 tels que B(x; r) � D:

Théorème 3.1.2 Soit h être une fonction sur le D. Alors les a¢ rmations suivantes sont

équivalents :

(a) h est continue et satisfait la propriété de valeur moyenne.

(b) h 2 C2(D)et satisfait � h = 0 sur le D:

Dé�nition 3.1.5 (Fonction harmonique) Une fonction h sur D s�appelle harmonique

s�il satisfait les propriétés équivalentes du théorème 3:1:2

Voici quelques exemples typiques de fonctions harmoniques

h(x) =

8>>>><>>>>:
x si n = 1;

log jxj si n = 2;

1
jxjn�2 si n � 3,

Utilisant le critère (b) de dans le théorème 3:1:2, nous pouvons prouver que h est harmo-

nique dans R si n = 1 et harmonique dans le Rn n f0g si n � 2

Il y a un exemple contrastant de résultat de base intéressant.
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Proposition 3.1.1 (Principe de maximum pour des fonctions harmoniques) Soit

h une fonction harmonique sur D:

(a) si h atteint son maximum sur D, alors elle est constante sur D.

(b) si D est est borné et h 2 C(D) alors

maxh =
D

max
@D
h

Unicité

Appliquons le principe de maximum pour des fonctions harmoniques :

Supposons que D est borneé et soit h 2 C(D) soit harmonique.alors

maxh(x)
x2D

= minh(x)
x2D

et minh(x)
x2D

= minh(x)
x2D

:

Prenons deux solutions au problème de Dirichlet. h1 et h2 de�nons h = h1 � h2 qui est

harmonique et appartient à C(D) et � 0 sur @D.Le principe de maximum donne

maxh(x)
x2D

= minh(x)
x2D

Ceci implique h � 0 dans D et donc h1 = h2 de D

Fonctions harmoniques et le problème de Dirichlet

Soit U être un domaine, c.-à-d. un sous-ensemble ouvert convenxe dans Rd. Supposons que

sa fermeture U est un corps homogène, et son @U de frontière est électriquement chargé,

de la charge donnée par une certaine fonction continue

� : @U ! R
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

Le problème de Dirichlet est à u(x) la tension u (x) à un certain point x 2 U . Kirchho¤

les lois déclarent cela

u : U ! Rd

doit être harmonique sur de U:

Dé�nition 3.1.6 Soit U � Rdsoit un domaine et

u : U ! Rd

en est harmonique sur U si elle est de classe C2 et pour x 2 U;on a

�u(x) =
Pd

j=1

@2u

@x2
(x) = 0:

Si au lieu de l�équation ci-dessus nous avons �u(x) � 0, alors u est sous� harmonique.

Un fait important sur des fonctions harmoniques est qu�elles satisfont ce qui est connu

comme propriété de valeur moyenne. Selon comment le formulons-nous, nous obtenons-

nous deux De alternatif et équivalent dé�nitions de harmonicité.

Soit U � Rd un domaine et un

u : U ! Rd

une fonction mesurable et localement bornée.les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) u est harmonique ;

(ii) pour toute boule B(x; r) � U; nous avons

u(x) =
1

LB(x; r)

Z
B(x;r)

u(y)dy;

24
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(iii) pour toute boule ,B(x; r) � U ,

u(x) =
1

�x;r(@B(x; r))

Z
@B(x;r)

u(y)d�x;r(y);

où �x;r est la mesure extérieure sur le B(x; r):

Théorème 3.1.3 (Principe de maximum) Supposons que

u : Rd ! R

est une fonction sous)- harmonique sur un domaine U � Rd

(i) si u atteint son maximum dansU , alors u est une constante.

(ii) si u est continu sur U et U est borneé, puis

maxu(x)
x2U

= maxu(x)
x2 @U

:

Théorème 3.1.4 (Problème de Dirichlet) Soit U � Rd un domaine borné tel que

chaque point sur @D satisfait à la condition du cône de Poincaré, et soit

� : @U ! R

une fonction continue.

soit

�(@U) = infft > 0 : B(t) 2 @Ug

ce qui est presque sûrement un temps d�arrêt �ni. Puis la fonction

u : U ! R

donné par
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u(x) = Ex [�(B(�(@U)))] ; pour x 2 U

est la fonction continue unique harmonique sur U avec

u(x) = �(x) pour x 2 @U:

3.2 Interprétation probabiliste

La théorie des probabilités fournit les outils nécessaires à l�étude du problème de Dirichlet

sous sa forme ÉDP, notamment une représentation probabiliste de la solution. Soit (Bt)t>0

un mouvement Brownien sur Rd et

� = infft > 0 : Bt =2 Dg

le temps de sortie de D pour (Bt)t>0. On notera Pxla loi de (Bt)t�0 sachant que B0 = x

et Ex l�espérance par rapport à cette loi. Le mouvement Brownien est un processus de

Markov fort et la formule d�Itô assure que sif est une fonction de classe C2 de Rd dans R

à dérivées bornées, alors

f(Bt) = f(B0) +

Z t

0

1

2
�f(Bs)ds+

Z t

0

rf(Bs)dBs:

L�intégrale stochastique (dernier terme) ci-dessus est une martingale. La clé du lien entre

probabilités et analyse est contenue dans la remarque suivante

(f(Bt))t>0 est une martingale si f est une fonction harmonique.

Théorème 3.2.1 (Harmonicité de la représentation probabiliste)

La fonction v dé�nie sur D par

v(x) = Ex[b(B� )]
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est harmonique sur D.

Il est délicat d�établir la continuité sur D de la fonction v donnée par le théorème . Cela

fait intervenir les propriétés géométriques du domaine D:

Soit x 2 D et r < dist(x; @U). Notons

� = infft � 0 : Bt =2 B(x; r)g

le temps de sortie de la boule centrée enxde rayon r pour le mouvement brownien issu

dex. Voir la �gure 24:1. La propriété de Markov forte de (Bt)t>0

assure alors que

v(x) = Ex[Ex(b(B� )=F�r)] = Ex[EX�r(b(B� ))] = Ex(v(B�r)):

En�n, comme la loi du mouvement Brownien est invariante par rotation, la v.a.B�r est

distribuée selon la loi uniforme sur S(x; r). Cette propriété assure que la fonction v véri�e

la formule de la moyenne sur les sphères.

Théorème 3.2.2 (unicité)

Si � est une solution du problème de Dirichlet sur D de condition aux bords b, alors cette

solution est unique et s�écrit

8x 2 D;�(x) = Ex[b(B� )]:

Preuve. La formule d�Itô fournit la décomposition suivante :

�(Btf� ) = �(x) +

Z
tf�

0

1

2
��(Bs)ds+Mtf� (3.1)
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où (Mtf� )t�0 est une martingale bornée d�après les propriétés de régularités automatiques

des fonctions harmoniques (théorème 24.1). En e¤et, �est harmonique

surD et bornée surD. Il en est alors de même pour ses dérivées. En prenant l�espérance et

en faisant t!1, on obtient le résultat annoncé.

3.2.1 Cas de la boule unité

Il existe très peu de domaines D pour lesquels une expression explicite de la solution

du problème de Dirichlet est disponible. Cette section est consacrée au cas des boules

euclidiennes.

Théorème 3.2.3 (Noyau de poisson des boules)

Le problème de Dirichlet sur la boule centrée de rayon r dans Rd de condition aux bords

b a pour solution

�(x) =

Z
S(0;r)

b(y)Pr(x; y)�r(dy); où Pr(x; y) =
rd�2(r2 � jxj2)
jy � xjd

:

Ici encore�(x) s�écrit comme la moyenne de b sur @D contre la densité Pr(x; y) par rapport

à la mesure uniforme sur S(0; r). Cette mesure donne plus de poids aux points de la sphère

qui sont proches de x, ce qui correspond bien à l�intuition en termes de température du

solide. Le problème de Dirichlet sur une boule de Rd se ramène ainsi au calcul d�une

intégrale sur la sphère de dimension d�1: Lorsque d > 1, les méthodes de calcul approché

déterministes deviennent très di¢ ciles à mettre en place car elles demandent de discrétiser

la sphère. La méthode de Monte-Carlo reste elle très simple à utiliser grâce au résultat

suivant.

3.2.2 Récurrence, transience, et fonctions harmoniques

La connaissance des fonctions harmoniques radiales sur Rd permet d�obtenir des propriétés

de récurrence et transience pour le mouvement brownien. Pour r < jxj < R, notons
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TB(0;r) = infft � 0 : Bt 2 B(0; R)g et

�B(0;R) = infft � 0 : Bt =2 B(0; R)g:

Le temps S = TB(0;r) f �B(0;R) est le temps de sortie de la couronne C(0; r; R):

Théorème 3.2.4 (Récurrence ou transience du mouvement brownien).

Soit (Bt)t>0 un mouvement brownien sur Rd.

1. si d = 2 et r < jxj < R; alors

a) Px(TB(0;�) < �B(0;R)) =
log(R)� log(jxj)
log(R)� log(r) ;

b) Px(Tf0g <1) = 0;

c) Px(TB(0;�) <1) = 1;

d) Px(TB(0;�) <1i:s) = 1;

2. si d � 3 et r < jxj < R; alors

a) Px(TB(0;�) < �B(0;R)) =
jxj2�d �R2�d
r2�d �R2�d ;

b) Px(Tf0g <1) = 0;

c) Px(TB(0;�) <1) =
jxj2�d

r2�d
:

Le théorème 3:2:4 établit la récurrence du mouvement brownien dans R2 s�il n�atteint

aucun point donné, il atteint presque sûrement tout voisinage de ce point une in�nité de
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Chapitre 3. Prblème de Dirichlet

fois ! Ceci n�est plus vrai en dimensions supérieures. Le comportement est semblable à celui

de la marche aléatoire simple symétrique sur Zd
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