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Introduction

La théorie du controle optimal est utilisée pour modéliser beaucoup de situation en sciences
de l'ingénieur, en sciences économie et sociales et de fagon plus générale dans tout les
domaines utilisant les applications des mathématiques. On peut citer : le traitement du
signal, le traitement d’image, [’aéronautique, la mécanique, les réseaux routiers, la fluidité
de la circulation et surtout en économie et en finance. Pour ces derniers, on peut citer, la
théorie du risque, le taux de fluctuation en bourse, les problémes d’investissements et de
consommations dans un marché, I'actuariat et beaucoup d’autres problémes. Ce travail
a été consacré a I'étude de deux formes du principe du maximum stochastique, pour les

systéemes d’ED.S controlées de type suivant :

dX (1) = b(t, X (), u(t)dt+ ot X (t),ut)dW (t),
X(0) = zeR"

Plus précisément, nous établissons les conditions nécessaires d’optimalité, ces conditions
sont connue ce le nom de principe du maximum stochastique. Ce travail, consiste & minimi-
ser (ou maximiser) une certaine fonction de cott J sur 'ensemble des controles admissibles.
Sous forme de principe du maximum associe au controle optimal et sous forme de principe
du maximum stochastique, avec un cotit terminal généralisé. Dans le cas ot le coefficient

controlé et le domaine de controle n’est pas nécessairement convexe dans notre travail le



Introduction

colit fonctionnel est donnée respectivement par :

1@ =8| [ F0x 00w+ x @),
s =B [ [ Fx@ g (x @),

ott X (T') = X (s)g<g<p, désigne le chemin de X de 0 & T.
Ce mémoire est structuré de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on va expliquer la théorie du calcul stochastique, en donnant
les définitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux
qui nous permettre de définir I'intégrale stochastique. On parle aussi sur les théorémes
d’existence et d’unicité pour EDS, et EDSR de fagon générale.

Dans le deuxiéme chapitre nous allons traiter le probléme du contréle optimal sto-
chastique pour EDS dans le cas ot le coefficient controlé et le domaine de controle n’est
pas nécessairement convexe. Ce principe consiste & introduire les équations adjointes. Le
résultat obtenu dans ce chapitre est une inégalité maximale entre Hamiltonien.

Dans le derniére chapitre nous allons dérivés Fréchet un probléme de contréle optimal
est stochastique entrainé par une équation différentielle stochastique avec coiit terminal
généralisé. En construisant une série de premier et de second ordre des équations du modele
adjoint, nous établissons le principe maximum stochastique et obtenir les systémes de

Hamiltonien.



Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et résultats du calcul stochastique, en
donnant les définitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats
principaux que nous permettent de définir I'intégrale stochastique. On parle aussi sur les

théorémes d’existence et d’unicité pour EDS, et EDSR de fagon générale.

1.1 Rappel sur calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille
{Xi,t € I} des variables aléatoires définies sur un meéme espace de probabilité tel que
Uindice t est souvent interprété comme le temps.

- Si I C N on dit que le processus est a temps discret.

- Si I C R on dit que le processus est a temps continu.

Définition 1.1.2 (Filtration) On appelle filtration (F3),5, de (2, F,P) une famille crois-

sante de sous tribu de F i.e. Fs C Fy C F,V s <t.

Le quadruplet (Q, F, (]:t>t20 ,IP) est appelé espace de probabilité filtré.
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Remarque 1.1.1 Un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration (F;),5, est sa-
tisfait les conditions habituelles si :

— F est compléte : si BC Ae F etP(A) =0 alors B € F.

— Fo contient tous les ensembles P—négligeables de F.

— La filtration est continue a droite i.e.

Fi=Fi+w = (N Fs,Vt > 0.

s>t

Définition 1.1.3 (Processus a trajectoire continue) On dit que le processus X est a
trajectoires continues (ou est continu) si les trajectoires t — X; (w) sont continues pour

presque tout w.

(i) Un processus X est dit cadlag (continu a droite et pourvu de limite & gauche) si ses
trajectoires sont continues a droite et pourvues de limites a gauche pour presque tout

w.

(i7) Un processus X est dit caglad (continu & gauche et pourvu de limite & droite) si ses
trajectoires sont continues a gauche et pourvues de limites a droite pour presque tout

w.

Définition 1.1.4 (Processus mesurable) Un processus stochastique (X;), est dit me-

surable si l'application:

X : [0,00] x Q — R4
(t,w) = X (w),

est mesurable par rapport a B ([0,00[) @ F; et B (R?).

Définition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus stochastique (X;),5, est dit adapté

par rapport & la filtration (j:t)tzo st pour tout t > 0, X; est F;—mesurable.

Définition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) Un processus stochastique
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(Xt)yso est progressivement mesurable par rapport a (F),s, si pour toutt > 0 application:

X : [0,4]xQ—R?
(s,w) — X (w),

est mesurable par rapport a B([0,]) @ F; et B (R?).

Définition 1.1.7 (Modification et indistinguable) Soient (X;), et (Y1), deux pro-

cessus stochastique définies sur méme espace (Q, F,P)

(7) X est une modification de'Y si, pour toutt > 0, les variables aléatoires X; et'Y; sont
égales P — p.s.
Vi>0, P(X;=Y;) =1

(12) X etY sont indistinguables si, P — p.s, les trajectoires de X et de Y sont les mémes
c’est a dire

P(X, =Y, Vt>0)=1.
1.2 Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire (intégrable) définie sur (2, F,P) et G une sous-tribu de F.

Définition 1.2.1 On définit [’espérance conditionnelle de X sachant G, l'unique variable

aléatoire B [X | G] G—mesurable sur ) telle que :
/E[X | g]dIP’_/XdIP, VA €G.
A A

1.2.1 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Soit X,Y € (Q, F,P) et G une sous-tribu de F presque stirement on a :
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1. Linéarité : Si X, Y € (2, F,P) Va, 5 € R alors :

El(aX+8Y) |G =aEB[X |G|+PE]Y | G].

2. Croissance : Soit X et Y deux variable aléatoire telle que X <Y/ alors :

EX[G] <B[Y |g].

w

. Si X est G mesurable alors :

E[X|G]=X.

4. Si X est indépendante de G alors :
E[X |Gl =E[X].
5. Si Y est G mesurable alors :

E[XY |G| = YE[X |d].

1.3 Martingale

Définition 1.3.1 (Martingale, sous-martingale et sur-martingale) Un processus (X;),-
est dit martingale, sous-martingale ou sur-martingale si :
— pour tout t > 0, X, est Fi-mesurable.

— pour tout t > 0, X; est intégrable i.e. E (| X;|) < oo.
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— pour tout 0 < s <t

E[X; | F]=Xs, P—p.s (simartingale),
E[X; | Fs] > X5, P—p.s (st sous-martingale)

E[X: | F) < Xs, P—p.s (sisur-martingale) .

1.4 Variation totale et variation quadratique

Définition 1.4.1 (Variation finie, bornée et quadratique) Soit [0,7] un intervalle
etm, ={0=1t) <th <...<t! =T} une subdivision [0,T] de pas

7l = fg%’; ‘ti - tifl} .
On appelle variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X indexé par [0,T] associé a
Tn

i=n

VE () = 3 [ X = X

=1

p

St Vi (m,) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque ||m,|| ., — 0 et la limite ne

dépend pas de la subdivision choisie, on appelle V¥ = lim  VZ (m,) variation d’ordre

mnlloe, =20
p.

— Sip=1, la limite V} est appelée variation totale de X.
i) SiV T, V} est fini on dit que X est variation finie.
ii) SiV T, V} est borné on dit que X est variation finie.

- Si p =2, la limite est appelée variation quadratique de X.

1.5 Mouvement Brownien

Définition 1.5.1 (Mouvement Brownien) On appelle mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique (Wy),~, a valeurs réelles telle que:
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i) La fonction t — W, (w) est une fonction continue P — p.s,

it) pour 0 < s < t, Wy, — W; est indépendant de la tribu o {W,,u < s} et de loi gaus-

sienne centrée de variance (t — s),

ii1) pour 0 < s <t, la loi de Wy — Wy est identique a celle de W;_s — W

Remarque 1.5.1 Un mouvement brownien est dit standard si :
Wo=0, P-ps E[W,]=0 et E[W? =t.

Propriété 1.5.1 Soit W est un mouvement Brownien, on a :

(i) t = Wi (w) est continu,
(17) t — Wy (w) n’est pas dérivable en aucun point,

(1ii) t — Wy (w) nlest pas a variation finie sur aucun intervalle [0,1].

1.6 Intégrale d’It6

On définit l'intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien da a Ito de la

forme :

[ xwavo.

ou (VVt)tZOest un mouvement brownien, et (Xt)tZO un processus stochastique répondant a

certains criteres d’intégrabilité.

Définition 1.6.1 (Processus d’Ito) On appelle processus d’Ité un processus X & va-

leurs réelles telle que :

t ¢
Xe=Xo+ / bsds +/ o, dW (s), P—p.s. ¥Vt € [0,T].
0 0



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

On X, et Fo-mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurable vérifiant les

T T
/ bs| ds < o0 et / |o,|” ds < oo.
0 0

1.6.1 Formule d’It6

conditions, P—p.s.

Théoréme 1.6.1 (Premiére formule d’Itd) Supposons f de classe C?. Alors

f(Xy) = f(Xo)+ / (X)) dX, + / o o2ds.
Cette formule s’écrit sous forme condensée

0 (X) = f (X dXo 4 " (X,) ofdt

<f (Xt)btﬂLlf”( Xi) 7:2) dt+f,(Xt)Utth

= £ (X bt + o f (X)d{X), + 1 (X)W,

avec la table de multiplication :

dt | dW,
dt 010
dWy | 0 | dt

Théoréme 1.6.2 (Deuxiéme formule d’Itd) Soit f une fonction définie sur Ry x R

de classe C' par rapport a t, de classe C? par rapport & x. On a :

FX) = £ 0.50)+ [ L XaXet [ X ds+ 5 [ fl (s s
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On peut écrire cette formule sous la forme différentielle

(00 = (£ + 3244 X0 ) di 4 £, ) X,

! / 1 "
= 16X e (X0 X+ 3 f (1 X0) d (),
’ ! ]. " /
= (ft (t, Xt) + fx (t, Xt) bt + Efxx (t, Xt) 0-152) dt + fx (t, Xt) O'tth.
Proposition 1.6.1 (Formule d’Intégration par partie) Soit X et Y deux processus

d’Ito, alors

t t
Xth=X0YO+/XSdYS+/des+<X,Y>t,
0 0

cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.7 Equations différentielles stochastiques

Les équations différentielles stochastiques (EDS) constituent une généralisation des équa-
tions différentielles ordinaires. Elles ont été introduites pour la premiére fois par Itd6 pour
étudier les trajectoires des processus de diffusion. La formulation générale d’une équation

différentielle stochastique est :

dX (t) = b(t, X () dt+ o (t, X (1) dW (1), (1.1)
X(0) = =z |

et pour la forme intégrale

X (t) :$+/tb(s,X(s))ds+/tU(S,X(s))dW(s), pour0) <t <T.

10
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1.7.1 Existence et d’unicité
Notation et définitions

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé complet, (W}),., désigne un mouvement brownien
a valeur dans R? et X une variable aléatoire a valeur dans R™ indépendant de (W;), -

Soient aussi b et o deux fonctions de R” x R, & valeur dans R donnée par :

b:R" xR, — R"

o:R" xRy — M™™,
Le probléme donc est de résoudre ’'EDS :
dX (t) =b(t, X (t))dt+ o (t,X (t))dW (t), pour 0 <t < T,

telle que : Le coefficient b s’appelle le drift et o s’appelle la diffusion.
Soient n et m des entiers positifs, et soient o et b deux fonctions mesurable localement
bornées définies sur R™ x R, et & valeur respectivement dans M"™*™ et R", ou M"*™
désigne ’ensemble des matrices n x m.
La solution de I’équation est un processus X continue JF;—adapté telle que les inté-
grale /tb (s, X (s))ds et /ta (s, X (s))dW (s) ont une sens et 'égalité

0 0

X (t) —a:+/tb(3,X(s))ds—|—/ta(s,X(s))dW(s),pourOgth,

est satisfaite pour tout t P — p.s.

Quelle condition doit-on appliquer sur b et ¢ pour obtenir I'existence et I'unicité d’une
solution de 'EDS.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur b et ¢ pour avoir I'existence et

unicité d’une solution de I'EDS.

11
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1.7.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 1.7.1 Soit b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une

constante K telle que pour tout t € [0,T], z, y dans R™ :

1. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :
b(t,2) =b(t,y)| + o (t,2) —o (Yl < K|x—yl,
2. Croissance linéaire :
bt z)| + [lo (&, 2)]] < K (1+[z]),

3. E|Xo|* < co.

Alors PEDS ([1.1)) possede une unique solution & trajectoires continues pour tout ¢ < 7T

De plus cette solution vérifie :

E [ sup |Xt|2} < 4o00.

0<t<T

1.8 Equations différentielles stochastiques rétrogrades

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été introduites pour
la premiére fois dans le cas linéaire dans un travail de J.M. Bismut. Et au début des
années 90 elles ont connu un formidable développement, ot le premier résultat général

(le cas nom linaire) a été élaboré par E. Pardoux et S. peng.

Définition 1.8.1 Soit T' un réel strictement positif. Nous nous donnons une application
aléatoire f: [0,T] x R™ x R™4 — R™ qui sont mesurables, on considére également une

variable aléatoire & mesurable par rapport o Fr et a valeurs dans R™.

12
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Une équation différentielle stochastique rétrograde est une équation de la forme:

dY (t) = fLY (), Zt)dt+Z () dW (1),
Y(0) = ¢

(1.2)

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR et £ la condition terminale.

Définition 1.8.2 Une solution de 'EDSR est un couple de processus {(y (t) , 2 (t)) }o<p<r

vérifiant :

1. y et z sont progressivement mesurable & valeurs respectivement dans R™ et R™*9,
T

2 Pps [ {76V (9. ZO)]+ 12 ()| s < oc,
0

T T
3. P—p.s, onaYtzf—l—/ f(s,Y(s),Z(s))ds—i—/ Z(s)dW(s),0<t<T.

1.8.1 Existence et d’unicité

Notation 1.8.1 M? (Rde) celui formé par les processus Z progressivement mesurable d
T

valeur dans R™ ¢ telle que ||Z|%2 = B /HZH2 < 400, M? (R™*?) désigne l’ensemble
0

des classes d’équivalence de M? (Rde) , M? et M? sont des espaces de banach.

Théoréme 1.8.1 Voici les hypothéses

(Hy) Condition de Lipschitz en (y,z) c’est-a-dire Il existe une constante 6 > 0 telle que

P—p.s pour tout t,y,1y,z et 2 on a
Hy) Condition d’intégrabilité
( g

T
E@ﬁ+/°@@aw%ﬁ<+w
0

13
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Théoréme 1.8.2 (Pardoux-Peng 1990) sous les hypothéses (Hy) et (Hy) EDSR

posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

1.9 Quelques inégalités

Inégalité de Holder

1 1
Soit p et ¢ deux exposants conjugués <— +-= 1) avec 1 < p, ¢ < oco. Soit X et Y deux
P q

variables aléatoires ot XY est intégrable alors:

1

E[XY] < (B [X?))7 . (B[X)1.

L’inégalité de Cauchy-Schwartz est L’inégalité de Holder pour p = ¢ = 2 telle que :

D=

B[XY] < (E[x?])2 - (B [X7])2.

Lemme de Gronwall

Soit f une application localement intégrable de R, dans R, a et b deux applications

croissantes et non négatives telle que V0 <t < T

t

f(t)ga(t>+b(t)/f(s)ds.

0

AlorsonaVt e [0,7],

f(t) <al(t)et®r

14



Chapitre 2

Principe du maximum de Peng

Dans ce chapitre, on propose d’étudier la structure mathématique rigoureuse pour les
problémes des controles stochastiques dans le cas des coefficients différentiables et on va
étudier le principe du maximum dans le cas ot le coefficient de diffusion dépend du controle

et aussi le domaine du controle U est n’est pas nécessairement convexe.

2.1 Formulation du probléme de contréle optimal sto-
chastique

Soient (Q,]—“ ) (Ft)te[O,T} ,IP) un espace probabilisé filtré W = (Wt)te[oﬂun mouvement
Brownien de dimension m, T" un réel strictement positif, et &/ un sous ensemble n’est pas
nécessairement convexe de RY. On suppose que (F)icory = o (w(s), 0<s<t) est la
filtration naturelle du mouvement Brownien.

On considére le probléme de controle suivant :

AX (t) = b(t, X (t),u(t))dt+o (X {t),ut)dW (t),
X(0) = zeR"

15



Chapitre 2. Principe du maximum de Peng

ou

b:[0,T] x R" xU — R",

o0, T] x R" x U — R™™,

U Vensemble des controles admissibles.

Supposons le probléme est sans contrainte, alors le cotit est donner par :

J(u):E{/O f&,X (@), u(t)dt+g(X(1))], (2.2)

g:R" - R,

Fo[0,T] xR* x U — R,

Le but de controle optimal est de minimiser la fonction de cott J (u) , sur 'ensemble des
controles admissibles U.

Un controle u € U est dit optimal, s’il vérifie :

J(u) = inf J (u) .

uelU

Définitions

Définition 2.1.1 (Controéle) On appelle controle toul processus u = (ut),cpo ) adapté
par rapport a une filtration, de carré intégrable et prend ses valeurs dans un borélien A de

R™.

Définition 2.1.2 (Controle admissible) On appelle contréle admissible tout processus

u = (Wt),cpo,r) mesurable et Fy—adapté a valeur dans un borélien A de R™. On note par U
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l’ensemble de tous les controles admissibles
U={u: [0,T] x Q2 — A, tel que u est mesurable et F, — adapté} .
Définition 2.1.3 (Controle optimal) On dit que le contréle u est optimal si :
J(u) < J(u),YuelU.

Remarque 2.1.1 Le probléme de contréle optimal consiste a minimiser une fonction codt

J (u) sur un ensemble de controle admissible U.

2.2 Quelques hypothéses

On suppose :

Ay) (U,d) espace métrique séparable.

A;) Les fonction :

b:[0,T] x R" xU — R",
0, T xR xU — R,

g:R"—> R,

sont mesurable et il existe une constante C' > 0 et un module de continuité @:

[0,00) — [0, 00) telle que pour ¢ (t,z,u) =b(t,x,u), f(t,z,u), g(z) on a :

[t z,u) =@t 2,4) <Clo—2l+o(d(u,)),
Vtelo,T], v,z € R", u,a €U,

o (t,0,u)| < C, Y (t,u) €[0,T] x U.

17
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A,) Les fonctions :

b:[0,T] x R" xU — R",
f:00, T xR xU — R,

g:R" =R,

sont dérivable en z, et de plus, il existe C' > 0 un module de continuité @: [0, 00) —

[0,00) telle que ¢ (t,x,u) =b(t,z,u), f(t,z,u), g(x) ona:

<
S
N

te 0,7, z,z € R", u,u €U.

2.3 Equations adjointes

Dans cette partie, nous introduisons les équations adjointes, impliquées dans le principe
du maximum stochastique et le systéme Hamiltonien associé. Il s’agit d’équations diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades que I'on devra étre capable de résoudre afin d’obtenir
le controle optimal. Une discussion plus approfondie sur leur théorie est disponible dans

(Yong et Zhou, 1999) [2]. On définit un processus adjoint par deux équations :
a) Premiére équation :

(

dp(t) = — {bm (t.X (), a(t) p(t)+ igi (t.X (1), at) g )

— fo (6, X (t),u (1)} dt+q(t)dW (t) t €[0,T], (2:3)

18
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b) Deuxiéme équation :

(

dP(t) = —{b, (t, X (t),a(t))" P(t)+ P (t)b, (t, X (t),u(t))

(
+2 ol (LX), u(1) QM) +Q; (el (X (1),a(t)  (24)

P(t)= —gu (X(1)),

\

ou 'Hamiltonien H est défini par :
H(t, X, u,p,q) = (p,b(t, X,u)) + tr [qTa (t,X,u)} —f(t, X, u),
avec

(t,X,u,p,q) € [0,T] x R" xU x R" x R™™,

(p(),q()) € LF (0,T,R") x (L% (0,T,R"))",
est la solution {7}, —adaptée de (2.3)
(P(),Q()) € L% (0,T,8") x (L% (0,T,5"))",
est la solution {F;},., —adaptée de (2.4). Et
5" ={A e R tel que AT = A}

Les équations (2.3)) et (2.4) s’appellent équation adjointe du premier ordre et équation

adjointe du second ordre, respectivement. Avant d’énoncer le principe du maximum sto-
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chastique, définissons la fonction H par :

H(t, X,u) = H(t,X(t),u(t),p(t),q(t))—%tr [o (6, X (t),a(t) P(t)o (t, X (t),u(t))]

—i—%tr { [0 (&, X (t),a(t) —o(t, X () ,u)}TP(t) [o(t, X, u) —o (£, X (t),u(t))] } :

Théoréme 2.3.1 (Principe du maximum stochastique ) On suppose que les condi-
tions (Ao), (A1) et (As) sont satisfaites. Soit (X (-),u(-)) une paire optimale, alors il

existe des paires de processus

(p(),a() € Lz (0,T,R") x (L% (0,T,R™)",

(P () >Q ()) € L.27—' (07 T? Sn) X (Lg-' (0’ Tv Sn))m )
satisfaisant les équations adjointes et respectivement, et telle que :
H(t,X(t),a(t),pt),qt) = H (X (),upt),q(t))

q
—=tr ([o (£, X (¢),u(t) —o (£, X (¢),u)]" P (2)

Pour tout u € U et t € [0,T].02, de maniére équivalente

H(t, X (t),u(t)) =maxH (¢, X (t),u), Vt €[0,7T]. (2.5)

uelU

La relation est appelée la condition du maximum. Une démonstration détaillée de ce

théoréme se retrouve dans (Yong et Zhou, 1999) [4.
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En utilisant I'Hamiltonien H , les systémes (2.1]) et (2.3)) peuvent étre réécrits de la maniere

suivante :

¢

dX (t) = Hy(t, X (t),u(t),p),q))dt+ H,(t, X ), u(t),p(t),qt)dW (),
dp(t) = —H,(tX(@),u(t),p(t),q@)dt+q(t)dW(t), tel0,T],

X(0) = =z,

p(T) = —g.(X(T)).

\

(2.6)

Définition 2.3.1 (Systéme Hamiltonien) On appelle systéme Hamiltonien, le systéme

d’équations différentielles obtenu par combinaison de, , et @

Théoréme 2.3.2 (Deuxiéme version du principe du maximum) On suppose que les
conditions (A1) et (As) sont satisfaites. Soit (X (+),u(-)) une paire optimal, alors le 6-

uplet (X (t),u(t),p(t),q(t),P(t),Q(t)), satisfait le systéme Hamiltonien.
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Principe du maximum généralisé

Généralement, nous avons en utilisant les dérivés Fréchet, on étudie un probléme de
controle optimal stochastique entrainé par une équation différentielle stochastique avec
un colt terminal généralisé. En construisant une série de premier ordre et de second ordre
des équations du modeéle adjoint, nous établissons le principe maximum stochastique et

obtenir les systémes de Hamiltonien. Ce résultat a été obtenu par Shuzhen Yang en 2016

[6].

3.1 Formulation du probléme de contréle optimal sto-
chastique

Soient <Q,]—" , (ft)te[o 1 ,IP’) un espace probabilisé filtre W = (Wt)te[o 7] Un mouvement
Brownien de dimension 1,7 un réel strictement positif, et &/ un sous ensemble n’est pas
nécessairement convexe de R. On suppose que (i), coq = 0 (w(s), 0 <s<t) est la

filtration naturelle du mouvement Brownien.
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On considére le probléme de controle suivant :

dX (s) = b(X(s),u(s))ds+o(X(s),u(s))dW (s), s€[0,1], (3.1)
X (0) = =,

ou

Le cotit fonctionnel est donner par:

J(u())=E [ [ 0wy g 0] (3.2)

ott X (T') = X (8)g<,<p» désigne le chemin de X de 0 a T et

b = RxU—R,
o = RxU — R,
f = RxU—R,

g = C0,T] =R,

ou C'[0,7T] est 'ensemble des fonctions continues sur [0,7]. Soit h = b, o et f, sont
uniformément continue satisfait les conditions de croissance linéaire et lipschitz.
Dans le cadre dérivés de Fréchet, pour g ()_(T), par le théoréeme de représentation de Riesz,

il y a une mesure de Borel finie unique u sur [0, 7] telle que V nr € C'[0,T]

Dy (Xr) (nr) = / 0 (s)dpu (s) (3.3)

(0,77

Parce que i est une mesure finie sur [0, 7, la mesure de p a la plupart des points dénom-

brables sont positifs. Désigné comme {u ({t;}) j:f, et 'on suppose que 0 = -+ < tp <
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ty = T. Et il n’y a forme bilinéaire g : C'[0,7] x C'[0,7] — R tel que :

D2 (%) (nrar) = / 0 (t)n(s)dB (t,5) (3.4)

[0,7]x[0,T]

Par la symétrie des dérivées secondes, nous avons f3 (s,t) = 5 (t,s), (t,s) € [0,T] x [0,T],
S (t, s) est une mesure finie sur [0, 7] x [0, 7], donc il n’y existent a la plupart des points de

mesure des dénombrables sont positifs, indiquent les points de saut, comme (s;, kj);.”;:let

supposons que 0 = -+ < 59 <851 =T1,0=--- < ky < ky =T. Notez que

B {sh,{t}) =Bt} {s}),(t,;5) € [0, T] < [0,T7,

et

B{si Asi) + B (Rt {ki}) = B {si} Ak} + B ({ks} {si) > 0. (3.5)

Pour plus de commodité, nous notons les ensembles (s;, s;),-; et (k;, k;)7-, comme (;,1;);2,
puis I'ensemble (I;,;);, contient tous les points de sauts . Nous avons également indiquer

les ensembles (¢;):2, et (I;);~, comme (h;);o; avec 0 = -+ < hy < hy =T.

3.2 Hypothéses

On suppose :

H;) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que
’h (xl,u) —h (xQ,u)| < c!xl — x2‘ Vv (xl,u) , (x2,u) € RxU.
H,) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que

|h(z,u)| <ec(1+|z]),V(x,u) € RxU.
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Soit g est fonctions de valeur réelle uniformément continue sur C'[0, 7T, respective-

ment.

Hj3) 11 existe une constante ¢ > 0 telle que

|9 (¢1) — 9 (¢7)] < c||ér — o7, ¥ (67, ¢7) € C[0,T] x C'[0,T7,

et ||-|| est la norme maximale sur C'[0,7].

Hy) Soit h différentiable en x, g est Fréchet différentiable, et il existe une constante ¢ > 0

telle que :

e (2 (1), ut) = hy (22 (1), u?)| c(lzt (t) =2 ()] + Ju' —u?]),
|(Dg (¢%) — Dg (¢2)) (1o.17)| < cllor — o7,
|(D%g (o) — D*g(¢%)) (Lo L) | < cllor — o3|,

IA

A

V (¢, xp, a7, u' u?) € [0,T) x C[0,T] x C[0,T] x U x U.

Probléme 3.2.1 Minimiser sur U [0,T). Sl existe, on cherche le controle u(.) €
U10,T] telle que :
J(@(.))= inf J(u(.)). (3.6)

3.3 Equations adjointes

i) Premiére équation :

—dp (t) = {bx (X (t) ;U (t)> p (t) + 0y (X (t) ;U (t)) q (t)
fi(t) = fo (X (1), () }d () —q(t)dW (t),t € (hipa, hi), (3:7)
—pt)= p{r})—p(hf), i=1,273,...
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Ou h; est la limite droite de la h;, /i () est la dérivée de 1 (¢) et p (h) = 0.Indiquer

que :

H(x,u,p,q) Zb(aj,u)p—i—a(m,u)q—f(x,u), (%,U,]LQ) € RxU xR x R.

i1) Deuxiéme équation :

(

—dP(t) = {2b, (X (t),a(t)) P(t)+ 0. (X (t),u(t) P ()0, (X(t),u(t))
=4 (t) + 20, (X (1), (1) Q) + Hew (X (1), a(t),p(t),q (1))} dt
—Q ) dW (1), t € (hiyr, hi)

| P (h)= B({hi}, {hi}) = P(h), i=1,23,...

(3.8)

ou

et
p (k) =0, t € (hiy1, i), i=1,2,3,...
Théoréme 3.3.1 (Principe du maximum) Soient les hypothéses (Hy)—(H,) et (@ (), X (+))

est un couple optimal (3.6), alors il existe (p(-),q () et (P(-),Q(-)) répandant & l'en-

semble des équations de premier ordre adjoint et second ordre adjoint des équations

(@ et respectivement, telle que

(H (X (t),a(t),p(t),q(t)) — H (X ), u,p(t),q(t))

ﬂ_ ) : (3.9)
—5 (@ (XM, a(t) =0 (X (#),u))" P(t) >0,

pour tout u e U et t € (hiyq,h),1=1,2,3,...

Exemple 3.3.1 Soient T' = 1, ’équation différentielle stochastique contrélée est comme
suit :

dX"(s) =u(s) X" (s)dW (s), 0 <s <1,
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avec la condition Uinitiale de X (0) =1, ov u (.) = {u(s),s € [0,1]} est un contréle prise

de processus de valeurs dans un ensemble compact [0,1]. Le cott fonctionnel est :

e = i B

1\2
' <5) + XU (1)2] : (3.10)
et nous pouvons vérifier que

<1, e’%J“W(t)) st
(O, e_%W(%)) St

IA
~
IA

(ﬁ (t) 7X (t)) -

[

o= D
A
~
[\

est une paire optimale de systémes . Ensuite, nous présentons ce qui suit-l’ordre
du premier et du deuriéme ordre équations de l’adjoint. Les équations du premier ordre

adjoint sont :

—dp(t) = a(t)q(t)dt—q(t)dW (), %gtgl,
() = 2%,

et
() = a()a()di—q()dW (r), 0<1 <

1 (1 1+
—-pl=) = 2X(=|-p(= ).
(3) = =) ()
Les équations de deuxiéme ordre adjoint sont :

—dP(t) = 2u(t)(P(t)+Q(t)dt = Q) dW (t),
—P(1) = 2

?

et
AP (1) = 200 (P (1) + Q1) dt— Q)W (1), 0<1 < 2.

+(3) = 2la)
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Les solutions des équations de premier et de second ordre adjoint sont comme suit :

_9ek () 1
(p(t).q(t) = (-2 9) =150
(0,0) 0<t<z,
et .
—2,0) ~<t<1,
rw.am -4 Y 2s R
(0,00 0<t<z.

1l est facile de vérifier que la paire de contréle optimal (ﬂ (), X ()) satisfait aux.

3.4 Principe du maximum

Pour obtenir des conditions nécessaires d’optimalité, on définit un controle u® (¢) par la

perturbation suivante :

i (1) = u(t), sitel0,T)\E:.,
u(t), site k.,

oue>0et E.=[v,0+¢] C[0,T],v¢ {hi},u(-) €U[0,T] est n’importe quel controle

donnée. De toute évidence, u® (.) e U [0,T].

Lemme 3.4.1 Soient les hypothéses (Hy) — (Hs) prise et X¢ (+) est la solution d’équation

dans le controle u® () et p(-), P (-) est les solutions des équations suivantes :

dy' (t) = b, (X (), 0 (1) y' () dt + [oo (X (1), a (1) y" (¢)
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et
BP0 = (b (X 0.000) 570+ 5 (X 0,20 0 ()
+ b(X(t),u (t) —b(X(t),u(t)]dt
# o (X0 .00) 570+ jou (0. 1(0) 0 (0
+ (0. (X (@), uf (1) —0x (X (@), a(t)y* ()} dW (1),
| 2(0) = 0, te0,T]
puis (
max Ely' ()] = O (et).
max Ely? ()] = O (e),
e (3.11)
trgg%( E|X®(t)— X (t) —y* (t)] O (e)
\ tg}ggEIXf )= X () —y' () —y* ()| = o(e)
et
J(w (1) = J(a())) (3.12)

_ E@i {n({hi}) (" (he) + o2 (1))

+ /(hi%hi) (v' () + 9 (s)) du (S)}

FES {58 U () (0 () ()

+/h+1h ><(h+1h)(y1(8) ())dﬁ(svt)}

+E/ {f. (X (1)@ L)+ 7 (1)

b fe (X (1), 0(0) (y1<t>)2+f(f<<t>au5<t>)—ﬂff(t%u(ﬂ)}dt

+o(e).
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Preuve. on suppose :

Par équation (3.11)), on a :

J (e () = J (u(t)))

_ 1 _
=E [Dg (Xr) (yr +v7) + §D29 (X7) (vp y1)

+/0 {fx (X0, a®) (@) +y* (1) + 5 fou (X (0, a®) (4 (1))
+ F(X@),u (1) = F(X @), a(t)}dt] +o(e),

puis par équation (3.3]) et (3.4), nous avons :

Dg (X7) (vr +v7) = /m] (' (s) +y' (s) du(s),

D*h (%r) (b, vk) = /[ g O OB,
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on pose que {1 ({h: 1)}, et {6 ({hi} . {hi})}, avee 0= < hy < by = T contient tous

les points de saut de u et 5. Ainsi par équation (3.14]) peut étre récrit sous la forme :

o0

+ES {55 U, ()6 ()5 ()

=1
* / (v (5)y" (1)) dB (s,)}
(hit1,hi) % (hig1,hs)

+ E/O {£fo(X@®),a®) (W' )+ (1)
byl (X050 (0 (1))
+F(X ). (1) = (X (1))} de

+o(e).
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3.4.1 Preuve du théoréme

Preuve. Pour t € (h;;1,h;), lapplication de la régle de la chaine du différentiel a

p(t) (y* (t) + y* (t)), et par hypothese (Hy), nous avons :

E (p (hi) (" (hi) + 32 (he)) — p (b)) (" (hisr) + 42 (hisr))) (3.15)
=E {—M ({hi}) (yl (hs) + v (hz)) +p (hf) (yl (hi) +y° (hz))

—p(his) (' (hisa) + 47 (his)) }

Ajout de i sur le deux cotés de équation (3.15)), il suit :

E Z {(p (hz)) (yl (hz) + 92 (hz)) -p (hitrl) (yl (hi+1) + 92 (hz+1))}
= EZ {—M ({hi}) (yl (hi) +y° (hz>)

+p (b)) (' (ho) + 97 (h)) —p (hify) (' (higa) + 42 (Riga)) }

32



Chapitre 3.Principe du maximum généralisé

B (- (ha) (0 () + 07 (1))

=B [ {0+ W) A0 + L (X 0.00) (0 1)+ (1)
Fop ()b (X (1), 0.(0) (5" () + 50(1) e (X (1), 0.(0)) (o (1))’

BY {=n({hd) (v' () + " (h)) } (3.16)
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Maintenant, soient u (t) = w est une constant, et note que E. = [v,v+¢] C [0,T].

Combinant les équations.(3.12)) par (3.16|) et notant 'optimalité des @ (.) , nous obtenons :

(v () + 42 (5)) di <s>}

it1,hi)

23 {utn
{%ﬂ (01 ) () )+
{

v ()4 (1) dB <s,t>}

(hig1,hs)x (hig1,hi)
(B(Xﬁﬂ7ﬂﬁﬁ(yl@)+y2@ﬂ-+1ﬁm(X(ﬂ7ﬂ@D(ylﬁﬂ2
+ (X @) u (1) = f(X@),a(t)}dt+ol(e).

:EZ{/MH (v (5) + 0 () du(é‘)}

=1

+E§: ({hi} AR}y (ha) ' (ha)
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EZ{ (e} () o (ki) o ()

/) o)y (045 (5.0}

b gfer (X <),a<t>) (' () + F (X (4), o (1)) = f
{% beo (X (1)) (' ()" + 50 () 0 (X (8).00) (3 (1)

Rappelons que

H (z,u,p,q) =b(z,u)p+o(z,u)q— f(z,u),

(x,u,p,q) E RxU xR xR.

Notons
H(t)=H(X(t),u(t),p(t),q(t))
et
H* (t) = H (X (t), v () ,p(t) ,q (1))
donc

T ()~ T @)
=EZ{ (e} () o () o ()

/ T a3 s 0}

/{ y' (1) + HE (t) - ﬁ(t)}dt
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Similaires avec lemme, en appliquant la formule d’Ito a P (¢) (y* (t))? sur (hi1, hs), nous

avons .

00 1 )
E —B({hY, {hD) vt (h) yt (hy ! dg (s,
S {zpwb st eor e [ ) asen)

=1
1

- 21&/0 [—P(t)a (X (@), u (1)) —o (X (t),a(t)” + Hea (t) (3" (t))Q] +ole).

Alors, nous obtenons :
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-dessous.

(Q,F,P)
(Qa f? (ﬂ)t207 IP))

min

lim

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.
Mouvement Brownien.

Equation différentielle stochastique.
Equation différentielle stochastique rétrograde.
Tribu Borélienne sur R,

Drift ou la dérive.

Terme de diffusion.

Fonction de cotit

Ensemble des controles admissibles.
Controéle optimal.

Controle perturbé.

Hamiltonien.

Minimum.

Limite.
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