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Introduction

La théorie du contrôle optimal est utilisée pour modéliser beaucoup de situation en sciences

de l�ingénieur, en sciences économie et sociales et de façon plus générale dans tout les

domaines utilisant les applications des mathématiques. On peut citer : le traitement du

signal, le traitement d�image, l�aéronautique, la mécanique, les réseaux routiers, la �uidité

de la circulation et surtout en économie et en �nance. Pour ces derniers, on peut citer, la

théorie du risque, le taux de �uctuation en bourse, les problèmes d�investissements et de

consommations dans un marché, l�actuariat et beaucoup d�autres problèmes. Ce travail

a été consacré à l�étude de deux formes du principe du maximum stochastique, pour les

systèmes d�EDS contrôlées de type suivant :

8><>: dX (t) = b (t;X (t) ; u (t)) dt+ � (t;X (t) ; u (t)) dW (t) ;

X (0) = x 2 Rn:

Plus précisément, nous établissons les conditions nécessaires d�optimalité, ces conditions

sont connue ce le nom de principe du maximum stochastique. Ce travail, consiste à minimi-

ser (ou maximiser) une certaine fonction de coût J sur l�ensemble des contrôles admissibles.

Sous forme de principe du maximum associe au contrôle optimal et sous forme de principe

du maximum stochastique, avec un coût terminal généralisé. Dans le cas où le coe¢ cient

contrôlé et le domaine de contrôle n�est pas nécessairement convexe dans notre travail le
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Introduction

coût fonctionnel est donnée respectivement par :

J (u) = E
�Z T

0

f (t;X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

�
;

J (u (:)) = E
�Z T

0

f (X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

�
;

où X (T ) = X (s)0�S�T , désigne le chemin de X de 0 à T:

Ce mémoire est structuré de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on va expliquer la théorie du calcul stochastique, en donnant

les dé�nitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats principaux

qui nous permettre de dé�nir l�intégrale stochastique. On parle aussi sur les théorèmes

d�existence et d�unicité pour EDS, et EDSR de façon générale.

Dans le deuxième chapitre nous allons traiter le problème du contrôle optimal sto-

chastique pour EDS dans le cas où le coe¢ cient contrôlé et le domaine de contrôle n�est

pas nécessairement convexe. Ce principe consiste à introduire les équations adjointes. Le

résultat obtenu dans ce chapitre est une inégalité maximale entre Hamiltonien.

Dans le dernière chapitre nous allons dérivés Fréchet un problème de contrôle optimal

est stochastique entraîné par une équation di¤érentielle stochastique avec coût terminal

généralisé. En construisant une série de premier et de second ordre des équations du modèle

adjoint, nous établissons le principe maximum stochastique et obtenir les systèmes de

Hamiltonien.
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Chapitre 1

Généralité sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre�nous présentons les concepts et résultats du calcul stochastique�en

donnant les dé�nitions et les propriétés des processus continues ainsi que leurs résultats

principaux que nous permettent de dé�nir l�intégrale stochastique. On parle aussi sur les

théorèmes d�existence et d�unicité pour EDS�et EDSR de façon générale:

1.1 Rappel sur calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille

fXt; t 2 Ig des variables aléatoires dé�nies sur un même espace de probabilité tel que

l�indice t est souvent interprété comme le temps:

� Si I � N on dit que le processus est à temps discret:

� Si I � R on dit que le processus est à temps continu:

Dé�nition 1.1.2 (Filtration) On appelle �ltration (Ft)t�0 de (
;F ;P) une famille crois-

sante de sous tribu de F i:e: Fs � Ft � F ; 8 s � t:

Le quadruplet
�

;F ; (Ft)t�0 ;P

�
est appelé espace de probabilité �ltré.
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Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

Remarque 1.1.1 Un espace de probabilité (
;F ;P) muni d�une �ltration (Ft)t�0 est sa-

tisfait les conditions habituelles si :

� F est complète : si B � A 2 F et P (A) = 0 alors B 2 F :

� F0 contient tous les ensembles P�négligeables de F :

� La �ltration est continue à droite i:e:

Ft = Ft+ =
T
s>t

Fs;8t � 0:

Dé�nition 1.1.3 (Processus à trajectoire continue) On dit que le processus X est à

trajectoires continues (ou est continu) si les trajectoires t 7! Xt (w) sont continues pour

presque tout w:

(i) Un processus X est dit càdlàg (continu à droite et pourvu de limite à gauche) si ses

trajectoires sont continues à droite et pourvues de limites à gauche pour presque tout

w:

(ii) Un processus X est dit càglàd (continu à gauche et pourvu de limite à droite) si ses

trajectoires sont continues à gauche et pourvues de limites à droite pour presque tout

w:

Dé�nition 1.1.4 (Processus mesurable) Un processus stochastique (Xt)t�0 est dit me-

surable si l�application :

X : [0;1[� 
! Rd

(t; w)! Xt (w) ;

est mesurable par rapport à B ([0;1[)
Ft et B
�
Rd
�
:

Dé�nition 1.1.5 (Processus adapté) Un processus stochastique (Xt)t�0 est dit adapté

par rapport à la �ltration (Ft)t�0 si pour tout t � 0; Xt est Ft�mesurable:

Dé�nition 1.1.6 (Processus progressivement mesurable) Un processus stochastique

4



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

(Xt)t�0 est progressivement mesurable par rapport à (Ft)t�0 si pour tout t � 0 l�application :

X : [0; t]� 
! Rd

(s; w)! Xs (w) ;

est mesurable par rapport à B ([0; t])
Ft et B
�
Rd
�
:

Dé�nition 1.1.7 (Modi�cation et indistinguable) Soient (Xt)t�0 et (Yt)t�0 deux pro-

cessus stochastique dé�nies sur même espace (
;F ;P)

(i) X est une modi�cation de Y si�pour tout t � 0; les variables aléatoires Xt et Yt sont

égales P� p:s:

8t � 0; P (Xt = Yt) = 1:

(ii) X et Y sont indistinguables si�P� p:s�les trajectoires de X et de Y sont les mêmes

c�est à dire

P (Xt = Yt; 8t � 0) = 1:

1.2 Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire (intégrable) dé�nie sur (
;F ;P) et G une sous-tribu de F :

Dé�nition 1.2.1 On dé�nit l�espérance conditionnelle de X sachant G, l�unique variable

aléatoire E [X j G] G�mesurable sur 
 telle que :

Z
A

E [X j G] dP =
Z
A

XdP; 8A 2 G:

1.2.1 Propriétés de l�espérance conditionnelle

Soit X; Y 2 (
;F ;P) et G une sous-tribu de F presque sûrement on a :
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Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

1. Linéarité : Si X; Y 2 (
;F ;P) 8�; � 2 R alors :

E [(�X + �Y ) j G] = �E [X j G] + �E [Y j G] :

2. Croissance : Soit X et Y deux variable aléatoire telle que X � Y; alors :

E [X j G] � E [Y j G] :

3. Si X est G mesurable alors :

E [X j G] = X:

4. Si X est indépendante de G alors :

E [X j G] = E [X] :

5. Si Y est G mesurable alors :

E [XY j G] = Y E [X j G] :

1.3 Martingale

Dé�nition 1.3.1 (Martingale, sous-martingale et sur-martingale) Un processus (Xt)t�0

est dit martingale, sous-martingale ou sur-martingale si :

� pour tout t � 0, Xt est Ft-mesurable.

� pour tout t � 0, Xt est intégrable i.e. E (jXtj) <1:
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Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

� pour tout 0 � s � t

8>>>><>>>>:
E [Xt j Fs] = Xs; P� p:s (si martingale) ;

E [Xt j Fs] > Xs; P� p:s (si sous-martingale) ;

E [Xt j Fs] < Xs; P� p:s (si sur-martingale) :

1.4 Variation totale et variation quadratique

Dé�nition 1.4.1 (Variation �nie, bornée et quadratique) Soit [0; T ] un intervalle

et �n = f0 = tn0 < tn1 < : : : < tnn = Tg une subdivision [0; T ] de pas

k�nk1 = max
1�i�n

��tni � tni�1�� :
On appelle variation in�nitésimale d�ordre p d�un processus X indexé par [0; T ] associé à

�n

V pT (�n) =
i=nX
i=1

���Xtni
�Xtni�1

���p :
Si V pT (�n) admet une limite dans (en un certain sens) lorsque k�nk1 �!

n!1
0 et la limite ne

dépend pas de la subdivision choisie, on appelle V pT = lim
k�nk1 �!

n!1
0
V pT (�n) variation d�ordre

p:

� Si p = 1; la limite V 1T est appelée variation totale de X:

i) Si 8 T; V 1T est �ni on dit que X est variation �nie.

ii) Si 8 T; V 1T est borné on dit que X est variation �nie.

� Si p = 2; la limite est appelée variation quadratique de X:

1.5 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.5.1 (Mouvement Brownien) On appelle mouvement Brownien un pro-

cessus stochastique (Wt)t�0 à valeurs réelles telle que :

7



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

i) La fonction t 7�! Wt (w) est une fonction continue P� p:s;

ii) pour 0 � s � t; Wt �Ws est indépendant de la tribu � fWu; u � sg et de loi gaus-

sienne centrée de variance (t� s);

iii) pour 0 � s � t; la loi de Wt �Ws est identique à celle de Wt�s �W0:

Remarque 1.5.1 Un mouvement brownien est dit standard si :

W0 = 0; P�p:s E [Wt] = 0 et E [W 2
t ] = t:

Propriété 1.5.1 Soit W est un mouvement Brownien�on a :

(i) t! Wt (w) est continu�

(ii) t! Wt (w) n�est pas dérivable en aucun point�

(iii) t! Wt (w) n�est pas à variation �nie sur aucun intervalle [0; t] :

1.6 Intégrale d�Itô

On dé�nit l�intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien dû à Itô de la

forme : Z T

0

X (t) dW (t) ;

où (Wt)t�0est un mouvement brownien, et (Xt)t�0 un processus stochastique répondant à

certains critères d�intégrabilité.

Dé�nition 1.6.1 (Processus d�Itô) On appelle processus d�Itô un processus X à va-

leurs réelles telle que :

Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdW (s) ; P�p:s: 8t 2 [0; T ] :

8



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

On X0 et F0-mesurable, b et � sont deux processus progressivement mesurable véri�ant les

conditions, P�p:s: Z T

0

jbsj ds <1 et
Z T

0

j�sj2 ds <1:

1.6.1 Formule d�Itô

Théorème 1.6.1 (Première formule d�Itô) Supposons f de classe C2: Alors

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f
0
(Xs) dXs +

1

2

Z t

0

f
00
(Xs)�

2
sds:

Cette formule s�écrit sous forme condensée

df (Xt) = f
0
(Xt) dXt +

1

2
f
00
(Xt)�

2
t dt

=

�
f
0
(Xt) bt +

1

2
f
00
(Xt)�

2
t

�
dt+ f

0
(Xt)�tdWt

= f
0
(Xt) btdt+

1

2
f
00
(Xt) d hXit + f

0
(Xt)�tdWt;

avec la table de multiplication :

dt dWt

dt 0 0

dWt 0 dt

Théorème 1.6.2 (Deuxième formule d�Itô) Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R

de classe C1 par rapport à t; de classe C2 par rapport à x: On a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f
0

x (s;Xs) dXs +

Z t

0

f
0

t (s;Xs) ds+
1

2

Z t

0

f
00

xx (s;Xs)�
2
sds:

9



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

On peut écrire cette formule sous la forme di¤érentielle

df (t;Xt) =

�
f
0

t (t;Xt) +
1

2
f
00

xx (t;Xt)�
2
t

�
dt+ f

0

x (t;Xt) dXt

= f
0

t (t;Xt) dt+ f
0

x (t;Xt) dXt +
1

2
f
00

xx (t;Xt) d hXit

=

�
f
0

t (t;Xt) + f
0

x (t;Xt) bt +
1

2
f
00

xx (t;Xt)�
2
t

�
dt+ f

0

x (t;Xt)�tdWt:

Proposition 1.6.1 (Formule d�Intégration par partie) Soit X et Y deux processus

d�Itô, alors

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX; Y it ;

cette formule est connue sous le nom d�intégration par partie:

1.7 Équations di¤érentielles stochastiques

Les équations di¤érentielles stochastiques (EDS) constituent une généralisation des équa-

tions di¤érentielles ordinaires. Elles ont été introduites pour la première fois par Itô pour

étudier les trajectoires des processus de di¤usion. La formulation générale d�une équation

di¤érentielle stochastique est :

8><>: dX (t) = b (t;X (t)) dt+ � (t;X (t)) dW (t) ;

X (0) = x;
(1.1)

et pour la forme intégrale

X (t) = x+

Z t

0

b (s;X (s)) ds+

Z t

0

� (s;X (s)) dW (s) ; pour0 � t � T:

10



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

1.7.1 Existence et d�unicité

Notation et dé�nitions

Soient (
;F ;P) un espace probabilisé complet, (Wt)t�0 désigne un mouvement brownien

à valeur dans Rd et X une variable aléatoire à valeur dans Rn indépendant de (Wt)t�0 :

Soient aussi b et � deux fonctions de Rn � R+ à valeur dans R donnée par :

b : Rn � R+ ! Rn;

� : Rn � R+ !Mn�m:

Le problème donc est de résoudre l�EDS :

dX (t) = b (t;X (t)) dt+ � (t;X (t)) dW (t) ; pour 0 � t � T;

telle que : Le coe¢ cient b s�appelle le drift et � s�appelle la di¤usion:

Soient n et m des entiers positifs, et soient � et b deux fonctions mesurable localement

bornées dé�nies sur Rn � R+ et à valeur respectivement dans Mn�m et Rn, où Mn�m

désigne l�ensemble des matrices n�m:

La solution de l�équation (1.1) est un processus X continue Ft�adapté telle que les inté-

grale
Z t

0

b (s;X (s)) ds et
Z t

0

� (s;X (s)) dW (s) ont une sens et l�égalité

X (t) = x+

Z t

0

b (s;X (s)) ds+

Z t

0

� (s;X (s)) dW (s)�pour 0 � t � T;

est satisfaite pour tout t P� p:s:

Quelle condition doit-on appliquer sur b et � pour obtenir l�existence et l�unicité d�une

solution de l�EDS:

Le théorème suivant donne des conditions su¢ santes sur b et � pour avoir l�existence et

unicité d�une solution de l�EDS:

11



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

1.7.2 Théorème d�existence et d�unicité

Théorème 1.7.1 Soit b et � deux fonctions boréliennes. On suppose qu�il existe une

constante K telle que pour tout t 2 [0; T ], x; y dans Rn :

1. Condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :

jb (t; x)� b (t; y)j+ k� (t; x)� � (t; y)k � K jx� yj ;

2. Croissance linéaire :

jb (t; x)j+ k� (t; x)k � K (1 + jxj) ;

3. E jX0j2 <1:

Alors l�EDS (1.1) possède une unique solution à trajectoires continues pour tout t � T:

De plus cette solution véri�e :

E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
< +1:

1.8 Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été introduites pour

la première fois dans le cas linéaire dans un travail de J.M. Bismut. Et au début des

années 90 elles ont connu un formidable développement, où le premier résultat général

(le cas nom linaire) a été élaboré par E. Pardoux et S. peng.

Dé�nition 1.8.1 Soit T un réel strictement positif: Nous nous donnons une application

aléatoire f : [0; T ] � Rm � Rm�d ! Rm qui sont mesurables�on considère également une

variable aléatoire � mesurable par rapport à FT et à valeurs dans Rm:

12



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

Une équation di¤érentielle stochastique rétrograde est une équation de la forme :

8><>: dY (t) = f (t; Y (t) ; Z (t)) dt+ Z (t) dW (t) ;

Y (0) = �:
(1.2)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale:

Dé�nition 1.8.2 Une solution de l�EDSR (1.2) est un couple de processus f(y (t) ; z (t))g0�t�T
véri�ant :

1. y et z sont progressivement mesurable à valeurs respectivement dans Rm et Rm�d;

2. P�p:s
Z T

0

�
jf (s; Y (s) ; Z (s))j+ kZ (s)k2

	
ds <1;

3. P�p:s; on a Yt = �+
Z T

t

f (s; Y (s) ; Z (s)) ds+

Z T

t

Z (s) dW (s) ; 0 � t � T:

1.8.1 Existence et d�unicité

Notation 1.8.1 M2
�
Rm�d

�
celui formé par les processus Z progressivement mesurable à

valeur dans Rm�d telle que kZk2M2 = E

24 TZ
0

kZk2
35 < +1; M2

�
Rm�d

�
désigne l�ensemble

des classes d�équivalence deM2
�
Rm�d

�
;M2 et M2 sont des espaces de banach:

Théorème 1.8.1 Voici les hypothèses

(H1) Condition de Lipschitz en (y; z) c�est-à-dire Il existe une constante � > 0 telle que

P�p:s pour tout t; y; �y; z et �z on a

jg (t; y; z)� g (t; �y; �z)j � � (jy � �yj+ kz � �zk) ;

(H2) Condition d�intégrabilité

E
�
j�j2 +

Z T

0

jg (s; 0; 0)j2 ds
�
< +1:

13



Chapitre 1. Généralité sur le calcul stochastique

Théorème 1.8.2 (Pardoux-Peng 1990) sous les hypothèses (H1) et (H2) EDSR (1.2)

possède une unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2:

1.9 Quelques inégalités

Inégalité de Hölder

Soit p et q deux exposants conjugués
�
1

p
+
1

q
= 1

�
avec 1 < p; q <1: Soit X et Y deux

variables aléatoires où XY est intégrable alors :

E [XY ] � (E [Xp])
1
p : (E [Xq])

1
q :

L�inégalité de Cauchy-Schwartz est L�inégalité de Hölder pour p = q = 2 telle que :

E [XY ] �
�
E
�
X2
��1
2 �
�
E
�
X2
��1
2 :

Lemme de Gronwall

Soit f une application localement intégrable de R+ dans R; a et b deux applications

croissantes et non négatives telle que 8 0 � t � T;

f (t) � a (t) + b (t)
tZ
0

f (s) ds:

Alors on a 8 t 2 [0; T ] ;

f (t) � a (t) eb(t)t:

14



Chapitre 2

Principe du maximum de Peng

Dans ce chapitre�on propose d�étudier la structure mathématique rigoureuse pour les

problèmes des contrôles stochastiques dans le cas des coe¢ cients di¤érentiables et on va

étudier le principe du maximum dans le cas où le coe¢ cient de di¤usion dépend du contrôle

et aussi le domaine du contrôle U est n�est pas nécessairement convexe:

2.1 Formulation du problème de contrôle optimal sto-

chastique

Soient
�

;F ; (Ft)t2[0;T ] ;P

�
un espace probabilisé �ltré W = (Wt)t2[0;T ]un mouvement

Brownien de dimension m�T un réel strictement positif�et U un sous ensemble n�est pas

nécessairement convexe de Rd: On suppose que (Ft)t2[0;T ] = � (w (s) ; 0 � s � t) est la

�ltration naturelle du mouvement Brownien:

On considère le problème de contrôle suivant :

8><>: dX (t) = b (t;X (t) ; u (t)) dt+ � (t;X (t) ; u (t)) dW (t) ;

X (0) = x 2 Rn;
(2.1)

15



Chapitre 2. Principe du maximum de Peng

où

b : [0; T ]� Rn � U ! Rn;

� : [0; T ]� Rn � U ! Rn�m;

U l�ensemble des contrôles admissibles:

Supposons le problème est sans contrainte�alors le coût est donner par :

J (u) = E
�Z T

0

f (t;X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

�
; (2.2)

où

g : Rn ! R;

f : [0; T ]� Rn � U ! R;

Le but de contrôle optimal est de minimiser la fonction de coût J (u) ; sur l�ensemble des

contrôles admissibles U :

Un contrôle �u 2 U est dit optimal�s�il véri�e :

J (�u) = inf
u2U

J (u) :

Dé�nitions

Dé�nition 2.1.1 (Contrôle) On appelle contrôle tout processus u = (ut)t2[0;T ] adapté

par rapport à une �ltration�de carré intégrable et prend ses valeurs dans un borélien A de

Rn:

Dé�nition 2.1.2 (Contrôle admissible) On appelle contrôle admissible tout processus

u = (ut)t2[0;T ] mesurable et Ft�adapté à valeur dans un borélien A de Rn: On note par U

16



Chapitre 2. Principe du maximum de Peng

l�ensemble de tous les contrôles admissibles

U = fu : [0; T ]� 
! A; tel que u est mesurable et Ft � adaptég :

Dé�nition 2.1.3 (Contrôle optimal) On dit que le contrôle �u est optimal si :

J (�u) � J (u) ;8u 2 U :

Remarque 2.1.1 Le problème de contrôle optimal consiste à minimiser une fonction coût

J (u) sur un ensemble de contrôle admissible U :

2.2 Quelques hypothèses

On suppose :

A0) (U ; d) espace métrique séparable:

A1) Les fonction :

b : [0; T ]� Rn � U ! Rn;

f : [0; T ]� Rn � U ! R;

g : Rn ! R;

sont mesurable et il existe une constante C > 0 et un module de continuité �! :

[0;1)! [0;1) telle que pour ' (t; x; u) = b (t; x; u) ; f (t; x; u) ; g (x) on a :

8>>>><>>>>:
j' (t; x; u)� ' (t; x̂; û)j � C jx� x̂j+ �! (d (u; û)) ;

8 t 2 [0; T ] ; x; x̂ 2 Rn; u; û 2 U ;

j' (t; 0; u)j � C; 8 (t; u) 2 [0; T ]� U :

17
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A2) Les fonctions :

b : [0; T ]� Rn � U ! Rn;

f : [0; T ]� Rn � U ! R;

g : Rn ! R;

sont dérivable en x�et de plus�il existe C > 0 un module de continuité �! : [0;1)!

[0;1) telle que ' (t; x; u) = b (t; x; u) ; f (t; x; u) ; g (x) on a :

8>>>><>>>>:
j'x (t; x; u)� 'x (t; x̂; û)j � C jx� x̂j+ �! (d (u; û)) ;

j'xx (t; x; u)� 'xx (t; x̂; û)j � �! jx� x̂j+ d (u; û) ;

8 t 2 [0; T ] ; x; x̂ 2 Rn; u; û 2 U :

2.3 Équations adjointes

Dans cette partie�nous introduisons les équations adjointes�impliquées dans le principe

du maximum stochastique et le système Hamiltonien associé: Il s�agit d�équations di¤é-

rentielles stochastiques rétrogrades que l�on devra être capable de résoudre a�n d�obtenir

le contrôle optimal. Une discussion plus approfondie sur leur théorie est disponible dans

(Yong et Zhou�1999) [2]: On dé�nit un processus adjoint par deux équations :

a) Première équation :

8>>>>><>>>>>:
dp (t) = �

(
bx
�
t; �X (t) ; �u (t)

�|
p (t) +

mP
j=1

�jx
�
t; �X (t) ; �u (t)

�|
qj (t)

� fx
�
t; �X (t) ; �u (t)

�	
dt+ q (t) dW (t) t 2 [0; T ] ;

p (T ) = �gx
�
�X (T )

�
:

(2.3)

18
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b) Deuxième équation :

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

dP (t) = �
�
bx
�
t; �X (t) ; �u (t)

�|
P (t) + P (t) bx

�
t; �X (t) ; �u (t)

�
+

mP
j=1

�jx
�
t; �X (t) ; �u (t)

�|
P (t)�jx

�
t; �X (t) ; �u (t)

�
+

mP
j=1

�jx
�
t; �X (t) ; �u (t)

�|
Qj (t) +Qj (t)�

j
x

�
t; �X (t) ; �u (t)

�
+ Hxx

�
t; �X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�	
dt+

mP
j=1

Qj (t) dW
j (t) ;

P (t) = �gxx
�
�X (T )

�
;

(2.4)

où l�Hamiltonien H est dé�ni par :

H (t;X; u; p; q) = hp; b (t;X; u)i+ tr
�
q>� (t;X; u)

�
� f (t;X; u) ;

avec

(t;X; u; p; q) 2 [0; T ]� Rn � U � Rn � Rn�m;

(p (�) ; q (�)) 2 L2F (0; T;Rn)�
�
L2F (0; T;Rn)

�m
;

est la solution fFtgt�0�adaptée de (2.3)

(P (�) ; Q (�)) 2 L2F (0; T; Sn)�
�
L2F (0; T; S

n)
�m
;

est la solution fFtgt�0�adaptée de (2.4). Et

Sn =
�
A 2 Rn�n tel que A> = A

	
:

Les équations (2.3) et (2.4) s�appellent équation adjointe du premier ordre et équation

adjointe du second ordre�respectivement. Avant d�énoncer le principe du maximum sto-
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chastique�dé�nissons la fonction H par :

H (t;X; u) = H (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t))� 1
2
tr
�
�
�
t; �X (t) ; �u (t)

�|
P (t)�

�
t; �X (t) ; �u (t)

��
+
1

2
tr
n�
�
�
t; �X (t) ; �u (t)

�
� �

�
t; �X (t) ; u

��>
P (t)

�
� (t;X; u)� �

�
t; �X (t) ; �u (t)

��o
:

Théorème 2.3.1 (Principe du maximum stochastique ) On suppose que les condi-

tions (A0) ; (A1) et (A2) sont satisfaites. Soit
�
�X (�) ; �u (�)

�
une paire optimale, alors il

existe des paires de processus

(p (�) ; q (�)) 2 L2F (0; T;Rn)�
�
L2F (0; T;Rn)

�m
;

(P (�) ; Q (�)) 2 L2F (0; T; Sn)�
�
L2F (0; T; Sn)

�m
;

satisfaisant les équations adjointes (2.3) et (2.4) respectivement�et telle que :

H
�
t; �X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�
�H

�
t; �X (t) ; u; p (t) ; q (t)

�
�1
2
tr
��
�
�
t; �X (t) ; �u (t)

�
� �

�
t; �X (t) ; u

��|
P (t)�

�
�
t; �X (t) ; �u (t)

�
� �

�
t; �X (t) ; u

���
� 0:

Pour tout u 2 U et t 2 [0; T ] :Où, de manière équivalente

H
�
t; �X (t) ; �u (t)

�
= max

u2U
H
�
t; �X (t) ; u

�
; 8t 2 [0; T ] : (2.5)

La relation (2.5) est appelée la condition du maximum: Une démonstration détaillée de ce

théorème se retrouve dans (Yong et Zhou�1999) [2]:
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En utilisant l�Hamiltonien H�les systèmes (2.1) et (2.3) peuvent être réécrits de la manière

suivante :8>>>>>>><>>>>>>>:

dX (t) = Hp (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t)) dt+Hq (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t)) dW (t) ;

dp (t) = �Hx (t;X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t)) dt+ q (t) dW (t) ; t 2 [0; T ] ;

X (0) = x;

p (T ) = �gx (X (T )) :
(2.6)

Dé�nition 2.3.1 (Système Hamiltonien) On appelle système Hamiltonien�le système

d�équations di¤érentielles obtenu par combinaison de�(2.4), (2.5) et (2.6):

Théorème 2.3.2 (Deuxième version du principe du maximum) On suppose que les

conditions (A1) et (A2) sont satisfaites: Soit
�
�X (�) ; �u (�)

�
une paire optimal�alors le 6-

uplet (X (t) ; u (t) ; p (t) ; q (t) ; P (t) ; Q (t)) ; satisfait le système Hamiltonien:

21
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Principe du maximum généralisé

Généralement, nous avons en utilisant les dérivés Fréchet, on étudie un problème de

contrôle optimal stochastique entraîné par une équation di¤érentielle stochastique avec

un coût terminal généralisé. En construisant une série de premier ordre et de second ordre

des équations du modèle adjoint, nous établissons le principe maximum stochastique et

obtenir les systèmes de Hamiltonien. Ce résultat a été obtenu par Shuzhen Yang en 2016

[6].

3.1 Formulation du problème de contrôle optimal sto-

chastique

Soient
�

;F ; (Ft)t2[0;T ] ;P

�
un espace probabilisé �ltré W = (Wt)t2[0;T ] un mouvement

Brownien de dimension 1; T un réel strictement positif�et U un sous ensemble n�est pas

nécessairement convexe de R: On suppose que (Ft)t2[0;T ] = � (w (s) ; 0 � s � t) est la

�ltration naturelle du mouvement Brownien:
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Chapitre 3.Principe du maximum généralisé

On considère le problème de contrôle suivant :

8><>: dX (s) = b (X (s) ; u (s)) ds+ � (X (s) ; u (s)) dW (s) ; s 2 [0; T ] ;

X (0) = x;
(3.1)

où

u (:) = fu (s) ; s 2 [0; T ]g :

Le coût fonctionnel est donner par :

J (u (:)) = E
�Z T

0

f (X (t) ; u (t)) dt+ g (X (T ))

�
; (3.2)

où X (T ) = X (s)0�s�T , désigne le chemin de X de 0 à T et

b = R�U ! R;

� = R�U ! R;

f = R�U ! R;

g = C [0; T ]! R;

où C [0; T ] est l�ensemble des fonctions continues sur [0; T ] : Soit h = b; � et f�sont

uniformément continue satisfait les conditions de croissance linéaire et lipschitz:

Dans le cadre dérivés de Fréchet, pour g
�
�XT

�
, par le théorème de représentation de Riesz,

il y a une mesure de Borel �nie unique � sur [0; T ] telle que 8 �T 2 C [0; T ]

Dg
�
�XT

�
(�T ) =

Z
[0;T ]

� (s) d� (s) : (3.3)

Parce que � est une mesure �nie sur [0; T ] ; la mesure de � à la plupart des points dénom-

brables sont positifs. Désigné comme fu (ftig)g+1i=1 ; et l�on suppose que 0 = � � � < t2 <
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t1 = T: Et il n�y a forme bilinéaire � : C [0; T ]� C [0; T ]! R tel que :

D2g
�
�XT

�
(�T ; �T ) =

Z
[0;T ]�[0;T ]

� (t) � (s) d� (t; s) : (3.4)

Par la symétrie des dérivées secondes, nous avons � (s; t) = � (t; s) ; (t; s) 2 [0; T ]� [0; T ] ;

� (t; s) est une mesure �nie sur [0; T ]� [0; T ] ; donc il n�y existent à la plupart des points de

mesure des dénombrables sont positifs, indiquent les points de saut, comme (si; kj)
1
i;j=1et

supposons que 0 = � � � < s2 < s1 = T; 0 = � � � < k2 < k1 = T: Notez que

� (fsg ; ftg) = � (ftg ; fsg) ; (t; s) 2 [0; T ]� [0; T ] ;

et

� (fsig ; fsig) + � (fkjg ; fkjg) = � (fsig ; fkjg) + � (fkjg ; fsig) > 0: (3.5)

Pour plus de commodité, nous notons les ensembles (si; si)
1
i=1 et (kj; kj)

1
i=1 comme (li; li)

1
i=1

puis l�ensemble (li; li)
1
i=1 contient tous les points de sauts �: Nous avons également indiquer

les ensembles (ti)
1
i=1 et (li)

1
i=1 comme (hi)

1
i=1 avec 0 = � � � < h2 < h1 = T:

3.2 Hypothèses

On suppose :

H1) Il existe une constante c > 0 telle que

��h �x1; u�� h �x2; u��� � c ��x1 � x2�� ;8 �x1; u� ; �x2; u� 2 R�U :
H2) Il existe une constante c > 0 telle que

jh (x; u)j � c (1 + jxj) ;8 (x; u) 2 R�U:
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Soit g est fonctions de valeur réelle uniformément continue sur C [0; T ], respective-

ment.

H3) Il existe une constante c > 0 telle que

��g ��1T �� g ��2T ��� � c 

�1T � �2T

 ;8 ��1T ; �2T � 2 C [0; T ]� C [0; T ] ;
et k�k est la norme maximale sur C [0; T ] :

H4) Soit h di¤érentiable en x; g est Fréchet di¤érentiable, et il existe une constante c > 0

telle que :

jhx (x1 (t) ; u1)� hx (x2 (t) ; u2)j � c (jx1 (t)� x2 (t)j+ ju1 � u2j) ;��(Dg (�1T )�Dg (�2T )) �1[0;T ]��� � c k�1T � �2Tk ;��(D2g (�1T )�D2g (�2T ))
�
1[0;T ]; 1[0;T ]

��� � c k�1T � �2Tk ;

8
�
t; x1T ; x

2
T ; u

1; u2
�
2 [0; T ]� C [0; T ]� C [0; T ]� U � U :

Problème 3.2.1 Minimiser (3.2) sur U [0; T ] : S�il existe�on cherche le contrôle �u (:) 2

U [0; T ] telle que :

J (�u (:)) = inf
u(�)2U [0;T ]

J (u (:)) : (3.6)

3.3 Équations adjointes

i) Première équation :

8>>>><>>>>:
�dp (t) =

�
bx
�
�X (t) ; �u (t)

�
p (t) + �x

�
�X (t) ; �u (t)

�
q (t)

� �� (t)� fx
�
�X (t) ; �u (t)

�	
d (t)� q (t) dW (t) ; t 2 (hi+1; hi) ;

�p (ti) = � (fhig)� p
�
h+i
�
; i = 1; 2; 3; : : :

(3.7)
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Où h+i est la limite droite de la hi, �� (t) est la dérivée de � (t) et p
�
h+1
�
= 0:Indiquer

que :

H (x; u; p; q) = b (x; u) p+ � (x; u) q � f (x; u) ; (x; u; p; q) 2 R�U � R� R:

ii) Deuxième équation :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�dP (t) =
�
2bx

�
�X (t) ; �u (t)

�
P (t) + �x

�
�X (t) ; �u (t)

�
P (t)�x

�
�X (t) ; �u (t)

�
� �
 (t) + 2�x

�
�X (t) ; �u (t)

�
Q (t) +Hxx

�
�X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�	
dt

�Q (t) dW (t) ; t 2 (hi+1; hi) ;

�P (hi) = � (fhig ; fhig)� P
�
h+i
�
; i = 1; 2; 3; : : :

(3.8)

où

�
 (t) =

Z hi

hi+1

d� (s; t) ;

et

p
�
h+1
�
= 0; t 2 (hi+1; hi) ; i = 1; 2; 3; : : :

Théorème 3.3.1 (Principe du maximum) Soient les hypothèses (H1)�(H4) et
�
�u (�) ; �X (�)

�
est un couple optimal (3.6)�alors il existe (p (�) ; q (�)) et (P (�) ; Q (�)) répandant à l�en-

semble des équations de premier ordre adjoint (3.7) et second ordre adjoint des équations

(3.8) et respectivement�telle que

�
H
�
�X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

��
�H

�
�X (t) ; u; p (t) ; q (t)

�
�1
2

�
�
�
�X (t) ; �u (t)

�
� �

�
�X (t) ; u

��2
P (t) � 0;

(3.9)

pour tout u 2 U et t 2 (hi+1; hi) ; i = 1; 2; 3; : : :

Exemple 3.3.1 Soient T = 1; l�équation di¤érentielle stochastique contrôlée est comme

suit :

dXu (s) = u (s)Xu (s) dW (s) ; 0 � s � 1;
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avec la condition l�initiale de X (0) = 1; où u (:) = fu (s) ; s 2 [0; 1]g est un contrôle prise

de processus de valeurs dans un ensemble compact [0; 1] : Le coût fonctionnel est :

J (u (:)) = min
u2U [0;1]

E

"
�Xu

�
1

2

�2
+Xu (1)2

#
; (3.10)

et nous pouvons véri�er que

�
�u (t) ; �X (t)

�
=

8><>:
�
1; e�

1
2
+W (t)

�
si 0 � t � 1

2�
0; e�

1
4
+W( 12)

�
si

1

2
< t � 1

est une paire optimale de systèmes (3.10). Ensuite, nous présentons ce qui suit-l�ordre

du premier et du deuxième ordre équations de l�adjoint. Les équations du premier ordre

adjoint sont :

�dp (t) = �u (t) q (t) dt� q (t) dW (t) ;
1

2
� t � 1;

�p (1) = 2 �X (1) ;

et

�dp (t) = �u (t) q (t) dt� q (t) dW (t) ; 0 � t � 1

2
;

�p
�
1

2

�
= �2 �X

�
1

2

�
� p

�
1

2

+
�
:

Les équations de deuxième ordre adjoint sont :

�dP (t) = 2�u (t) (P (t) +Q (t)) dt�Q (t) dW (t) ;
1

2
� t � 1;

�P (1) = 2;

et

�dP (t) = 2�u (t) (P (t) +Q (t)) dt�Q (t) dW (t) ; 0 � t � 1

2
;

�p
�
1

2

�
= �2� p

�
1

2

+
�
:
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Les solutions des équations de premier et de second ordre adjoint sont comme suit :

(p (t) ; q (t)) =

8><>:
�
�2e

1
4
+W( 12); 0

� 1

2
� t � 1;

(0; 0) 0 < t � 1

2
;

et

(P (t) ; Q (t)) =

8><>:
(�2; 0) 1

2
� t � 1;

(0; 0) 0 < t � 1

2
:

Il est facile de véri�er que la paire de contrôle optimal
�
�u (:) ; �X (:)

�
satisfait aux.

3.4 Principe du maximum

Pour obtenir des conditions nécessaires d�optimalité, on dé�nit un contrôle u" (t) par la

perturbation suivante :

u" (t) =

8><>: �u (t) ; si t 2 [0; T ] nE";

u (t) ; si t 2 E";

où " > 0 et E" = [v; v + "] � [0; T ]�v =2 fhig1i=1�u (�) 2 U [0; T ] est n�importe quel contrôle

donnée: De toute évidence, u" (:) 2 U [0; T ] :

Lemme 3.4.1 Soient les hypothèses (H1)� (H3) prise et X" (�) est la solution d�équation

(3.1) dans le contrôle u" (�) et p (�) ; P (�) est les solutions des équations suivantes :

8>>>><>>>>:
dy1 (t) = bx

�
�X (t) ; �u (t)

�
y1 (t) dt+

�
�x
�
�X (t) ; �u (t)

�
y1 (t)

+ �
�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

��
dW (t) ;

y1 (0) = 0; t 2 [0; T ] ;
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et 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

dy2 (t) =

�
bx
�
�X (t) ; �u (t)

�
y2 (t) +

1

2
bxx
�
�X (t) ; �u (t)

�
(y1 (t))

2

+ b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
dt

+

�
�x
�
�X (t) ; �u (t)

�
y2 (t) +

1

2
�xx

�
�X (t) ; �u (t)

�
(y1 (t))

2

+
�
�x
�
�X (t) ; u" (t)

��
� �x

�
�X (t) ; �u (t)

�
y1 (t)

	
dW (t) ;

y2 (0) = 0; t 2 [0; T ] ;

puis 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

max
t2[0;T ]

E jy1 (t)j = O
�
"
1
2

�
;

max
t2[0;T ]

E jy2 (t)j = O (") ;

max
t2[0;T ]

E
��X" (t)� �X (t)� y1 (t)

�� = O (") ;

max
t2[0;T ]

E
��X" (t)� �X (t)� y1 (t)� y2 (t)

�� = o (") ;

(3.11)

et

J (u" (�)� J (�u (�))) (3.12)

= E
1P
i=1

�
� (fhig)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�

+

Z
(hi+1;hi)

�
y1 (s) + y2 (s)

�
d� (s)

�
+ E

1P
i=1

�
1

2
� (fhig ; fhig)

�
y1 (hi) y

1 (hi)
�

+

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

�
y1 (s) y1 (t)

�
d� (s; t)

�
+ E

Z T

0

�
fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
fxx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ f

�
�X (t) ; u" (t)

�
� f

�
�X (t) ; �u (t)

��
dt

+ o (") :
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Preuve. on suppose :

J (u" (�)� J (�u (�))) (3.13)

= E
�
g (X"

T )� g
�
�XT

�
+

TR
0

�
f (X" (t) ; u" (t))� f

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt

�
:

Par équation (3.11)�on a :

J (u" (t)� J (�u (t))) (3.14)

= E
�
Dg

�
�XT

� �
y1T + y

2
T

�
+
1

2
D2g

�
�XT

� �
y1T ; y

1
T

�
+

Z T

0

�
fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
fxx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ f

�
�X (t) ; u" (t)

�
� f

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt
�
+ o (") ;

puis par équation (3.3) et (3.4), nous avons :

Dg
�
�XT

� �
y1T + y

2
T

�
=

Z
[0;T ]

�
y1 (s) + y1 (s)

�
d� (s) ;

D2h
�
�XT

� �
y1T ; y

1
T

�
=

Z
[0;T ]�[0;T ]

y1 (s) y1 (t) d� (s; t) ;
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on pose que f� (fhig)g1i=1 et f� (fhig ; fhig)g
1
i=1 avec 0 = � � � < h2 < h1 = T contient tous

les points de saut de � et �: Ainsi par équation (3.14) peut être récrit sous la forme :

J (u" (�)� J (�u (�)))

= E
�
g (X"

T )� g
�
�XT

�
+

Z T

0

�
f (X" (t) ; u" (t))� f

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt

�
= E

1P
i=1

� (fhig)
�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�

+

Z
(hi+1;hi)

�
y1 (s) + y2 (s)

�
d� (s)

+ E
1P
i=1

�
1

2
� (fhig ; fhig) y1 (hi) y1 (hi)

+

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

�
y1 (s) y1 (t)

�
d� (s; t)

	

+ E
Z T

0

�
fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
fxx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ f

�
�X (t) ; u" (t)

�
� f

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt

+ o (") :
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3.4.1 Preuve du théorème

Preuve. Pour t 2 (hi+1; hi) ; l�application de la règle de la chaîne du di¤érentiel à

p (t) (y1 (t) + y2 (t)) ; et par hypothèse (H4) ; nous avons :

E
�
p (hi)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�
� p

�
h+i+1

� �
y1 (hi+1) + y

2 (hi+1)
��

(3.15)

= E
�
�� (fhig)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�
+ p

�
h+i
� �
y1 (hi) + y

2 (hi)
�

� p
�
h+i+1

� �
y1 (hi+1) + y

2 (hi+1)
�	

= E
Z hi

hi+1

��
y1 (t) + y2 (t)

�
�� (t) + fx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
p (t) bxx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+
1

2
q (t)�xx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ p (t)

�
b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
+ q (t)

�
�
�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

��	
dt:

Ajout de i sur le deux côtés de équation (3.15), il suit :

E
1X
i=1

�
(p (hi))

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�
� p

�
h+i+1

� �
y1 (hi+1) + y

2 (hi+1)
�	

= E
1X
i=1

�
�� (fhig)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�

+ p
�
h+i
� �
y1 (hi) + y

2 (hi)
�
� p

�
h+i+1

� �
y1 (hi+1) + y

2 (hi+1)
�	
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= E
1X
i=1

�
�� (fhig)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�	

= E
1X
i=1

Z hi

hi+1

��
y1 (t) + y2 (t)

�
�� (t)

+ fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
p (t) bxx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+
1

2
q (t)�xx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ p (t)

�
b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
+ q (t)

�
�
�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

��	
dt:

= E
Z T

0

��
y1 (t) + y2 (t)

�
�� (t) + fx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
p (t) bxx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+
1

2
q (t)�xx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ p (t)

�
b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
+ q (t)

�
�
�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

��	
dt:

Par conséquent :

E
1X
i=1

�
�� (fhig)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�	

(3.16)

= E
Z T

0

��
y1 (t) + y2 (t)

�
�� (t)

+ fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
p (t) bxx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+
1

2
q (t)�xx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ p (t)

�
b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
+ q (t)

�
�
�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

��	
dt:
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Maintenant, soient u (t) = u est une constant, et note que E" = [v; v + "] � [0; T ] :

Combinant les équations.(3.12) par (3.16) et notant l�optimalité des �u (:) ; nous obtenons :

0 � J (u" (�)� J (�u (�)))

= E
1X
i=1

�
� (fhig)

�
y1 (hi) + y

2 (hi)
�
+

Z
(hi+1;hi)

�
y1 (s) + y2 (s)

�
d� (s)

�
+ E

1X
i=1

�
1

2
� (fhig ; fhig) y1 (hi) y1 (hi) +

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

y1 (s) y1 (t) d� (s; t)

�
+ E

Z T

0

�
fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
fxx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ f

�
�X (t) ; u" (t)

�
� f

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt+ o (") :

= E
1X
i=1

�Z
(hi+1;hi)

�
y1 (s) + y2 (s)

�
d� (s)

�
+ E

1X
i=1

1

2
� (fhig ; fhig) y1 (hi) y1 (hi)

+

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

y1 (s) y1 (t) d� (s; t)

�
+ E

Z T

0

�
fx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
fxx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ f

�
�X (t) ; u" (t)

�
� f

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt+ o (") �

� E
Z T

0

��
y1 (t) + y2 (t)

�
�� (t) + fx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t) + y2 (t)

�
+
1

2
p (t) bxx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+
1

2
q (t)�xx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ p (t)

�
b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
+ q (t)

�
�
�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

��	
dt:
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= E
1X
i=1

�
1

2
� (fhig ; fhig) y1 (hi) y1 (hi)

+

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

y1 (s) y1 (t) d� (s; t)

�
+
1

2
fxx
�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ f

�
�X (t) ; u" (t)

�
� f

�
�X (t) ; �u (t)

�
dt

�
�
1

2
p (t) bxx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+
1

2
q (t)�xx

�
�X (t) ; �u (t)

� �
y1 (t)

�2
+ p (t)

�
b
�
�X (t) ; u" (t)

�
� b

�
�X (t) ; �u (t)

��
+ q (t)�

�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

�
�X (t) ; �u (t)

�	
dt+ o (") :

Rappelons que

H (x; u; p; q) = b (x; u) p+ � (x; u) q � f (x; u) ;

(x; u; p; q) 2 R� U � R� R:

Notons

�H (t) = H
�
�X (t) ; �u (t) ; p (t) ; q (t)

�
;

et

H" (t) = H
�
�X (t) ; u" (t) ; p (t) ; q (t)

�
;

donc

J (u" (�)� J (�u (�)))

= E
1X
i=1

�
1

2
� (fhig ; fhig) y1 (hi) y1 (hi)

+

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

y1 (s) y1 (t) d� (s; t)

�
�
Z T

0

�
1

2
�Hxx (t)

�
y1 (t)

�2
+H" (t)� �H (t)

�
dt

+ o (") :
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Similaires avec lemme, en appliquant la formule d�Itô à P (t) (y1 (t))2 sur (hi+1; hi) ; nous

avons :

E
1X
i=1

�
1

2
� (fhig ; fhig) y1 (hi) y1 (hi) +

Z
(hi+1;hi)�(hi+1;hi)

�
y1 (t)

�2
d� (s; t)

�
=
1

2
E
Z T

0

h
�P (t)�

�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

��
�X (t) ; �u (t)

��2
+Hxx (t)

�
y1 (t)

�2i
+ o (") :

Alors, nous obtenons :

0 � E
Z T

0

�
H" (t)� �H (t) +

1

2
P (t)�

�
�X (t) ; u" (t)

�
� �

��
�X (t) ; �u (t)

��2�
dt:
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-dessous.

(
;F ;P) Espace de probabilité.

(
;F ; (Ft)t�0;P) Espace de probabilité �ltré.

W Mouvement Brownien.

EDS Èquation di¤érentielle stochastique.

EDSR Èquation di¤érentielle stochastique rétrograde.

B
�
Rd
�

Tribu Borélienne sur Rd:

b Drift ou la dérive.

� Terme de di¤usion.

J(�) Fonction de coût

U Ensemble des contrôles admissibles.

�u Contrôle optimal.

u" Contrôle perturbé.

H(t;X; u; p; q; ) Hamiltonien.

min Minimum.

lim Limite.
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