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Introduction

Les Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été introduites en
1973 par J.M. Bismut dans le cas ot f est linéaire par rapport aux variables Y et Z. 1l a
fallu attendre le début des années 1990 et le travail de E.Pardoux et S. Peng [5] pour avoir
le premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas ol f n’est pas linéaire.

De nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours a la théorie des
EDSR il m’est impossible de tous les citer. Néanmoins, signalons les travaux de E. Pardoux
et S.Peng [5],[6],[7] et I'article de N. El Karoui, S. Peng et M.-C. Quenezction [4]

Donnons nous un mouvement Brownien W, k—dimensionnel défini sur un espace proba-
bilisé complet (€2, F, P) dont la filtration naturelle augmentée est notée (F¢):cfo,77-
Imaginons & présent que 'on souhaite résoudre I’équation différentielle suivante :

dY,=—f(t,Y)dt  Vte[0,T], (1.1)

Yr=¢

ou £ est une variable aléatoire Fr—mesurable, c’est-a-dire une variable aléatoire connue
a l'instant T'. Le temps T est aussi parfois appelé horizon. Supposons pour simplifier que
f =0, le probléeme (1.1) devient alors

dY; =0 vVt €10, 7] (1.2)

Yr=¢

Un candidat solution & ce probleme est alors Y; = ¢, Vt € [0, T]. Cependant, si nous

demandons a la solution de ne pas dépendre du futur, c’est-a-dire d’étre adapté a la
filtration générée par le mouvement brownien (F;)ico,r), alors la solution proposée ne
convient pas. Un moyen naturel de rendre adapté £ sans changer sa valeur terminale

est de considérer son espérance conditionnelle par rapport & la filtration du mouvement
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brownien. Un nouveau candidat solution est alors Y; = F(£|F;). Comme ce terme n’est
a priori pas différentiable en temps au sens usuel, nous utilisons le théoréme de représentation
des martingales browniennes pour faire apparaitre une intégrale stochastique. Y;
étant une martingale brownienne, il existe un processus Z adapté et de carré intégrable
tel que, pour tout 0 <t < T':
Y, = B(&) + [y Z,dW..
En différenciant la relation précédente il apparait que Y; = E(£|F;) résout ’équation
suivante :
dY; = Z,dW, Vit € [0,T] (1.3)
Yr=¢
Manifestement, la structure de 1’équation initiale (1.2) a été modifiée, faisant apparaitre
un nouveau terme ZtdWt qui permet de rendre adaptée la solution. Revenons a présent
au probléme initial (1.1), comme nous introduisons un terme supplémentaire Z dans
I’équation, il est naturel d’autoriser la fonction f a dépendre de Z ce qui nous conduit
au probléme :
dY, = —f(t,Y,, Zy)dt + Z,dW, ¥t € [0,T)] (1.4)
Yr=¢
ou encore en utilisant la formulation intégrale rétrograde faisant apparaitre la condition
terminale :
Yi=€+ [ f(s,Ys Z)ds — [ Z,aw, (1.5)
Les données de cette équation sont, d’une part la condition terminale & qui est une variable
aléatoire Fr —mesurable a valeur dans R et d’autre part le générateur f qui
est une fonction Q x [0,7] x R™ x R™* — R™ mesurable par rapport aux tribus P ®
B(R™) ® B(R™F)et B(R™), oil P est la tribu des événements prévisibles. L’inconnu
d’une telle équation est le couple de processus (Y3, Z)ico,r) & valeur dans R™ x Rm*k
Dans ce qui suit , nous allons présenter une bréve des ce mémoire
Au début du premier chapitre constitue une Introduction aux Rappels de Calculs Stochas-

tique for exemple ( théoréme de représentation des martingales par une intégrale stochastique)



Introduction

dans la suite le deuxiéme chapitre on donne une démonstration détaillée des principaux résl-
tats de la théorie des Equations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) on s’intéresse
en particulier au résultats d’existence et d’unicité de Pardoux—Peng ainsi que des différents

tchnique de calcul et EDSR linéaire



Chapitre 1

RAPPELS DE CALCUL
STOCHASTIQUE

1.1 GénéraliTés

1.1.1 Définitions.

Ici(2, F, P) est un espace de probabilité

Défintion (processus stochastique)

Soit T' un ensemble. On appelle processus stochastique indexé par 7' et & valeurs dans R?
une famille (X;);cr d’applications mesurables de (€2, F) Dans (R¢, B(R?)) ; pour tout ¢ € T,

X; est une variable aléatoire.

Défintion (filtration)

Une filtration F= (F,,),en sur espace (€2, F, P) est une famille croissante de sous-tribus
de
FiFoCFiCFp-CCF



Chapitre 1. RAPPELS DE CALCUL STOCHASTIQUE

Défintion (adapté)

Une processus X =(X,,)nen est dite adapté par rapport & F = (F,,)nen Si pour tout n € N
, X, est F,, -mesurable

Il est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport ‘a sa filtration naturelle.

Défintion (temp d’arrét)

Soit F = (F,)nen une filtration de F un temp d’arrét pour F est une variable aléatoire T’
a valeurs dans N U {+oo}vérifiant : {T' > n } € F, pour tout n € N.

Soit T' un F-temps d’arrét ensemble Fr = {A € F :¥n >0, AN{T < n} € F,}.

Défintion (modificationetindistinguables)

Soient (X; ),54 et (1), deux processus stochastique définie sur méme espace (2, F, P), X
est une modification de Y si, pour tout ¢ :
Vt>0,P(X;=Y,)=1P—p.s.
X et Y sont indistinguables si, P — p.s., les trajectoires de X et de Y sont les mémes
c’est a dire

P(X; =Y, Vt >0) =1.P —p.s.

Défintion (progressivement mesurable)

Un processus X est progressivement mesurable par rapport a {}—t}tzo si, pour tout
t > 0, I'application (t,w) — X;(w) de [0,#] x Q dans R? est mesurable par rapport & aux
tribus B([0,t]) ® F;
et .B(RY)

Proposition

Soit T" un temps d’arrét . Si X est progressivement mesurable , le processus arrété

XT défini par XI' = X 7, est progressivement mesurable
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Définition (variation)

Un processus V' = (V;,t > 0) est dit a variation bornée sur [0, ¢] si
sup ), Vi1 — Vi | < K
ti
Un processus V' = (V;,t > 0) est dit a variation fini sur [0, ¢] si

sup Y, | Vi1 — Vi | < o0
t;

1.1.2 Mouvement Brownien Standard
Défintion (mouvement brownien (MB))

Un processus stochastique {B;,t > 0} est appellé un mouvement brownien (MB)
s’il satisfait les conditions suivantes :
i) By=0
i) 0<t; < ty --- <t les accroissements : By, —B;, ,, B, , — By, , -, By, — By, By , sont
des V.a indépendants
iii) si 0 < s < ¢ 'accroisement B; — B, admet ne distribution normale A (0,¢ — s)

iv) (B:)i>0= est a trajectoire continues

Proposition

. Soit W un MB standard.

1. pour tout s > 0, {B;1s — Bs}i>0 est un MB indépendant de 0{B,,u < s};
2. —B est aussi un MB;

3. pour tout ¢ > 0, {cW, /e }4>0 est un MB;

4. le processus d“efini par Xy = 0 et X; = tW;;, est un MB.

5.B; est un processus gaussien i.e pour tout n et tous 0 <ty <t;--- <t,

(Byy, By, - - +By,) est un vecteur gaussien .

Proposition

1) By est MB et seulment si c’est un processus gaussien centré de covariance
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Cov (B, B;) =t A s =min(s,t)
2) le MB standard (Bt)tzo est une martingale par rapport & sa filtration naturelle

.7:13 = (5<Bt78 S t)

1.1.3 Martingale

Soit (2, F,F = (Fy)n>0, P) un espace de probabilité filtré et X = (X,,), .y un processus

stochastique définie sur set espace :

Défintion (martingale)

Le processus X est une :
1) F—martingale si les trois conditions suivants sont vérifiés :
a) le processus X est F—adapté ( soit X,, F,-mesurable)
b) X ,, est intégrable pour tout n € N (ie : Vn € N, E|X,,| < +00)
c) E [ X,11/F,] = X, pour tout n
2) F-sous martingale si elle vérifie a et b et F [X,,11/F,] > X,
)

3) F—sur martingale si elle vérifie a et b et F [X,11/F,] < X,

exemple

Soit Z une V.a.r intégrable la suit (X,,),>o définie par X,, = £ [Z/F,] est un F—martingale.
a) Il claire que X,, et F,,—mesurable pour tout n € N
b) E|Xy| = E[|E[Z/Fo]ll < E[E[|Z] [ Fa]l = E]Z] < o0
c) E(Xyw1/Fn)=EE [Z |Fonal/Fu | =FE[Z |F) =X ,car F, C Frpa.

Théoréme d’arrét de Doob

Si X est une martingale et si 0 et T sont deux

temps d’arrét bornés tels que 9 < T, alors, E(Xr|Fy) = X9 Pp.s.
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théoréme Inégalité de doob

Si X une martingale continue . Alors

E[sup |Xt|2} <4sup K [|Xt|2]
te[0,T] te[0,7

Définition (martingale locale)

Soit X un processus F—adapté, a trajectoires continues a droite. On dit que X est
une martingale locale s’il existe une suite croissante de temps d’arrét {T,},>1 telle que

lirf T, = +00.P — p.s et, pour tout n, X7, 1,, > 0 est une martingale.

Définition (semi-martingale continue)

Un processus X est une (F,),,-semi martingale continue si X peut s’écrire X = Xo+M+A
avec Xo une V.a Fp—mesurable ,M une (F,),., —martingale locale continue et A un processus
continue (F,),5, —adapté et & variation finie.

Théoréme (Inégalités de Burkholder—Davis—Gundy).
Soit p €]0, oco[. 11 existe deux constantes ¢, et C), telles que, pour toute martingale locale
continue X, nulle en zéro,
6B (X, X)2?] < Blsupocisr | X < G, B [(X, X)2] .
Remarque.
En particulier, si T' > 0,
6B [(X, X)?] < Blsupocisr |Xi) < G, B [(X, X032
Théoréme

Soit X une martingale locale continue. Il existe un unique processus croissant et

continu, (X, X) nul en 0, tel que X? — (X, X) soit une martingale locale.
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théoréme (représentation des martingale)

Soit (2, F,F = (Fy)n>0, P) un espace de probabilité filtré et (W;),, ., est un MB standard
soit M; une martingale continue de carré intégrable F—adapté. Alors il un processus unique
adapté Z; tq :

E(foT Z%ds) < oo,
et pour tout t € [0,7] :
M, = My + [, Z,dW, , P —p.s

1.1.4 Intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement Brownien B sur cet espace. On désigne
par

Fi = 0(Bs, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.
Définition
On veut généraliser 'intégrale de Wiener et définir fg 0,d B, pour des processus stochastiques
6.
Propriétés
On note A I'ensemble L7, (Q x R*) des processus 6 adaptés caglad vérfiant E( [ 62 (w) ds) <

oo; Vi

Linéarité Soit a et b des constantes et ("; i = 1; 2) deux processus de A. On a :

[ (B! +b6%) dBs = a [, 0dBs + b [ 0>dBs

Propriétés de martingale

Proposition Soit M, = fot 0,d B,
ouf el

a) Le processus M est une martingale a trajectoires continues
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b) Soit
2
Ny = (Jy 0:dB,)" — [y 0%ds

Le processus (IVy;t > 0) est une martingale.

Démonstration : Toutes ces propriétés se démontrent pour des processus étagés, puis
pour les
processus de A par passage a la limite.
La propriété de martingale s’écrit
E |y 0udBu/F| = [3 0.dB, ¥t = s,

ou

E|[!0.dB./F,| =0
et implique en particulier que
E|[!6,4B,] =0
La propriété b) équivaut a
E {( I HudBu>2 /FS] — B[/ 02du/F,|.
Si 'on veut définir M; pour ¢t < T', il suffit de demander que 0 € L*(Q x [0;T]), c’est a dire
E [ fOT H?dt} < oo et que 6 soit adapté. Sous cette condition, (My;t < T') est encore une

martingale

1.1.5 processus d’Ito et formule d’It6
processus d’Ito

un processus X = {X; :0<t¢ < T} a valeurs dans R tel que :
Xy = Xo+ [, Kyds + [y HydW,
K={K;:0<t< T}et H={H;:0<t< T} sont des processus adaptés a la
filltration {F,}, satisfaisant fOT |K,|ds < oo et fOT |H,|*ds < oo
écrit sous sa forme différentielle, le processus d’Ité devient

dXt - X() ‘I‘ tht + thWt

10
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formule d’It6

1) Soit X, un processus d’'Ité et f : R — R, une fonction dont les deux premiéres dérivées
existent et sont continues. Alors VO <t < T
F(X0) = f(Xo0) + fy e (X dX.+ 3 fy 55 (X d(X),

= F(Xo) + fy 4 (X0) HadW, + f) (2 (X,) K, + S5 (X,) 1) ds

2) Soit X, un processus d’Ito, c’est-a-dire que dX; = K,dt + HidWyet f: R x [0,00] — R,
une fonction dont les dérivées partielles
premiéres et deuxiémes existent et sont continues. Alors V0 <t < T
F(Xit) = F(Xo0,0) + [ (X, 8)dX, + [7 4 (X, 8)ds + L [7 EF (X, 5)d (X)

= F(Xo, 0)-+ fi 4 (X, 5) HodWit fy (2 (X, ) I+ 4 (X, 5) + S 55 (X, ) 1) ds

s

Remarque.

Premiérement, notons que si £ [fOT |H,|? ds} < 0o alors le processus M = {M;:0<t<T}

ou M; = fot |Hy| dws est une (F;)—martingale.

proposition (Formule d’intégration par partie)

Soit By MB reél standard (X;),<,<p (Y2)g<,cp deux processus d’Ito
dX; = Kydt + HidB, Xy = X (0)
dY, = K,dt + H;dB; Yy = Y (0)
Alors
XYy = XoYo + [ X dYs + [o Yed X, + (X,Y), tel que (X,Y), = [ H,H.ds
ou

dX.Y; = X,dY; + Y,dX, + [, H,H.ds

lemme de Gronwal

Soient et y : [a,b] — R, deux fonction continues vérifiant
¢ >0/t € [a,b],y(t) < c+ [y W(s)y(s)ds
Alors

11
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Vtela,b],y(t) <cB(f, ¥(s)ds)

Théoréme de Girsanov

Soit (kt)o<t< un processus progressivement mesurable, & valeurs dans R? tel que P — p.s.
fOT |ks|2ds < 400. On suppose que le processus (D;)o<;<7 défini par :
Dy = exp ( fy ke dW, = § [} [k Pdr)
est une martingale. Soit P* la mesure de densité Dy par rapport & P sur Fr . Introduisons

le processus By = W, — fg ksds. Alors, sous la probabilité P* , B est un MB standard

12



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR)

2.1 Présentation du probléme.

Soient (€2, F, (F;)i>0, P) un espace probabilisé filtré et V.a & mesurable par rapport a F7 On

voudrait résoudre 1’équation différentielle suivante :

=I¥t — f(Y}), t € [0,T], avec , Yy = &,
en imposant que, pour tout instant ¢,Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est & dire que le
processus Y soit adapté par rapport a la filtration {F; }+>o. Prenons I’exemple le plus simple a
savoir f = 0. Le candidat naturel est Yt = £ qui n’est pas adapté si £ n’est pas déterministe.
La meilleure approximation — disons dans L? — adaptée est la martingale Y; = F(£|F;). Si on
travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien, le théoréme de représentation
des martingales browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et
adapté tel que :
Y, = B(EF) = E[§) + f, ZdW..
Un calcul élémentaire montre alors que
Y, =&~ [ ZpdW,, i.e. —dY; = —ZtdW,, avec, Yy = €.

On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le processus

Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.Par conséquent, comme une seconde

13
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variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité, on permet a f de dépendre du
processus Z ; ’équation devient donc :

—dY, = f(t,Y,, Z,)dt — Z,dW,,avec, Yy = &

2.2 Notations

On se donne (92, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement brownien d—
dimensionnel sur cet espace. On notera {F; };>¢ la filtration naturelle du mouvement brownien
W. On travaillera avec deux espaces de processus :

On notera tout d’abord S?(IR¥) 'espace vectoriel formé des processus Y , progressivement
mesurables, & valeurs dans R¥ :

VI = B | s, ] < oc

0<t<T

et S%(R*) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus indistinguables
seront toujours identifiés et nous garderons les mémes notations pour les espaces quotients.et
ensuite M?(R**9) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs
dans R¥*4

1213 = B [ fy 127 at] < oo
ou si z € R4 ||Iz||> = tr(zz*).M2?(R¥*?) désigne l'ensemble des classes d’équivalence de
M?(RF*4), RF et R¥*? seront souvent omis; les espaces S?, S? et M? sont des espaces de
Banach pour les normes définies précédemment. Nous désignerons B? I’espace de Banach
S2(R¥) x M?(R**4). Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous nous donnons
une application aléatoire f définie sur [0,7] x Q x R* x R¥*4 3 valeurs dans R telle que,
pour tout (y,z) € R* x R¥4 le processus {f(t,y,2) }o<i<r Soit progressivement mesurable.
On considére également une variable aléatoire , mesurable par rapport a Fr et ‘a valeurs
dans R*.Dans ce contexte, on veut résoudre I’équation différentielle stochastique rétrograde
(EDSR) suivante :

—dY; = f(t:Ym Zt)dt - thWt, 0<t<T, Yr= Ca

sous forme intégrale

Y, —Yr= [ f(r,Y,, Z)dt — [ ZdW, 0<t<T

14
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si Ypr = (,donc
Yi=C+ [ fr Yy, Z)dt — [ Zdw, 0<t<T (1)
La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR et la condition terminale. Sans plus tarder

précisons ce que 'on entend par solution de 'EDSR (1).

Définition

Une solution de 'EDSR (1) est un couple de processus {(Y;, Z;) fo<t<r vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R et R¥*9,

2.P.p.s:

JEF Y 20+ 1 22 dr < o0
3. Pp.sona:

Y: :£+LTf(T’K7ZT)dT_LTZTdWT .
Remarque.

Il est important de retenir les deux points suivants tout d’abord les intégrales de 1’équation
(1) étant bien définies, Y est une semi-martingale continue; ensuite comme le processus
Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Y, est une quantité
déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer, que

sous une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y € S2.

Proposition (2.1)

Supposons qu'il existe un processus { f; }o<i<7 positif appartenant & M?(R) et une constante
positive A tels que
Yty 2) € [0,T] x R x R |£(t,,2)] < f + Myl + ||2]).
Si {(Y;, Z;)}o<t<r est une solution de PEDSR (1) telle que Z appartient a M alors Y

appartient a S>

15
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Démonstration.

Yy est déterministe. En effet, on a, pour tout ¢ € [0,77,
Yo=Yy~ [y f(r,Ye, Z,)dr+ [ ZdW,,

utilisant ’hypothese sur f :

Vil < Yol = Ji (F 4 A Z2l)ydr o+ sup |[3 Zed Wi | 4+ Vil dr
posons :
=1Vl = Jy (fe 4 AN Z ) dr 4 sup | [ Zaw,
0<I<T
par suit :

Vil < ¢+ fgvaldr
Si Z € M? d’aprés I'inégalité de doob ona
2
| <0 (1]

le troisiéme terme est de carré intégrable ; il en est de méme pour { f; }o<i<7 , et Yo est déter-

E { sup ‘ I z,aw,

0<t<T

ministe donc de carré intégrable; il s’en suit ( est une variable aléatoire de carré intégrable.
Y étant un processus continue le lemme de Gronwall fournit 1'inégalité :

sup Y| < Cexp(AT)

0<t<T
qui montre que Y appartient a S2.

Lemme (2.1)

Soient Y € S?(RF) et Z € M?(RF*?), Alors{fot Y Z,dWs, t € [O,T]}est une martingale

uniformément intégrable.

Démonstration

En appliquant I'inégalités BDG :
T v (2 2 .\ /2
E | sup <CE|(J WP 12 ar)

0<t<T
1/2
<cr | s Wl (17 12174r) "
0<t<T

et par suit en appliquant linégalité : ab < a?/2 + b*/2

}saQﬂwpmﬂ+EuﬂaWM)

0<t<T

[y Y, Z,dw,

E { sup | [ Vo Z,dW,

0<t<T
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2.3 Pardoux—Peng (existence et d’unicité)

Nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité quisera généralisé au
chapitre suivant. Ce résultat est du a E. Pardoux et S. Peng [5] c’est le premier résultat
d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas ou le générateur est non-linéaire.

Rappelons pour f est définie sur [0,7] x Q x R* x R¥*4 4 valeurs dans R :

pour tout (y,z) € R¥ x RF¥*? et {f(t,y,2) }o<t<r processus progressivement mesurable On
considére ¢ une variable aléatoire, Fr —mesurable, & valeurs dans R* allons travailler sur les
hypothéses (L) Il existe une constante positive A telle que P — p.s.
1) f uniformément lipshitzienne en (y; 2) : pour tout ¢,1,y , 2, 2’

[ty 2) = flty, 2)
2)condition d’intégrabilité : et f (r,0,0) carré intégrable :

E 6P + Jy 1 (R.0,0)P] < o0

<Ay =yl +[l===1))

Nous montrons a présent le théoréme de Pardoux et Peng
Nous commencons par un cas trés simple, celui ou f ne dépend ni de y et z i.e. on se donne &
de carré intégrable (£ € L?) et un processus {F; }o<;<r dans M?(R¥) et on veut trouver une
solution de 'EDSR

Yi=C+ [T Edt— [ Zdw, 0<t<T (2)

Lemme(3.1)

Solent ¢ de carré intégrable (€ € L*(Fr)) et un processus { F} }o<i<r dans M?(RF). L’EDSR

(2) posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?2.

Démonstration.

Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M?2. Si on
prend l'espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement
Yi=E ¢+ J] Fr/7)]
On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z, comme F' est

progressivement mesurable,
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fg F.dr est un processus adapté a la filtration {F}}.cjo,r) , en fait dans S? puisque F est de
carré intégrable.
On a alors, pour tout t € [0, 7T,
Yi= B¢+ [ Fdr/F] - [y Fudr = M, - [y Fudr
si M, =F [5 + ftT F.dr/ ]:t] est une martingale brownienne ; via le théoréme (représentation
des martingales browniennes )
on construit un processus Z appartenant a M? :
Yi= My = [y Fudr = (My + [y Z:dW, ) = [3 Fodr
On vérifie facilement que (Y,Z) ainsi construit est une solution de 'EDSR étudiée puisque
comme Yy =&
Yi— Yr =Y, = &= Mo+ fy Z:dW, = [y Fudr — (Mo + J) Z,dW, — )| Fyar)
= [ Fdr — [ Z.dw,
L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?.Nous montrons & présent le théo-

réme de Pardoux et Peng

Théoréme(3.1)

Théoréme Pardoux—Peng 90 [5] Sous I’hypothése (L).JEDSR (1) posséde une unique
solution

(Y, Z) telle que Z € M?.

Démonstration.

En appliquant théoréme de point fixe sur 'espace de Banach B2 = S?(IR*) x M? (RkXd) en
construisant une application ¥de B? dans lui-méme de sorte que le couple (Y, Z) € B2 soit
une solution de 'EDSR (1) si et seulement si est un point fixe de ¥. Pour chaque (U, V) € B2,
on définit (Y, Z) = ¥(U, V) comme étant la solution de 'EDSR :

Yi=¢+ [ f(r,U, V) dr — [ Z.dW, 0<t<T
Cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B2. En effet, posons F, =

f(r,U,,V,). Ce processus appartient a M? puisque,f étant Lipschitz,
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[E2] < [f(r,0,0)[ + AU+ A V2]
et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, en appliquant le lemme
(3.1) pour obtenir une unique solution(Y,”7) telle que Z € M?2.(Y,Z) appartient a B? :
I'intégrabilité de Z est obtenue par construction et, daprés la Proposition (2.1), Y € 52 .ce
qui implique L’application ¥de B? dans lui-méme est donc bien définie.pour tout (U, V) et
(U;,V;) deux éléments de B2 et Y, 2)=V(U, V), (Y, Z)=wU, V).
Notonsy=Y —Y et z2=2— 2. On a,y, =0et
dy, = = {f(t,U;, Vi) = f(t,U;, V) } dt + zdW,
On applique la formule de Tt6 & e*|y;|? pour obtenir :
d (e|y|?) = ae|y,[*dt — 2e'y, - {f(ta U, Vi) — f(t, Ut/v th)} dt + 2y, - 2 dWy + e ||Zt||2 dt
Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient
e y|? + ftT e || Z, )P drr = ftT e (—alyl® + 2y, - { f(r, U, Vr) — f(r,Ur' , Vi) }) dr
— ftT 2e*"y,. + 2. dW,
et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U et V — V' respectivement
Nyl + [, e | Z:AP dr < [, e (—alye? 4+ 20 [y [ur] + 2X [y | [[or]]) dr
- ftT 2e*"y,. + 2. dW,
Pour tout € > 0, on applique 2ab < ‘18—2 + eb?, donc, 'inégalité précédente donne
eyl + [ e 12,07 dr < [ e (—aly|? + QL g fu, [P 4 QLD oo, ) dr
- ftT 2e*"y,. - 2. dW,
- ftT e (—a+ 2% /e) |y,n|2 dr — ftT 2e"y, - 2. dW,
+e [T e (Jug* + o, |)?) dr
et prenant o = 2)\%/e on a, notant R, = 5ftT e (Ju, [ + ||v,|°) dr
Vt € [0,T], e |y]® + ftT er ||Z1n||2 dr < R. — ftT 2e"y,. + z.dW, (3)
Daprés le Lemme (2.1), la martingale locale { fOT ey, - zrdW,.} est en réalité une martingale
nulle en 0 puisque YY" appartiennent & S? et Z, Z' appartiennent & M2 prenant I’espérance,il
vient pour t = 0,
E[f) e 12,2dr| < B[R (4)

Revenant a l'inégalité (3), les inégalités BDG fournissent — avec C' universelle —,
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1
E [ sup eo‘t]yt|21 <FE|[R.]+CFE [(fOT eor ]yrﬁ . Hzr|]2dr) }

0<t<T
1

T ar 2 2

ul (e el ar)|

<FE[R]+CE [ sup e

0<t<T

puis, comme ab < a?/2 + b%/2,
E [ sup eat|yt|2} < E[R]+ %E { sup e |yt|2} + %2E [fOT er ||ZT||2dT}
0<t<T 0<t<T
Prenant en considération I'inégalité (4), on obtient finalement
B| s el + ) e 12| < 3+ 0 IR
0<t<T
et par suite, revenant & la définition de R,
E [ sup e |y, |* + fOT e || Z, )P dr} <e(B+C*(1VTE [ sup e |u|* + fOT e |v.|)? dr] :
0<t<T 0<t<T
Prenons ¢ tel que €(3+C?)(1VT) = 1/2, de sorte que I'application West alors une contraction
stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme )
e T ar 2 >
0.V, = | s 0+ J7 e ) o]
0<t<T
qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.
Wposséde donc un unique point fixe, ce qui assure 'existence et 'unicité d’une solution de
I'EDSR (1) dans B2.
On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition (2.1)

implique

qu'un telle solution appartient & B2.

Remarque.

Set partir de maintenant et sans plus insister, ’expression « la solution de ’'EDSR »

signifiera la solution de 'EDSR vérifiant Z appartienta M2

Le role de Z

Le role de Z, plus précisément celui du terme ftT ZrdWr est de rendre le processus Y

adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul
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Proposition(3.1)

Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR (1) et soit 7 un temps d’arrét majoré par 7' On suppose,outre
I'hypothése (L), que est F,—mesurable et que f(¢,y,2) = 0 des que t > 7.

Alors Y, =Y\, et Z, =0sit > 71

Démonstration

on aP.p.s
Yi=¢+ [Lf(rnYe, Z)dr — [ Z,dW,  0<t<T
pour t =7 , comme f(t,y,z) =0 d‘es que t> 7
Y, =¢+ [1f(r, Y, Z)dr — [T Z,dW, =& — [T Z.dW,
Il vient alors Y, = E(£|F,) = £ et par suite fTT Z dW, =0 :
E {(ff’ ZrdWT>21 —F [ff’ ||ZT\|2dr] =0
et finalement que Z,1,>, = 0.1l s’en suit immédiatement que, si t , Y; = Y, puisque :
Yo =&+ [T f(r Yo, Z)dr — [1 Z,dW, =Y,
Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de

I’ “equation diff “erentielle

G=fEY,0 Yr=¢

dt

2.4 Une estimation a priori

Premiére estimation sur les EDSR : il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution
de 'EDSR par rapport aux données qui sont & et le processus { f(t,0,0) }o<t<r . Cette étude

sera reprise au chapitre suivant :

Proposition(4.1)

Supposons que (&, f) vérifie (L). Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR (1) telle queZ € M?>.

Alors, il existe une constante C, universelle telle que pour tout 8 si 8 > 1+ 2\ + 2\? :

£ | sup exp(B)Yi + [ exp(8) |2, dt] < OB [exp(BT)E[? + [, exp(Bt) |(,0,0) " at] .
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Démonstration.

On applique la formule de Tt6 a e exp(St)|Yt|* :
exp(B8)| i+ [, exp(Bt) | Z:])* dr = exp(BT) €[+, exp(Br) (= exp(Br)|Y;[* + 2, f(r, Y, Z,)) dr—
Ji 2exp(Br)Y, Z,dW,
Comme f est A—Lipschitz on a pour tout (¢, vy, 2)
2y f(t,y,z) < 2|yl |f(t,0,0) + 2X [y|* + 2A|y| |12

et donc utilisant le fait que 2ab < ea? + b*/e pour € = 1 puis 2

29 (t,9,2) < (14 22+ 203) [yl + |7(1,0,0)* + 15
Pour 3 > 1+ 2\ + 2)? et pour tout ¢ € [0, 7] on obtient :
exp(BH)|Vi2+1 [ exp(8r) | Z,|° dr < exp(BT)|€*+ ) exp(r) | f(r,0,0)]* dr—2 [ exp(6r)Y, Z,dW,
(5)
La martingale locale {f(f exp(6r)Y, Z,.dW,,t € |0, T}} est une martingale (Lemme (2.1)) en
particulier prenant I’espérance on obtient facilement pourt = 0
E | exp(@r) | 2| dr| < 2B [exp(8T)g + [, exp(3r) | £(r,0,0)[ dr |

Revenant a 'inégalité (5), les inégalités BDG fournissent :

E {0% exp(ﬁtm?} < E [exp(BT)IEP + [ exp(Br) |£(r,0,0) dr| +CE [(IOT exp(20r) [V, " 1 Z, | dr
si o

CE {(foT exp(26r) |V, * || Z,||” dr)Q} < CE [ sup exp(24)]Yy| (foT exp(Br) ||Zr\|2d7‘> 2}

0<t<T

<38 | sup exp(B0IVl| + S 1) exo(on) 12

0<t<T
alors
B | sup. exp(ﬁtmﬂ < 28 [exp(BT)|E* + Jy exp(Br) |f(r,0,0) dr|+C2E | [ exp(8r) | 2, dr|

et finalement on obtient

E | sup exp(Bt)|Yi[? + [, exp(Sr) HZrH2dr] <2(2+C*E [exp(ﬁT)\f]Q—l— Ji exp(Br) | f<r,o,0)\2dr}

lo<t<T
ce qui termine la preuve de la proposition prenant C, = 2 (2 + C5)
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2.5 Théoréme de comparaison.

2.5.1 EDSR linéaires

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour
lesquelles nous allons donner une formule plus ou moins explicite.
On se place dans le cas k = 1; Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1 x d c’est a

dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition(5.1)

Soit {(ar, b¢) }rejor) un processus a valeurs dans R x R?, progressivement mesurable
et borné. Soient {c; }iepo 7 un élément de M?*(R) et & une variable aléatoire, Fr—mesurable,
de carré intégrable, a valeurs réelles.

LEDSR linéaire

Y, =¢+ j;T {a,Y, + Z,b, + ¢, } dr + ftT 2, dW,.,
Une unique solution qui vérifie V¢ € [0,7]] :
Y, =T, 'E [ng + [T cTFTdr/]-"t}
avec pour tout ¢t € [0,7] :
Ty = exp (o bydWy = 3 [y b 2dr + f; apdr)

Démonstration

Remarquer que le processus I vérifie :
dly = Ty (a.dt + bydWy) [hy=1,
D’autre part, comme b est borné, I'inégalité de Doob montre que I' € S2.
De plus les hypothéses cette proposition assure l'existence d’une unique solution (Y, Z)a
I’EDSR linéaire; il suffit de poser
f(t,y,2) = ay + 2b; + ¢; et de vérifier que (L) est satisfaite.Y € S? .
La formule d’intégration par parties donne :

dlY, = TvdY, + Y, dUy + d (1Y) = —Tyedt + Ty 2, dWy + T Yiby dW,
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ce qui montre que le processus I';Y; + fg ['.c.dr est une martingale locale qui est en fait
une
martingale car ¢ appartienta M? et I', Y sont dans S2.
D, + fy Dycydr = B [Dr¥y + [} Tyendr /7

ce qui donne la formule annoncée.

Remarque

Notons que si £ > 0 et ¢; > 0 alors la solution de 'EDSR linéaire vérifie Y; > 0.
Cette remarque va nous permettre d’obtenir le théoréme de comparaison au paragraphe
suivant.
Pour illustrer ce résultat prenons le cas ou a et ¢ sont nuls..
On a alors :
Yi=E {5 exp ( [ bpedW, — L [T b 2dr + [ ardr> /]—“t] — E*[¢/F)
ou P* est la mesure de densité par rapport a P
Ly = exp (f bedW, = 4 [ b, Pdr + [ a,r)
Une autre fagon de voir cela, plus dans ’esprit « probabilité risque neutre », est de regarder
I’EDSR sous P* . En effet, sous P *,B, = W, — j;T b.dr est un MB- c’est le théoréme de
Girsanov(pagell)
Or I'équation peut s’écrire
—dY;, = Zibydt — Z,dW, = —Z,;d By, Yr=¢
Donc sous P* , Y est une martingale, ce qui montre aussi la formule.On retrouve ainsi les

changements de mesures de probabilité du type « transformation de Girsanov »

2.5.2 théoréme de comparaison

cette théoréme de comparaison qui permet de comparer les solutions de deux EDSR, (dans
R) des que I'on sait comparer les conditions terminales et les générateurs. Ce théoréme (5.1)

est dii & l'origine a S. Peng [6].
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Théoréme(5.1)

Supposons que k = 1 et (&, f), (¢, f') vérifient 'hypothése (L).
Notons (Y, Z) et (Y',Z') les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également
que P — p.s.
£< & et que f(t,Y,,Z,) < f(t,Y;, Z,), m® P — p.p. (m mesure de Lebesgue). Alors :
Y, <Y/ vt € 10,7 P—p.s
Si de plus, Yy = Yy, alors P —p.s., Y, =Y, ,0 <t <Tet f(t,Y,,Z,) = f(t,Ys, Z) m®
P — p.p. En particulier, des que P(¢ < €') > 0 ou f(t,Y;, Z,) < f (t,Y;, Z;) sur un ensemble

dem ® P—mesure strictement positive alors Y, < Yj.

Démonstration.

La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se ramener aux EDSR

linéaires. On cherche une équation satisfaite par U =Y —Y ; on a notant V = Z — Z et
(=¢-¢

Ur=C+ J, (F(6Y 2 = £ Y0, Z0) dr = [ V,dW,
On découpe 'accroissement des f en trois morceaux en écrivant
FYL2) = fnY, Z) = [ (LY, Z) + [ (Y Z) = [ (LY, Z,) + f (r, Y0, Z0)
—f(t,Y,, Z,) — f(r, Yy, Z,) (qui est positif ici).
On introduit deux processus a et b tel que a est & valeurs réelles et b est un vecteur (colonne)
de

dimension d posont :

! ! ’ ! !
LY 72 Y, 7. . .
a, = Lt *)Jf(r’ ) si Uy # 0 et a, = 0 sinon

)

définir b on doit introduire une autre notation pour 0 < i < d, si Zﬁi est la ligne dont

les d — i derniéres composantes sont celles de Z;et les i premiéres celles de Z,. Pour 0 < i <d

on pose :

’ (i41)7 ’ %
; Y 2, Yo, 2, i P
b;:f(, V3+f (r L V! # 0 et bl. = 0 sinon
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Remarquons que, puisque f est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement me-
surables
et bornés. Avec ces notations on a :
U, = C+ [ (a,Ur + Vib + ¢)dr — [ V,dW,
ouc, = f(t,Y,, Z,) — f(r,Y,,Z,). Par hypothése on a ( > 0 et ¢, > 0. Utilisant la formule
« explicite » pour les EDSR linéaires (Proposition 1), on a pour ¢ € [0,7] :
Yi =T, B |(Pr + [ edr /7]
pour 0 <r <T:
Iy =exp ( [y budWy — 35 [o [bu*du+ [ a,du)
Remarque suivant la (Proposition 1) cette formule montre que
U >0,dés que ( >0 et c. > 0.
Pour la seconde partie du r esultat, si de plus U0 = 0 on a :
E [Py + [ Tydr| =0
et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P — p.s. ce qui
termine

la preuve de ce théoréme en remarquant que dans ce cas ( =0 et ¢, = 0.

Remarque. On peut supposer que f(t,Y;, Z,) < f'(t,Y], Z;) aulieude f(t,Yt, Zt)f (t,Yt, Zt)

pour obtenir le résultat précédent. Il suffit de faire une linéarisation en partant de 1’écriture

!

f/(t,Y:,Z;) - f(?",Y},ZT) = f/<t>Y;~>Z7/~) + f<T7Y;*/7Z7,*) - f(tuyrl7Z7l~) + f(?”,Y;«,Z;)
_f(ra Yr‘a Z';) - f(Ta Ka ZT’) (SuppOSé pOSltlf 1C1)
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
E[X]  espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.
exp exponentiel
F fonction de répartition
MB Mouvment Brownien
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