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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rende vite compte qu’on peut appliquer
le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par la méme, et par la méme intro-
duire la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opérateur
inverse de la dérivée, peut éventuellement étre considérée comme une dérivée d’ordre ”moins
un”. On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordres successifs ont un équivalent d’ordre
fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel
que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent & la fin du 17™¢ siecle, I’époque
ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En

d’ﬂ

particulier, Leibniz a présenté¢ le symbole 7=

pour désigne la n™¢ dérivée d’une fonction f.
Quand il a annoncé dans une lettre & ’Hoéspital (apparemment avec I'hypothése implicite

af

que n € N), "Hopital a répondu : Que signifie 7

sin =37

Cette lettre de ’Ho6spital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’Héspital a
demandé spécifiquement pour n = %, c’est a dire une fraction (nombre rationnel) a en fait
donné lieu au nom de cette partie des Mathématique. Une liste de mathématiciens qui ont
fournit des contributions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20 siécle,
inclut :
P.S.Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J.Liouville (1832-
1873),B. Riemann(1847), H.Holomgren (1865-1867),A.K. Grunwald (1867,1872),A.V. Letnikov
(1868-1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A.Krug (1890), J.Hadamard (1892),

0.Heaviside (1892-1912), S.Pincherle (1902), G.H.Hardy et J.E.Littlewood (1917-1928),
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H.Weyl (1917), P.L’evy (1923), A.Marchaud (1927), H.T.Davis (1924-1936), A.Zygmund
(1935-1945), E.R. Amour (1938-1996), A.Erdélyi (1939-1965), H.Kober (1940), D.V.Widder
(1941), M.Riesz (1949).

Dans ce mémoire on introduit deux chapitres :

Dans le premier chapitre nous étudions quelque rappel sur les fonctions Gamma d’Euler
et béta, et puis on étudie en détail les trois approches des dérivées fractionnaires les plus
populaires et les plus pratiques (I’approche de Griinwald-Letnikov, de Riemann Liouville et

celle de Caputo) ainsi que leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons quelques exemples de calcul, et de plus la trans-
formation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov, de Riemann Liouville

et de Caputo.



Chapitre 1

La dérivation fractionnaire

1.1 OQutils de base

Dans cette section nous présentons des définitions et quelques propriétés pour les fonctions :

Gamma, Béta et Mittag-Leffler.

1.1.1 La fonction Gamma

Définition 1.1 Pour x € C, la fonction Gamma est définie par l'intégrale suivante :
+oo
[(z) = / t" e tdt /Re(z) > 0. (1.1)
0

Cette fonction généralise la factoriel n! a tous les nombre réels.

Propriétés 1.1 :

1. En intégrant la formule par partie :

I(x+1)=a'(z) ,Re(z)>0. (1.2)

2. en particulier :

I'z)=(zr—-1)! ,VxeN"- (1.3)
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3. Comme conséquence :

'z+1)=2! VrelN (1.4)

4. Yo e R\{0,—1,-2, ..}, Vm e N

Fx+m)=z(x+1)...(r +m— 1) (x). (1.5)

?

N =

5. Pour x =

r(;)=va (1.6)

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.2 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Fuler définie pour tout complexes

T ety par :
1
B(x,y) :/ "1 =)t /Re(x) =0 et Re(y) > 0. (1.7)
0

Elle est reliée aux fonctions Gamma par la relation suivante :

I'(z)I(y)
B = ) 1.
w0 = P (18)
1.1.3 La fonction Mittag-leffler
Définition 1.3 Pour x € C,«a €]0, 1], la fonction Mittag-leffler est définie par :
Ea(l') = kzzo m /R€(I’> = 0. (19)
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Propriétés 1.2 :

e Sia=1:

Ei(x) =e€". (1.10)
e Sia>=0,8>0:

Eaﬁ(flf) = %m (111)

1.2 Formule de Dirichlet

Définition 1.4 Soient h(x,y) une fonction continue et «, B deux réels positifs. L’expression

sutvante est dite formule de Dirichlet.

/Ot(t — )" tdx /0“’"(:5 — y)ﬁflh(;c, y)dy = /Ot dy /yt(t — ) Nz — y)ﬁ’lh(:c, y)de. (1.12)

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’un intérét particulier.

Par exemple, si on prend

h(z,y) = g(x)f(y),

et

Alors :

t

[ (=0 tan [ - iy = B, ) [e=ur @

ou B est la fonction Béta.
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1.3 Propriété a coefficients du binéme

. 7 P . Z. a
La formule du binéme généralisée ( > pour a € C, et r € N, a > r est donne par :
r

¢ Sir=0:
(3> - (1.14)
e SireN":
(j) " (a —ai")!r! - am_l)m;{(a_rﬂ)- (1.15)
eSia<r:
(i) - (1.16)
e Soit :
afat Dfa+2.fatr—1) = (-1 (-1 -a), (117
_Dla+r)
T(a)
| (_1)r((j) - (T_i_ 1>' (1.18)
| :0 (i) (n é r) - (a Z 6)' (1.19)
| (i) - (a;l) - (i:) (1.20)
eSia<0:

> ()= (7)) (1.21)
- 1 TI'n+1l—-0a)
'l—«) T'(n+1)
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1.4 Formule de Riemann

Définition 1.5 La fonction f est donc aussi intégrable si ses somme de Riemann convergent.
L’intégrale de f est alors aussi la limite des sommes de Riemann.
Sowvent, on prend la subdivision uniforme et fab f(z)dz est vue comme limite des sommes de

Riemann classiques :

lim b_aif(awb_a):/ f(x)dz, (1.22)

n—+oo N - n
=0

car le pas de la subdivision uniforme est I’_T“ qui tend vers 0 quand n — +00.

1.5 Approche de Griinwald-Letnikov (G-L)

L’idée de cette approche est de généralisation la définition classique de la dérivation entiére
d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f(z) la fonction continue sur [a,b], la dérivée premicre de la fonction f(x) est définie

par :
et la dérivée seconde :
o @) = 26— ) 4 flx —2h)
h—0 h2 '

Et, par récurrence, la dérivée d’ordre entier n si n est un nombre entier positif ou nul :

D f(z) = de; @) _ lim =3 (-1)" (") f(a —rh). (1.25)

r=0

Cette formule représente la dérivée d’ordre entiére n si n est positif, et 'intégrale répétée-n

fois si n est négatif.
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n
Ou < ) coeflicients du bindme.

r
En général, si a est un entier arbitraire, n est aussi un entier :

n

D f(x) = lim % SO(=1y (i‘) F = rh). (1.26)

r=0

Cette formule représente la dérivée d’ordre non entiére d’ordre a.

eSia<n:

DO () = tim LS 1y (¢) st rm,

h—0 h e r
1l g 1 o
= i ) <T>f(x—rh)+ e 3 () (T)f(x—rh),
—0d’ apré{TT]

eSia>0:

Par la relation :

<a> ala+1)(a+2)...(a+r—1)

T rl

Ona:

(—a) _cala-Da-2(cazrdl) (a) .27

r!
I(r—a)
L(r+1)I'(—a)

Cette expression généralisée aux cas entiers négatif ou nul.
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En remplagant o dans par (—a) :

d'apredl.27]

i h_fa Y (1)T(&)f(x—rh),

D’apres :

Cu L 1 & T(r+a)
Df )f(x)_ilféh—a ~ T(r + )T (o)

flz—rh),

ol « est un nombre entier positif.

Si « est fixé alors D" f(x) tend vers une limite intéressante 0 quand h tend vers 0.Pour
arriver a une limite non nulle, nous devons supposer que n — +o0o0 quand A — 0 (on peut
prendre h = £=2 ou a est une constante réel).

Considérons quelques cas particuliers :

Pour a = 1, et d’apreés on a :

D f(z) = _
D }llir(l)hfo rh).

D’apres _ en tenant compte de h = £

D f(x) /f
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Prenons a = 2, dans ce cas manifold :

et on a:

(=2) — i —
DV f(x) }IZII% h 7?0(7" + D)hf(z —rh),
on notant par x +h =y :

1%2VQg:g%hn(r+m@ﬂ@+hy—h—w¢

- }lliir(l)hzn;(r + Dhf[(x +h) = h(r +1)],

n+1
=limh Y (rh)f(y—rh),

h—0
r=0

:/ﬂx—ﬂﬂoﬁ.

Et par récurrence :

On adopte alors, la définition suivante :

10
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1.5.1 Intégrale fractionnaire au sens de (G-L)

Définition 1.6 :

e Soit a > 0, et f(x) est une fonction continue, lintégrale fractionnaire de (G-L) est définie

par :
CD f(w) = lim b <fj> flz—rh), (1.28)

1 v o1
= m/ﬂ (il? — t) f(t)dt, (129)

a _
ot < > = olodl)elotr=d) ©op Jos valeurs de n et h sont reliées par nh =z — a.

e Si la dérivée f’(x) est continue dans [a, b], alors I'intégration par parties donne :

D) = gy [ =00
en intégrant par partie :
f(t) = f(t),
(=) = (e -1,

al'(a) al'(«)
S~—— ~——
d'aprédl.2] d'apréd1.2)

D) = T gy [ o (1.30)

e Si la fonction f(x) est de classe C™, on obtient :

[asy

n—

opal ) - S IP@E a0

MNa+k+1) +F(Oz+n

) /x(;c — )t (. (1.31)

B
Il

0

11
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1.5.2 Dérivée fractionnaire au sens de (G-L)

Soit o > 0, et f(x) est une fonction continue sur un intervalle finie [a, b], la dérivée fraction-

naire de (G-L) est définie par :

5D f(x) = lim " T:(—ly (‘“) fa—rh). (1.32)
D'aprés [20
5D f(z) = lim b T:(—l)f (") (02| ra-m,
D ) = iy 1 S (M)t Sy (07 e - rh>] ,
- Jim ha?—l)r(“rl)f(x—rh)m < o () s
=t |0 (7 s e g(—l)’" (7 aste- m>] ,

ou

Af(x —rh) = f(x —rh) — f(x — (r+ 1)h),

GD@ f(z) = lim {(—1)” <0‘ - 1) h="f(a) + (—1)"! (O‘ - 2) hAf(a+ h)

h—0 n n—1

n—2

+he ;(—1)7" (O‘ ; 2) A?f(z — rh)] :

= —k-1

= lim g(—m”—k (O‘ o )h_‘"Akf(a + kh)
n—m-—1

+he (—1)" (O‘ - 7: - 1) A f (g — m)] .

r=0

12
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On a:
f(k) (SL’ _ a)—a-‘rk
N(—a+k+1)’

lim [(—1)"-k (O‘ ; g ; 1) e AFfla + k:h)] =

et

B ST E .
B [(—a+k+1) I'(—a+m+

(]

D /a (z — )" fmHD(t)at.  (1.33)

k=0

La formule est obtenue sous I’hypothése que les dérivées f¥)(z), (k = 1,m + 1) sont
continues dans l'intervalle fermé [a, 2] et que m est un nombre entier vérifiant la condition

m > a — 1. La plus petite valeur possible de m est déterminée par l'inégalité :
m<a<m+ 1.

e Donc, Si la fonction f(x) est de classe C™, on obtient :

”1][‘ )a+k+ 1
IN{ a+k+1) MN—a+mn

) /z(:p — )Tt Mg (1.34)

k=0

1.5.3 Propriétés d’approche de (G-L)
Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour m entier positif et o non entier on a :

dm

dxz™

o (ODWf(2)) = DI f(x),

13
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et
dm m—1
GD(a) _G D m+a
() =

f a)k:—a—m
I'(k —a—m+ 1) -

k=0

Composition avec les dérivées fractionnaires

Soit m, n deux nombre entiers et o, 5 non entier.

e Si <0, aeR, alors:
“DOEDO f(x)) =7 DA f(w).
eSi0<m—1<8=<m,a<0, f®(a)=0pour k=0,m— 2, alors :
SDEDD f(2)) =6 D f(z).

eSi0<m—-1<8=<m0=<n—-1<a<net fFa)=0pour k =0,r—2 avec

r = max(m,n) alors :

DD f(@)) =0 DO(ED (a)) =F Do),

1.6 Approche de Riemann-Liouville (R-L)

Cette section sera consacrée aux définitions élémentaires pour les intégrales et les dérivées

fractionnaires de Riemann-Liouville, et quelques propriétés de ces notions.

1.6.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, 0]

Propriétés 1.3 Soit f € C([a,b]), x €|a,b| la primitive d’ordre 1 de f est donnée par :

IWf(x / f(t) (1.35)

14
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Et la primitive d’ordre n est définie par :

195() = =5 / "o — D £yt (1.36)

Preuve. On montre la premiere égalité.

Vérifions que la fonction

- / o

Calculons,

1imF(x+h / ft dt—/f £)dt),

h—0

= — / f(t)dt. (relation de Chalese)

D’apres le théoréme de la moyenne, 3¢ € [z, x + h| tel que :

i [ fwa =),

lim Flz+ h})b — Fl) = lim f(e) = f(x).

h—0 €e—T

Donc :

On montre maintenant la deuxiéme égalité.

En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par :

- [ oy [ [ roa]

en utilisant la formule de Dirichlet [[.13 on a :

12fw) = [*| [ o) as= ["go | [ as|a

15
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De méme on a :

xT

191@) = [ (1P 5)]ds,
= %/ (z —t)2f(t)dt.
Par récurrence, on a :
110 = o=y [ =00

On adopte alors, la définition suivante :

1.6.2 L’intégrale de Riemann-Liouville (R-L)

Définition 1.7 : Soient a € R et f € C([a,b]). On appelle intégrale de (R-L) d’ordre o de

f Uintégrale suivante :

1) f(z) = —— / et ndt o €ab] (1.37)

Remarque 1.1 On peut écrire LE‘“) sous la forme suivante :

1) f(z) = ﬁ /O S e -t (1.38)

Propriétés 1.4 Pour toute fonction continue f, on a :

P f@)] = 19 1) 0,550, (1.39)
LU @) = 100f @) a1 (1.40)

16
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Preuve. On montre la premiére égalité.

IO ) = o [ =9 s

_ %a)/j(g;_ 5ot {ﬁ /:(s—t)ﬁ‘lf(t)dt] s,

D’apreés la formule de Dirichlet [1.13] on a :

1O f(a)] = % [ @i,

= I ().

D’ou la premiere égalité.

On montre maintenant la deuxiéme égalité.

L) = [ (- oo
= e |, 0w

Puisque f(t) et (z —t)*~! sont continues donc 'application :

t— (z—1)* (1),

17
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est continue, et on a Alors :

%[Iéa)m” - ﬁ / L@ =D O,
1 z -
_ﬁ@lﬁllwkw f(ydt,
(- ?);((ly — ) / (= 1) f(t)dt,
1 z -
- F(oz—l)/a (z —)* " f(t)dt,
= LTV f@),

D’ou le résultat. m

Remarque 1.2 :Nous avons, pour tout x € [a,b] :

5= L [ o

Par I'intégral par partie :

donc :
@ L [=FO
101(0) = ey | 2w =] 43 [(e—orra], (11
191(0) = o -+ L
e On déduit,
1. Pour a =0:
10 f () = f(a) + IV (),
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2. Pour a = —1:

d

IV (@) = (@) = o .

D’ou
I0f() = = f(a).

Remarque 1.3 L’identité n’est pas valable que si o >, f < 0 car nous avons, par

exemple (pour a« = 1,0 = —1) :

m%&*vwnszg%ﬂ@>=f@waﬂw%19f@%:ﬂ@, v € [a,b].

e Une simple itération de la formule donne :

i
L

—q)ots )
110 =3 s s @ @) o]

<
Il
o

19
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1.6.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville(R-L)

Définition 1.8 :Soit o €|n — 1,n[,n € N. La dérivée fractionnaire de (R-L) d’ordre « est

définie par :

"D () = DO (o), (1.42)
= CLPUEO@)] e al
D’apres [1.37] :
RD@ f(z) — ﬁ(%)n / e Bdt = o] 41, (1.43)

Ou [.] est le partie entier d’un nombre réel.

eSi0<ax<xl:

1 d [*
Epa) = ——/ — )" f(t)dt.
F@) = ey . @01
e Si f est de classe C", alors en faisant des intégrations par parties et des dérivations répétées
on obtient :
n-1 (k)(a)(m _ a)k:—a 1 T
Ep@ v/ / — )t ()at. 1.44

1.6.4 Propriétés d’approche de (R-L)
Composition avec l’intégrale fractionnaire

Soit o, 5 > 0, telle que o € [n — 1,n], g € [m —1,m].
e [opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse gauche

de 'opérateur d’intégration fractionnaire.

RD@(1P f(x)) = f(2),
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Chapitre 1. La dérivation fractionnaire

en général on a :

"D (1O f(x) <" DD f(x),

Etsia— (<0,
RDOD) fla) = 1079 f(z).

e En général la dérivation et I'intégration fractionnaire ne commutent pas.

R y(—a) (R () R (6 °r (z —a)*
DD ) = DO f(a) = 3D 0
k=1

avecm—1< [ <m.

Composition avec les dérivées d’ordre entier

Pour n un nombre entier et o non entier.
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne commutent

que si : f*)(a) = 0 pour tout k = 0,n — 1.

L RD@ f(a)] =R DI (),
mais :
A" n—1l ) alx — q)F—on
R y(a [dtnf(m)] _R D("Jra)f(:l:) _ Z fr(/i z(a — n)+ 1)

Composition avec les dérivées fractionnaires

Pour « et § deux nombres non entiers tel que a € [n — 1;n], et § € [m — 1;m], alors :

AP f(a)) =" DI ) = DD ey
k=1
et
n (r —a) P
DO D () = D () = 3 D o5



Chapitre 1. La dérivation fractionnaire

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire #D(®) et D) (o # 3), ne commutent

que si [FDPF) f(x)],—, pour tout k = 1,n, et [RD@F f()],_, pour tout k = 1, m.

1.7 Approche de Caputo

1.7.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.9 :Soient o €|n — 1,n[ et n € N*et f une fonction de classe C" ([a,b]),la

dérivée de caputo d’ordre o de la fonction f est définie par :

D f(t) = 10 (D

'f(x)),
__ 1! 0 () (g — o
S el AARL O

(1.45)

1.7.2 Propriétés d’approche de Caputo
Composition avec 'operateur d’intégration fractionnaire

Si f(z) est une fonction continue on :

DV f(2)] = f(),

et

3
—

fP(a)(@ — a)*

19D (@) = f(x) - —

il

0

donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.
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Chapitre 1. La dérivation fractionnaire

1.8 Lien entre les dérivées fractionnaires de Caputo et
de Riemann-Liouville

On a, pour z € [0,0] :

(m—a) o 1 ’ m—a—1
@) = gy | @0
En intégrons par partie :
ft) = f@),
m—a—1 _(‘I — t)m—oz
= s e
Alors :
(m—a) _ 1 —<ZZ' — t)m—Oé T 1 ! m—a g/
@) = o [P O+ s [ @)
1 m—o
“Tm—arn) "
— ; / rme 1 (m—a+2) pn T
o=y O 10 ) ),

Par une simple itération on trouve :

l.m—a—l—j

(m—a) — () (2m—a) £(m)
@) = X a0+ @)

En appliquant (%)m on obtient :

d\" pomma) gy (AR e j (2m—0) ¢(m
() ﬁ@w—cﬁ)|§;Nm_a+j+Dﬂ%m+Ub £ ()]

m—1 _ ;
xmets

_ J (m—a) ¢(m
=S SO0 + U )
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Chapitre 1. La dérivation fractionnaire

Ainsi, la relation entre les deux approche est donnée par :

m—1 —a+tj
R (@) _ (Cp® * 0)(0 1.4
21w = DN+ X a0 (1.46)
Alors, pour x € [a,b], et & > 0, avec « € [n — 1;n[, et n € N*.
R ¢ p S
D = D\* J )
(@) = D) + 3 s 1)

On déduit que si fU)(a) = 0 pour j = 0,m — 1, on aura EDS f(z) =¢ DI f(x).

1.9 Lien entre les dérivées fractionnaires de Griinwald-
Letnikov et de Riemann-Liouville

Si f est de classe C™", alors en faisant des intégrations par parties et des différentiations
g

répétées on obtient :

n—1 k) _ N\k—a ©
ED f(z) = kZ:O / FEZ)EZ +“>1) + - ! . / ( — £y L f O (), (1.47)
=C D(a)f(x).

Dans ce cas 'approche de (G-L) et 'approche de (R-L) sont équivalentes.
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Chapitre 2

Exemples des dérivées fractionnaires

2.1 Exemples d’approche de Griinwald-Letnikov

2.1.1 Dérivée fractionnaire de la fonction f = (z — a)"

Calculons la dérivée fractionnaire D f(z) au sens de Griinwald-Lutnikov de la fonction

polynome f = (z — a)?,o0 v est un nombre réel, a est un nombre non entier.

On va commencer par considérer des valeurs négatives de «, ce qui veut dire qu’on va com-
9

mencer par évaluer I'intégrale fractionnaire d’ordre (—c). Utilisons la formule :

1
I(—a)

“p@(z —a) =

/m(x — )7t — a)¥dt, (2.1)

supposons v > —1 pour la convergence de I'intégrale. En appliquant, dans le changement

de variable t = a 4+ € 4+ (z — a) et on utilisant la définition de fonction Béta[1.7, on obtient :

DOz —a) = (ia) (z— a)°- /O (1 — &) e,
1 v—a
:P(_Q)B(—a,v—l—l)(x—a) :
GD) (3 — q)" = %@ Q" Ja<00- —1. (2.2)

Sia € [m,m+ 1],m € N, d’aprés la formule [1.33] on a besoin d’imposer v > m pour la
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

convergence de 'integrale de [1.33] On a alors :

1 At — a)

GD@(p _ q)? = /a: — )"t
(z—a) I'(—a+m+1) J, (z=1) dim+

En tenant compte de

qm+1 (t — a)” B v—m-+1
— v(v=1)..(v—=m)(t —a) ;
_ FqEU_—i‘T;) (t a)v,m,1

Par changement de variable t = a + e(x — a), on aura :

I'(v+1) @ . .
I'(v—m)I'(—a+m+ 1)/a (=)™t —a)"™" " dt,
I'(v+1)B(—a+m+1v—m)

D~ ) =

- I'(v—m)'(—a+m+1) (= a)™™,
__ Pl+1) (z — a)'-o
_F(—a+v+1)x a)’~?.

Donc, pour (« < 0,v > —1) oubien (0 < m < a <m+ 1,v > m)

I'(v+1)
I'(—a+v+1)

YD (z —a)’ = (x —a)" .

2.1.2 Dérivée fractionnaire d’une fonction constante

Soit f(x) = ¢, f*¥(z) =0 pour k = 1,n, a non entier, on a :

n—1 (k)

) o o fP(a)(z — a)
GD()f<x)_m(x—a) —i—; Th—at1) +F(TL—C¥

N

k—a 1

(. > '
g =0

=0

= m(x —a)”™%

En générale la dérivée d’une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov n’est pas nulle
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

ni constante.

2.2 Exemples d’approche de Riemann-Liouville (R-L)

2.2.1 Intégrale fractionnaire de la fonction f(z) = (v — a)’

On va calculer 'intégrale fractionnaire A f(z) au sens de Riemann-Liouville de la fonction
puissance f(z) = (z — @), ol v est un nombre réel.

Utilisons la formule .37

1

Iz —a)’ = (o) /w(x —1)*" Yt — a)"dt, (2.3)

et supposons que v > —1 pour la convergence de l'intégrale. En appliquant dans le
changement de variable t = a + {(z — a), dt = (v —a)d(, 0 < ¢ < 1, et en utilisant la

définition de la fonction Béta nous obtenons :

1
19— 0" = s [ = (et Clo =) oo — ) o — o)
1 1
- [ o= a0 - 01— oy
10— 0 = st = [a- o 2.4)
oﬁfzoquandt:a,Czlquandt:xetC:fﬁ_Tz.
Alors,
Iz —a)’ = ﬁB(v +1,a)(z —a)*. (2.5)
L’utilisation de la formule [I.8 donne le résultat :
Iz —a)’ = %(m —a)'t a > 0,0 > —1. (2.6)
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

2.2.2 Dérivée fractionnaire de la fonction f(z) = (z — a)’

Calculons maintenant la dérivée fractionnaire D(® f(z), au sens de Riemann-Liouville de la
fonction puissance f(z) = (x — a)’, ol v est un nombre réel.
Soit « non entier et a € [n — 1,n[,n € N, d’apres la formule on pose v > n pour la

convergence de 'intégrale . Nous avons alors :

.

ED@ (g —a)’ = s (I (x — a)?). (2.7)
L’utilisation de la formule 2.6l et 2.7 donne :
r 1 dar
RD(a) (t . CL)U _ (U + ) (.CE . a)ernfa' (28)

IF'v4+n—a+1)dx"
En tenant compte de

dn(a} _ a)v+n—a

s =w+n—a)v+n—a—1)...(v—a+1)(zx—a) " (2.9)

_F(v+n—a+1)( B
- Tw—a+1) o

)’U—Oé

Nous substituons le résultat [2.9; dans la formule 2.8 nous obtenons :

I'(v+1)

Rp@(p gy = V77
(z-a) F'v—a+1)

(x —a)’™. (2.10)

Alors, nous pouvons conclure que la dérivée fractionnaire au sens de (R-L) de la fonction

flz)=(z —a)” est :
F(v+1)

Rp@(p gy = ——\ " 7
(x—a) F'v—a+1)

(x —a)"™ ", (2.11)

avec0<n—-1<a<n,f>n.

2.2.3 Dérivée fractionnaire d’une fonction constante

Si en prend la relation [2.11] et mettons v = 0 avec a > 0, nous pouvons conclure que la

dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de (R-L) n’est pas nulle ni constante.
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

En générale :

Rp@(C) = F(%a)(x —a)® ,0<a<l. (2.12)

2.2.4 Dérivée fractionnaire de la fonction f(z) = (z)"

e Considérons la fonction f(z) = (z)Y, en remplagant dans la définition de l'intégrale de
(R-L), on obtient :
1 X
10(g)r = / ( — 1)Lt dt.
I'(a) Jo

En faisant le changement de variable :

SR

On obtient :

1@ (z)” = ﬁ/{) (1 —u)* 2 (zu) zdu,

1 /1
= 2 (1 — ) udu,
ING)) 0

1
= mB(’U + 1, ),
C(v+1)
MNa+v+1)

a+v

La formule précédente est une généralisation du cas a = 1.

En effet, pour = 1 on obtient :

I(l)( o Tw+1) I'(v+1) v+l
Sl s K s § T s LA
1 v+1
- (v+1)
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

En particulier, pour @ = % et pour v =0;1;20n a:

F(E) s
1% (2)! = F(Q)x% _4 /e

ORI
13)(2)? = P(?’)x% _ 16 z®

INEY BV 7

eSoit0<n—1<a<mn, f(x) = ()", u > 0. La dérivée d’ordre o de f est donnée par :

D@ f(z) = DM (2)"].

Pour n=1,on a:

par suit :

(u+1]
(@) (e — D) B+u
D' (x)* =D F(ﬂ—l—u—i—l]x :
I'(u+1) Btu—1
=pL+u T )
G GG+ o
_ F<u + 1) :Lﬁ-l-u—l
L(B +u) '
Comme (5 =1 — «, on obtient alors :
[(u+1) _
D(a) u u—a
(z) MNu—a+1)
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

Sia=1:
Tu+1) , , ul(u) ,_
Dl u\ __ u—1 __ u—1
@)= ) T "
=uzr' ! = ix“
N Cdx
On retrouve alors la dérivation classique.
Siu=0:
D@ (z)° = D]
r
= Laj_a
Il —a«)
#0

Il est alors important de noter que la dérivée au sens de Riemann- Liouville d’une constante

n’est pas forcément nulle.

2.2.5 Dérivée fractionnaire de la fonction exponentielle

Soit f la fonction définie sur R par :

f(z) =exp(Ax) , A= 0.

On a
1) exp(Az) = ﬁ /x(x —5)* 1 f(s)ds,
1 v o1
= o) /_Oo(x — 5)* " exp(As)ds,
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

onpose r —Ss=t=—s=ux—t=—>ds=—dt

1 oo o1
o /0 1L explA(z — 1)),

_exp(Az) [T a1 g (
-5 /0 1 exp(—M)dt.

I(a)

—00

exp(A\x) =

Posons :

y = AL

Alors :
dy = A\dt.

Par suit :

et

D) exp(Az) = D™ (] ) exp()w)) ,

—0o0

_ (%)n (1927 exp(ra))
_ <%)nv—n exp(\z),

= A" A" exp(Ax),

— )\ae)\x
C’est d’ailleurs cette derniére relation, extension de 1’égalité suivante :

D™ exp(Ax) = A" exp(Az).
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

Avec n un entier naturel.

2.2.6 Dérivée fractionnaire de la fonction trigonométrique

On a d’apres [2.§]:

RD(a) <6ibr) — (ib>a6ibm7

— ~abaezbm

)

On a
e = cos(bx) + isin(bx),
et
i = [cos(g) + z'sin(g)],
i = [cos(g) + isin(g)]“,
= [cos(o;—w) + isin(%)].
Donc :

D@ (eitr) = [cos(ag) + isin(ag) [cos(bx) + i sin(bx)] b°,

= {COS(%) cos(bx) + i cos(%) sin(bz) + isin(cé—ﬁ) cos(bx) + i* sin(%) sin(bz)| .
On a:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),

Alors :

D@ () = b |cos(bx + ozg) + i sin(bx + ozg) :
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D’ou 'on déduit les identités suivantes :

D@]cos(bx)] = b cos(bx + ag)

D@|sin(bx)] = b sin(bx + ag)

2.3 Exemples d’approche de Caputo

2.3.1 Dérivée fractionnaire de la fonction f(z) = (z — a)’

On va calculer la dérivée fractionnaire ©“D(® f(z), au sens de Caputo de la fonction f(z) =
(x —a)’,veR.

Supposons que « € [n— 1,n[,n € N, nous avons besoin d’imposer v > n pour la convergence
de l'intégrale [1.37] on appliquons la formule [1.45(.

Nous avons alors :

CD(O‘) (Jj — a)v = [(nia)D(n) (:C — G,)U. (213)
En tenant compte de
CD(O‘)(:L’ —a)’ = d(fl—_a) =vw—1)...(v—n+1)(z—a)", (2.14)
In
IR ACEY) ven
STt 9"

Nous substituons le résultat 2.14] a la formule 2.13] et d’apres la relation [2.6] nous obtenons :

I'(v+1)

C () vo__
D —q) =
(z—a) [(v—a+1)

(x —a)"" . (2.15)

2.3.2 Dérivée fractionnaire d’une constante

L’utilisation de la formule pour calculer la dérivée fractionnaire de la constant k, (k € R)

exprime que cette dérivée égale a zéro, c’est-a-dire :

“D*(k)=0 /keR,a>0. (2.16)
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2.4 La transformé de Laplace

Définition 2.1 Soit f(z) une fonction réel de la variable temporelle x intégrable, et p un
nombre complexe, la transformé de f(z) notée : TL[f(x)] ou F(p) ou L{f(x)} est définie

par :

F(p) = /0+0<> e P f(x)dx /p € C, (2.17)

f(z) est appelée l'originale de F'(p).

e La transformée de Laplace inverse est donnée par :
c+ioco
f@) = LUF@) = [ er@ds o= Re(s) - 219

—1300

ol ¢g est réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l'intégrale de Laplace

217

e La transformée de Laplace de la convolution

f@)xglx) = [ flz—1t)g(t)dt, (2.19)

soit f(z) et g(x) deux fonction qui sont égale a zéro pour z < 0, est égale au produit de leur

transformée de Laplace

L[f(x) * g(x)] = F(p) - G(p)- (2.20)

Sou 'hypothéese que F(p) et G(p) existant.

e La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de la fonction f(x) est donnée

par :
LU @) = P Fp) - 3 o F00), (2.21)
= p"F(p) - ijp’“ﬂ”—k—”w)
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Chapitre 2.Exemple des dérivée fractionnaire

Remarque 2.1 Transformation de Laplace permet de résoudre des équations différentielles,
avec condition initiales prédéfinie, valable des fonctions causales.

Les fonctions causales

0 six <0
Jw) = {gp(m) si x>0

2.5 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

Dans cette section on va prendre la borne inferieure a = 0.

2.5.1 Transformée de Laplace de l’intégral fractionnaire de (R-L)

Théoréme 2.1 Soit a >0, n = [a] +1 et f €1'[0,b],b > 0,la transformée de Laplace de la

dérivée fractionnaire de (R-L) de f est donné par :

LI fl(p) = p "L (D). (2.22)
Preuve. :On peut écrire 1 f comme une convolution de deux fonction, g(z) = ﬁx"“l et
f(t)
1940) = s [ o= 00 )
I'(a) Jo
xa—l
Alors, d’apres :
a—1
() — it .
LI f()l(p) = E[F(a)](p) Lf(p)
Comme,
L[z*7](p) = T(a)p™®
Donc :

LIS Fl(p) = p~Lf (p).
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2.5.2 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de (R-
L)

Théoréme 2.2 :Si f € LY0,0],b > 0,la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de (R-L) de f est donné par :

L @) = LHE) — 3 MDD f@)]mn, (2.23)

avecn —1 < a < n.

Preuve. par la définition on trouve :

= LI ) (p) — S pent [D@)(Ié"’a’f )(:z:)] L
= (L)) - S r T [POU I )]

2.5.3 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de ca-

puto

Théoréme 2.3 Si f € C[0,b], pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace de la dérivée

fractionnaire de Caputo de f est :
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Preuve. pour a €]n — 1,n],n € N*, z > 0, alors :
"Dy f(x) = Iy~ f (@),

Donc, d’aprées :

Et d’apres :
LD f)(p) = p™(LF)(p) = D p* 1B (0).
k=0
]

2.5.4 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de

Griinwald-Letnikov(G-L)

Théoréme 2.4 La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de (G-L)

est donnée par :

LD f(@)] = p*F(p) /p€n—1;n].

Preuve. :

Dans le premier cas ot 0 < a < 1, on a vu que la dérivée (sur RY) peut s’écrire la forme :

T e [ o

DY f(x) =

en utilisant la transformée de Laplace de la fonction polynéme, et celle de convolution on

obtient :
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St a > 1 la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griimwald-Letnikov n’existe
pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des fonctions non intégrable dans la

somme. N

2.6 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

2.6.1 Linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire :

D\ f(x) + pg(x)] = AD f(x) + pD@yg(x).

2.6.2 La régle de Leibniz

Pour n entier on a :

dz™

d"(fg) _ <~ (n .-
> (7)o

La généralisation de cette formule nous donne :

1 ’ —a—1 ’ n+1 — &)\de
)/a@c—t) g(t)dt/tf ()t — o),

a n!T(—a

avec limy, 400 RS (x) = 0. Si f et g sont continues dans [a, 2| ainsi que toutes leurs dérivées,

la formule devient :
n

DEO(f()g(x)) = 3 (Z) 79 () Do Fg ).

k=0

D@ est la dérivée fractionnaire au sens de au sens de (R-L).
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Conclusion

Dans ce mémoire, la dérivée non entiére a été introduite a partir de quelques rappels sur
les fonctions Gamma, Béta, Mittag-leffler plus les trois approches des dérivées fractionnaires
les plus populaires (I’approche de Griinwald-letnikov, Riemann-Liouville et de Caputo).On a
étudier ces approche, définition, propriétés, et quelques exemples illustratifs. Ainsi que leurs

transformés de Laplace.

Enfin, on peut dire que grace a notre connaissance de la dérivation entiére, on a pu identifier
un nouveau sujet : la dérivation fractionnaire, afin que a été découvert des exemples de fait

qui indiquent "importance de cette question et qui a été utilisé dans de nombreux domaines.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
I'(z)
Bz, y)
f'(x)
f(x)

C D)

2

L{f(x}
L7 f(p}
(f *9)(x)
R-1L
G-I

Fonction Gamma de la variable zx.

Fonction Béta du variable x et y.

La dérivée d’ordre 1 de la fonction f.

La dérivée de la fonction f d’ordre «.

La dérivée de la fonction d’ordre « de la définition de Grunwald-Letnikov.
L’intégration d’ordre «.

Dérivée fractionnaire d’ordre a@ de Riemann-Liouville.
Dérivée fractionnaire d’ordre oo au sens de Caputo.
Le reste de série.

La transformé de Laplace de la fonction f.
Transformé de Laplace inverse.

Convolution des fonctions f et g.

Riemann-Liouville.

Griinwald-Letnikov.
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