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INTRODUCTION GENERALE

PROBLEMATIQUE

Dans les applications du chauffage par induction, la résistivité électrique et la
perméabilité magnétique relative de la piece a traiter dépendent fortement de la nature du
matériau et des conditions imposées (température, intensité du champ magnétique). Au-
dessus de la température de Curie, cette influence est fortement non-linéaire ce qui entraine
une variation de la profondeur de pénétration et la densité de puissance. Dans tout
probleme de chauffage par induction, nous cherchons a obtenir un rendement thermique
élevé et une répartition correcte de la chaleur dans la piece a traiter. L'inducteur est la
partie essentielle d'une installation de chauffage par induction. Sa forme et sa position par

rapport a la piece dépendent, dans une certaine mesure, du critere choisi :

+ Transfert maximum d'énergie;

+ Régularité de la répartition de la chaleur dans la plaque; Pénétration plus ou
moins grande de la chaleur dans le corps de la piece.

INTRODUCTION

Le chauffage par induction est un phénomene physique tres utilisé en milieu
industriel pour le préchauffage des pieces métalliques conductrices de 1’¢électricité avant
mise en forme a chaud, pour les traitements thermiques ou encore pour les opérations de
soudure entre pieces métalliques ainsi domestique . Son principe est basé sur I’application
directe de deux lois physiques la loi de Lenz et I’effet Joule. Par rapport aux techniques
classiques, le chauffage par induction présente de nombreux avantages, entre autres : une
vitesse de chauffage tres élevée, un colit tres faible, une meilleure distribution de la
chaleur, une possibilit¢ de controler la zone de chauffage, une grande souplesse
d'utilisation par le choix des températures de traitement et une réponse parfaite aux
exigences industrielles.

Ce travail de Simulation des systemes de chauffage par induction Multi-Inducteurs
, en particulier, I’étude de la position des inducteurs par rapport au plaque a chauffer pour
améliorer et uniformiser la température de la cuisson par induction, on proposant
plusieurs géométries de la position des inducteurs de la cuisson, Dans ce travail, on

s’intéresse aux problémes d’analyse, modélisation des phénomenes électromagnétiques

Simulation Des Systéemes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs Page 2



INTRODUCTION GENERALE

thermiques couplés. Le modele mathématique développé est tout a fait convenable pour
simuler le fonctionnement du systeme. Les caractéristiques physiques, perméabilité,
conductibilité électrique et conductibilité thermique dépendent de la température. Il existe
aujourd'’hui des codes de calcul par la méthode des Volumes finis VCM qui peut résoudre
des équations électromagnétiques thermiques couplées. C'est le cas d’un code de calcul
bidimensionnel développé et implémenter sous I’environnement Matlab, utilisé dans ce
travail.

Notre analyse du travail pendant cette période a conduit a distinguer quatre grandes

étapes et des résultats :

Dans la premiere partie de cette thése; On présente les principes, les
caractéristiques, équipement d’un systeme de chauffage par induction magnétique (cuisson

par induction), sa structure d’installation, et les dernieres applications domestique.

Dans la deuxieme partie les phénomenes physiques et les interactions entre ces
phénomenes intervenant dans les systemes inductifs sont présentés. Ensuite, les systemes
de chauffage par induction sont choisis pour expliciter les phénomenes physiques : le
phénomene électromagnétique issu des équations de Maxwell et des lois des milieux,

I'€quation de transfert thermique.

Dans la troisieme partie, Nous présentons la méthode des volumes finis MCV ;
utilisée pour la résolution des deux équations aux dérivées partielles, Ainsi nous proposons
de décrire les modeles numériques optés pour la résolution des équations mathématiques,

les modeles du couplage électromagnétique thermique.

La Quatrieme partie est consacrée a la modélisation numérique et aux résultats de
simulations de notre travail. L'objectif de cette partie est double, qui sera base sur la
technique de la paramétrisation. Tout d’abord nous avons confronté les résultats obtenus
par des applications de la cuisson conventionnels, puis nous avons abordé les différents cas
des positions des inducteurs, d’ou le but de notre étude était de déterminer la position de la
bobine optimale pour atteindre la température désirée dans une plaque en acier

inoxydable.

En conclusion nous présentons les avantages et les inconvénients de chacun des
conceptions géométriques, nous a donner des résultats tres satisfaisantes au niveau de la

répartition de la température et ils sont répondues aux problémes poser.

Simulation Des Systéemes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs Page 3
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CHAPITRE I : ETAT DE L’ART CHAUFFAGE PAR INDUCTION

INTRODUCTION

Grace aux recherches des vingt dernieres années, de nombreux procédés industriels
nécessitant des opérations de chauffage font appel a des dispositifs de chauffage par

induction.

Les applications sont trés nombreuses, qu’il s’agisse de traitement thermique de surface,
de forgeage, de collage par polymérisation ou encore d’applications domotiques et

ménageres.

Cependant, la mise au point d’installations de chauffage par induction n’est pas chose
aisée. Les inducteurs sont encore bien souvent dimensionnés de facon empirique, sur la
base de I’expérience acquise par le constructeur, et le profil de puissance a injecter dans la
piéce, obtenu par essais successifs. Les campagnes d’essais sont cependant longues et
coliteuses. Aussi la conception assistée par ordinateur, basée sur la simulation numérique
des phénomenes magnétiques et thermiques mis en jeu, présente des avantages certains en
termes de colt, de délai et d’optimisation, pour la mise au point des procédés de chauffage
par induction. La prédiction du comportement magnéto-thermique de I’ensemble picece a

chauffer [1].

Inducteur permet a la fois I’optimisation du dimensionnement électrique et mécanique
de I’inducteur, ainsi que du profil de puissance nécessaire au traitement de la piéce, La
distribution de température est quant a elle, un facteur clé de prédiction de I’efficacité du

traitement thermique.

Le chauffage par induction magnétique, dans 1’élaboration ou la transformation, en
particulier de D’acier, a connu une large utilisation dans les différentes branches de
I’industrie moderne, vu ses caractéristiques tres attrayantes du point de vue technologique :
chauffage rapide, choix de la zone d’envoi de la puissance suivant la fréquence du
générateur ou les caractéristiques physiques de 1’¢lément a chauffer et une pollution
moindre de I’environnement [1] [2].

Le chauffage par induction consiste a envoyer, par voie électromagnétique, de 1’énergie
a I’intérieur ou a la surface des matériaux a chauffer ; en mettant en jeu trois phénomenes

physiques successifs [3] :

Simulation Des Systemes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs Pag5



CHAPITRE I : ETAT DE L’ART CHAUFFAGE PAR INDUCTION

¢ Transfert d’énergie de [Dinducteur au corps a chauffer par voie
électromagnétique.

*  Transformation en chaleur dans le corps, de I’énergie électrique par effet

JOULE.

%* Transmission de la chaleur par conduction thermique, dans la masse, et par
convection dans son environnement.

I. LE CHAUFFAGE PAR INDUCTION

I.1 Historique

Le phénomene d'induction magnétique fut découvert par le physicien anglais Michael
Faraday en 1831. C'est dans les années 1900 que 1I’on commence a utiliser l'induction
comme procédé de chauffage de pieces en métal, mais il est tres limité a cause des faibles
puissances disponibles. En 1922, I'avénement des générateurs dynamiques le rend plus
efficace et des études sur le chauffage par induction montrent que l'on peut chauffer
différentes parties d'une picce sans chauffer les autres en jouant sur la fréquence, la
puissance ainsi que les parametres des matériaux tels que la résistivité électrique et la
perméabilité magnétique relative. Ainsi a pris naissance le traitement superficiel par
induction. Plus tard dans les années 1960, l'arrivée des générateurs statiques avec les semi-
conducteurs permet l'utilisation de plus grandes puissances et fréquences. Aujourd'hui, le
chauffage par induction Chapitre I : Etude bibliographique sur les systemes de chauffage
par induction 6 est un procédé industriel bien maitrisé dans un grand nombre de domaines,
tels que la fonderie, le soudage ou le durcissement.

[4] «effet de la géométrie sur les parametres du générateur et le profil de dureté lors d'une
chauffe par induction : expérience et simulation » Mémoire Présente Ecole De Technologie
Supérieure Du Québec, LE 10 AOUT (2010).
.2 Principe Du Chauffage Par Induction

Le chauffage par induction est une technique d’électrothermie qui permet de chauffer
un matériau conducteur d’¢lectricité sans contact direct avec la source. Il consiste a plonger
le corps a chauffer dans un champ électromagnétique variable dans le temps et a dissiper
sous forme de chaleur 1’énergie entrant dans le corps. Le chauffage par induction entraine
Principalement trois phénomenes physiques successifs:

- Le transfert de 1’énergie par voie électromagnétique de 1’inducteur vers le matériau a

Chauffer.
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CHAPITRE I : ETAT DE L’ART CHAUFFAGE PAR INDUCTION

- La transformation de cette énergie €lectrique en chaleur par effet Joule.

- La diffusion par conduction thermique de la chaleur au sein du matériau.

Figure 1.1 : principe de I’induction.

Lorsqu’une substance conductrice d’électricité est placée dans un champ magnétique
oscillant (Figure 1), un courant électrique apparait dans ce conducteur. Dans le cas des
chauffages Par induction, un tel champ est généralement généré par une (ou plusieurs)
bobine(s) Alimentée(s) par un (des) courant(s) alternatif(s). Cette bobine peut prendre des
formes tres différentes selon les applications (solénoide, inducteur plat...). Le champ créé
oscille a la méme fréquence que le courant. Son intensité est maximale a I’intérieur de la
boucle. En se dissipant, ces courants induits viennent chauffer le conducteur conformément

a la loi de Joule.

densité de courant J

|
|
0 & distance de la surface x

Figure 1.2 : Distribution des courants induits a I’intérieur des courants induits a 1’intérieur
d’une piece.

Etant donné que les courants induits circulent de facon non homogene dans le matériau,

une formulation simple de la puissance du type ~ P=R.I (W) n’est pas possible.

Simulation Des Systemes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs Pag7



CHAPITRE I : ETAT DE L’ART CHAUFFAGE PAR INDUCTION

Au lieu d'utiliser la totalité de la section du conducteur, les courants se concentrent dans
les couches proches de la surface (figure 1.2). La densité de courant décroit de fagon
exponentielle au fur et a mesure que l'on s'éloigne de la paroi extérieure : c’est ’effet de
peau.

La profondeur de pénétration calculée par la relation (I.1) est définie comme la
profondeur ou le champ magnétique diminue de e’ fois sa valeur en surface. Dans cette
épaisseur, circulent les 2/3 des courants induits, ce qui correspond a 87% de la puissance
dissipée.

1

) = _ (L.1)
7 tu, up

- 1o perméabilité magnétique du vide.
- 1 perméabilité magnétique relative du conducteur.
- f la fréquence.
- p larésistivité du conducteur.

Cette grandeur dépend a la fois des caractéristiques du matériau a chauffer et de la
fréquence du courant le parcourant. Elle est d’autant plus petite que la fréquence augmente,
ou autrement dit plus la fréquence est grande plus les courants induits sont proches de la

surface du matériau. La fréquence est donc un levier de contrdle de la profondeur de

pénétration et permet de déterminer les applications correspondantes (Tableau I.1).

Type de Chauffage Fréquence Applications
Pénétrant 1Hz a quelques kHz pour les Forge, Fusion
métaux

0,1 a SMHz pour les semi-

conducteurs
Superficiel 10 a 500kHz pour les métaux Trempe superficielle,
brasage
Pelliculaire 10 a 1000kHz pour les métaux Soudage des tubes,

scellement thermique

Tableau I.1 : Lien entre les fréquences d’utilisation et les applications des chauffages.
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CHAPITRE I : ETAT DE L’ART CHAUFFAGE PAR INDUCTION

Les caractéristiques du matériau interviennent dans la définition de la profondeur de
pénétration sous la forme de la perméabilité magnétique et la résistivité, elle-méme
dépendant de la température. Pour des matériaux non magnétiques tels que le cuivre ou
I'aluminium, le coefficient de perméabilité magnétique W, vaut 1, tandis que les matériaux
ferromagnétiques (tels que le fer et de nombreux types d'acier) ont un coefficient de
perméabilité beaucoup plus Elevé. Ces derniers matériaux offrent donc des profondeurs de
pénétration beaucoup moins Importantes.

Pour ces derniers, le coefficient dépend fortement de la nature du matériau et des
conditions Imposées (température, intensité du champ magnétique, saturation). Au-dela de
la température de curie, la perméabilité chute brutalement a W, =1, ce qui engendre une
hausse rapide de la profondeur de pénétration.

Le tableau 1.2 regroupe des ordres de grandeur de 6 en fonction de plusieurs matériaux

pour différentes fréquences.

O [mm] Acier Acier Cuivre Cuivre Graphite
(20°C) (100°C) (20°C) (900°C) (20°C)
p[Q2.m] 0.16 0.16 0.017 0.086 10
Ly 40 100 1 1 1
50 Hz 4.50 2.85 9.31 20.87 225.08
100 Hz 3.18 2.01 6.58 14.76 159.15
1K Hz 1.01 0.64 2.08 4.67 50.33
10 KHz 0.32 0.20 0.66 1.48 15.92
100 KHz | 0.10 0.06 0.21 0.47 5.03
IM Hz 0.03 0.02 0.07 0.15 1.59

Tableau L.2 : Profondeur de pénétration en fonction du matériau et de la température .

Afin de transmettre la plus grande partie de I'énergie a la picce a traiter, plusieurs

parametres Sont a prendre en considération:

- la disposition relative des inducteurs et de la piece (couplage, longueurs respectives) ;

- la fréquence d'alimentation et l'effet de peau qui caractérisent la répartition des courants
induits dans la piece. Typiquement, les inducteurs sont alimentés par des courants
alternatifs de fréquence variant de quelques dizaines d’Hertz a plusieurs centaines de

milliers d’Hertz.
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CHAPITRE I : ETAT DE L’ART CHAUFFAGE PAR INDUCTION

- les propriétés magnétiques (perméabilité relative), électriques (résistivité) et thermiques
(conductibilité) des pieces a chauffer, variant pour la plupart avec la température ;

- le type d'inducteur (géométrie, nature du conducteur, technologie). Les géométries
d’inducteurs peuvent étre tres variées, allant de la simple spire a des inducteurs multi spires
de formes complexes.

La figure 1.3 présente les courbes de transfert d’énergie, caractérisées par les facteurs de
transfert de puissance F dans le cas d’un chauffage longitudinal pour le cas d’un cylindre et
d’une plaque en fonction du rapport de I’épaisseur ou du diamétre de la piece par
I’épaisseur de peau. Le facteur de transfert de puissance entre en jeu dans le calcul de la
puissance transmise. Ces courbes soulignent I’importance de la forme de la piéce dans le

transfert de puissance.

F
Cas de la plaque
(epaisseur D)
‘| — 4
Cas‘du cylindre
(diametre D)
0,5
0 | — T

Figure 1.3 : Facteur de transfert de puissance dans le cas d’un chauffage longitudinal
pour une plaque fine et pour un cylindre

1.3 Etat De L’art

Ce chapitre on présente 1’é¢tat de 1’art dans deux domaines. Tout d’abord, nous
présenterons une revue bibliographique des modeles utilisés pour la modélisation de
Cables en fil de Litz. Enfin, nous décrirons de maniere succincte 1’évolution des capacités
de calcul des ordinateurs ayant permis le développement du calcul parallele.

Une approche du probleme inverse dans un procédé de chauffage par induction est
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présentée. Il consiste a déterminer un courant d'induction optimal a partir d'une distribution
de température désirée donnée. La modélisation du systeme électromagnétique et
thermique couplé est établie par la méthode des éléments finis. [S] Une relation directe
entre la variation du courant d'induction et la variation de la répartition de la température
est établie en termes d'identification et, sur la base de celle-ci, un contrdle optimal est
réalis€  pour atteindre et maintenir la  distribution de  température
souhaitée.[15][18][27][28][29] ; le modele mathématique est présenté, ainsi que des
méthodes numériques utilisées pour décrire le champ magnétique ainsi que 1’évolution du
champ de température ,[6] Des mesures expérimentales ont été effectuées pour valider les
résultats de la simulation numérique. Une comparaison est faite pour les matériaux

ferromagnétiques et non ferromagnétiques. Une discussion d'erreur est fournie [6][8][16].

Une méthode de simulation numérique couplée tenant compte des caractéristiques
physiques évolutives du corps au cours du processus de chauffage. Un algorithme de
couplage indirect est développe pour résoudre le probleme de temps de calcul important di
a un grand rapport entre les constantes du temps thermique et électrique

[71[9]1[18][26][27][29] Cette méthode est implémentée pour le cas 2D.

La présentation un algorithme de sensibilité de conception physique et géométrique
pour le controle optimal de la température des dispositifs de chauffage par induction. en
utilisant la méthode de Levenberg-Marquardt, qui peut obtenir de meilleurs résultats [8]
Cette méthode peut également donner une convergence plus rapide et plus stable de la
fonction objective que la méthode classique de descente la plus abrupte ;lI'étude
expérimentale de la distribution de la température en fonction du temps pour deux
différents matériaux ferromagnétique (Acier) et amagnétique (Aluminium), afin de faciliter
la résolution analytique de 1'équation différentielle de la densité de courant couplée avec la
température pendant le régime de chauffe par induction a une fréquence donnée suivant le
traitement du métal a appliquer[9] de méme objectif de la répartition de température
souhaitée sur une surface de métal chauffé. La méthode de descente la plus abrupte est
utilisée comme algorithme d'optimisation. En utilisant la méthode des éléments finis 2D
pour obtenus le courant de Foucault et la distribution de température [10] [11][12] [20]
[21] [29] [30].

En d’autre Les procédés de chauffage par induction permettent d'atteindre une

température élevée rapidement avec un controdle précis de la zone thermiquement affectée.
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N

La complexité des couplages multi physiques impliqués rend le procédé difficile a
optimiser. Pour cela, un outil 3D incluant une étape d'optimisation a été développé

[13][14].

Pour la conception de blindages magnétiques pour différent configurations de chauffage
par induction, ce dernier chauffé par ses pertes électromagnétiques et par le rayonnement
thermique de la piece [15] Pour étudier la température d'un blindage d'un radiateur a
induction aximétrique on a utilis€ un modele couplé électromagnétique d'éléments

électromagnétiques aximétriques finis mettant en évidence l'effet du rayon [09][15][26].

Etudes quelques d'optimisation numérique pour résoudre les problémes de chauffage
par induction aient été publiées par La modélisation numérique par €léments finis en

combinaison avec la méthode d'optimisation des algorithmes génétiques [17].

On analyse l'effet de la dépendance a la température des propriétés magnétiques sur les
caractéristiques de chauffage d'un réchauffeur de billettes en considérant I'émission de
chaleur, la conduction de chaleur et la dépendance a la température des propriétés
magnétiques de la billette. Il est précisé que 1'analyse précise est possible en considérant la
dépendance a la température de la propriété magnétique et la conductivité d'une billette,

d'une émission de chaleur, d'une conduction thermique [19].

Pour améliorer les performances de cuissons par induction, il propose un nouveau
systeme de multi bobine soit 4 bobine et systtme matricielle a 9 bobines et a excitation
offrent. le champs magnétique et la distribution des courant foucault sont analysé par la
méthode de FEM [21] [31][32] et pour une répartition homogene de la chaleur ; propose
des solution pour les cuisson tel que des plaque a induction avec des inductance mobiles a
fin de chauffer des pots circulaire de tout taille [22] ;en d’autre [23] propose une structure
d’induction a quatre gorge contenant des bobines et optimisant leur distribution par des
algorithmes génétique [23][24][25]de méme pour I’optimisation multi objectifs de du

dispositif, pour I’augmentation de 1’'uniformité [27].
I .4 Caractéristiques Du Chauffage Par Induction

Deux grandeurs caractérisent fortement 1’efficacité thermique et énergétique de 1’induction :

I’effet de peau et la puissance transmise a la charge a chauffer.
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1.4.1 L’effet De Peau
L’effet de peau caractérise la répartition des courants induits dans la piece a chauffer.
Quand une substance conductrice de 1’¢lectricité est soumise a un champ magnétique
variable, la densité des courants induits dans la substance décroit, a partir de la surface.
C’est ces non-uniformités de la densité des courants induits qui est traduite sous
I’appellation d’effet de peau, dont la grandeur caractéristique est la profondeur de
pénétration du champ magnétique ou épaisseur de peau [33] [34].

Dans le cas d’un conducteur plan, elle est exprimée par :

I
7 i Y (1.2)

Ou:

d :Epaisseur de peau [m].

o : Conductivité électrique qui varie en fonction de la température [S/m].
Lo : Perméabilité magnétique absolue du vide [H/m].

W : Perméabilité relative du matériau [USI].

f :Fréquence du fonctionnement [Hz].

La profondeur de pénétration dépend donc de :

e La fréquence du champ variable.

e La nature du matériau a chauffer du point de vu perméabilité magnétique ().
et conductivité €lectrique (o ).

e La température de la piece a chauffer (o(T)).

En effet, cette profondeur d’aprés I’équation (I.2), diminue quant la fréquence ou

I’une des propriétés physiques du matériau (|1, ) augmente.

1.4.2 Puissance Transmise A La Charge

cas d’un systéme physiquement linéaire

La puissance de chauffage induite, dans un conducteur plan, a pour expression [34] :
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p :Résistivité électrique de la charge,

H, : La valeur efficace du champ magnétique a la surface (S) du conducteur.

Si on remplace & par son expression, on trouve

P.=pHZnfpop:c S (1.4)
Cette formule montre que la puissance dépend du carré du champ magnétique, c’est a

dire du carré de I’intensité du courant créant ce champ, de la fréquence, de la perméabilité

magnétique, et de la conductivité électrique du milieu a chauffer.

Influence des parametres du matériau

La formule précédente montre que cette puissance augmente avec la résistivité p la

perméabilité (u=pur o) et de la fréquence f.

Influence de la fréquence

La fréquence f joue un rdle primordial d’autant plus que c’est un parametre a la
disposition de I’utilisateur. Nous pouvons ainsi, en choisissant bien la valeur de Ia
fréquence entre 50 Hz et 10 MHz, faire varier la profondeur de pénétration.

Nous comprenons donc que le choix de la fréquence est essentiel avant toute opération
de chauffage inductif [34].

L’augmentation de la fréquence augmente la puissance transmisse a la charge. Il faut
cependant se rappeler que 1’augmentation de la fréquence s’accompagne également
d’une diminution de la profondeur de pénétration, ce qui peut conduire alors a un
chauffage trop intense dans une épaisseur trop faible. Cette propriété est utilisée pour des

chauffages tres rapides lors des traitements thermiques superficiels [34].

Cas général

Dans un cas général, la densité volumique de la puissance instantanée dissipée par effet
JOULE peut étre exprimée, en fonction de la densité des courants induits, par I’expression

suivante [34] :
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pO=L[J0f

(L5)
J : est la densité instantanée des courants induits.
Ainsi, la puissance totale dissipée par effet JOULE au niveau de la piece a chauffer

sera :

Ptot={[[p(t) dV (L6)

dV : est I’élément de volume.

L.5. Avantages Et Inconvénients Du Chauffage Par Induction
L.5.1 Les Avantages
La chaleur inductive permet :

e de régler la chaleur a diffuser de maniere précise. La chaleur se transmet beaucoup
plus rapidement le long de 1°objet quune chaleur par convection traditionnelle.

e de chauffer des parties inaccessibles, comme par exemple des morceaux de métal,
encastrés dans du bois, du PVC, ou dans d autres vacuum.

e une économie d’espace que les installations pour chaleur par convection dans la
mesure ou la chaleur est présente elle-méme dans la matiere, la radiation thermique
est alors tres petite.

e de meilleures conditions de travail sans saleté ni fumée par rapport aux installations
traditionnelles de chauffage.

e d’avoir une rentabilité beaucoup plus importante, conditionnée par une moindre

perte de chaleur et d émission.
1.5.2 Les Inconvénients

o Lors de mauvaises manipulations, d autres objets peuvent étre involontairement
chauffés. Pour y remédier, on utilise le procédé d’émulsion ou le refroidissement
par eau.

e des cofts d acquisition élevés pour les fortes puissances.
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e des champs électromagnétiques peuvent apparaitre ce qui peut alors perturber
I’environnement, lorsque les isolations sont mauvaises ou bien lorsqu’il y a une

protection HF.

CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté, le principe, les caractéristiques, ces avantages et
inconvénients et ses applications. Dans le chapitre suivant se base sur les formulations
mathématiques des phénomenes électromagnétiques thermiques qui régissent 1’évolution

spatio-temporelle
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CHAPITRE II:
FORMULATIONS MATHEMATIQUES ELECTROMAGNETIQUE -THERMIQUE

INTRODUCTION
Pour la modélisation de la physique du chauffage par induction nécessite une
connaissance des phénomenes électromagnétiques et thermiques a la fois qui régissent
I’évolution spatio-temporelle d’un tel phénomene.
Un tel probléme, fait appel a deux types d’environnement. Il s’agit de :
e [’environnement magnétique,
e [’environnement thermique.
Ces deux environnements se basent sur des équations sont :
e Les équations de J. C. MAXWELL,

e [’¢équation de diffusion de la chaleur.

II. ENVIRONNEMENT ELECTROMAGNETIQUE
I1.1 Les Modeles Mathématiques En Electromagnétisme
II.1.1 Equations Générales De MAXWELL
Les phénomenes électromagnétiques qui apparaissent dans les dispositifs
électrotechniques sont régis par les équations de MAXWELL, des lois constitutives des

matériaux. Nous les résumons comme suit [37]

e Equations de MAXWELL

%

> -

rotH=J+2D- (IL1)
%

divB=0 (I1.2)

%

—>—

rotE=-CB (IL3)
%

divD=p (IL4)
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e Lois constitutives des milieux :

Tl

9
=v(B)B (IL5)

(IL.6)

== Densité des courants de déplacement négligeable a basse fréquence [A/m?].
% .
H : Vecteur champ magnétique [A/m].
% .
E : Vecteur champ électrique [V/m].
% . . .

B : Vecteur induction magnétique [T].
- . . . . 2
D : Vecteur induction électrique (vecteur déplacement électrique) [C/m~].
- : : . 2
J¢ : Vecteur densité du courant €lectrique de conduction [A/m~].
L : Perméabilité magnétique [H /m].
P : Densité volumique de charges électriques [C/m’].

€ : Permittivité diélectrique [F/m].

V : Réluctivité magnétique [m/H].

A ces équations, doit étre associée la loi ’OHM généralisée

i e e
Jo=J, +0.E+o(3AB) (IL.7)

9 : Vecteur vitesse des pieces conductrices susceptibles de ce déplacé [m/s].

G : Conductivité électrique [S/m].
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_)
J

ex

: Densité du courant d’excitation (source) [A/m?].

o.E : Densité des courants induits par variation du champ électrique E [A/m?].

- >
6(9AB) : Densité des courants induits par mouvement [A/mz].
11.1.2 Interprétation Physique Des Equations Electromagnétique
I1.1.2.1 Equation De Couplage Electromagnétique
eLoi d’induction de FARADAY :

%
>
rotE:—a—B

ot

Cette équation exprime le couplage électrique- magnétique en régime dynamique et

- -
ou la variation temporelle de B détermine lerotE , mais ceci ne suffit pas pour déterminer

. -
completement E .

Démonstration

Quand un conducteur se déplace dans un champ magnétique, en coupant des lignes de

flux, une force électromotrice (F.€.m.) est induite dans ce conducteur [38], tel que :

—>—>
e=¢E.dl
C

Ou (C) est une boucle fermée (circuit).

De la méme maniere, une (F.€.m.) est aussi induite, si le flux @ varie dans le temps a

travers un circuit fixe, tel que :

o dD
T4t On 0 = f(xy.z
__ 0 __ R4
Alors e= P at£B.dS
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Ou (S) est une surface s’appuyant sur le contour (C).

Dans les deux cas, la force électromotrice induite (e) et le taux de la variation

temporelle du flux magnétique (%) sont liés par la loi de FARADAY de la maniere
suivante :
- 0o
{E.dl =—%[B.dS
ot
C S
D’apres le théoréeme de STOCKES, nous avons :

e e
{E.dl=[rotE dS
C N

On obtient :
0D O22
- a—j B.dS=[rotE dS
tS S

Ainsi, nous aurons

_>

-
__0B
rotE= i

e Théoréme d’AMPERE

%
> >
rotH:JC+aa—It)

Cette équation exprime la dépendance du champ magnétique de la densité du courant

total (conduction + déplacement).

Cette relation peut €tre interprétée comme étant le taux de variation spatiale du champ

en fonction du taux de mouvement des charges.

Démonstration

L’¢énoncé général du théoréme d’AMPERE indique que l’intégrale curviligne de la

%
composante tangentielle du vecteur champ magnétique H , le long d’un contour fermé (C),
est égale au courant encerclé par ce contour [38]. Soit :

> S5
fH.dl=[ J dS=I
C S

- (S) : est la surface qui s ‘appuie sur le contour(C),
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_>
- J :estladensité du courant.

Selon le théoreme de STOCKES, nous avons :

S o
{H.dl =[rotH.dS
C S

e e I
Donc  [rotHdS=[J.dS
C S

s "
D’ou: rotH=1J

oContinuités de la courante densité du courant de déplacement

Le courant total I traversant une surface (S) fermée, est donné par :

- dQ
[={JdS=-==

| dt
dQ =p.dV

- dQ : Elément de charge,

- dV :Elément de volume.

> __ 0
D’ou I= ot (p.dV)
On divise par I’¢lément de volume AV, on obtient :

o
{7.dS
C

_ 0
ot (p.dV)
AV AV

%
SiAV—0, le membre de gauche de I’équation tend, par définition, vers divJ

(la divergence de la densité du courant; théoréme d’OSTROGRADSKI - GREEN), tandis

. . op . .7 Op
que celui de la droite tend vers——=-. Par conséquent : divJ =——=-

ot ot

C’est I’équation de continuité du courant, pour des champs statiques [38] :
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rotH=1J

Cette densit¢ due ou mouvement de charges réelles, (électrons, protons et ions), est

appel€e densit€ du courant de conduction ( J;,).

e e s
Si: rotH=J,

reste valable pour les champs dépendants du temps, il vient alors
que[39] :

— —>— —
div] = div(rotH) = divJ =0

%
Une contradiction avec I’équation de continuité du courant (div].=

—a—fi) apparaisse c’est
pourquoi, MAXWELL, fut amené, a postuler que :

e T T
rotH=J +J,

Ou
% . . .
J,, est la densité du courant de déplacement définie par

%
7 oD
D Ot

On aura alors :
e >
div] .= div(rotH) — div]

_)
=0 —div(%—?)

D uh
= at(dlvD)
__9
T ot

11.1.2.2 Les Equations De Conservation

eDivergence de I’induction magnétique
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Cette relation traduit mathématiquement le fait que les seules sources de champ
magnétique sont les courants ¢électriques, et il n’existe pas de charge magnétique; c’est
pourquoi les lignes du champ sont toujours fermées sur elles-mémes. Elles forment des
boucles. Ces boucles n’ont ni point de départ, ni point d’arrivée, ni point de convergence,

d’ou la nomination d’induction conservative (champ conservatif).

e Théoreme de GAUSS
_>
divD=p

Une charge électrique est source d’un champ électrique; autrement dit, les lignes de

champs électriques commencent et se terminent autour des charges électriques [8].

Démonstration

L’énoncé général du théoreme de GAUSS indique que la charge totale Q(V) contenue

dans un volume V, limité par la surface fermée S(V), est égale au flux du vecteur
. % .
déplacement électrique D sortant de la surface S(V). C’est a dire :

-
§D.dS = Qint(V)
=§ p.dV

v

D’aprés le théoréme d’OSTROGRADSKI — GREEN (voir Annexe I), nous avons :
—— -
§D.dS = {divD.dV
S \%
D’ou :
%
§divD.dV = {p.dV
\% \%
Ainsi

%
divD=p
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I1.1.2.3 Loi de comportement des matériaux (Milieux Physiques)

eInduction et champ électriques

Pour tout champ électrique, dans un milieu isotrope, de permittivité € , nous avons :

S
D=¢c.E

g ! Permittivité absolue du vide [F/m],

g, : Permittivité relative du milieu [USI].

_)
Cette équation d’€crit la relation entre la vectrice induction électrique D et le vecteur

%
champ électrique E . Elle est linéaire si ¢ est constante.

Dans le cas des conducteurs non-polarisés, nous avons :

- >

_ . _ 1
D=¢.E ; e=————— [F/m
0 ° 361109 L' /m]

- -
La détermination de D de I’équation (II.6) et rotE de I’équation (II.3) détermine

. -
completement E .

e Induction et champ magnétiques

1 : Perméabilité magnétique absolue du vide,
n, = 4.7.107 [H/m],

. : Perméabilité relative du milieu [USI].

Dans le cas d’un aimant permanent, nous avons :

> o >

B=uw.H+B,

% . . .

B,. : Vecteur induction magnétique rémanente [T].

L’équation (IL.5) détermine la relation entre le champ magnétique et 1’induction

magnétique. Cette relation donne la courbe d’aimantation B = f(H).
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— -
Une variation de H conduit a une variation de 1’induction B, on trouve par la suite le

cycle d’hystérésis dont la forme se différe d’un matériau a un autre; donc d’un dispositif

électrotechnique a un autre.

I1.2 Formulation Des Equations Electromagnétiques
Les Modeles de J.C MAXWELL décrivent globalement tous les phénomenes
¢lectromagnétiques, mais, suivant les dispositifs que ’on étudie, certains phénomenes
deviennent négligeables [37].
Les équations se découplent donnant alors des modeles plus simples. Par ailleurs, dans
le cadre de notre travail, seul le modele magnétodynamique sera considéré et détaillé, de

fait de son adaptation a la modélisation des systemes de chauffage par induction.
11.2.1 Le Modele Electrostatique

%
Dans ce modele, le champ E est produit par des charges stationnaires qui ne varient pas
en termes de répartition, et de valeur avec le temps. Ce modele est régit par les équations

suivantes [37] :

I1.2.2 Le Modéle Electrocinétique
Ce modele est utilis¢ dans ’étude de la répartition du courant électrique de
conduction dans des conducteurs isolés soumis a des différences de potentiel continues
[37].
11.2.3 Le Modeéele Magnétostatique
-
Dans ce modele, le terme %—]? de I’équation (I1.3) est nul. Ceci s’explique par le fait

que le champ magnétique est produit par des sources indépendantes du temps [37].

Dans le cas de ce modele, deux sortes de formes, peuvent I’exprimer. Il s’agit de :

Le Modele Magnétostatique Scalaire et vectoriel
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11.2.4 Le Modele Magnétodynamique

Dans ce cas, les sources du courant sont dépendantes du temps, ainsi, les champs

électrique et magnétique seront alors couplés par la présence des courants induits (ou

courants de FOUCAULT).

%
Le potentiel vecteur A joue un role primordial, ou la connaissance de A implique
la connaissance de tous les autres grandeurs physiques ou :

> o>
B=rotA (IL.8)

En termes d’équations, nous avons :

(22 0B
I‘OtE——W

> >
< rotH=1J

e
B=rotA

\

A ces équations, nous ajoutons les lois caractéristiques au milieu

- -
B=pH

- -
D=¢cE

Ccest a partir de ces équations de base de ce modele que nous pouvons déterminer
I’équation décrivant 1’évolution des phénomeénes électromagnétiques dans un dispositif ot

I’ensemble des champs présents sont en fonction explicite ou implicite de I’espace et du

temps.
L’utilisation de ce modele est trés répondue dans 1’étude des machines électriques,

des dispositifs du chauffage par induction, des transformateurs, ... etc.
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I1.3 Formulation De L’équation Magnétodynamique
eUne formulation du potentiel vecteur magnétique : les raisons de ce
choix
Pour le calcul numérique, différents choix de variables d’état aboutissant a des
formulations différentes sont possibles. Les formulations en potentiels en particulier, sont
toute fois mieux adaptées aux éléments finis.

Par ailleurs, dans le cadre du chauffage par induction, les avantages présentés par ce

type de formulation sont nombreux :

e FElle permet d’imposer des sources ¢lectriques proches des procédés réels (densités
de courant — différences de potentiels),

e [La réaction d’induit est directement prise en compte,

e La grandeur utile pour le chauffage, a savoir, la densité de puissance induite, est
directement liée a la variable d’état, bénéficiant ainsi d’un maximum sur la
précision.

En se basant sur les équations de J. C. MAXWELL, on peut formuler 1’équation qui

décrit I’évolution spatiale- temporelle des phénomenes électromagnétiques.
Nous avons :
N
rotE-—2B.
Avec :

- 5>
B=rotA

On obtient:

_)
%
E+a—‘? Est un champ conservatif, il dérive donc d’un potentiel scalaire électrique U, tel
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que :
X -

= 5 - = P
E+Cf ——gradU= E=—(%2-+gradU) (1L9)

A partir de I’équation (II.1) et de 1’équation (II.5) nous avons :
> 2> 2
rot(+=B)=1]

1

A partir des équations (I1.7), (IL.8), et (IL.9) nous avons :
> —) - - o>
<:>r0t(ur0tA) +0.E+c(3ArotA)

= o oA O - o
<:>rot(—r0tA) J —G( +gradU)+cs(S/\rotA)

> o 8A —>— —>
<:>r0t(urotA)+G At +GgradU G(SArotA)

. % . . .o, . 9 %%
Le potentiel vecteur A ne peut pas étre défini par la seule condition B=rotA ; on

doit fixer sa divergence pour assurer I'unicité de la solution de 1’équation aux dérivées

partielles (E.D.P).

%
On ajoute alors la condition divA=0; appelée Jauge de COULOMB [37]. Nous obtenons

ainsi :
(> 1 2 aA — - S>> o
rot( rotA) +c% A +ogradU—-o(3ArotA)=] (I1.10)
1>
divA=0
N oA >

Les termes —o <> At et G(SArotA) représentent les densités des courants induits. Ils

traduisent le caractere dynamique dans le temps et dans ’espace des phénomeénes

%
électromagnétiques, tandis que le terme (—ocgradU)décrit la densité du courant

dépendante des conditions électriques imposées aux extrémités des conducteurs.
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Un peut étre considéré comme nul [37]. Nous observons que la relation (II.10)
définissant une équation locale qui devra étre systématiquement adaptée a la région a la
quelle s’applique.

Enfin, la définition complete du probleme magnétodynamique doit prendre en compte

les conditions aux limites du type :

-DIRICHLET dans son cas général : A=A,

-NEUMANN (homogene) dans son cas particulier : g—ﬁ =0

Dans le cas ou la piece a chauffer est immobile par rapport a 1’inducteur et U est

considérée uniformément nulle, 1 ‘équation (II.10) devient :

(> 5> 8_A) - 1 o ‘
rot (vrotA) + 07=J o Y :H rélectivité magnétique (IL.11)
{
>
\ divA=0

oCas de dispositifs alimentés en courant harmonique :
On suppose que la perméabilité p ne dépend pas de I’induction magnétique; si les
courants d’excitation sont de nature alternative, on peut utiliser une représentation de

FRESNEL pour modéliser leur variation temporelle.

L’utilisation des nombres complexes permet alors de remplacer le terme :

%

_)
oA Par ioncA

ot

o=2nf

Avec i : Unité imaginaire (i2 = -1),
o : Pulsation des sources [rd/s].
D’ou I’équation (II.11) devient :

e e
rot(vrotA)+i®wc A =]

ex

%
divA=0
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e Cas de dispositifs alimentés en courant transitoire
Dans le cas d’une alimentation en courant transitoire, le traitement du systéme
d’équations caractéristiques, nécessite une discrétisation en pas a pas dans le temps

(échantillonnage temporel).

Si un algorithme du type EULER explicite est adopté, nous aurons : a chaque pas de

temps At; [9] :

Ji=1 “i-l
Ay
Ainsi :
_oa_fi-Aid
ot At

1
-

: o OAL . X o
L’expression de la dérivée (6_) doit &étre alors remplacée dans le systéme d’équation
t

(II.11) et, les calculs auront étre effectués a chaque pas du temps ( A ti).

I1.4 Environnement Thermique

11.4.1 Modes De Transmission De La Chaleur

Le transfert d’énergie aura lieu a chaque fois qu’un gradient de température existe a
I’intérieur d’un systéme, ou, lorsque deux systémes a températures différentes sont mis en

contact [10].

Le transfert de chaleur reconnait généralement trois modes de transmission de la
chaleur. Il s’agit de la transmission par conduction, convection et rayonnement [10]. Ces
modes de transfert de la chaleur peuvent étre présents, dans un procédé, d’une manicre

séparée, combinée deux a deux ou ensemble a la fois.
Conduction

La conduction est un phénomene au moyen duquel la chaleur s’écoule a I’intérieur d’un
milieu (solide, liquide ou gazeux) d’une région a haute température vers une autre a basse

température ; ou entre différents milieux mis en contact.
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Convection

La convection est un mode de transport d’énergie par l’action combinée de la

conduction, de 1‘accumulation de 1’énergie et du mouvement du milieu.

En effet, la convection est le mécanisme le plus important de transfert d’énergie entre

une surface solide et un liquide ou un gaz, donc un fluide dans le cas le plus général.
Rayonnement

Le rayonnement est le mécanisme par lequel la chaleur se transmis d’un corps a haute
température vers un autre a basse température, lorsque ces corps sont séparés dans 1‘espace

ou méme lorsqu’un vide les sépare.
IL.5 Notions Fondamentales De Conduction Thermique
I1.5.1 Le Régime Non-Stationnaire (Dynamique)

Les transferts de chaleur évoluaient au cours du temps, de telle sorte que les
températures, les flux et, bien entendu, les propriétés thermiques seraient variables pendant

un temps suffisamment long [41] [42].

I1.5.2 La Température
Si la température reste bien définie en tout point M (repéré par ses coordonnées
spatiales (x, y, z), cette température va évoluer avec le temps de sorte qu’a I’ instant t, la
température en ce point M est [42] :
Tm=fXxYy,2 t)=T(x,y,z, t)
Il existe un gradient de température qui fait intervenir les dérivées spatiales de cette

fonction température, tel que, en coordonnées cartésiennes :

—> - - -
_dr>, or., odr
gradT_8x1+6yJ+6zk

Ou

- > -
1, j, et k sont les vecteurs unitaires des axes de coordonnées cartésiennes.
11.5.3 La Conductivité Thermique :
La conductivité thermique des divers matériaux employés dans I’industrie varie d’une

maniere tres sensible d’une substance a une autre [41].
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Ainsi k exprimée en [Kcal/(h.m.°C)] est de I’ordre de 6 x 107 pour les gaz a la pression
atmosphérique, de 1.5%x10™ pour les liquides et atteint la valeur de 3.5 x 10 pour le cuivre
pur.

Les matériaux ayant une conductivité thermique élevée sont appelés les conducteurs ;
tandis que, les matériaux de faible conductivité se rapportent aux isolants thermiques. En

général, la conductivité thermique varie avec la température.
I1.6 Les Lois Fondamentales De Transmission De La Chaleur

On donnera un apercu préliminaire des équations fondamentales relatives a chacun des
trois modes de transmission de la chaleur.

11.6.1 Quantité De Chaleur Transmise Par Rayonnement

La quantité d’énergie quittant une surface sous forme de chaleur rayonnée dépend de la
température absolue et de la nature de cette surface [41].
L’¢énergie Q, rayonnée par unité¢ de temps, par une surface d’un corps noir au radiateur

intégral est donnée par :
Q=B.A. T} [Kcal /h] (IL.13)
Ou

A, : Laire de la surface [mz],

T, : La température absolue [°K]

B : La constante de STEPHAN —-BOLTZMANN dont la valeur, avec les unités
choisis, est de I’ordre de 4.88x10® Kcal / (h.mz. (°K)4).

L’examen de I’équation (II.13) montre que la quantité de chaleur transmise par
rayonnement, a partir d’un corps noir, dont la surface est portée a une température
supérieure a zéro absolu, est proportionnelle a la quatrieme puissance de la température

absolue.

La quantité de chaleur effective transmise d’un corps gris (émettent une intensité de
rayonnement plus faible que celle des corps noirs) a la température T, a un corps noir a T,

entourant le premier est :
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Q=B.Ae(T}-T) (I1.14)

Ou ¢ est le facteur d’émission de la surface grise, égale au rapport de I’intensité

rayonnée par le corps gris a celle émise par le corps noir a la méme température.

11.6.2 Flux De Chaleur Transmis Par Convection
Le flux de chaleur transmis par convection entre une surface et un fluide peut étre évalué
par la relation suivante (loi de NEWTON) [41] :
Q.=h.AAT (I1.15)

Dans laquelle

Q. :Le flux de chaleur par convection [Kcal /h].

A :Laire de la surface de transmission de chaleur [m?].
AT : La différence entre la température de la surface Ts et celle du fluide T oo loin
de la surface en °C.
he : L’unité de conductance thermique moyenne de convection (souvent appelé
coefficient.
Superficiel de transmission de chaleur d’échange de chaleur par convection) en Kcal /
(h.m’. °C).
La valeur numérique de h, dans un systeme, dépend de la forme géométrique de la surface,
de la vitesse, et également des propriétés physiques du fluide, et souvent méme de la
différence de température AT .
11.6.3 Densité De Flux De Chaleur (Flux De Chaleur)

Il est possible de définir une vectrice densité de flux de chaleur en chaque point du
corps étudié, qui est la quantité de chaleur (flux de chaleur) par unité de surface, et possede
les unités W/m?, c’est la loi de FOURIER. Ce vecteur est proportionnel au gradient de la

température T, et orienté dans le sens opposé au gradient de la température [41] [42] [43] :

- —>
q=—kgradT (IL.16)

k : Conductivité thermique du matériau [W/ (m. °K)].

Ce vecteur est maintenant fonction du temps et varie en général avec celui-ci. La

conductivité thermique du matériau n’est pas une constante, mais, une fonction de la
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température pour toutes les phases. Elle dépend de la pression aussi pour les liquides que
pour les gaz [43].

Comme le deuxieme principe de la thermodynamique [41] implique, nécessairement,
que la chaleur s’écoule des points les plus chauds vers les points les plus froids, le flux

serait donc positif lorsque le gradient de température est négatif.

N
Le vecteur q permet d’évaluer le flux de chaleur a travers une surface (S) quelconque

par la relation suivante [42] :

¢=JSI q.n.ds 11.17)

Ou pour une surface élémentaire :
5 =q.n.dS (IL18)

N
Ou nest le vecteur unitaire normal a (S) en tout point M, centre d’un ¢lément de
surface dS.

Bien entendu, ce flux de chaleur ¢ ou 6¢ est lui-méme fonction du temps et varie au

fur et a2 mesure que le phénomene qui provoque ce transfert est en évolution.

I1.7 Equation De La Thermique
Pour un fluide compressible, ou pour un solide, ou dans le cas d’un gaz compressible,
on négligeant 1’échauffement provoqué par la dissipation visqueuse, I’équation générale de

propagation de la chaleur fondée sur 1’enthalpie h s’écrit [44], [45] :

pdi=dP —div(q)+P,—q; (IL.19)
Tels que :

p : Masse volumique [Kg/m3].

P: :Pression [Pa].

(_]) : Sources des flux de conduction [W/m?] donnée par :a:—k gr—a)dT ; c’est la loi de
FOURIER,

k : Conductivité thermique [W/ (m.°K)].

T :Température [°K].

qr : Pertes radiatives ou chaleur rayonnée.
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P, : Terme source de chaleur correspondant, soit, au travail des forces appliquées au

fluide, ou a la dissipation visqueuse, soit a une puissance calorifique par unité volumique
induite par effet joule ol réaction chimique.

. dh _ 6h dp: ah dT
Comme - -3 Pr de T pr
Avec :

(g—,lll,) =c, C’estla capacité calorifique a pression constante [J/ (Kg °K)],
Pr

o) 1
&) ~La-p

p = Désigne la masse volumique
B= ——( ) C’est la constante de STEPHAN-BOLTZMANN

L’équation (II.19) peut s’écrire :

TP givk 2dT) 4P 1120
pCP dt =B +div(k gradT) +P,+q, (I.20)

Avec :

dT _aT - —>
dt—at+8gradT

dPr_ 0P, g orad
at = ot + 3 gradP:

Tels que :
@ : Vitesse des piéces ou des fluides en mouvement, fonction de 1’espace, et supposée

connue [m/s].

T9Pr - Terme qui représente le travail de dilatation.
dt

L’¢quation (I1.20) peut s’écrire alors de la maniére suivante :

o 2 2 P 2 2 ' —
pCP(§+ 9 gradT):BT(E + 8 gradPy) + div(k gradT) + P, +q, (IL.21)

Dans le cas ou le transfert de chaleur serait purement conducator, ce qui est le cas dans
le chauffage par induction, en négligent la chaleur rayonnée, 1’équation (II.21) prenne la

forme :
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o O ) —
pc, ( ot 9 gradT)=div (k gradT) + P, (I1.22)

Le champ de température T doit vérifier le modele classique de diffusion de la chaleur
suivant I’équation (I1.22).
A cette derniere relation, doivent étre associées, les conditions aux limites appropriées au

probleme physique a traiter. Il s’agit de la :

- Condition de DIRICHLET dans son cas général : T connue sur la frontiere,

- Condition de NEUMANN (homogene) dans son cas particulier : k(%) =0, (pas
S

d’échange avec I’extérieur : notamment sur les axes de symétrie),

- Condition de FOURIER :—k (%r) =(q, (le flux de chaleur échangé est connu),
S

- Condition de NEWTON : q=h.(T,-T,), (cas d’un flux de chaleur ¢changé¢ par

convection avec une zone de température ambiante),

- q=¢P(T¢-Tf§) (cas d’un flux échangé par rayonnement avec une zone de

température ambiante T, , ou &, 3, Ts et T, désignent respectivement, 1’émissivité du corps,
la constante de STEPHAN-BOLTZMANN (f= 5.67x10®° W/m>.K"), les températures

absolues de la surface rayonnante et celle du milieu ambiant).

I1.8 Le Modeéle Cylindrique Axisymétrique En Electromagnétisme Et En Thermique
Une grande partie de problemes magnétiques peut étre traité en bidimensionnel, ce qui
est le cas du probleme des systemes sur lesquels nous appliquerons notre modele de

couplage proposé.

Rappelons brievement 1’existence des deux types de systémes bidimensionnels : ceux
infiniment longs alimentés suivant une direction (0z), et ceux a symétrie de révolution

alimentés selon la direction (0@ ).
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%
Dans le premier cas, le champ électrique E n’a qu’une composante suivant la direction

%
infiniment longue (0z ). Le champ magnétique, B quant a lui, présente deux composantes

_)
suivant (or) et (o@) dans le plan perpendiculaire a J_ (densité des courants sources),

_)
impliquant ainsi une composante pour le potentiel vecteur magnétique A suivant la

direction (0z).

%
Dans le deuxiéme cas, les courantsJ_, sont dirigés suivant ’angle ¢ du systeme de
coordonnées cylindriques (r, @, z), le champ magnétique possede alors deux composantes,

I’une suivant la direction (or), et 1’autre suivant la direction ( 0z ), imposant ainsi pour le

potentiel une

Seule composante A(p (désignée par la suite A ). Ainsi, les dispositifs de chauffage par

induction comportent généralement une symétrie de révolution qui préconise 1’utilisation
des coordonnées cylindriques axisymétriques. Lorsque les pieces a chauffer présentent une
telle symétrie, il arrive fréquemment que le procédé de chauffage consiste a faire tourner
la piece dans un inducteur, de facon a homogénéiser le champ de température sur tout le

pourtour.

Dans une telle configuration, 1’hypothése d’une modélisation axisymétrique est
séduisante, puisqu’elle suppose que I’inconnue est invariante par rotation et prendre donc

en compte, implicitement, I’hypothése d’homogénéité de la température due a la rotation.
Probleme électromagnétique
Rappelons 1’équation magnétodynamique (II.11), dans le cas ou la piece a chauffer

serait immobile par rapport a I’inducteur.

- o Y o
rot(vrotA) +GW =] (IL.11)

%
divA=0
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Lorsque le courant est orienté suivant la direction (o@),il s’agit de la composante

%
azimutale (A(p) du vecteur A. Dans une telle configuration, les courants sont
perpendiculaires au plan d’étude, (r, z).

Les différentes grandeurs vectorielles s’écrivent alors de maniére suivante :

( - ( - ( - ( - ( -
0 e 0 e, 0 e B, e, H. e,
— - - - e - - - - -
Jex< J(p € E < E(P € A < A(p € B .<0 € H < 0 €
0 ¢, 0 ¢ 0 e, B, ¢ H, e,
N \ \ \ \

_)
Comme le vecteur A est confondu avec sa composante A(p, sa divergence est donc

_)
naturellement nulle (la jauge de COULOMB div A=0).

-
Comme le vecteur A est confondu avec sa composante A(P, sa divergence est donc

_)
naturellement nulle (la jauge de COULOMBdiv A=0).

Sachant qu’en coordonnées cylindriques axisymétriques; nous avons :

—>—
=1 |0 0 0
rotA r or op 0z
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Et

- o> O(rA OA -
0 0| _ 0o P

rot(vrotA)= { ar{r r J 27 {v 57 H €

Remplacant la grandeur rAq): rA par la grandeur A* 1’équation électromagnétique

(II.11), prenne la forme :

v A% | ar(v 0A*)_ 6 0A* __; (11.23)

E(r 0z r ot

A*=A*(r,z,1) Est le potentiel vecteur magnétique modifié.

C’est une équation aux dérivées partielles, décrivant le comportement d’un dispositif
cylindrique axisymétrique. Sous I’hypothése que les matériaux sont linéaires, et que les
sources d’alimentation sont sinusoidales, les formulations magnétodynamiques peuvent

étre résolues en utilisant la notation complexe, permettant ainsi la prise en compte du terme

dérivée A% et son remplacement par I’expressioni ®A*, d’ou 1’équation :

ot

A AR e S R 1.24)

* =
A rA(p
Probleme thermique

Rappelons le modele classique de diffusion de la chaleur par conduction (I1.22), avec

une vitesse de la piece nulle (9 =0),

. — oT
div (k gradT) +P,=pc, (E)
La température, indépendante de la variable d’espace (@), autorise une étude dans le
plan de symétrie (r, z) du dispositif.

Comme :

—> - -
gradT = % e+ %ez (Voir Annexe I)
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Et

div (k gradT) 1 ( (krs- ) += o (rk%) ) (Voir Annexe I)

L’équation de la conduction (I1.22) prend alors la forme suivante :

0 (kl aTr oT

2, &5, )+ (kr o) TR=pC 5 (IL.25)
Avec

T=T(r, z, t).

I1.9 Différentes Techniques De Résolution Des Equations Aux Dérivées Partielles

Il existe deux grandes catégories de méthodes de résolution des équations aux dérivées
partielles mathématiques caractérisant les problémes physiques, lorsqu’il s’agit de calculer
des effets dont les causes (densité du courant (tension), densité de la puissance dissipée)
sont connues a I’avance. Ces méthodes sont :

¢ Les méthodes analytiques,
e [ es méthodes numériques.

Les méthodes analytiques, s’averent d’application tres difficile deés que la complexité
de la géométrie s’accroit et que certains matériaux, dans des conditions de fonctionnement
optimales, présentent des non-linéarités physiques, donc mathématiques [45] [46].

L’apparition des ordinateurs, de grandes puissances, a mis en valeur I'intérét des
méthodes dites numériques. Celles ci font appel a des techniques de discrétisation.

Ces méthodes numériques transforment les équations aux dérivées partielles (EDP) a
des systemes d’équations algébriques dont la solution fournit une approximation de
I’inconnue en différant points situés aux nceuds du réseau géométrique correspondant a la
discrétisation. Parmi ces méthodes, nous citons la méthode des différences finies, la
méthode des éléments finis, la méthode des volumes finis, la méthode des intégrales de

fronticres et la méthode des circuits couplés,...etc.

11.9.1 Méthode Des Différences Finis (MDF)
La MDF consiste a transformer par un développement en série de TAYLOR 1’opérateur
différentiel en un opérateur aux différences [46], [47], [48].
Considérons le cas d’une équation a une dimension dont ’inconnue est A, le

maillage étant établi sur la figure (IL.1).

Simulation Des Systemes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs Page 41



CHAPITRE II:
FORMULATIONS MATHEMATIQUES ELECTROMAGNETIQUE -THERMIQUE

AX PAX

Figure I1.1 Trois nceuds du Maillage a une dimension.

Le développement en série de Taylor au voisinage du nceud n°2 donne :

A =A —Ax(—dA)+l(Ax)2 A L EDR g @A
1 2 dx/, 2 dx? n! X"
2 2

2 _1)1 n
nmn ] B 3] 2 14

!
dx X n! X"

En se limitant au troisieme terme, on déduit de ces équations :

(%) = AS_AI d’A | _ A1_2A2+A3

dX ZAX Et dX 2 ( AX)2

En substituant ces dérivées dans 1’équation différentielle on obtient 1’équation aux
différences finies au nceud 2. C’est une combinaison linéaire de 1’inconnue au point
considéré et aux points voisins La méthode aux différences finies permet d’obtenir des
résultats satisfaisants dans de nombreux problemes comme elle possede la simplicité de la
formulation numérique, mais elle reste limitée aux configurations a géométrie réguliere,
donc, relativement trop simple.

11.9.2 Méthode Des Eléments Finis (MEF)

La méthode des éléments finis est tres puissante pour la résolution des équations aux
dérivées partielles (EDP) surtout dans les géométries complexes et quelques soient les
conditions physiques de fonctionnements [44].

A la différence avec la MDF, la MEF consiste a utiliser une approximation simple de

I’inconnue pour transformer les EDP en équations algébriques.
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Toute fois, cette méthode ne s’applique pas directement aux EDP, mais a une
formulation intégrale qui est équivalente au probléme a résoudre, en utilisant ['une des
deux approches suivantes [40], [45].

- La méthode variation elle qui consiste a minimiser une fonctionnelle qui
représente généralement, I’énergie du systeéme €tudié. Cette méthode n’est donc applicable
que si on connait une fonctionnelle équivalente au probléme différentiel que 1’on vent
résoudre.

- La méthode des résidus pondérés ou méthode projective qui consiste a minimiser
le résidu induit par 1’approximation de la fonction inconnue.

A T’une ou a I’autre des deux méthodes, on associe une subdivision du domaine d’étude,
en éléments simples, appelés éléments finis, comme il est indiqué sur la figure (I1.2), et a

approximer la fonction inconnue sur chaque élément par des fonctions d’interpolation. Ces

fonctions sont généralement des polynomes de Lagrange de degré un, ou deux.

Figure II.2 Un domaine d’étude discrétisé en éléments finis.
11.9.3 Méthode Des Intégrales Des Frontieres (MIF)

Lorsqu’on utilise la MDF ou la MEF, on calcule les variables inconnues dans tout le
domaine. La MIF permet de ramener le maillage a la frontiere du domaine. Ainsi, le calcul
des valeurs de I’inconnue sur les frontiéres du domaine suffit pour obtenir la solution en

tout point du domaine [45].
11.9.4 Méthode Des Circuits Couples (MCC)

La MCC permet de fournir la solution d’'une EDP par une expression intégrale du type

loi de BIOT et SAVARD.
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Dans ce cas, on associe a la forme intégrale de la solution, une subdivision de

I’inducteur en spires élémentaires [36], [45].
11.9.5 Méthode Des Volumes Finis (MVF)

La MVF se déduit a partir de la MDF. Le domaine d’étude (Q ) est subdivisé en
volumes élémentaires de telle maniere que chaque volume entoure un nceud du maillage

(celui des différences finies).

Différence q
fini Neeu
inie| \ I /
/ <« Q
-
Elément —$ L —1 ] o
fini Volume fini

Figure I1.3 Maillage du domaine d’étude.

L’EDP est intégrée sur chacun des volumes élémentaires.

Pour calculer I’intégrale sur ce volume ¢élémentaire, la fonction inconnue est représentée
a l’aide d’une fonction d’approximation (linéaire, exponentielle) entre deux nceuds
consécutifs. Ensuite, la forme intégrale est discrétisée dans le domaine d’étude [36], [45],

[49].

Grace a un libre choix de la fonction de liaison entre noeuds consécutifs, la procédure

conduit a une solution plus précise que celle fournie par la MDF.
Exemple Illustratif

Considérons 1’équation de conduction, en régime permanent (stationnaire),

monodimensionnel :
d .dT _
i (kdx)+PS 0 (IL26)

T : Température, k : Conductivité€ thermique. P, : Densité de la source de chaleur.
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Pour discrétiser cette équation, le domaine d’étude est subdivisé en un nombre finis de
nceuds. Ce domaine est ensuite divisé en éléments de volume dont chacun contient un

nceud, comme il est indiqué sur la figure ci-dessous.

Az

. P E %

Vw4 . >
FE

“ >
(Gx)w (G

Figure I1.4 Discrétisation en volumes finis dans le cas monodimensionnel.

Les lignes en tirés représentent les interfaces entre les éléments. Pour le probleme a une

dimension, on suppose une épaisseur unité suivant la direction (oy) et (0z).
Ainsi, le volume d’un élément est Ax x1x1. Si on intégre 1’équation (I[.26) sur

I’¢1ément de volume correspondant au nceud P, on obtient :

Fd dT
[ (Ge )dx+dex 0

Soit :

4D, - 4D, +jP dx =0 (I.27)

Avec I’approximation d’une variation linéaire de T entre deux nceuds voisins, I’équation

(IL.27) s’écrit :

k,(T;—Tp)  k,, (T,—Ty)
%), @%),,

+P, Ax =0 (11.28)

Ou Eest la valeur moyenne deP dans 1’élément de volume. k. La conductivité
thermique a I’interface (e).
On met I’équation (I1.28) sous la forme suivante :

aprz aeTE + aWTW +b
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Ou

k k —
a=—>%a =—% a3 =a +a, Et b=P Ax
€ (Sx)e w (SX)W p- e “w s
Si la discrétisation du domaine comporte N nceuds, on est alors ramené a un systeme de

N équations a N inconnues. Il s’agit des valeurs nodales de T.

CONCLUSION

A partir des lois de base caractérisant les phénomenes électromagnétiques et thermiques
présents dans les dispositifs de chauffage par induction, des modeles mathématiques ont
été établis, dans leurs formes générales. Ensuite, et en liaison avec le type d’applications a
traiter, le cas axisymétrique considéré comme un cas générale, a été détaillé. Une fois, ces

modeles mathématiques établies.
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CHAPITRE 111 :
MODELES NUMERIQUES ET COUPLAGE ELECTROMAGNETIQUE THERMIQUE

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des volumes finis, utilisée  pour la
résolution des deux équations aux dérivées partielles, Ainsi nous proposons de décrire les
modeles numériques optés pour la résolution des équations mathématiques, apres ces
formulations nous proposons, les modeles du couplage électromagnétique thermique ainsi

notre propre modele basé sur la technique de la paramétrisation du chois de ce travail.

II1.1 Résolution Des Equations Electromagnétique Et De La Thermique Par La

Méthode Des Volumes Finis

La méthode des €éléments finis (MEF) est la méthode la plus utilisée pour la résolution
des équations aux dérivées partielles. Sa mise en ceuvre, par contre est assez compliquée.

Nous avons donc opté pour la méthode des volumes finis (MVF) qui, selon plusieurs
auteurs [45], [49] donne de meilleures convergences pour les équations de conduction
avec un terme de vitesse.

De plus, elle est moins difficile a réaliser est simple a concevoir que la méthode
des éléments finis (MEF).

La méthode des volumes finis a connu un essor considérable non seulement
pour la modélisation en mécanique des fluides, mais aussi pour la modélisation d’autres
branches de D’ingénierie scientifique : transfert thermiques, électromagnétisme...etc.
L’analyse mathématique de la méthode des volumes finis a récemment permis de
développer les principes fondamentaux qui font d’elle une méthode de discrétisation
performante.

La méthode des volumes finis peut étre vue comme étant une variante de la méthode
de collocation par sous-domaines [45]. Le domaine d’étude (Q) est divisé en un nombre
d’¢léments. Chaque ¢lément contient quatre nceuds du maillage. Un volume fini entoure
chaque nceud du maillage (Figure III.1). L’équation au dérivé partielle (EDP) est intégrée
dans chacun des volumes ¢élémentaires. Pour calculer 1’intégrale sur ce volume
¢lémentaire, la fonction inconnue est représentée a I’aide d’une fonction d’approximation

(linéaire, exponentielle...) entre deux nceuds consécutifs.
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Description d’un volume fini

| N |
s e
I n I
= H
< | T B Sttt it :
© ' ' 1 |
Yi. @ | ® | ® :
2 i<« W e E :
e W I | !
- Ly - ey — — — — — — — — — — — ———_ 1
0[5] | Ky IL
= I I z
v | ® |
| |
| S |

Figure IIL.1 Description d’un volume fini.

Chaque nceud principal P est entouré par quatre nceuds voisins : celui du nord N, du sud
S, de I’est E et celui de 1’ouest W.

Le volume fini est délimité par les points (e : est, w : ouest, n : nord, s : sud) [49].
III.1.1 Discrétisation de [I’équation magnétodynamique linéaire en régime
harmonique

Rappelons 1’équation magnétodynamique linéaire, en régime harmonique :

Différence
finie| N | /NOGUd
/ 0
—
Elément —» l—?j?'\\ ..
.. Volume fini
fini

Figure II1.2 Maillage du domaine d’étude.
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La projection de cette équation aux dérivées partielles sur une base de fonctions

de projectionf3,, et son intégration sur le volume fini, correspondant au nceud P, donne :

J1Bi[ £ Q8% + L MOAD Jrdrdz = [fB;[ i0CA* -, Jrdrdz (IIL1)

B; est la fonction de projection choisie égale a 1 /r

Rappelons que pour la méthode des éléments finis, B; = o; /r, o; est la fonction

d’interpolation dans le cas de la méthode projective de GALERKINE.

Apres substitution de ’expression de f3;, L’é€quation (IIL.1) , prenne la forme suivante :

v 0A*y , 0 v OA* —f[ioSA* —
jj [ 8Z(r o5+ £ (L) | drdz j{ [10)rA J ]drdz (II1.2)
L’intégrale de la partie gauche de 1’équation (IIL.2) sur le volume fini, délimité

par les frontieres (e, w, s, n) est :
j j Ly 5A O8%) drdz + j j (%%) drdz (IIL3)

Apres intégration nous aurons :

Avec :

Ar Ar
re=ret+ 5" rw=re =5, Ar=re—rw

Az Az
Zn=zpt 5% 2s=2p 5 yAzZ=7,—76.

Un profil linéaire a été choisi exprimant la variation de A* entre les nceuds voisins.

Le résultat obtenu est constitué uniquement de valeurs nodales. Ainsi, on obtient :

.  (8r) . I, (3r),,

(S

rn (8z), r, (02

vy (A Ap) v, (AP_AS)}AP{VE, (Ar—Ap) W(AP_AW)}AZ

1, (82), AN I, (8z) r (Sr) rW (dr),,

V Ar s vV, Ar * V. Az >x< vV, Az o« VAr vV, Ar VAZ VWAZ *
rn(ESz) I, (8z) r (8r) rW(Sr)W

Posons :

v, Ar Vg Ar veAz v, Az

by = r (6z), " ® - r,(8z), e r. (), ’ wo I, (8r)
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Ainsi, on obtient :
= b, Ab+b, Ap+b, As+b AY—(b,+b +b +b.)As (I11.4)
L’intégrale de la partie droite de 1’équation (IIL.2) sur le volume fini, délimité

par les frontieres (e, w, s, n) est :

[TlioSas-1 Jdrdz = ioo, (Inr)g, Az AT =], Ardz

SW
. *
=ioo, (lnre—lnrw)Az Ap—J, ArAz
=iwoc, In [E) Az Ay =T ArAz
Iy
Ar
(r,+5)
=iwo, In| ——2= Az Ay —J, ArAz
(rp_ 7)
(1+-Ar)
—imo, In| B Tr A, A>|< —J ArAz
P p (1_£) P ex
2rp
=imo,[ In(1+AL) — In(1+(-AL) JAz A —T_ArAz
2rP 2I‘P =
Or, le développement de la fonction In(1+4x) est donnée

2 .3 (n+1)
. —x—X X 1) X
par :In (1+x) =x 5 + 3 +---(=1) "]

Ainsi :

e
[[[ioSA*—1_Jdrdz =imo,| 2& - (—2&)) 1Az A5 =T ArAz
sw r rp Tp

=i LA Az Ay—J, ArAz (IIL5)

P
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La substitution des deux expressions trouvées (II1.4), (IIL.5) dans I’équation (III.2)
donne I’équation algébrique suivante :

. O
be Ap + by A +by AL+ by AT —(be by +b, +b) AT =io-EArAz AT, ArAz

P

:{be+bw+bn+b5+im% ArAszf =b, Ay + b, Ay +b, A%+ b, As +J. ArAz

P

Posons :

b - v, Ar _ VAr V. Az VvV, Az
nrBz),” S rdz),’ ¢ @, Y r,r),

— i O —
bp—be+bw+bn+bs+1(or—:ArAz, d,=J,, ArAz

Ainsi, I’équation algébrique finale s’écrit alors sous la forme

b, A, =b, Ar+ b, A} +b Ax+b As+d, (I1L.6)
Avec :
b - v, Ar B VSAI‘ B veAz Vy Az

nrBz),” S r(dz),’ ¢ r(dr),’ wo I, (8r),,

— i O —
bp—be+bw+bn+bs+1(or—:ArAz, d,=J, ArAz

Si la discrétisation du domaine comporte N nceuds, on est amené a étudier un systeme

de N équations a N inconnues.
La forme matricielle de ce systéme d’équation s’écrit sous la forme :
MALI{A" |- (P}
Ou:

[M +iL] : Matrice coefficients,

{A* } : Vecteur inconnu,

{F} : Vecteur source.

Conditions aux limites

Dans I’étude précédente, nous avons établi les équations des nceuds internes. Pour les

limites du domaine d’étude, il existe deux fagons d’introduire les conditions aux limites :
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- Condition de DIRICHLET : cette condition impose les valeurs de A aux bords du
domaine d’étude. Ces valeurs sont prises nulles par la considération de 1’infini
physique.

- Condition mixte de DIRICHLET-NEUMANN : elles sont utilisées dans le cas ou le
systtme a étudier présente des plans de symétrie. Le probleme mixte de

DIRICHLET-NEUMANN impose les valeurs de nulles aux bords infinies du

domaine d’étude (Q) et celles de %—ﬁ = 0 au niveau des plans de symétrie (plans de

coupes) ou n représente la normale au plan de coupe.

Difficultés liées aux conditions aux limites

Ce probleme se pose essentiellement lors de la définition du domaine d’étude de
I’équation €lectromagnétique.

Mathématiquement, ce domaine est infini puisque tout point de 1’espace subit
I’influence d’une distribution de courant située dans celui-ci.

Le fait d’imposer des fronti¢res finies pour fermer ce domaine et d’annuler la valeur
du potentiel ou du flux sur celles-ci, peut fortement influencer la résolution.

Le test le plus couramment consiste a faire un premier calcul en annulant la valeur
du potentiel A sur les frontieres de fermeture (conditions de DIRICHLET), puis d’effectuer
un second calcul en annulant la valeur du potentiel vecteur magnétique sur ces frontieres
(condition de NEUMANN homogene).

Si les résultats de ces deux résolutions sont identiques, le domaine d’étude choisi est

bien correct.

II1.1.2 Discrétisation de l’équation de diffusion de la chaleur

Rappelons 1’équation de diffusion de la chaleur en régime transitoire (non-stationnaire) :

Ol _10 (. 0Ty, 0 . 0T
P “rar K G T 5 &) th

Pour résoudre cette équation, nous appliquons la méthode des volumes finis.
On intégre cette équation dans le temps et dans l’espace, sur le volume fini,
correspondant au nceud P, et délimité par les fronticres (e, w, s, n), ((voir figure 111.3),

description d’un volume fini, décrite précédemment).
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&
':.| I
o Eléments
[ ] .
= finig
¥
F 3
—
o
o [TV olume
L 4 fini

5

Figure II1.3 : Description d’un Volume Fini Correspondant au Nceud P

(t+AD) p (t+AD) ¢ (t+A)
j jfpc L rdrazde = j H(la(rkar))rdrdzdt+ j jTa@kgg)rdrdzdhL

S W SwW

(t+At) e

[ J]Prdrdzdt

t sw

Soit :

(t+At) p e

A= j fjpc —rdrdzdt

(t+A) p e

B= | H(%g(rk%))rdrdzdt

(t+At) e

C= j jj 2 (kaT)rdrdzdt

(t+A) e

D= | |[Prdrdzdt

t sw

P, (T) : est la source de chaleur, fonction de la température T.

Nous intégrons chaque terme (A, B, C, D) dans I’espace :

(t+AD) 1 e (t+A) ,\¢
— ar
= j j j pC, —rdrdzdt { pC, ()7 (%j G
w
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2 ) (t+AD
e 0[5 -5 | 1'%
t

(t+A) e
B= [ []
t s

(t+At)
10 (1. T
(r f (rkE )rdrdzdt
(t+At)

— { ((rk%)e - (rk%)wj (z, —z¢) dt

(t+At) q e

C=IH

(t+At) €
8 0T _ (8T)‘ 2
(k )rdrdzdt { kaz (J dt
(t+At)

-7 b)) ) 55 )
(t+A) ¢

(t+At)
D= | [[Prdrdzdt = [%j (z)”dt
t SW

t

Zn TZ,ZSZZP_% = 7n—zs = Az

Avec un profil linéaire, choisi, exprimant ainsi la variation spatiale de la température
(T) entre les nceuds voisins. Les termes (A, B, C, D) prennent les formes suivantes
Terme A :

(t+At)

A=pc,1,ArAz j aTdt

Terme B :

(t+At) _
B=" [reke (Te=Ty)

(Tp—Tw)
t (8r)e —TIwKw —(Sr)w :|AZ dt
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_(HAt) kereAZ Ky rwAZ kereAZ kwrwAZ
- H (), JTE{ (@), JTW_[[ @), j{ @), DT} !

Posons :
:kereAZ :kwrw Az
76, YT @,
Ainsi :

(t+At)

B= _[ [aeTE _"EIW’TW_(ae-’_aw)rl-‘P]dt
t

Terme C :

_(t+At) (TN_TP)
C= {kn—(&)n -

(Tp_Ts)

o),

}rp Ar dt

t

_ A0k Ar kg rp Ar Ky rpAT kg rpAT
- { K (67) ]TN +( (62), jTS_E( (62) J*( (62), UTP} dt

Posons :

— kn rP AI' — kS rP AI‘
MG, BT (8o,

Ainsi :
(t+At)

C= I a, Ty +asTs_(an+ 3—s)TP]dt
t

Terme D :

(t+At)
D= | Pr,ArAzdt
t

L’intégration des termes (A, D) dans le temps donne :
Terme A :

(t+At)
_ OT 4 —
A=pcC,1,ArAz { Edt_

=pcC, 1, ArAz (T, —TI?)
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Tlf : La température au pas précédent a I'instant t = t,

Terme D :

D=PSrP Ar Az At

Pour I'intégration des termes (B, C) dans le temps, nous appliquons la formule suivante
[18] :

(t+At)

[ Tpdt :[fTP +(1—f)TP°}At (I1L.7)
t

Avec :

At : Le pas de temps adopté pour la discrétisation temporelle,

f :Le facteur appartenant a 1’intervalle [0,1],

0 , . s
T, : La température au pas de temps précédent a I’instant t = to

Les termes (B, C) deviennent :
Terme B :

(t+At)
B= | [aTe +auTy ~(actay)Tp]dt
t

= ae |[f T + (=) T At + a [f Tw + A-F) TS At = (act ay ) [f Te + (1=F) T At
Terme C :

(t+At)
C= J [anTN +asTS _(an+ aS)TP] dt
t

= an [f Tw + (I=0) T At + a5 [f Ts + A-F) T JAt — (an+ a ) [f Te + (1-£) TV At

D’ou I’équation discréte prenne alors la forme suivante :

bC, 1. ArAz (TP—T;j = ac [ e + =) T At +ay [F Ty + (-6) TS At +

an [f Tn + (=D T At + ag [f Tg + A-F) T JAt = (actaw+an+ as) [f Te + (1-1) T At
+P, 1, ArAz At
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Pour la simplicité et les satisfactions physiques, une formulation implicitement de

I’équation discrete précédente est nécessaire, le facteur f prenne alors la valeur 1 (f =1)
[49], ainsi I’équation précédente devient :

pCp 1, ArAz (TP_T:j = aeTE At + awTWAt +anTNAt+ asTSAt_(ae+aw+ aw+aW)TP At +
P, rp ArAz At

:>[pCP I, ArAz +(ae+aw+ aptag )At] Tp = [aeTE tayTw*a, Ty tagTs ]At

+P 1, ArAz At pC, 1, ArAz T,

La division par le pas de temps At, nous permettons d’écrire :

At

pc, 1, ArAz _,
At Ty

C, 1, ArAz
[pL+(ae+aw+an+as):| Te = [aeTE tayTwtanTy +asTs] +Brp ArAz +

Posons :

_ pC, 1, ArAz
dop — At

ap —a. tayta,tastag

b=P, 1, ArAz +a,, T,

Ainsi, I’équation algébrique finale peut étre écrite sous une forme, et ol seules les valeurs

nodales apparaissent, son expression, sous forme condensée est donnée par :

apTp=a.Tetay Twta, Ty +aTs+b (I11.8)
Ou:
— ke Te Az
4™ (8r),
_ kwrw Az
AW @),
— kn Ip Ar
an (8z),
— ks Ip Ar
&7 (8,
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pC, 1, ArAz
= TUA

aP :ae + aW+ an+as+aOP

0
b—PS I'p ArAz +tagp TP

De la méme maniere que dans le cas électromagnétique, si la discrétisation du domaine
comporte N nceuds, on est amené a résoudre un systeme de N équations, a N inconnues.
Conductivité thermique a l’interface

Considérons I’interface (e) entre deux nceuds P et E de la figure (I11.4)

; (8r)e !
' (Br)e i (80)er
° °
P © E

Figure II1.4 Interface entre deux ¢léments d’un volume fini.

Si on suppose une variation linéaire de la conductivité thermique en fonction
de la température k(T), entre les noeuds P et E [45], [49], on peut écrire :

k= B k,+(1-B,)k, (IIL9)

Ou le facteur d’interpolation 3, est donné par le rapport :

B.= ((é‘érr))e_ (I11.10)

Si (dr),_=(dr),,, cas d’un maillage régulier il vient alors que B.=0,5, ainsi, k_sera

e+?

la moyenne arithmétique de k, et k,, ce qui n’est pas correcte si on est dans une région

ou la conductivité thermique est fortement variable en fonction de la température. Dans
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ces conditions cette approximation peut conduire a une mauvaise estimation du flux de
chaleur sur cette interface [49] :

__ ke(TE_TP)

9=~ 50, I.11)

Il existe une autre approche plus correcte, pour €valuer la conductivité thermique
a I’interface. Cette approche consiste a considérer les deux €léments de volume adjacents
comme deux matériaux de conductivités thermiques différentes.
Une analyse a une dimension, sans terme source, conduit a I’expression suivante :
(T,-T,)

9e= " Gn),_ L @0,
K K

P E

(111.12)

La combinaison des équations (I11.10), (III.11) et (III.12) donne :

B, . (1-B)Y"
Ke= [k_ * k—j

P E

Dans le cas ou I'interface (e) serait placé au milieu entre P et E, c¢’est a dire $,=0,5,

nous avons :

2k, k
k'=05 (k' +k;)  doi k=L E
e P E (& kp+kE

De la méme maniere, et par analogie, nous déduisons pour les autres

coefficients : k_, k. k .k,

k= i;" 11:5 (I1.13)
ky= ifj II:VVVV (I11.14)
k,= i:(f; 115: (IIL.15)
k= ifj 11;3 (I1L.16)
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- Conditions aux limites : L’équation de diffusion de la chaleur, doit étre associée
aux conditions aux limites appropriées au probléme physique a traiter. Il s’agit de
la:

- Condition de DIRICHLET : la température T est connue sur la frontiere.

- Condition de NEUMANN homogene : k (g—;{)s: 0  (valable dans le cas ou il

n’y a pas d’échange thermique avec I’extérieur : notamment sur les axes de
symétrie )
- Condition de FOURIER : q= —k(g—;l;)s (valable dans le cas ou le flux de

chaleur échangé est connu)

- Condition de NEWTON : q=h.(T-T, ) (valable dans le cas d’un flux de

chaleur échangé par convection avec une zone de température ambiante T, )

- q=¢B(T*-T;,) (valable dans le cas d’un flux échangé par rayonnement avec

une zone de température ambiante T,

ol h,eetP désignent, respectivement, le
coefficient de convection, I’émissivité du corps et la constante de STEPHAN-
BOLTZMAN B =5.67x 10" Wm”.K").

L’équation discréte aux points limite

Si la température T est connue sur la fronticre, c’est la condition de DIRICHLET (a
titre d’exemple la valeur de T, est connue, voir Figure(IIL.5)), nous n’avons pas besoin

d’une équation discrete en ce point (P).

Nous devrons formuler I’équation discréte aux points limites quand la température

en ces points est bien entendue inconnue.

dp

¥
="
[n1]
¥
-

/7

Demi-volutme
Y )

Figure IIL.5 Demi-volume a coté des nceuds
limites.
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Pour trouver 1’équation discréte au point (P), nous devons intégrer I’équation de

diffusion de la chaleur (II1.25) sur le demi-volume A2V de la figure IIL.5. Ainsi :

(t+At) 1 e (t+At) (t+At)
j Hpc—rdrdzdt [ jj(la(rkaT))rdrdzdt+j

t

17 2 «2)rdrdza
jlj)a— az)rrzt+

(t+A e

[ ] Prdrdzdt

t sp

Avec :

Zn:ZP+%,Zs Zp— A2Z=>Zn—2s=AZ

Ar

Te rP 2

Apres intégration , dans 1’espace nous aurons :

(t+AD) ) \¢ (t+At)
J; pCP(Zn_Zs) (%j})% dt = .[ [(rk%)e - (rk%)pJ (Zn _Zs) dt +

(t+At) ) € (t+At) 5 €
| ((kﬂ)—(kﬂ)](r—J dt+ | Ps(f—j (z,~z,) dt
1 oz’ oz’s || 2 ] . 2 A
Avec :
(Zn_Zs)_AZ

Puisque Agr est négligeable devant les autres termes, [48].
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Nous aurons, alors :

(t+At) (t+At)
Ar T 4 — ( aT) _( 6T)
szAz[ dt { (rk5 A rk5 PAzdt

(t+At) (t+At)
( )( )m2m+ jpbgmm

n

Avec :
=—kp = ST (Flux de chaleur échangé, connu (condition de FOURIER)).
dp St g

Avec un profil linéaire exprimant la variation de la température T entre les nceuds voisins,

nous aurons :

(t+At) (t+At) _
pC, PATAZ j 6Tdt— J {reke_(T(%r)Tp) +quP}Az dt +
t e

GO (=T, (=T | Arg, P A
| {kn ©2), — ks ©2), Ip dt+[PrP2Azdt

t

Apres intégration, dans le temps, et une formulation implicite de I’équation discréte

précédente, nous aurons :

Ar Ar
pPC, I, ArAZ T —TO = —ke e Az At Te + M Tn+ IMPZ—AZN Ts —
PP D P P (Sr)e E (SZ)H N (62)5 S
Ar Ar
7AZ At k T —AZ At
Ke e Az At knrp D) sTp 7 Ar
Az q At+P. 1, AL Az At
( (8r), j—i_ (82),, i (0z), Tet+ 10824, sTp 7 OZ

Soit les notations suivantes :

2

j knrp Azr Az At kstp Ar SLAz At

_ Ar ke re AZ At
A= Ke re AZ At knrp AerZ At - ksrp A2 Az At .
g (dr), . (82), N (dz), ;

A;=r1p Az g, At + P rP%AZ At +pc, rp%AZ T
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D’ou :
:>Al=A2 + A3

La division de chaque terme (A;, Ay, A3) par le pas de temps At, donne :

Bi=B, +B,
Tel que :
pcC, 1, Ar 5, A knrp Arp, ksrp Arp,
B= 2 i Kere AZ + 2 + 2 T
: At (81), (82), (82z), ’
ket Az kn Ip %AZ ks Ip %AZ
By=| s |Te +| —m > [Tnt| — 55— |Ts
(0r), (02), (062)
Ar
pc, r,5-Az
BS=rPAzqP+egrP%§Az+ ——5552———Tﬁ
Posons
— ke Te Az
4™ (),
— Knrp Ar
nT6),
_ ks Ip Ar
A7 (32),
pC, 1, ArAz
dor = TN

ap =ae taptagtap

b =P,r, ArAz +a, T, +1, Azq,
Ainsi, 1’équation algébrique prend alors la forme suivante :
aPTPI aeTE +a, Ty TagTst+ b (IIL.17)

ou :

_ kere Az
4™ (8r),

_ kn Ip Ar
A T62),
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_ ks Ip Ar
A7 (5z),
pC, 1, ArAz
dp = TTOAL

ap Tae taptagtap

b =P, ArAz +a, T, +1,Azq,

Condition de NEUMANN :

En annulant, la valeur du flux de chaleur q,, dans le cas ou il n’y a pas d’échange
thermique avec I’extérieur notamment sur les axes de symétrie (condition de NEUMANN

homogene : k 2—};:0).

Dans ce cas 1’équation algébrique s’écrit alors sous la forme suivante :

apl,=a. T, +a,Ty +a,Tsth (IIL.18)
ou :

_ kere Az

de (81),
— kn Ip Ar

4" 62),
— ks rp Ar

7 2(52),

pC, I, ArAz
dor = T

Qp A Tapztagtag

0
b=P r, ArAz +a, T,
Condition de NEUTON :
Dans le cas ou il y a échange avec I’extérieur, le flux de chaleurq, , échangé par
convection libre avec une zone de température ambiante (Tamb) est spécifié en terme de

coefficient d’échange h. (coefficient de convection) et de la température ambiante.

dp=h¢ (TP _Tamb)
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Aprés substitution de I’expression deq, dans 1’équation (III.16), nous obtenons

I’équation algébrique discréte suivante :

apT,=a.T, +a,Ty +a,Ts+b (I11.19)
ou :
o = kere Az
© (dr),
— kn Ip Ar
P TCN
_ ks Ip Ar
A7 (B2),
pC, 1, ArAz
dop T T DAL

ap —ae ta,tagtap _rPAZhC

b=P 1, ArAZ +a, Ty —1p AZh, Ty,
Remarque :
Dans le cas ou la charge a chauffer est pleine et lorsque la fréquence de travail est
classée parmi les hautes fréquences, le flux de chaleur est égal a zéro au centre de cette
derniere et il est a spécifier que :

gdp=he (TP —Tamb) Restera valable q’aux limites de cette charge.

III.2 Le Couplage Electromagnétique-Thermique
Il importe, en électromagnétisme, de tenir compte des variations des propriétés
physiques en fonction de la température, parmi lesquelles nous citerons :
e[ a réluctivité magnétique relative,
e[ a résistivité électrique.
En thermique, on doit tenir compte des variations de la capacité calorifique
et de la conductivité thermique en fonction de la température.

La température est la principale variable a déterminer lors de la modélisation d’un
systeme de chauffage par induction, et ot les équations électromagnétique et thermique
sont couplées.

A premiére vue, la variable température est obtenue apres la résolution de 1’équation
de la thermique. Or, dans cette équation, la densité de puissance induite dans la charge

(induit) est a son tour une fonction de cette méme température et bien entendue des
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caractéristiques électromagnétiques du systéme, ce qui constitue le lien entre ces deux
phénomenes physiques. Ainsi, dans I’étude des systémes de chauffage par induction, les
équations caractérisant 1’évolution spatiale-temporelle des phénomenes électromagnétiques
et thermiques, ne peut étre résolues séparément, et nécessitent absolument un traitement
par un modele mathématique numérique couplé.

Parmi les modeles mathématico-numériques utilisées pour la modélisation des
phénomenes électromagnétiques et thermiques couplés, nous citons :

e Le modele de couplage direct,

e Le modele de couplage alterné,

e Le modele de couplage utilisant la technique de la paramétrisation, que nous
proposons dans le cadre de ce travail.

Avant d’entamer la présentation de chacun de ces modeles, nous avons jugé utile
de présenter tout d’abord un apergu sur le calcul du parameétre du couplage : la puissance
induite par effet JOULE dans la charge a chauffer. Cette puissance assure d’une part le
couplage physique entre I’électromagnétisme et la thermique, et le couplage mathématico-
numérique a la base du modele du couplage alterné et celui basé sur la technique de la
paramétrisation d’autre part.

I11.3 Calcul Des Parametres Du Couplage Electromagnétique-Thermique

Si les équations électromagnétique et thermique, physiquement couplés, sont résolues
indépendamment dans les méthodes utilisant le couplage alterné ou la technique de para
métrisation, que nous allons les décrire par la suite, leur interdépendance est rappelée par
I’estimation d’un terme de contribution.

Dans le cadre d’un couplage électromagnétique-thermique, ce terme est désigné

par la densité de puissance induite p(t),qui représente un apport d’énergie en thermique

dG aux courants induits. Cette densité de puissance induite se calcule selon la relation

suivante :

p(t)- ﬁ L (I11.20)

Ou J, , est la densite du courant induit crée dans le materiau conducteur. Il s’exprime

N
en termes de potentiel vecteur magnétique A , en régime harmonique, comme suit :

- -

J, = - io(T) oA (I1.21)
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Le terme de couplage des deux phénomenes physiques, représentant la densité

de la puissance moyenne dissipée sur une période, s’écrit alors comme suit :
p o= % o (T) o* A A (I1.22)

A*est le conjugué du potentiel vecteur magnétique A dans un espace complexe.

Il est clair que le terme source thermique dépend de fagon indirecte de la température
par le biais de la conductivité électrique G .
I11.4 Les Modeles Du Couplage Existant

Les phénomenes physiques couplés aboutissent a des équations que généralement
I’on ne sait pas résoudre analytiquement. Pour leur analyse, nous faisons alors appel a des
méthodes de résolution numérique, citées précédemment, telle la méthode des volumes
finis que nous avons sélectionnés pour notre étude.

Jusqu’a présent, la résolution des systémes couplés a été réalisée en particulier a 1’aide
de deux méthodes : I’une dite de couplage direct dit fort, ’autre dite de couplage alterné dit

faible.

I11.4.1 Modeéle Du Couplage Direct (FORT)

Dans ce modele du couplage, le probleme est considéré dans sa globalité : I’ensemble
des équations le régissant est résolu dans un méme et unique systeme d’équations, ou le
couplage apparait sous forme de termes croisés dans la matrice issue de la formulation
numérique [50][51].

Cette méthode s’appuie sur un maillage unique, décrivant I’ensemble du probléme et
réalisé pour que toutes les particularités physiques, comme celles du fort gradient, soient
considérées.

Cette technique de couplage présente 1’avantage de ne pas nécessiter de transfert de
données ni d’interpolation, donc moins d’erreurs et une grande précision sur les résultats.

Toutefois, plusieurs facteurs sont a 1’origine du temps de calcul trés longs
et d’'une occupation mémoire importante. Ainsi, 1’'usage d’un maillage unique, adapté
simultanément aux différents domaines physiques, conduit tres vite a un systeme global de
taille importante : 1’affinage d’un maillage, par exemple, peut €tre nécessaire dans un
domaine mais correspondre a un sur-maillage dans un autre. Par ailleurs, le systeme étant
global, une seule base de temps doit étre utilisée pour résoudre le systéme, mais 1’emploi

d’une base de temps définie a partir de la plus petite des constantes de temps du systéme
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conduit a des calculs prohibitifs si celles-ci different fortement : de I’ordre de la seconde en
électromagnétique et de la milliseconde en thermique.

Le modele du couplage direct (MCD) peut étre avantageusement utilisé dans le cas
de problemes fortement couplés [50].

111.4.2 Modéle Du Couplage Alterne (FAIBLE)

La modélisation qui utilise ce modele de couplage alterné (MCA) permet de résoudre
séparément les problemes électromagnétique et thermique. Le couplage se fait alors par le
transfert des données de I’un des deux problémes vers 1’autre [S0][51].

Cette technique de couplage permet [’usage de plusieurs maillages adaptés a chaque
domaine physique. De cette facon, il est possible d’ignorer ou de conserver des régions en
fonction de leur influence et d’affiner des zones du maillage ou le gradient peut étre
important, sans pour autant surcharger les autres. Ainsi, dans une modélisation
électromagnétique-thermique, le maillage thermique doit étre suffisamment affiné pour
décrire une forte évolution du gradient de température, le maillage électromagnétique,
quant a lui, ne nécessite pas autant de soin : sachant que les grandeurs électromagnétiques
évoluent lentement, peu d’éléments sont nécessaires.

Toutefois, une attention égale doit étre portée a la réalisation des différents maillages,
en vue d’approximer de maniére correcte les grandeurs du couplage.

Ainsi, dans un couplage électromagnétique-thermique, le maillage de la partie
thermique doit permettre une approximation convenable non seulement de la température,
mais aussi de la densité de puissance induite.

La décomposition du probléme complet, permettant ainsi 1’emploi de plusieurs
maillages adaptés, conduit a des systémes d’équations de tailles raisonnables.

Cependant, I’inconvénient majeur de ce modele est lié au transfert des informations
de couplage. Ainsi, dans les zones ou la variation des propriétés physiques est rapide
(voisinage de la température de Curie), le pas de temps de discrétisation doit étre
relativement petit, 1’utilisation du MCA nécessite alors un transfert fréquent des données
de I’'un des problemes électromagnétiques ou thermiques vers I’autre, ce qui n’est pas une
opération aisée. Aussi, dans le cas de fortes non-linéarités, le MCA nécessite 1’emploi
d’un superviseur ~ permettant d’automatiser le couplage entre les phénomenes

électromagnétiques et thermiques.
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Enfin, le MCA ne tient pas compte du couplage réel qui existe entre les deux
phénomenes physiques, et par le transfert fréquent des informations, ce couplage engendre
des erreurs d’interpolation et des pertes au niveau de la précision.

Pour surmonter ce probleme, nous devons, a titre d’exemple, diminuer
considérablement le pas de calcul, ceci nous convergera vers le modele du couplage
direct avec tous ses avantages et ses inconvénients.

En vue de palier les inconvénients de chacun des modeles précédents, nous envisageons
d’¢élaborer un troisieme modele de couplage dont I’originalité est d’appliquer la technique
de la paramétrisation utilisée jusque la dans le couplage électromagnétique-mécanique
[53], donc, pour le traitement des équations a caractere global.

111.4.3 Modéle Du Couplage Base Sur La Technique De La Para métrisation

Le modele de couplage des équations électromagnétique et thermique que nous
proposons dans le cadre de ce travail est un modele basé sur la technique de la
paramétrisation. Cette méthode consiste a calculer des valeurs de paramétres a I’aide de la
méthode des volumes finis.

L’objectif de ce modele de couplage est de considérer, comme terme source de
I’équation thermique, la fonction P, (T,J ) décrivant les variations de la densité¢ de la
puissance moyenne dissipée par effet JOULE suivant la température T et la densité de
courant d’excitation J, .

Le couplage électromagnétique-thermique basé sur la technique de la paramétrisation,
reste entierement invisible pour I’utilisateur qui n’est tenu d’effectuer qu’une seule
opération de création de dépendance P, (T,J,) permettant de résoudre le probleme
électromagnétique-thermique couplé.

II1.4.3.1 Principe du modele du couplage basé sur la technique de la para
métrisation

La résolution du systeme d’équations électromagnétique et thermique nécessite

la connaissance de la densité volumique de puissance moyenne P, fonction du potentiel

5
vecteur magnétique A et de la densité du courant d’excitation J, .
La méthode utilisant la technique de la paramétrisation consiste alors a paramétrer le

terme de couplage P, a partir de la résolution de 1’équation €lectromagnétique en utilisant
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la méthode des volumes finis pour une série de valeurs discretes de la température T, et

du courant d’excitation J,, , extraites de leurs plages de variation physique.

A) Démarche
Le couplage électromagnétique-thermique par la technique de la paramétrisation peut
étre effectué dans trois principales étapes. Ces étapes sont :
Premiére étape: Etude électromagnétique
Pour une valeur de température donnée, les propriétés électromagnétiques o (T) et

i ( T)sont parfaitement définies par I’expérience.

Dés lors, pour une valeur de la densité du courant d’excitation préalablement fixée.

La résolution de 1’équation électromagnétique, exprimée en terme de potentiel vecteur

magnétique;‘: , est effectuée pour une température donnée T en utilisant la méthode des
volumes finis. De ce premier résultat, est alors extraite la puissance totale Ptot, évaluée sur
toute la charge a chauffer. Ce dernier résultat intervient ensuite directement dans
I’évaluation des sources de chaleur.

En rappelant qu’a haute fréquence, la densité de puissance reste presque entierement
localisée dans 1’épaisseur de peau ou se développent les courants induits, notre démarche
dans le traitement du probleme magnétodynamique consiste seulement a estimer la densité
de puissance moyenne dissipée dans la charge a chauffer, relative a une température
donnée T.

La méme démarche est a répéter pour différentes valeurs discretes de la température T
appartenant a 1’intervalle [Tamp, Tmax]- Ces deux bornes de la température (T,mp, Tmax) sont
choisies conformément a la réalité physique.

Si nous prenons a titre d’exemple, le cas de chauffage par induction du cuivre, tout
en gardant ces caractéristiques de 1’état solide, la borne inférieur T,,, peut étre choisie
comme €étant la température ambiante, tandis que Tax ne peut dépasser la température de
Curie et a la limite T=T¢,;.=708°C.

Deuxieme étape : Evaluation des parametres du couplage

Il est alors possible, a partir des couples (T, P, ), de construire une courbe P,.=1(T)

donnant la densité de puissance moyenne dissipée, comme étant une fonction de la

température T, pour une valeur de densité de courant d’excitation donnée J., , tel que f est

une fonction d’interpolation
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dont I’ordre est a déterminer en se basant sur le critere de différence minimale absolue
ou relative entre les points issus de la paramétrisation et ceux des résultats d’interpolation.
Pour utiliser les résultats de la paramétrisation P, (T), donc les injecter dans 1’équation de
la thermique et calculer par la suite la distribution de la température, une interpolation
numérique s’impose pour donner une expression analytique adéquate a la variation de la
puissance en fonction de la température. Ceci nous permet de déterminer avec grande

précession et haute qualité la valeur de la densité€ de la puissance induite moyenne P, pour

n’importe quelle valeur de la température T appartenant bien entendue a I’intervalle [T,

Tinax]-

Ces deux étapes peuvent étre réitérées pour différentes valeurs de la densité du courant
d’excitation J,  appartenant a une plage de variation donnée.

Cette technique permet ainsi de générer un réseau de courbes P, =f(T,J ) rendant
compte, pour différentes valeurs du courant d’excitation, de I’évolution de la densité de
puissance moyenne en fonction de la température.

Troisieme étape: Partie thermique

Suite a la réalisation des deux précédentes étapes, il suffit de résoudre 1’équation
de la thermique au terme source P, =1 (T, J ). Une combinaison de différentes méthodes
et techniques numériques de pas a pas dans le temps sera nécessaire au traitement de
problemes transitoires

Constatations

Le modele du couplage utilisant la technique de la paramétrisation est basé sur
la détermination d’une densité¢ de puissance moyenne P, localisée dans 1’épaisseur de
peau de la charge a chauffer. Dans le cadre de notre travail, cette fonction est calculée a
partir de la résolution, en utilisant la méthode des volumes finis, de 1’équation
électromagnétique pour une gamme de températures données et correspondant a une
alimentation ¢lectrique fixée (courant d’excitation). Ensuite, la fonction P, servira de
terme source pour I’équation de la thermique. Ainsi, une modification des propriétés

thermiques (capacité calorifiquec,, conductivité¢ thermique k,...etc.) ne concerne que le

probléme thermique et ne nécessite pas un nouveau calcul électromagnétique.
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Dans le cas de la méthode utilisant le couplage alterné, ou chaque équation du systeme
est résolue indépendamment de I’autre, le report des valeurs des termes de couplage entre
les équations se fait par tabulation, directe ou indirecte. En effet, la propriété a reporter
peut étre directement tabulée et reprise dans le probléme suivant ou bien calculée dans le
probléme suivant comme fonction d’autres propriétés tabulées.

L’avantage de la technique de la paramétrisation envisagée réside dans le fait de

pouvoir s’affranchir de la précédente démarche, qui consiste a tabuler, au niveau de

N
I’équation de la magnétodynamique, les grandeurs o (conductivité électrique) et A

(potentiel vecteur magnétique) pour €tre ensuite introduites dans 1’équation de la thermique
comme propriétés ne dépendant plus que de I’espace.

La méthode de couplage par la technique de la paramétrisation permet ainsi de
découpler enticrement les deux phénomeénes physiques et de ne s’intéresser plus qu’a un
probléme thermique apreés I’exploitation du probléme magnétodynamique en termes de
densité de la puissance, dépendante de la température.

La technique de couplage par la paramétrisation autorise ’utilisation de maillages
différents et adaptés a chacun des problémes, magnétiques et thermiques, il s’agit d’une
souplesse non-permise dans le modele du couplage direct, ou encore le modele du
couplage alterné qui nécessite alors un processus réversible. Le couplage paramétrique est
simple a utiliser.

Ainsi, et en se basant sur ce qu’a été présenté dans ce chapitre, nous pouvons illustrer
les algorithmes du couplage, et classer les différents modeles du couplage
électromagnétique-thermique : le direct, I’alterné, et celui basé¢ sur la technique de la
paramétrisation, du point de vue, lenteur, précision absolue et complexité d’une part et
rapidité, précision relative aux problemes a traiter et simplicité d’autre part, par le

diagramme suivant (Figure IIL.6) :
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Couplage direct

MCD

Le sens

R croissant de la
Couplage alterné

rapidité et de la

Le sens croissant MCA
de la précision et simplicité
de la complexité

Couplage utilisant
la technique
de la Paramétrisation

MCP

Figure III.6 Diagramme de classification des différents modeles du couplage

électromagnétique-thermique.

CONCLUSION

La modélisation numérique des systemes de chauffage a induction constitue 1’outil de
base pour la conception de ces systemes. Cette modélisation passe par la résolution
numérique des équations des champs décrivant les phénomenes physiques et leur couplage.
Le modele du couplage utilisant la technique de la paramétrisation est simple a utiliser par
rapport aux deux autres modeles du couplage, le direct et I’alterné. Son principal avantage
réside dans le découlement mathématique des deux problemes électromagnétique et

thermique physiquement couplés.
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CHAPITRE 1V : SIMULATIONS ET RESULTATS

INTRODUCTION

Nous proposons dans le présent chapitre des applications du modele de

cuisson par induction des phénomenes de couplage électromagnétique-thermique basé

sur la technique de la para métrisation. Ensuite, nous traitons d’autres applications de la

conception de la cuisson en forme trois , six inducteurs et a différents disposition de la

bobine dont la principale caractéristique est la charge en acier inoxydable.

Nous étudions les comportements électromagnétique et thermique de la piece a

chauffer, soumise a une source de courant constante en régime permanent.

IV.1 Application N°1 : Chauffage Par Induction (Cuisson A Induction)
IV.1.1 Description Du Dispositif De Chauffage

Le systeme a 6 inducteurs simple une couche étudiée comporte :

e Des inducteurs :

Caractéristiques Dimensions
Inducteurl 0.0040 m
Inducteur2 0.0040 m
Inducteur3 0.0040 m
Inducteur4 0.0040 m
Inducteur5 0.0040 m
Inducteur6 0.0040 m

Epaisseur 0.0006 m
e La piece a chauffer (charge)
Caractéristiques Dimensions
Diametre 0.0950 m
Epaisseur 0.0012 m
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IV.1.2 Représentation Du Modéle Géométrique Du Dispositif De Chauffage
En raison de la symétrie axiale du dispositif, seule une représentation
bidimensionnelle du systeme sera considérée. Ainsi le modele géométrique adopté

comprend trois régions surfaciques :

v' La piéce a chauffer (charge).
v La source de chaleur (inducteur).
v L’air environnant.

Le schéma ci-dessous présente le dispositif en coupe, dans le plan (r, z).

Pi¢ce a chauffer (1)

Air (3)

O ?O

Inducteur (2)

Figure IV.1 Modele géométrique du dispositif

IV.1.3 Modeles Des Propriétés Physiques

Les modeles de variation de chaque propriété en fonction de la température, désignée
par ’inconnue T sont définis a partir des relevés expérimentaux dont nous disposions
sur un échantillon du matériau constituant la piece a chauffer.

Données électromagnétiques

- Perméabilité magnétique relative

Dans le cas particulier d’un matériau amagnétique tel que I’inox , p =1. La variation

. . % . . % . . . . % %
de I’induction B en fonction du champ magnétique H est ici linéaire et B=p_H .
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- Résistivité électrique

La représentation de la résistivité électrique en fonction de la température est donnée
par la figure IV.2.
La loi de variation de la résistivité é€lectrique a été décrite par des expressions

analytiques, fonctions de I’inconnue T (voir Annexe II).

Données thermiques

Les lois de variation relatives aux propriét€s thermiques k et pc, ont €té€ décrites par

des expressions analytiques, fonctions de I’inconnue T (voir Annexe II).

Leurs représentations sont données respectivement en figure VIL.3 et VIL.4.

1.5

—_
w
T

|

—
N

—_
—_

Résistivite électrigue (Ohm.m)

—_

0.9

08 L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Temperature (°K)

Figure IV.2 Variation de la résistivité €électrique de 1’acier inoxydable

en fonction de la température

Simulation Des Systémes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs Page 78



CHAPITRE 1V : SIMULATIONS ET RESULTATS

Conductivite electrique(W/(m.°K)

7 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Temperature(°K)

Figure IV.3 Variation de la conductivité thermique de I’acier inoxydable

en fonction de la température

70

Chaleur Specifique (J/(m3.°K)

1 0 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Temperature (°K)

Figure IV.4 Variation de la chaleur spécifique de I’acier inoxydable

en fonction de la température
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IV.2 Application N°2 : Chauffage Par Induction
IV.2.1 Définition du modéle géométrique
»1°™ cas : bobine a trois inducteurs

Le dispositif de chauffage présenté en figure VII.1 comporte un inducteur travaillant
a la fréquence f = [20-50-90] kHz, constitué six inducteurs, celui-ci est alimenté par un
courant d’excitation sinusoidal d’amplitude J =20A, soit une densité de 1.10° A /mm°.

Pour la méme raison de symétrie physique et géométrique du systeme, seule la
notation du modele sera considérée (figure IV.5). Les conditions aux limites sont

représentées sur la méme figure.

z 4
|
| L’infini A=0
|
|
|
|
! L’infini
|
Axe de ‘
e —
symetrie :
|
i A=0
i T
| Air
!
|
| L’infini A=0 r

Figure IV.5 Modele géométrique adopté pour 1’étude électromagnétique
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IV. 2. 2 Résultats Du Probléme Electromagnétiques Et Thermiques

Pour une température T de 300 °K, pour une fréquence de fonctionnement
f =30 kHz, pour une densité¢ du courant d’excitation J,, = 1.10° A/ mmz, les résultats du
probleme électromagnétiques sont déterminés.

Il s’agit de :

- La variation radiale, et la répartition dans le plan (r, z), du module du potentiel
vecteur magnétique A,

- La variation radiale, et la répartition dans le plan (r, z), du module de la
Température dans la charge,

- Lignes équipotentielles A,

x10°

module du potentiel A(T.m)
w
|

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 001 002 003 004 0.05 006 007 008 009 0.1
r(m)

Figure IV.6 Répartition du module du potentiel vecteur magnétique A dans le plan (r, z)
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Figure IV.7 Lignes équipotentielles A
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Figure IV.8 Répartition du module de la Température T dans le plan (r, z)
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IV.3 Application N°3 : Chauffage Par Induction

> 2°"¢ cas : bobine a six inducteurs

Le dispositif de chauffage présenté en figure IV.1 comporte un inducteur travaillant
a la fréquence f = [20-50-90] kHz, constitué six inducteurs, celui-ci est alimenté par un
courant d’excitation sinusoidal d’amplitude J =20A, soit une densité de 1.10° A /mm?>.

Pour la méme raison de symétrie physique et géométrique du systeme, seule la
notation du modele sera considérée (figure IV.5). Les conditions aux limites sont

représentées sur la méme figure.

i L’infini A=0

:

|

:

I

@ L’infini
Axe de —
symétrie .

—

|

Q90000 | _

| =

: Air

P I >
! r
I L’infini A=0

Figure IV.9 Mod¢le géométrique adopté pour I’étude €électromagnétique a six
inducteur
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Figure IV.10 répartition de la température
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Figure IV.11 répartition du vecteur potentiel
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IV.4 Application N°4 : Chauffage Par Induction

Dans ce cas en procede a une étude pour différent position des inducteurs, on

aboutira a autres choix des dispositions des inducteurs, qui a leurs tours perd

I’uniformité de la répartition de la température.

1. Lecas a disposition de 4 inducteurs au milieu

Axe de

symétrie

temperature K°
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IV.4.1 Interprétation des résultats électromagnétiques et thermique

Pour une valeur de densité de courant inducteur, fixe : Js = J,, =5 x 10° A/mz, et une
fréquence de travail fréquence f = [20-50-90] kHz, le terme de potentiel vecteur A,
densité du courant induit et la température sont effectuées, de ces résultats :

B D’aprés les modéles la répartition de la température, comparant aux deux cas on
voit bien d’apres les figures obtenues qu’elle soit inférieure a notre dispositif.

B Afin d’atteindre ’objectif d’augmenter la température repartager sur la charge le
choix se pose sur le dispositif a six inducteur a disposions uniforme.

I Obtenir une distribution de température uniforme et un transfert d'énergie mieux, le

choix se repose sur le dispositif a inducteurs multiples.
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail est une contribution a 1’avancement de la modélisation des phénomenes

¢lectromagnétiques et thermiques couplés. L’ensemble de notre apport se situe dans le
couplage de la méthode des volumes finis (comme étant une méthode de discrétisation a
permis de réaliser des modeles économiques et suffisamment précis) et celle de la
paramétrisation, utilisée jusque-la dans le traitement des problemes physiques dont les
équations sont a caractere global, ainsi chercher la disposition des inducteurs de la
géométrie de I’inducteur afin d’uniformiser la température pour un échauffement désiré ;
Les équations de MAXWELL, les caractéristiques électriques et magnétiques (conductivité
électrique, perméabilité magnétique) en électromagnétisme, les lois de la
thermodynamique et les propriétés thermiques (conductivité thermique, capacité
calorifique) des matériaux en thermique ménent a 1I’obtention de mod¢les mathématiques
représentant les phénomenes physiques qui régissent le comportement des systemes de

chauffage par induction.

Les résultats obtenus en appliquant nos modeles de différentes positions des
inducteurs du dispositif de chauffage ; Ce dernier est atteint pour une température
inférieure au point de Curie, obtenu par des résultats de simulation via code de programme

MATLAB qui aboutit au travail propose.

Finalement aprés amélioration des résultats pour cette nouvelle géométrie et
conception de tel cuisson ; nous a donner des résultats tres satisfaisantes au niveau de la

répartition de la température et ils sont répondues aux problemes poséspar notre travail.

En perspective, et afin d’obtenir une vision entiére sur de la cuisson par induction
basé sur des applications quotidienne, il serait intéressant de :
% Elever le nombre des inducteurs du dispositif et disposition selon 1’utilisation
/7

¢ Etudier le chauffage au défilé de la piece permettant ainsi d’élever la température a

des hautes valeurs.
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ANNEXE I

PROPRIETES MATHEMATIQUES

AL1 THEOREME DE STOKES

La circulation d’un champ de vecteur sur un contour fermé (C) est égale au rotationnel

N
de ce méme champ A a travers n’importe quelle surfaces, s’appuyant sur ce contour :

iK dl= [ (rotA)dS (ALI)
Ou
C : Contour,

S : Surface appuyant sur C,

A : Champ vectoriel.

AL2 THEOREME D’OSTROGRADSKI-GREEN

5
Le flux du champ de vecteurs A a travers une surface S est égale a I’intégrale étendue a

V de la divergence de A .

- -

A dS=[[divAdV (AL2)

AL3 LES OPERATEURS (rot, div, grad) EN COORDONNEES CYLINDRIQUES

S oo 0A, OA,)> (0A, 0A,)- 1(00A) 0A )~
1 P r """z l P r
V/\A rotA= ( 5(4) % }er+( % o je‘PJrr( o Bo ]ez (AL3)
*)4)_ . »_la(rA) 16A 8AZ
VA=divA= a — + EP (AL4)
_of g 1of ;L of S
gradf aert r G0 €T 5y 2 (ALS)
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f : champ scalaire.

. =16(6A) 1 A OA
VA o +r2 B 822 (AL6)

AL4 DEVELOPPEMENT DES TERMES DE L’EQUATION DE LA THERMIQUE

Soit I’équation de la thermique :

. — oT
div(kgradT) +P, =pc, (E)

— —
Calculant (k.gradT) et div(k.gradT)

D’apres les équations ((AL.4), (ALS)) on aura :

—> - -
arg,1ar ot
gradT = o et r o ot oz 7

— 10T _
T=1(r, z,1) = 2 0

D’ou :

—> - -
_drg, ar
gradT = o et o €z

—> - -
o NG W
k gradT =k <+ o S o =F

22 . %—18( F) laF 8FZ16F(P_
VF=divF= o r Bo + 521 Go =0

ar g
div(k gradT) div (k = er+ kg €;)

=L Zardhy+ L (krdly)

_10 (10T, 0 . 2T
= ra*ra) T e ke

Simulation Des Systéemes De Chauffage Par Induction Multi-Inducteurs



ANNEXE IT : CARACTERISTIQUES PHYSIQUES DES MATERIAUX

ANNEXE II

CARACTERISTIQUES PHYSIQUES DES MATERIAUX

AIL1 CARACTERISTIQUES PHYSIQUES DU MATERIAU CONSTITUANT LA

CHARGE

L’acier inoxydable

Les caractéristiques magnétiques de I’inox se limitent a la résistivité électrique (figure

VL3)

T (°C) 40 (105 142 194 249 |294 352 |398 |449 |500
P, (22 m)x1078.729 [9.237 [9.478 [9.789 [10.09 [10.33 [10.61 |10.81 [11.03 |11.25
T (°C) 551 605 648 702 753 805 855 902
p, (2 m)x107| 11.37 | 11.10 10.96 11.95 12.14 12.25 12.36 12.44

L’interpolation de la loi de variation de la résistivité électrique p,(T) par le logiciel

ORIGIN donne :

S

P (T) =827 x 107 +1.092 x 10° T — 1.74 x 10 T* + 1.57 x 107° T* — 4.49 x

-

Pour T <551°C

P, (T) =842 x107(1+9.73 x 10* T—7.76 x 107 T*> +3.06 x 10" T?)

Pour 551°C < T £605°C

P, (T)=1.41x 10° (1 -3.54x 10" T)

Pour 605°C < T <£648°C
P (T)=1.31 x 10° (1 -2,49 x 10* T))

Pour T > 648°C

\

/
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Les caractéristiques thermiques de I’inox se limitent a :
4+ La conductivité thermique (k) (figure VIL3).
+ La chaleur spécifique (pc, ) (figure VIL4) .

T (°C) 20 193 149 [204 [260 [316 [371 [427 482 [538
K(W/(m.°C)) [63.70]60.20|58.10|54.60 | 52.40 | 49.60 | 46.80 |43.90 | 41.80 | 39.00
pc, x10° (J/ 3.666|3.869 [4.025|4.181 [4.337 | 4.485 [4.703 | 4.953 |5.140 | 5.413
(m>.°C))

T (°C) 593 |649 [704 [760 [816 [871 [927 |982

K ( W/(m.°C )) 36.80 [34.70 |32.60[30.50(28.40 [26.20 |26.90|27.60
pc,x10° (J/m’°C) [5.632|5.881|7.800|7.800|4.859 [4.797 [4.797[4.797

Par interpolation numérique, les lois de variation sont définies comme suit :

4+ Chaleur spécifique ( J/ ( m’.°C ))

/i Pour T < 593°C

pC, (T) =3.64 x10° (1 +5.83 x10™ T +5.76 x10” T*)

+  Pour 593°C <T<871°C

_35Ix10° (T-728,6)?
pCP (T) —m exXp (—05w) +5.08x10°

+  Pour T >871°C

\ pc, (T) = 4.797 x10°

~

/
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+ Conductivité thermique ( W/(m.°C) )

"

Pour T < 816°C

K(T) = 65.19 (1 — 8,17 x10* T+ 1.5 x107 T?)
4+ Pour 816°C < T <871°C

k(T) = 61.04 (1 — 6,55 x10*T)
+ Pour T >871°C

K k(T) = 15.21 ( 1+ 8.29 x10™* T)

~

J

AIL2 CARACTERISTIQUES PHYSIQUES DE L’AIR

Les caractéristiques thermiques (conductivité thermique (k) et chaleur spécifique

(PCy))

de I’air sont :

4+ Conductivité thermique

T (°K) 250 300 350 400 450 500 550 600
k (W/(m.°K) ) {0.0223 |0.0262 |0.0300 [0.0337 [0.0371 |0.0404 |0.0436 |0.0466
T (°K) 650 700 750 800 850 900
k ( W/(m.°K) ) 0.0495 |0.0523 [0.0551 [0.0578 |0.0603 |0.0628
T (°K) 950 1000 1100 1200 1300
k ( W/(m.°K) ) 0.0653 0.0675 0.0723 0.0763 0.0803
+Chaleur spécifique
T (°K) 250 300 350 400 450 500 550 600
pe, ( J/(m3.°K)) 1420.065 | 1184.062 | 1006.982 | 895.362 |799.443 |726.15 |667.038 | 620.34
T (°K) 650 700 750 800 850 900 950
pC, (J/(m3.°K)) 577.209 540.725 511.506 [484.218 [460.65 [439.432 | 421.104
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T (°K) 1000 1100 1200 1300

pc, (J/(m*.°K)) 401.984 371.52 347.805 324.387

Les représentations de la conductivité thermique et la chaleur spécifique sont données

respectivement par la figure All.1 et par la figure AIl.2

I:II:IB T T T T T

k)
o
o]
]

T

=]

0.07

0.06

0.05

0.04

Conductivité thermigue W (m.

0.03

0.0 - - - : -
200 40 B00 800 1000 1200 1400

Température (k)

Figure AIL.1 Variations de la conductivité thermique de 1’air en fonction de la température.

L’interpolation de la loi de variation de la conductivité thermique de I’air k(T) par

le logiciel ORIGIN donne :

+ 250°K < T < 1300°K
K(T) = —0.00153 + 1.10282 x10™* T — 6 .94392 x10™® T* + 3.80151x10™""' T° — 9.70474
x10"° T
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ANNEXE IT : CARACTERISTIQUES PHYSIQUES DES MATERIAUX

Figure AIL2 Variation de la chaleur spécifique de 1’air en fonction de la température.

L’interpolation de la loi de variation de la chaleur spécifique pc,(T) par le logiciel

1 EI:":I T T T T T

_ 1ot

g 100 -

=

=

=
T
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=2

=
T

Chaleur specifique [
0
=
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400
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Ternpérature [°k)

ORIGIN donne :

-~

x10”° T*

£ 250°K < T < 500°K
pc, (T) = 4302.56667 —19.08656 T + 0.03676 T~ — 2.64409 x10” T* +1.29333

+ 500°K< T <1300°K
pc, (T) =2016.40026 — 4.54073 T + 0 .00521 T —2.92038 x10° T° + 6.38624

\)(10-10 T4

~

/
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