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Introduction

Les équations di¤érentielles doublement stochastique rétrograde (EDDSR) on été

introduits par Pardoux et Peng [15] en 1994, avec deux directions di¤érentes d�intégrales

stochastiques, un intégrale stochastique standard (progressive ) dWt et un intégrale stochas-

tique rétrograde dBt . Ils ont prouvé l�existence et l�unicité de la solution sous la condition

de Lipschitz . L�objectif de ce travail est de rappeler un résultat sur le théorème de compa-

raison de ce type d�équation ( résultat de [4] ) , et par suite on donne une application de

ce théorème dans l�étude des EDDSR à coe¢ cients continues.

Ce mémoire est composé en 03 chapitre :

- Dans le chapitre (01) : On présente des notions de base sur le calcul stochastique

(généralité de processus stochastique, mouvement Brownien,martingale,intégrale sto-

chastique et calcul...etc).

- Dans le chapitre (02) : On montre que, si les deux générateurs f et g de l�équa-

tion di¤érentielle doublement stochastique rétrograde (EDDSR) satisfaisons cer-

taine condition la solution est unique.

- Dans le chapitre (03) : On donne le résultat de théorème de comparaison pour les

équations di¤érentielles doublement stochastiques rétrograde et comme application

on étudier le cas continue.
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Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de calcul stochastique dont nous

aurons besoin dans la suite de ce mémoire.

1.1 Notions générales

1.1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 Un processus stochastique est une famille de variable aléatoire X = (Xt)t2R+

dé�nie sur un espace de probabilité (
;F ; P ) à valeur dans (E; "), appelée espaces d�états

généralement (E; ") = (Rd; B
�
Rd
�
).

Remarque 1.1.1 - Dans la pratique l�indice t représente le temps.

- Pour t 2 R+ �xé, ! 2 
 ! Xt (!) est une variable aléatoire sur l�espace de probabilité

(
;F ; P ) :

- Pour ! 2 
 �xé, t 2 R+ ! Xt (!) est une fonction à valeur réelles, appelée trajectoire

du processus.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Dé�nition 1.1.2 Soient X = (Xt) t�0 et Y = (Yt)t�0 deux processus stochastique :

a) On dit que Y est une modi�cation de X si, pour tout t � 0, les variables aléatoires Xt

et Yt sont égales P:p:s c�est à dire : 8 t � 0, P (Xt = Yt) = 1:

b) X et Y sont indistinguables si P:p:s, les trajectoires de X et de Y sont les mêmes c�est

à dire : P (Xt = Yt, 8t � 0) = 1:

Proposition 1.1.1 1. Indistinguable =) modi�cation =) èquivalents.

2. Soient X = (Xt)t2R+et Y = (Yt)t2R+ deux processus stochastique continu alors :

X et Y sont indistinguables () X est une modi�cation de Y:

Dé�nition 1.1.3 Un processus X est dit continue si pour presque toutes les trajectoires

sont continues, c�est à dire :

P (t 2 R+ 7�! Xt est continu) = 1:

Dé�nition 1.1.4 Un processus X = (Xt) t�0 est dit mesurable si la fonction :

(t; !) 2 (R+;B (R+))� (
;F) 7�! Xt (!) 2
�
Rd;B

�
Rd
��
:

est mesurable.

1.1.2 Filtration et adaptation

Dé�nition 1.1.5 Une �ltration fFtgt�0 sur un espace de probabilité (
;F ; P ) est une

suite croissante de sous-tribus de F c�est à dire :

Fs � Ft � F , 8s � t.

Dé�nition 1.1.6 Soit (Ft)t�0 une �ltration.

- On dé�nit Ft� = �([Fs)
s<t

la tribu des événements antérieurs à t > 0 et Ft+ =
�
\
�>0
Ft+�

�
la tribu des événements instantéments postérieurs à t � 0:
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

- On dit qu�une �ltration continue à droite si 8t � 0; Ft = Ft+. De façon analogue si

Ft = Ft� pour tout t � 0 on dit qu�elle est continue à gauche.

Dé�nition 1.1.7 (adaptation) Un processus X est adapté par rapport à la �ltration

fFtgt�0 si, pour tout t; Xt est Ft-mesurable.

1.1.3 Espérence conditionnelle

Dé�nition 1.1.8 Soit X une variable aléatoire réelle intégrable dé�nie sur (
;F ; P ) et

G une sous tribu, l�espérance conditionnelle de X sachant G est l�unique variable aléatoire

E [X j G] tel que :

i) G-mesurable.

ii)
Z
A

E [X j G] dP =
Z
A

XdP; 8A 2 G:

Propriété 1.1.1 Soient X; Y deux variables aléatoires réelles appartenant à L2 (
;F ; P ) ;

soit G une sous tribu de F . On a alors :

1. Linéarité : Soit a et b deux constantes

E [aX + bY j G] = aE [X j G] + bE [Y j G] :

2. Positivité : si X � Y =) E [X j G] � E [Y j G] p:s:

3. Si X est indépendante de G , alors E [X j G] = E [X] :

4. Si X est G-mesurable, alors : E [X j G] = X:

5. Si X est G-mesurable, alors : E [XY j G] = XE [Y j G] :

6. E [E [X j G]] = E [X] :
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.2 Mouvement Brownien

Dé�nition 1.2.1 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique W

à valeurs réelles tel que :

1. P:p:s. t 7�! Wt (!) est une fonction continue.

2. pour 0 � s � t ;Wt �Ws est indépendant de la tribu � fWu; u � sg et de loi gaus-

sienne centrée de variance t� s:

3. W0 = 0 P:p:s.

Pour tout t � 0; la variable aléatoire Wt suit la loi qaussienne centrée de variance t

donc de densité (2�t)�1=2 exp f�x2= (2t)g :

Remarque 1.2.1 On dit que W est un fFtgt�0�MB si W est un processus continue ,

adapté à la �ltration fFtgt�0 ; véri�ant :

8u 2 R;80 � s � t; E
�
eiu(Wt�Ws) j Fs

�
= exp

�
�u2 (t� s) =2

	
:

Remarque 1.2.2 Dans la suite, lorsque l�on parlera de mouvement Brownien, sans autre

précision, il s�agira d�un mouvement Brownien standart.

1.3 Martingale à temps continue

Dé�nition 1.3.1 Soit
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
un espace de probabilité �ltré.

Un processus (Xt)t�0 est une martingal , pour tout t � 0 :

i) Xt est Ft-mesurable.

ii) Xt est intégrable, c�est à dire : E (jMtj) < +1:

iii) E [Xt j Fs] = Xs; pour tout 0 � s � t .
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Remarque 1.3.1 Une martingale (Xt)t�0 véri�e la propriété suivante :

8t � 0; E [Xt] = E [X0] :

Proposition 1.3.1 Soit (Xt)t�0 une martingale de carré intégrable, alors, 8s � t, on a :

E
�
(Xt �Xs)

2 j Fs
�
= E

�
X2
t �X2

s j Fs
�
:

Théorème 1.3.1 (Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Soit p > 0 un réel. Il existe

deux constantes cp et Cp telles que , pur toute martingale locale continue X, nulle en

zéro,

cpE
h
hX;Xip=21

i
� E

�
sup
t�0
jXtjp

�
� CpE

h
hX;Xip=21

i
Remarque 1.3.2 En particulier, si T > 0;

cpE
h
hX;Xip=2T

i
� E

�
sup
0�t�T

jXtjp
�
� CpE

h
hX;Xip=2T

i

Lemme 1.3.1 (Gronwall) soit g : [0; T ] ! R une fonction continue telle que, pour

tout t

g (t) � a+ b
Z t

0

g (s) ds; a 2 R ; b � 0:

Alors, pour tout t;

g (t) � a exp(bt):

Théorème 1.3.2 (Inégalité de H½older)

Soient p; q 2 (1;+1) avec 1
p
+ 1
q
= 1;ou alors soient p = 1 et q =1: Alors, pour f 2 Lp et

g 2 Lq;

Z
jfgj d� � kfkp kgkq :
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Théorème 1.3.3 (Représentation des martingales Browniennes) SoitM = (Mt)t�0

une martingale (càdlàg) de carré intégrable pour la �ltration (Ft)t�0, la �ltration d�un

mouvement Brownien B = (Bt)t�0. Alors il existe un unique processus H = (Ht)t�0 de

M2
�
RK
�
, tel que :

8t � 0; Mt =M0 +

Z t

0

Hs:dBs; P:p:s:

1.4 Calcul d�Itô

Nous introduire un calcul di¤érentiel sur ces intégrales stochastiques. La formule d�Itô

donner la façon de di¤érecier t 7! f (Bt) si f est une fonction deux fois continûment

di¤érentiable.

1.4.1 Processus d�Itô

Dé�nition 1.4.1 Soient
�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
un espace probabilisé muni d�une �ltration et

(Bt)t�0 un Ft-mouvement Brownien. On appelle processus d�Itô, un processus (Xt)0�t�T à

valeur dans R tel que : P:p:s

Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs

avec :

* X0 est F0-mesurable.

* (bt)t�T et (�t)t�T des processus Ft-adapté.

*
Z T

0

j bs j ds < +1 P:p:s:

*
Z T

0

j �s j dBs < +1 P:p:s:
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.4.2 Formule d�Itô

Théorème 1.4.1 1) Soit (Xt)0�t�T un processus d�Itô :

Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs

et f une fonction deux fois continûment di¤érentiable, on a :

f (Xt) = f (X0) +

Z t

0

f 0 (Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00 (Xs) d hX;Xis

tel que :

hX;Xit =
Z t

0

�2sds

et
Z t

0

f 0 (Xs) dXs =

Z t

0

f 0 (Xs) bsds+

Z t

0

f 0 (Xs)�sdBs:

Avec la table de multiplication

dt dBt

dt 0 0

dBt 0 dt

2) De même si (t; x) 7�! f (t; x) est une fonction deux fois continûment di¤érentiables en

x et une fois di¤érentiable en t, ces dérivées continues en (t; x) ; (f 2 C1;2) ; on a :

f (t;Xt) = f (0; X0) +

Z t

0

f 0s (s;Xs) ds+

Z t

0

f 0x (s;Xs) dXs +
1

2

Z t

0

f 00xx (s;Xs) d hX;Xis

= f (0; X0) +

Z t

0

@f

@s
(s;Xs) ds+

Z t

0

@f

@x
(s;Xs) dXs +

1

2

Z t

0

@2f

@x2
(s;Xs) d hX;Xis :

Lemme 1.4.1 Soit � 2 S2
�
[0; T ] ;Rk

�
; � 2 M2

�
[0; T ] ;Rk

�
;  2 M2

�
[0; T ] ;Rk

�
; � 2

M2
�
[0; T ] ;Rk�d

�
; tels que :

8



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

�t = �0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0

sd�s +

Z t

0

�sdWs ; 0 � t � T;

alors

j�tj2 = j�0j2 + 2
Z t

0

(�s; �s) ds+ 2

Z t

0

(�s; sd�s)

+ 2

Z t

0

(�s; �sdWs)�
Z t

0

ksk2 ds+
Z t

0

k�sk2 ds:

Et

E j�tj2 = E j�0j2 + 2E
Z t

0

(�s; �s) ds� E
Z t

0

ksk2 ds

+ E

Z t

0

k�sk2 ds:

Plus généralement, si � 2 C2
�
Rk
�

� (�t) = � (�0) +

Z t

0

(�0 (�s) ; �s) ds+

Z t

0

(�0 (�s) ; sd�s)

+

Z t

0

(�0 (�s) ; �sdWs)�
1

2

Z t

0

Tr [�00 (�s) s
�
s ] ds

+
1

2

Z t

0

Tr [�00 (�s) �s�
�
s ] ds:

Intégration par parties

Théorème 1.4.2 Si f est une fonction de classe C1 :

Z t

0

f (s) dBs = f (t)Bt �
Z t

0

f 0 (s)Bsds:

9



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Proposition 1.4.1 (Formule d�intégration par parties)

Soit Xt et Yt deux processus d�Itô, c�est-à-dire on la forme

Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs

et

Yt = Y0 +

Z t

0

b0sds +

Z t

0

�0sdBs:

Alors :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX;Y it

avec la convention que :

hX; Y it =
Z t

0

�s�
0
sds:

Preuve. On a d�aprés la formule d�Itô :

(Xt + Yt)
2 = (X0 + Y0)

2 + 2

Z t

0

(Xs + Ys) d (Xs + Ys) (1.1)

+

Z t

0

(�s + �
0
s)
2
ds (1.2)

X2
t = X

2
0 + 2

Z t

0

XsdXs +

Z t

0

�2sds (1.3)

Y 2t = Y
2
0 + 2

Z t

0

YsdY s+

Z t

0

�02s ds (1.4)

d�où, en faisant la di¤érence entre la première ligne et les deux suivantes :

2XtYt = 2X0Y0 + 2

Z t

0

XsdYs

+ 2

Z t

0

YsdXs + 2

Z t

0

�s�
0
sds

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ce qui implique :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs +

Z t

0

�s�
0
sds:

1.5 Intégrale stochastique progressive-rétrograde

1.5.1 Notation et préliminaires

Soit fW (t) ; t 2 [0; 1]g un processus de Wiener standard de dimension d satisfaisant

W (0) = 0;dé�ni sur un espace de probabilité (
;F ; P ) ; (W (t) = (W1 (t) ;W2 (t) ; :::;Wd (t))) :

A chaque t 2 [0; 1] ; on associe deux ��algèbres

Ft = � (W (s) ; 0 � s � t) ;

et

F t = � (W (s)�W (1) ; t � s � 1) :

Alors fFtg est une �ltration progressive (c-à-d. Ft " comme t ") ; et fF tg est une �l-

tration retrograde (F t " comme t #) :

Nous utiliserons la notation avec l�indice fXtg pour indiquer un processus Ft�adapté, et

la notation avec fY tg pour indiquer un processus F t�adapté. La raison de la notation

fW (t)g est que fW (t) ; t "g est un processus Ft Wiener, et fW (t)�W (1) ; t #g est

un processus F t�Wiener, les deux ayant le même di¤éretiel dW (t) :

On donne maintenant les dé�nitions des intégrales stochastiques progressive et retrograde.

Soit fXt; t 2 [0; 1]g un processus continu Ft�adapté avec des valeurs dans Rn; et � 2

C (Rn) :

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

Soit f�n; n 2 Ng n�importe quelle suite de partitions :

�n = f0 = tn0 < tn1 < ::: < tnn = 1g ;

tel que

j�nj , sup0�k�n�1
�
tnk+1 � tnk

�
�! 0 quand n �!1:

Alors l�intégrale progressive d�Itô de � (Xt) par rapport à dW (t) dé�nie comme suit

Z t

0

� (Xs) dW (s) , P � lim
n�!1

n�1X
k=0

� (Xtk) (W (tk+1 ^ t)�W (tk ^ t)) ;

On suppose maintenant que fY t; t 2 [0; 1]g soit un processus continu F t-adapté avec des

valeur dans RM ; et 	 2 C
�
RM

�
:Alors l�intégrale d�Itô retrograde de 	(Y t) par rapport

à dW (t) est dé�nie comme :

Z 1

t

	(Y s) dW (t) , P � lim
n�!1

n�1X
k=0

	
�
Y tk+1

�
(W (tk+1 _ t)�W (tk _ t)) :

Et le processus qui en résulte est une F t martingale locale continue retrograde.

12



Chapitre 2

Equations di¤érentielles doublement

stochastiques rétrogrades

Le but de ce chapitre est de presenter briévement le resultat d�existence et d�unicité

de la solution d�une equation di¤érentielle doublement stochastique retrograde.

2.1 Dé�nitions et notations

Soient (
;F ; P ) un espace de probabilités, T > 0 un temps �ni.

fWt; 0 � t � Tg etfBt; 0 � t � Tg deux processus de mouvement brownien standard et

independants, avec des valeurs dans Rd et Rl dé�nie sur (
;F ; P ), respectivement.

On considère les �ltrations

FW
t = � fWs; 0 � s � tg et FB

t;T = � fBs �Bt; t � s � Tg

complétes par les ensemble p-nulle.

Le �-algebre

Ft , FW
t;T _ FB

t;T ;

13



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

ou pour chaque processus f�tg ;

F�
s;t = � f�r � �s; s � r � tg _N; F�

t = F�
0;t:

Notons que la collection fFt; t 2 [0; T ]g n�est ni croissante, ni décroissante, et il ne s�agit

pas donc d�une �ltration.

On dé�ni les éspaces des processus suivants :

M2 ([0; T ] ;Rn) l�ensemble des processus f't; t 2 [0; T ]g mesurables , à valeurs dans Rn,

tels que :

1. E
Z T

0

j'tj2 dt <1:

2. 't est Ft mesurable 8t 2 [0; T ]:

S2 ([0; T ] ;Rn) l�ensemble des processus aléatoires continues f't; t 2 [0; T ]g à valeurs dans

Rn;qui satisfait :

1. E
�
sup0�t�T j'tj

2� <1:
2. 't est Ft mesurable pour 8t 2 [0; T ]:

On considère les deux fonctions

f : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d ! Rk;

g : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d ! Rk�l:

Qui sont mesurables pour tout (x; y) 2 Rk � Rk�d;et

f (:; y; z) 2M2
�
[0; T ] ;Rk

�
;

g (:; y; z) 2M2
�
[0; T ] ;Rk�l

�
:

14



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

2.2 Hypothèses

On considère les hypothèses suivantes :

(H:1)

8>>>>>>><>>>>>>>:

Il existe des contantes c > 0 et 0 < � < 1; tel que,

pour tout (!; t) 2 
� [0; T ] ; (y1; z1) ; (y2; z2) 2 Rk � Rk�l;

jf (t; y1; z1)� f (t; y2; z2)j2 � c
�
jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
;

kg (t; y1; z1)� g (t; y2; z2)k2 � c jy1 � y2j2 + � kz1 � z2k2 :

(H:2)

8><>: Il existe c , tel que pour tous (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d;

gg� (t; y; z) � zz� + c
�
kg (t; 0; 0)k2 + jyj2

�
I:

(H:3)
�
g0z (t; x; y; z) ��

�g0z (t; x; y; z)
� � ���;8t 2 [0; T ] ; x 2 Rd; y 2 Rk; z; � 2 Rk�d:

Etant donné � 2 L2
�

;FT ; P;Rk

�
; on cherche à resoudre l�équation di¤érentielle double-

ment stochastique retrograde suivante :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds+

Z T

t

g (s; Ys; Zs) dBs �
Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T; (2:1)

La variable aléatoire � est dite condition terminale et f est le générateur.

Nous notons que l�intégrale par rapport à fBtg est " l�intergrale d�Itô retrograde " et

l�integrale par rapport à fWtg est " l�intergrale d�Itô progressive ".

2.3 Existence et unicité

L�objectif principal de cette section est de prouver :

Théorème 2.3.1 Sous l�hypothèse (H:1), l�eq (2:1) possède une unique solution, telles

que :

(Y; Z) 2 S2
�
[0; T ] ;Rk

�
�M2

�
[0; T ] ;Rk�d

�
:

15
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Avant de prouver le théorème , nous établissons le même résultat dans le cas où f et g ne

dépendent pas ni de Y et ni de Z. Etant donné f 2M2
�
[0; T ] ;Rk

�
et g 2M2

�
[0; T ] ;Rk�l

�
et � 2 L2 (
;FT ) ; considérons l�EDDSR :

Yt = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs �
Z T

t

ZsdWs; 0 � t � T: (2:2)

Proposition 2.3.1 Il existe un unique couple

(Y; Z) 2 S2
�
[0; T ] ;Rk

�
�M2

�
[0; T ] ;Rk�d

�
:

qui résoudre l�eq (2:2).

Preuve. Unicité : Soit
�
Y ; Z

�
la di¤érence de deux solutions, alors

Yt +

Z T

t

ZsdWs = 0; 0 � t � T

par l�orthogonalité on obtient que

E
���Yt��2�+ E Z T

t

Tr

h
ZsZs

�
i
ds = 0;

et donc Yt = 0 P p.s., Zt = 0 dt:dP p.s d�où l�unicité.

Existence : On dé�ni la �ltration (Gt)0�t�T par

Gt = FW
t _ FB

T ; et soit

Mt = E
Gt
�
� +

Z T

0

f (s) ds+

Z T

0

g (s) dBs

�
; 0 � t � T; une martingales de caré intégrable.

Par le théorème de représentation des martingale, il existe un processus fZtg ; (Gt)�progressivement

mesurable à valeur dans Rk�d;tel que :

E

Z T

0

jZtj2 dt <1;

16



Chapitre 2. Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

et

Mt =M0 +

Z t

0

ZsdWs; 0 � t � T:

Par conséquent

MT =Mt +

Z T

t

ZsdWs;

En remplacement MT et Mt, par leurs dé�nition , alors on a, pour t 2 [0; T ] ;

Yt = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs �
Z T

t

ZsdWs;

où

Yt , EGt
�
� +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs

�
:

Il me reste à montrer que fYtg et fZtg sont Ft-adaptés. Pour Yt est évident puisque pour

chaque t,

Yt = E
�
�=Ft _ FB

t

�
:

Où � est FT _ FB
t mesurable. Puisque FB

t est indépendante de FT _ � (�) ; et

Yt = E (�=Ft) :

Maintenant Z T

t

ZsdWs = � +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs � Yt;

Et le côté droit est FW
T _FB

t;T mesurable. Ainsi, d�après le théorème de représentation des

martingales d�Itô, fZs; t < s < Tg est FW
s _FB

t;T adapté. Par conséquent Zs est FW
s _FB

t;T

mesurable pour tout t < s; donc il est FW
s _ FB

t;T mesurable.

Preuve. ( de la théoreme 2.3.1 )

L�unicité. Soit fY 1t ; Z1t g et fY 2t ; Z2t g deux solutions. de l�EDDSR (2:1) On suppose

que :

Yt = Y
1
t � Y 2t ; Zt = Z1t � Z2t ; 0 � t � T:

17
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Et par suite, on applique le lemme (1:3:1) a Y , on trouve

E
���Yt��2�+ E Z T

t

Zs2 ds = 2E Z T

t

�
f
�
s; Y 1s ; Z

1
s

�
� f

�
s; Y 2s ; Z

2
s

�
; Ys
�
ds

+ E

Z T

t

g �s; Y 1s ; Z1s �� g �s; Y 2s ; Z2s �2 ds:
D�aprés (H:1) et l�inégalité

ab � 1

2 (1� �)a
2 +

1� �
2

b2

E
���Yt��2�+ E Z T

t

Zs2 ds � c (�)E Z T

t

��Yt��2 ds
+
1� �
2

E

Z T

t

Zs2 ds+ �E Z T

t

Zs2 ds;
avec 0 < � < 1 est la constante dans (H:1). Par conséquent

E
���Yt��2�+ 1� �

2
E

Z T

t

Zs2 ds � c (�)E Z T

0

Ys2 ds;
par le lemme deGronwall, il vient que E

���Yt��2� = 0; 0 � t � T; et donc E R T0 jZsj2ds =
0:

Existence. On dé�ni une suite récurssive f(Y it ; Zit)gi=0;1;::: comme suit Y 0t � 0; Z0t � 0 :

étant donné f(Y it ; Zit)g ;
��
Y i+1t ; Zi+1t

�	
l�unique solution de l�EDDSR suivante :

Y i+1t = � +

Z T

t

f
�
s; Y is ; Z

i
s

�
ds+

Z T

t

g
�
s; Y is ; Z

i
s

�
dBs �

Z T

t

Zi+1t dWs:

Soient Y
i+1

t , Y i+1t � Y it et Z
i+1

t , Zi+1t � Zit ; 0 � t � T par un calcul on obtient :

E

����Yti+1���2�+ E Z T

t

Zsi+12 ds = 2E Z T

t

f
�
s; Y is ; Z

i
s

�
�
�
f
�
s; Y i�1s ; Zi�1s

�
; Ys

i+1
�
ds

+ E

Z T

t

g �s; Y is ; Zis�� g �s; Y i�1s ; Zi�1s

�2 ds:

18
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Soit � 2 R:Par l�intégration par parties, on obtient

E

����Yti+1���2� e�t + �E Z T

t

���Yti+1���2 e�sds+ E Z T

t

Zsi+12 e�sds;
= 2E

Z T

t

�
f
�
s; Y is ; Z

i
s

�
� f

�
s; Y i�1s ; Zi�1s

�
; Ys

i+1
�
e�sds

+ E

Z T

t

g �s; Y is ; Zis�� g �s; Y i�1s ; Zi�1s

�2 e�sds:
Il existe c;  > 0; tels que

E

����Yti+1���2� e�s + (� � )E R Tt ���Yti+1���2 e�sds+ E R Tt Zsi+12 e�sds
� E

R T
t

�
c
���Yti���2 + 1+�

2

Zsi2� e�sds:
Où � =  + c;et c = 2c

1+�
;

E

����Yti+1���2� e�t + E R Tt �c ���Ysi+1���2 + Zsi+12� e�sds;
� 1+�

2
E
R T
t

�
c
���Yti���2 + Zsi2� e�sds:

Et par suite

E

Z T

t

�
c
���Yti+1���2 + Zsi+12� e�sds � �1 + �

2

�i
E

Z T

t

�
c
��Y 1s ��2 + Z1s2� e�sds:

Et comme 1+�
2
< 1; f(Y it ; Zit)gi=0;1;2;::: est une suite de Cauchy dans M2

�
0; T ;Rk

�
�

M2
�
0; T ;Rk�d

�
:Et donc fY it gi=0;1;2;::: est de Cauchy dans S2

�
[0; T ] ;Rk

�
;et que

f(Yt; Zt)g = lim
i!1

��
Y it ; Z

i
t

�	
:

est la solution de l�équation (2:1) :
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Chapitre 3

Théorèmes de comparaison pour les

EDDSR et applications

3.1 THÉORÈMES DE COMPARAISON :

Dans cette section , nous ne considérons que les EDDSR unidimensionnel, c�est-à-

dire que k = 1: On considère les deux EDDSR suivantes :

Y 1t = �
1 +

R T
t
f 1 (s; Y 1s ; Z

1
s ) ds+

R T
t
g (s; Y 1s ; Z

1
s ) dBs �

R T
t
Z1sdWs; pour tout (0 � t � T )

(3:1)

Y 2t = �
2 +

R T
t
f 2 (s; Y 2s ; Z

2
s ) ds+

R T
t
g (s; Y 2s ; Z

2
s ) dBs �

R T
t
Z2sdWs; pour tout (0 � t � T )

(3:2)

où les coe¢ cients des EDDSR (3:1) et (3:2) satisfaisons les conditions de l�hypothèse

(H:1). Supposond qu�il existe deux paires de processus (Y 1; Z1) et (Y 2; Z2) satisfaisons

les EDDSR (3:1) et (3:2), respectivement et supposons de plus que :

(H2)

8><>: �1 � �2 , a.s

f 1 (t; y; z) � f 2 (t; y; z) a.s,8 (t; y; z) 2 [0; T ]� R� Rd.
Alors nous avons le théorème de comparaison suivant.

Théorème 3.1.1 Supposons que les EDDSR (3:1) et (3:2) satisfaisons les conditions de
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le proposition (2:3), soient (Y 1; Z1) et (Y 2; Z2) deux solutions de (3:1) et (3:2), respecti-

vement. Si (H2) est véri�é , alors Y 1t � Y 2t , a.s pour tout 8t 2 [0; T ] :

Preuve. Pour la simpli�cation on suppose que l = d = 1: Alors (Y 1t � Y 2t ; Z1t � Z2t )

satisfait l�EDDSR suivante :

Y 1t � Y 2t = �1 � �2 +
R T
t
[f 1(s; Y 1s ; Z

1
s )� f 2(s; Y 2s ; Z2s )]ds+

+
R T
t
[g(s; Y 1s ; Z

1
s )� g(s; Y 2s ; Z2s )]dBs �

R T
t
(Z1s � Z2s ) dWs , 0 � t � T:

On applique la formule d�Itô à
���(Y 1s � Y 2s )����2 , on obtient

���(Y 1t � Y 2t )����2 =
���(�1 � �2)����2 � 2 R Tt (Y 1s � Y 2s )� [f 1(s; Y 1s ; Z1s )� f 2(s; Y 2s ; Z2s )]ds

�2
R T
t
(Y 1s � Y 2s )�[g(s; Y 1s ; Z1s )� g(s; Y 2s ; Z2s )]dBs

+
R T
t
1fY 1s �Y 2s g j g(s; Y 1s ; Z1s )� g(s; Y 2s ; Z2s )j2ds

+2
R T
t
(Y 1s � Y 2s )�(Z1s � Z2s )dWs �

R T
t
1fY 1s �Y 2s gj(Z1s � Z2s )j2ds:

(3:3)

De (H2),on a �1 � �2 � 0, alors

E
�����1 � �2�����2 = 0: (3:4)

comme (Y 1; Z1) et (Y 2; Z2) sont dans S2 ([0; T ] ;R)�M2
�
[0; T ] ;Rd

�
, il vient que

E

Z T

t

�
Y 1s � Y 2s

�� �
Z1s � Z2s

�
dWs = 0; (3:5)

E

Z T

t

�
Y 1s � Y 2s

�� �
g
�
s; Y 1s ; Z

1
s

�
� g

�
s; Y 2s ; Z

2
s

��
dBs = 0: (3:6)
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Soit

� = �2
Z T

t

(Y 1s � Y 2s )�[f 1(s; Y 1s ; Z1s )� f 2(s; Y 2s ; Z2s )]ds

= �2
Z T

t

(Y 1s � Y 2s )�[f 1(s; Y 1s ; Z1s )� f 1(s; Y 2s ; Z2s )]ds

� 2
Z T

t

(Y 1s � Y 2s )�[f 1(s; Y 2s ; Z2s )� f 2(s; Y 2s ; Z2s )]ds

= �1 +�2;

où

�1 = �2
Z T

t

(Y 1s � Y 2s )�[f 1(s; Y 1s ; Z1s )� f 1(s; Y 2s ; Z2s )]ds

�2 = �2
Z T

t

(Y 1s � Y 2s )�[f 1(s; Y 2s ; Z2s )� f 2(s; Y 2s ; Z2s )]ds � 0:

De (H:1) et l�inégalité de Young, on obtient que

� � �1 � 2c
R T
t
(Y 1s � Y 2s )�(j Y 1s � Y 2s j+ jZ1s � Z2s j)ds

� (2c+ c2

1��)
R T
t
j(Y 1s � Y 2s )� j2 ds

+(1� �)
R T
t
1fY 1s �Y 2s g j Z1s � Z2s j2ds;

(3:7)

où c > 0 ne dépend que de la constante de Lipschitz C dans (H:1). En utilisant l�hypothèse

(H:1), encore une fois, nous en déduisons

Z T

t

1fY 1s �Y 2s g
��g(s; Y 1s ; Z1s )� g(s; Y 2s ; Z2s )��2 ds

�
Z T

t

1fY 1s �Y 2s g[C
��Y 1s � Y 2s ��2 + � ��Z1s � Z2s ��2]ds

= C

Z T

t

��(Y 1s � Y 2s )���2 ds+ � Z T

t

1fY 1s �Y 2s g
��Z1s � Z2s ��2 ds: (3:8)

On prend l�espérence dans les deux côtés de l�équation (3:3) et par (3:4� 3:8), on obtient
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que

E
��(Y 1t � Y 2t )���2 � (C + 2c+ c2

1� �)
Z T

t

E
��(Y 1s � Y 2s )���2 ds:

Par l�inégalité de Gronwall, il tient que

E
��(Y 1t � Y 2t )���2 = 0; 8t 2 [0; T ]

C�est-à-dire, Y 1t � Y 2t , a.s pout tout t 2 [0; T ] :

3.1.1 Application du théorème de comparaison

EDDSR À COEFFICIENTS CONTINUS

Cette section est consacrée à l�étude des EDDSR à coe¢ cients continu c�est une appli-

cation du théorème de comparaison des EDDSR obtenu dans la section précedente

Théorème 3.1.2 Supposons que f : 
�[0; T ]�R�Rd ! R et g : 
�[0; T ]�R�Rd ! Rl

sont des fonctions mesurables et satisfons :

(1) Croissance linéaire : 90 < K <1 , telle que

jf (!; t; y; z)j � K (1 + jyj+ jzj) ;8 (!; t; y; z) 2 
� [0; T ]� R� Rd;

(2) Pour tout (!; t) �xe f (!; t; :; :) est continu.

(3) Il existe des constantes C > 0 et 0 < � < 1 telles que

jg (!; t; y1; z1)� g (!; t; y2; z2)j2 � C jy1 � y2j2 + � jz1 � z2j2

;8 (!; t) 2 
� [0; T ] ; (y1; z1) 2 R� Rd; (y2; z2) 2 R� Rd:

Alors si � 2 L2 (
;FT ; P ), l�EDDSR (2:1) a une solution (Y; Z) 2 S2 ([0; T ] ;R) �

M2
�
[0; T ] ;Rd

�
. De plus, il existe une solution minimale (Y ; Z) de (2:1) dans le sens

que, pour toute autre solution (Y; Z) de Éq. (2:1) alors Y � Y . Pour la simpli�cation
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de notation, on suppose que l = d = 1. Pour �xe (!; t), on dé�nie la suite fn (!; t; y; z)

associé à f ,

fn (!; t; y; z) = inf
y0;z02Q

ff (!; t; y0; z0) + n (jy � y0j+ jz � z0j)g ;

alors, pour n � K ; fn est une suite mesurable et uniformément de croissance linéaire par

rapport a y; z de constante K. On dé�nie la fonction.

F (!; t; y; z) = K (1 + jyj+ jzj) :

Soit � 2 L2 (
; FT ; P ), par le thèoréme (2:3), il existe deux paires de processus (Y n; Zn)

et (U; V ), qui sont les solutions aux EDDSR (3:9) et (3:10), respectivement,

Y nt = � +

Z T

t

fn(s; Y
n
s ; Z

n
s )ds+

Z T

t

g(s; Y ns ; Z
n
s )dBs �

Z T

t

Zns dWs; (3:9)

Ut = � +

Z T

t

F (s; Us; Vs) ds+

Z T

t

g (s; Us; Vs) dBs �
Z T

t

VsdWs: (3:10)

Du théorème 3:1 et du lemme 1 de [4], nous obtenons

8n � m � K; Y m � Y n � U; dt
 dP � as (3:11)

Lemme 3.1.1 Il existe une constante A > 0 ne dépend que de K;C; �; T; et �,tel que

8n � K; kY nkS2 � A; kZnkM2 � A;

kUkS2 � A; kV kM2 � A:
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Preuve. Tout d�abord, nous prouvons que kUkS2 et kV kM2 sont bornés. De (3:11), il

existe une constante B qui dépend uniquement de K;C; �; T; et �, de telle sorte que

(E

Z T

0

jY ns j
2 ds)

1
2 � B; (E

Z T

0

jUsj2 ds)
1
2 � B; kV kM2 � B:

On appliquer la formule d�Itô à jUtj2 , on obtient que

jUtj2 = j�j2 + 2
R T
t
Us:F (s; Us; Vs) ds

+2
R T
t
Us:g (s; Us; Vs) dBs � 2

R T
t
Us:V sdWs

+
R T
t
jg (s; Us; Vs)j2 ds�

R T
t
jVsj2 ds:

(3:12)

De (H:1); pour tout � < �0 < 1, il existe une constante C (�0) > 0 telle que

jg (t; u; v)j2 � C (�0)
�
juj2 + jg (t; 0; 0)j2

�
+ �0 jvj2 : (3:13)

De l�équation (3:12) et Eq. (3:13), il s�ensuit que

jUtj2 +
Z T

t

jVsj2 ds � j�j2 + 2K
Z T

t

jUsj (1 + jUsj+ jVsj) ds

+ C (�0)

Z T

t

�
jUsj2 + jg (s; 0; 0)j2

�
ds+

Z T

t

jVsj2 ds

+ 2

Z T

t

Us:g (s; Us; Vs) dBs � 2
Z T

t

Us:VsdWs

� j�j2 +K2 (T � t) + C (�0)
Z T

t

jg (s; 0; 0)j2 ds

+
1 + �0

2

Z T

t

jVsj2 ds

+ (1 + 2K + C (�0) +
2K2

1� �0 )
Z T

t

jUsj2 ds

+ 2

Z T

t

Us:g (s; Us; Vs) dBs � 2
Z T

t

Us:VsdWs:
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Prenant le supremum et lespérence , nous obtenons par l�inégalité de Young que

kUk2S2 +
1� �
2

kV k2M2 � E(j�j2 +K2T + C

Z T

0

jg (s; 0; 0)j2 ds)

+ (1 + 2K + C (�0)
2K2

1� �0 )E
Z T

0

jUsj2 ds

+ 2E sup
0�t�T

����Z T

t

Us�g (s; Us; Vs) dBs
����

+ 2E sup
0�t�T

����Z T

t

Us�VsdWs

���� : (3:14)

Par l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on déduit que

E( sup
0�t�T

����Z T

t

Us�g (s; Us; Vs) dBs
����)

� cE(
Z T

0

jUsj2 � jg (s; Us; Vs)j2 ds)
1
2

� cE(( sup
0�t�T

jUtj2)
1
2 (

Z T

0

jg (s; Us; Vs)j2 ds)
1
2 )

� 2c2C (�0)E(
Z T

0

jUsj2 ds+
Z T

0

jg (s; 0; 0)j2 ds) + 1
8
kUk2S2 + 2c2�0 kV k

2
M2 : (3:15)

De la même manière, nous avons

E( sup
0�t�T

����Z T

t

Us�VsdWs

����) � 1

8
kUk2S2 + 2c2 kV k

2
M2 : (3:16)
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De Eqs. (3:15), (3:16) et (3:14), il s�ensuit que

kUk2S2 +
1� �0
2

kV k2M2

� 2(E j�j2 +K2T + C (�0)
�
1 + 4c2

�
E

Z T

0

jg (s; 0; 0)j2 ds)

+ 2(1 + 2K +
2K2

1� �0 + C (�
0)
�
1 + 4c2

�
)E

Z T

0

jUsj2 ds

+ 8c2 (1 + �0) kV k2M2

� 2(E j�j2 +K2T + C (�0)
�
1 + 4c2

�
E

Z T

0

jg (s; 0; 0)j2 ds)

+ 2(1 + 2K +
2K2

1� �0 + C (�
0)
�
1 + 4c2

�
+ 4c2 (1 + �0))B2

:=
1� �0
2

(B0)
2
;

alors

kUkS2 � B0; kV kM2 � B0:

De l�équation (3:11), il vient que

kY nkS2 � B0:

Ensuite, on montre que kZnkM2est borné. On applique la formule d�Itô à kY nt k
2 , il s�ensuit

que

jY nt j
2 = j�j2 + 2

Z T

t

Y ns �fn(s; Y ns ; Zns )ds

+ 2

Z T

t

Y ns �g(s; Y ns ; Zns )dBs� 2
Z T

t

Y ns �Zns dWs

+

Z T

t

jg(s; Y ns ; Zns )j
2 ds�

Z T

t

jZns j
2 ds:
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On prend l�espérence , on obtient

E(jY nt j
2) + E

Z T

t

jZns j
2 ds = E j�j2 + 2E

Z T

t

Y ns �fn(s; Y ns ; Zns )ds

+ E

Z T

t

jg(s; Y ns ; Zns )j
2 ds:

De l�inégalité bien de Young, il s�ensuit que

E(jY nt j
2) + E

R T
t
jZns j

2 ds � E j�j2 + C 0E
R T
t
jY ns j

2 ds

+1��0
2
E
R T
t
jZns j

2 ds+K2 (T � t)

+C (�0)E
R T
0
jg (s; 0; 0)j2 ds

+�0E
R T
t
jZns j

2 ds;

où C 0 = 1 + 2K + C (�0) + 2K2

1��0 , et comme 0 < �
0 < 1 dans Éq. (3:13) , alors

kZnk2M2 � 2
1��0 (C

0T (B0)2 +K2T + E j�j2

+C (�0)E
R T
0
jg (s; 0; 0)j2 ds)

:= (A)2 :

La preuve est terminée.

Lemme 3.1.2 f(Y n; Zn)g+1n=1 converge dans S2 ([0; T ] ;R)�M2 ([0; T ] ;R).

Preuve. Soit n0 � K. comme fYng est croissante et bornée dans S2 ([0; T ] ;R), on déduit

par le théorème de convergence dominé que Y n converge dans S2 ([0; T ] ;R). On notera Y

la limite de fY ng . On applique la formule d�Itô à jY nt � Y mt j
2 , on obtient que pour tout
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n;m � n0 ,

E(jY n0 � Y m0 j
2) + E

Z T

0

jZns � Zms j
2 ds

= 2E

Z T

0

(Y ns � Y ms ) (fn(s; Y ns ; Zns )� fm(s; Y ms ; Zms ))ds

+ E

Z T

0

jg(s; Y ns ; Zns )� g(s; Y ms ; Zms )j
2 ds

� 2(E
Z T

0

jY ns � Y ms j
2 ds)

1
2 (E

Z T

0

jfn(s; Y ns ; Zns )� fm(s; Y ms ; Zms )j
2 ds)

1
2

+ E

Z T

0

�
C jY ns � Y ms j

2 + � jZns � Zms j
2� ds:

Puisque fn et fm sont on croissance linéaire et que fY n; Zng sont bornées , de même que

dans le lemme 3:1, il existe une constante K > 0 qui ne dépend que de K;C; �; T et �,

de telle que

E(jY n0 � Y m0 j
2) + E

Z T

0

jZns � Zms j
2 ds � E

Z T

0

(K jY ns � Y ms j
2 + �j jZns � Zms j

2)ds:

Alors

kZn � Zmk2M2 �
KT

1� � kY
n � Y mk2S2 :

Donc fZng est une suite de Cauchy dans M2 ([0; T ] ;R).

Preuve. (du th�eor�eme 3:1:2). Pour tout n � n0 � K, on ait que Y n0 � Y n � U , et

fY ng converge dans S2 ([0; T ] ;R) dt
 dP -a.s vers Y 2 S2 ([0; T ] ;R).

D�autre part, puisque Zn converge dans M2 ([0; T ] ;R) vers Z, alors il existe une sous

suite de Zn qu�on le noté aussi Zn tel que Zn ! Z; dt 
 dP � a:s et G = supn jZnj est
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dt
 dP intégrable. alors comme dans [4], on obtient que pour presque tous !,

fn(t; Y
n
t ; Z

n
t )� ! f(t; Yt; Zt); (n!1) dt� a:e

jfn(t; Y nt ; Znt )j � K(1 + sup
n
jY nt j+ sup

n
jZnt j)

= K(1 + sup
n
jY nt j+Gt) 2 L1 ([0; T ] ; dt) :

Ainsi, pour presque tout ! et uniformément en t, on obtient que

Z T

t

fn(s; Y
n
s ; Z

n
s )ds� !

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds; (n!1) :

par la propriétés de la continuité de l�intégrale stochastique, il s�ensuit que

sup
0�t�T

����Z T

t

Zns dWs�
Z T

t

ZsdWs

����� ! 0 en probabilité;

sup
0�t�T

Z T

t

g(s; Y ns ; Z
n
s )dBs �

Z T

t

g(s; Ys; Zs)dBs� ! 0 en probabilité.

alors on peut chaoisir une sous suite qui converge P � a:s. Finalement,

jY nt � Y mt j �
Z T

t

����fn(s; Y ns ; Zns )� Z T

t

fm(s; Y
m
s ; Z

m
s )

���� ds
+

����Z T

t

g(s; Y ns ; Z
n
s )dBs �

Z T

t

g(s; Y ms ; Z
m
s )dBs

����
+

����Z T

t

Zns dWs�
Z T

t

Zms dWs

���� ;
et en prenant la limites sur m et le supremum sur t, on obtient que

sup
0�t�T

jY nt � Ytj �
Z T

t

����fn(s; Y ns ; Zns )� Z T

t

f(s; Ys; Zs)

���� ds
+ sup
0�t�T

����Z T

t

g(s; Y ns ; Z
n
s )dBs �

Z T

t

g(s; Ys; Zs)dBs

����
+ sup
0�T�T

����Z T

t

Zns dWs�
Z T

t

ZsdWs

���� ; Pa:s:
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il en résulte que Y n converge uniformément vers Y (en particulier, Y est un processus

continu). Par la monotonie de fY ng alors la convergence est pour tout la suite . On prend

la limite dans l�équation (3:9), on en déduit que (Y; Z) est une solution de l�équation (2:1).

Soit
�bY ; bZ� 2 S2 ([0; T ] ;R) � M2 ([0; T ] ;R) une solution de l�équation. (2:1). Par le

théorème 3:1:1, on obtient que Y n � bY ;8n 2 N et donc Y � bY prouvant que Y est la

solution minimale.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

EDSR : Equation di¤érentielle stochastique rétrograde.

EDDSR : Equation di¤érentielle doublement stochastique rétrograde.

P:p:s : La notation presque sûrement pour la mesure de probabilité P:

(
;F ; P ) : Espace de probabilité.�

;F ; (Ft)t�0 ; P

�
: Espace de probabilité �ltré.

N : L�ensemble des négligeable.

L2 : L�espace de Hilbert.

B
�
Rd
�

: La tribu borélienne sur Rd:

E : L�espérance par rapport à la probabilité.

V ar : La variance.

N (0; t) : La loi Gaussienne centré et de variance t.

� : Temps d�arrêt.

(B2; k:k0) : Espace de Banach.

v:a : Variable aléatoire.

Cov : Covariance.

p:s : Presque sûrement.
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