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Introduction

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR. en abrégé),
en anglais (BSDE), a connu un formidable développement & partir des années 1990. Ces
équations ont été introduites dans BISMUT.J [I0] pour la premiére fois en 1973 dans le
cas lineaire. Le premier résultat dans le cas général a été publié en 1990 par S.peng et
E.Pardoux [11], résoudre une EDSR revient a déterminer un couple de processus noté
(Y:, Zi)+>0 qui ne dépend que l'information connue jusqu’a U'instant ¢ c’est a dire, on dit
que les processus sont adaptés a la filtration Brownienne, et qui vérifie une équation de la

forme suivante :

T T
Vi—g+ [ fevazyas— [ zaw, el
t t

avec W est un mouvement Brownien définie sur un espace de probabilité (€2, F, P) et la

condition terminal Y; = &.

Dans ce mémoire je suit étudie les EDSR monotone, j’ai de prouver le résultats d’exis-
tence et d’unicité d’une solution dans le cas ou le générateur est monotone.
Notre travail est structuré en trois chapitres :
. Le premier chapitre est un chapitre introductif ot on a présenté quelques notions de calcul
stochastique, en donnant les définitions et les propriétés des processus continues ainsi que

leurs résultats principaux ( processus stochastiques, mouvement brownien, martingales ...)

qui sont nécessaires pour la suite de tout ce mémoire



Introduction

. Dans le deuxiéme chapitre je donne la définition d’'une EDSR, je aller montrer un
premier résultat d’existence et d’unicité de la solution d’'une EDSR, c’est le premier
résultat d’existence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades

(EDSR) dans le cas lipschitiziennes.

. Le troisiéme chapitre est étudie le théoréme d’existence et d’unicité de la solution des
EDSR dans le cas monotone, on utilise dans la démonstration de ce théoréme la méthode
du point fixe. On définit une suite de fonction h, par produit de convolution telle que
la fonction h est vérifie I’hypothése de monotonie et pour cela je utidie les propriétés de

h, d’aprés on applique le théoréme de Pardoux-Peng pour obtenir une unique solution

(Y™, Z") de PEDSR
T T
Ve =gt [ mlsyias- [ zzaw., vie o),
t t

La suite (Y™, Z") est une suite de cauchy dans espace de banach qui converge vers la

solution (Y, Z) de 'EDSR

T T
Yt=§+/ f<s,y;,vs)ds—/ Zudws, Wt € [0,T)
t t



Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastique (ou aléatoires) est 1’étude des phéno-
menes aléatoires dépendant du temps. Soit (€2, F, P) un espace probabilié dont  est un

espace abstrait et les élément son noté w, 'ensemble 1" est appelé ensemble des temps.

Ce chapitre présente la notation générale de processus stochastique.

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 (Tribu) Une tribu ( o-algebra en Anglais ) sur € est une famille
de parties de §2, contenant l’ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union

dénombrable et intersection dénombrable.
Une tribu contient donc l’espace ().

Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration (ou flot d’information) (F;)ier est une fa-

mille croissante de sous tribus de F i,e : Vs, t € T)s <t = F, C F;.

La famille croissante de sous tribus GY = o(X,;s < t,s € T') s’appelle la filtration naturelle
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de x c’est a dire (c-a-d) la plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes les

applications w — X¢(w) pour tout s <t,s €T.

On dit alors que (U, F, P, (Fi)ier) est un espace probabilisé filtré.

Définition 1.1.3 (Espace de probabilité complet) L’espace de probabilité (2, F, P)

est dit complet st : pour tout
t > 0 et pour tout A C € négligeable, A est contenu dans F.

Définition 1.1.4 On dit alors que ’espace probabilisé filtré (2, F, P, (Fi)ier) complet si :

pour tout t > 0 et pour tout A C Q négligeable, A est contenu dans F.

Définition 1.1.5 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (Xi)ier

est une famille de variables aléatoires (abreviation : v.a) X, indexée par un ensemble T.

04T =N,Z,[0,T], R, ...

Un processus dépend de deuzx paramétres : X,(w) dépend de t (en général le temps) et de

laléatoire w € Q.
. Pourt €T fizé, w € Q+— Xy (w) est une v.a sur l’espace de probabilité (2, F, P).

« Pour w € Q) fixé, t € T — Xy(w) est une fonction a valeurs réelles appelée trajectoire du

processus.

Remarque 1.1.1 1. Si'T C 7Z, on dit que le processus est a temps discret.

2. 51T C R, on dit que le processus est a temps continu.

Définition 1.1.6 (Processus mesurable) Un processus (X;)icr, est dit mesurable si

Uapplication : Xy : (Ry, B(Ry) x (Q,F)) — (R, Br,) est mesurable.

Définition 1.1.7 (Processus continu) Un processus (X;)icr, est dit continu si les ap-

plication t — X, (w) sont continues pour presque tout w.

4



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.1.8 (Processus cadlag) Un processus est dit cadlag (continu a droite,
pourvy de limite & gauche) si ses trajectoires sont continues & droite, pourvues de limites

a gauche.

Définition 1.1.9 (Processus adapté) Un processus stochastique (X;)icr, est (F;) —adapté

t€R+

s1 pour tout t € RY, la variables aléatoires X, est Fy—mesurable.

Définition 1.1.10 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)icr,
est dit progressivement mesurable si : VT > 0 Uapplication X, : ([0, T, Bor) x (2, Fr) —

(R, Br,,) est mesurable.
Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.1.11 (Processus a variation finie) Un processus X = (X, t > 0) est dit

a wvariation finie sur [0,t] si :

S?pz |Xti+1 — Xy, | < oo.
g

Définition 1.1.12 (Temps d’arrét) Une variables aléatoires T : Q — [0,00] est un

temps d’arrét si [’événement
{T<t}={we T (w) <t}eF, Vt, 0 <t< 0.

Définition 1.1.13 (Produit de convolution) Soit p,¢ : R" — C deux fonctions me-

surables, on appelle produit de convolution de & par ¥ la fonction

e = [ et

o0

Théorlme 1.1.1 (Théoréme du point fixe métrique) Soient (E,d) un espace mé-

trique complet et ¢ : E — E une application contractante, i,e : lipschitzienne de rapport
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0 < k < 1. Alors, ¢ admet un unique point fite a € E. De plus, pout tout point initial

xo € E, la suite itérée (v,)pen, avec xg € E quelconque et x,41 1= ¢(z,) converge vers a.

Théorlme 1.1.2 (de Fubini) Soit f : E; x Ey — R une fonction mesurable. Alors,

pour tout x € Ey, la fonction

y € By — /f (x,y) dmq(x)

est mesurable et

[ #waimio b dmat) = [{ [ 1) dmat)f o

1.2 Espérence conditionnelle

Définition 1.2.1 Soit (2, F, P) et (F;) une filtration et G une sous-tribu de F ’espérance

conditionnelle E(X\G) de X sachant G est l'unique variable aléatoire :

1. G—mesurable.

2. [ E(X\GQ)dp = [ Xdp, VA € G.
A A

Propriété 1.2.1 Soit X,Y de variable aléatoire appartenant o L*(Q, F, P), soit G une

sous-tribu de F, on a alors :

1. Linéarité : soit a et b deux constantes : E(aX + bY\G) = aE(X\G) + bE(X\G).
2. §i X est G—mesurable alors : E(X\G) = X.

3. Si'Y est G—mesurable alors : E(XY\G) =Y E(X\G).

4. Si X est indépendant de G alors : E(X\G) = E(X).

1.3 Mouvement brownien
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Définition 1.3.1 On dit qu’un processus stochastique (Wy,t > 0) est un mouvement brow-

nien (standard) si :

2. Vs < t, W, — Wy est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s)
i.e : Wy — W5 ~ N(0,¢).

3.Vn, Vt;, 0 < ty < t; < ... < t,, les variables (W, — Wy, |, ... Wy, — Wy, Wy, ) sont

indépendantes.

1.4 Martingales

Définition 1.4.1 Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace de probabilité filtré. Un processus (My)i>o

est dit martingale (respectivement une sous martingale, sur martingale) si pour toutt > 0 :
1. M, est F;—mesurable.
2. M, est intégrable (i.e : E | M| < o0).

3.Vt > s >0, E(M\Fs) = M, (respectivement E(M\Fs) > M, E(M\F;) < Mj).

Définition 1.4.2 (Martingales locale) Un processus M adapté est une martingale lo-
cale s’il existe une suite croissante de temps d’arrét T, telle que : 1, — oo et (Myp,, ,t > 0)

est martingale pour tout n.

Définition 1.4.3 (Semi-martingale) Une semi-martingale est un processus cadlag adapté

X admettent une décomposition de la forme :

X =Xo+ M+ A (1.1)

Ou M est martingale locale cadlag null en 0 et A est un processus adapté a variation

finie et nul en 0. Une semi-martingale continue est une semi-martingale telle que dans
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la décomposition (L.1)), M et A sont continus une telle décomposition ou M et A sont

continus, est unique.

Propriété 1.4.1 Soit W, est un mouvement brownien ssi :
1. (Wi, t > 0) est une martingale.

2. {W2 —t, 0 <t < oo} est une martingale.

Théorlme 1.4.1 (Théoréme de représentation des martingales) Soit (F;)o<i<r la
filtration naturelle du mouvement brownien standard (Wi)o<i<r, soit M une martingale
continue de carré intégrable par rapport & (Fy)o<i<r. Alors il existe un processus adapté
H, tel que :

T
E(/ H2ds) < oo
0

et pour tout t € [0,
T
M, :M0+/ H.dAW, P —p.s
0

1.5 Quelques inégalités

Théorlme 1.5.1 (Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soitp € |0, 00[. Il existe deux

constantes c, et C,, telle que, pour toute martingale continue M, nul en 0.

B (M 8] < B [sup |Mt|”} <GB (M, M)3].

oo
t>0

Remarque 1.5.1 En particulier, st T > 0,

o) [(M, Mﬁ] <E { sup |Mt|p} <CO,E [(M, M>§] .

0<t<T
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Lemme 1.5.1 (de Gronwall) Soit g : [0,T] — R une fonction vérifiant :

v e 0,71, og(t)s@(t)w/tg(s)ds

pour une constante > 0 et pour une fonction « : [0, T] — R intégrable par rapport a la

mesure de Lebésque. On a alors :
t
Vi e [0, 7], 0<g(t) <a(t)+ 5/ a(s)eP?=9ds
0

L’intérét est notamment que g n’apparait qu’une seule fois dans la nouvelle inéquation ,

en particulier, si o est une fonction constante, on trouve :
vt €[0,7], g(t) < ae’

etsia=0,onag=0.

Théomme 1.5.2 (Inégalité de Doob) Soit N = (Ny)ier une sous-martingale positive

ou une martingale, cadlag. Alors pour tout temps d’arrét T o valeurs dans T, on a :

E|N| VA >0
A '

P[sup |Nt|ZA] <

0<t<T

Lemme 1.5.2 (Inégalité de Holder) Soit X et Y deuzx v.a. Si X € L)Y € L9 avec
1,1 _ .
5—1—5—1, alors :

ENIXY] < X, 1Yl -
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1.6 Intégrabilité uniforme

Définition 1.6.1 On dit qu’une collection {X;},.; de v.a est uniformément intégrable si :

lim (SU?E (|X,| l{Xi>M})> =0.
ic

—00

Définition 1.6.2 Soit 1 < p < o0. Si X,, converge dans L, la famille |X|17DL20 uniformé-

ment intégrable.

Théormme 1.6.1 Soit X, une suite de v.a réeles convergent en probabilité. Alors X,

converge dans LP ssi : la famille | X, | est uniformément intégrable.

Théoréme de Lebesgue dominé

Théorlme 1.6.2 Soit f, une suite de fonctions intégrables qui converge (simplement)
vers une fonctions f (f, () — f(x),Vz). Sl existe g intégrable telle que. | f,, (z)| < g (x),

Va,alors : [ f, (x)dz converge vers [ f(x)dx.
R R

1.7 L’intégrale stochastique

On se donne un espace (2, F, P) et un mouvement brownien W sur cet espace, on

désigne par F; = o(Ws, s < t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 1.7.1 On définir lintégrale stochastique (L’intégrale d’It6) de la forme :

¢
/ X dW,
0

simultanément pour tous t € [0,T], ot (Xs)s>o est processus stochastique et (Ws)s>, est

un mouvement Brownien.

10



Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Propriété 1.7.1 Soit X etY des processus stochastiques et W, mouvement Brownien,

alors on a :

L. Linéarité : [[(X, + Yy)dW, = [} X, dW, + [3 YidWy et [ (cX,)dW, = ¢ [; X, dW.

2. Si fOTE(Xf)dt < o0, alors pour tout t < T : E( [y X, dW,) = 0 et E(([; X,dW,)?) =
fot E(X?)ds. De plus, le processus {f; XSdWS}tzo est une martingale.

1.7.1 Processus d’Ito

Définition 1.7.2 On appelle processus d’Ité, un processus X a valeurs réelles tel que :

t t
VO<t<T Xt:X0+/bsds+/JdeS P —p.s
0 0

ou Xq est Fo—mesurable, b et o sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

t t
/ |bs| ds < oo et / |os||” ds < oc.
0 0

Théorlme 1.7.1 (Formule d’Itd) Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C!

les conditions

par rapport & t, de classe C* par rapport a x, & dérivées bornées, on a :

Fta) = f(0,X0) + /0 £, X)dXo + /0 fs’(s,Xs)der% /O £ (5, X.)o2ds.

11



Chapitre 2

Equations différentielles
stochastiques rétrogrades

Lipschitzien

2.1 Vocabulaire et notations

2.1.1 Présentation du probléme

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) a
connu un grand développement, grace notamment a ses diverses applications dans plusieurs
domaines. Formellement, les EDSR. sont des équations différentielles stochastiques ot ’on

se donne la condition terminale.

Pour comprendre bien qu’est ce que une edsr il faut formuler d’une facon correcte la notion

de solution adapteé¢ a une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit apercu sur les EDSR, le théoréme

d’existence et d’unicité de la solution.

12



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

Soit (Q, F, (F;)i>0, P) un espace probabilisé filtré et £ une variable aléatoire mesurable

par rapport & Fr, ou T désigne un temps terminal.

Considérons le probléme suivant :

}/t/ :_f(t7Y)
Yr =¢

Ve [0,T7]. (2.1)

Ce probléme est I'instant terminal 7" > 0, la condition finale £ est une variable aléatoire
Fr—adapté. posant le processus Y sont (F;):>o—adaptéc’est a dire que pour tout ¢ € [0, 7]
Y; ne dépende pas du future aprés 'instant ¢ pour résoudre ce probléme, on va prendre le

cas le plus simple ou f = 0, alors (2.1)) devient :

Y, =
YVt € (0,77,
Yr =¢
=
Y, =cte
,Vt e [0,T7],
Yr =¢

et comme Y; =cte =Yy = Y, =¢.
mais Y; = £ n’est pas adapté si £ n’est pas déterministe, la meilleure approximation de la

solution, adapté qu’on peut prendre (par exemple dans L?) est la martingale Y; = E(£/F;).

Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien et d’apres le théoréme
de représentation des martingales browniennes (1.4.1)), on construire un processus Z de

carré intégrable et adapté, tel que :

Vi= Be/7) = BQ) + [ 2w,

13
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D’autre part, sit =1 :
T
Y, = E(§) —I—/ Z s dWs.
0

En effet,
t T
Y, —Yr=E() —|—/ Z AW, — {E(ﬁ) +/ stWS]
0 0
t T
:/ stWS—/ ZdW,
0 0
T
= —/ ZdW.
0
=
T
Y; =Yr — / ZSdWS
7
:g—/ Z AW,
t
alors,
Y, =¢— [T Zdw,
v =6, Yt e [0,7]. (2.2)
Yr =¢
On dérive (2.2)) :
—d}/; = —thWt
YVt €10,7].
Yr  =¢

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet & f dépendre du processus Z, ’équation devient alors :

—dY, = f(t, Y, Z)dt — ZdW,
¢ = /Y 2) T v e o, T].
Yr  =¢

14
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ou de fagon équivalente, sous forme intégrale,

T T
Ytzé+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZsdWs,t €[0,T7.
t t

2.1.2 Notation

On se donne (2, F, P) un espace de probabilité complet et W un mouvement Brownien
d-dimensionnel sur cet espace. On notera {F;},., la filtration naturelle du mouvement

Brownien W.
On note aussi :

. S%(R¥) : I'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, & valeurs
dans R*, tel que :
VI o= £ | sup ] < o0
0

<t<T
. S%(R¥) : le sous espace formé par le processus continus.

. M?(R**?) : lespace vectoriel formé, par les processus Z progressivement mesurables, &

valeurs dans R¥*? tels que :

T
1212, :=E[ [ 1z <.

ousi Z € RF4 || Z|]> = trace(ZZ*). M?(R¥*?) désigne 'ensemble des classes d’équi-
valence de M?(RF*?).R¥ et R**? seront souvent omis, les espace S2, S% et M? sont des

espaces de Banach pour les normes définies précédemment. Nous désignerons B? ’espace

de Banach S?(R*) x MZ(RF*?).

15



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

Remarque 2.1.1 Nous nous donnons une application aléatoire f
f:[0,T] x Q x RF x RF>4 — RF

telle que, pour tout (y, z) € R¥ x R¥*? " le processus {(f (t,y, 2)) Yo<i<r S0t progressivement

mesurable, et & une variable aléatoire mesurable par rapport & Fr et a valeurs dans RE.

Définition 2.1.1 On définir une équation différentielle stochastique rétrograde est une

équation de la forme :

—dY, = f(t.Y,, Z,)dt — ZdW,
¢ =Y 2) U we 0,17,
Yr =&

ou se forme intégrale

T T
Y;:g+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z,dW,,t € 0, T (2.3)

« La fonction f s’appelle le générateur de I’EDSR.
T : temps final.
. &1 condition terminale (v.a F—mesurable).

(Y (t),Z(t)) : les inconnues adaptées.

Définition 2.1.2 Une solution de 'EDSR est un couple de processus {(Y7, Zt)}ogth
vérifiant :

1.Y et Z sont progressivement mesurables ¢ valeurs respectivement dans R* et RF*4,

2. [V AIf (5,Ys, Zo)| + | Z|[*} ds < o0, P — p.s.

3.0n:Y,=¢+ [ f(s,Ys, Z)ds — [ Z,dW,, 0<t <T, P—p.s.

Remarque 2.1.2 1. Les intégrales de l’équation sont bien définies.

16



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

2. Le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Yy

est une quantité déterministe.

3. Y, de est une semi martingale continue.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus { ft}ogthf positif, appartenant a

M? (R) et une constante positive \ tels que :
V(t,y,2) € [0,T] x R* x R |f(t,y,2)| < freallyl + 1 Z]))

Si{(Yt, 2t) } o<y €8t une solution de 'EDSR telle que Z € M?, alors Y appartient

a S2.

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall (L.5.1)) et du fait

que Yy est déterministe. En effet, on a, pour tout
t t
0.1 Yi=Yo~ [ fsYaz)ds+ [ Zaw.
0 0

et par suite, utilisant ’hpothése sur f,

T t t
\Yt|§]Yo|+/ (fs+ M| Zs||)ds + sup |/stWS|+)\/ | Y, | ds.
0 o<t<T Jo 0

Posons

T t
s:|Yo|+/ ot A Zs ) ds + sup | | Zeaw, |.
0

o<t<T Jo
Par hypothése,Z appartient & M? et donc, via I'inégalité de Doob , le troisieme
terme est de carré intégrable; il en est de méme pour { ft}0§t§T7 et Yp,est déterministe
donc de carré intégrable; il s’en suit que & est une variable aléatoire de carré intégrable.
Comme Y est un processus continu-cf. remarque précédente, le lemme de Gronwall
fournit I'inégalité sup |Y; |< e qui montre que Y appartient & S2. m

0<t<T
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Remarque 2.1.3 Le résultat est encore valable lorsque || f.||, est une variable aléatoire de

carré intégrable.
Finissons par un résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprise.

Lemme 2.1.1 Soient Y € S? (R¥) et Z € M2(RF*9). Alors { Y zd W, te [O,T]}

est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant l'inégalité B-D-G (|1.5.1)), il existe une constante positive C telle

que :

i T 3
}SCE (/ mﬁuzsnws)]
0

t
FE [ sup /YSZSdWS
0

0<t<T

[ T 3
<CE | sup v (/ HZSH%ZS)]
| 0<t<T 0

. . . o, s 2 b2 . X
et par suite en appliquant inégalité : ab < % + =, on obtient :

T
| <o (& s ] + 2| [ 12080
0<t<T 0

et comme Y € 5% (R*) , Z € M? (RF*?) | Alors :

t
E [ sup / Y. Z.dW,
0

0<t<T

t
E[sup /YSZSdWs < 0.
0

0<t<T

2.1.3 Le résultat de pardoux-peng dans le cas lipschitz

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité.

Ce résultat est di a E-Paradoux et S.Peng [11].
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

Voici les hypotheses sous lesquelles nous travailler.
(L) : 1l existe une constante A telles que P — p.s

1. condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t,y,v/, z, 2/
|f (tys2) = f Ly 20 S Ay —w + 12 = 21]) 5
2.condition d’intégrabilité :

T
Bllef+ [ 17 .0.0P s <o
0

Nous commencons par un cas trés simple, celui ot f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se
s e 4 2 k
donne £ de carré intégrable et un processus {Ft}ogth dans M (]R ) et on veut trouver

une solution de 'EDSR

T T
n:g+/nE¢&_/ Z,dW., 0<t<T. (2.4)
t t

Lemme 2.1.2 Soient & € L? (Fr) et {Fi}oo,or € M* (R*). L’EDSR posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M2

Si on prend ’espérance conditionnelle sachant F;,on a nécessairement ,

T
m_E@+/fwﬂﬂ)
t

On définit donc Y a I’aide de la formule précédente et il reste & trouver Z. Remarquons que,
d’aprés le théoreme de Fubini lj comme F' est progressivement mesurable, fg Fds

est un processus adapté a la filtration {‘T_;f}te[o )5 en fait dans S? puisque F' est de carré
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intégrable. On a alors, pour tout t € [0,77],

T t ¢
Y,=F <§ +/ Fids | E) —/ Fyds := M, — / F.ds.
0 0 0

M est une martingale brownienne; via le théoréme de représentation des martingales

brownienne (1.4.1)) on construit un processus Z appartenant a M? tel que :

t t t
Y, = M, — / Fids = My + / ZdWs — / Fds.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de "EDSR étudiée puisque

comme Yy = &,

t t T T
Y, — &= M, —{—/ ZsdW —/ Fyds — (Mg +/ ZsdW —/ Fsds)
0 0 0 0
T T
:/ Fsds—/ ZsdWs.
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?. =

Nous montrons a présent le théoréme de Pardoux et Peng.

Théorlme 2.1.1 PARDOUX-PENG 90. Sous U’hypothése (L), 'EDSR possede

une unique solution (Y, Z) telle que Z € M>.

Preuve. Nous utilisons un argument du point fixe dans ’espace de Banach B? en construi-
sant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y,Z) € B? est solution de
I'EDSR ([2.3)) si et seulement si ¢’est un point fixe de W.

Pour (U,V) élément de B?, on définit (Y, Z) = ¥ (U,V) comme étant la solution de

EDSR :

T T
Yt—€+/ f(T,Ur,Vr)dr—/ Z.dW,, 0<t<T.
t t
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On remarqueque cette derniere EDSR posséde une unique solution qui est dans B?. En

effet, posons F, = f (s, Uy, V;). Ce processus appartient & M? puisque, f étant Lipschitz,
| Fs <] f(5,0,0) [ +A [ Us | +A [ Vi |l

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le
Lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?. (Y, Z) appartient
a B? : 'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la proposition , Y
appartient a S2.

L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U’, V') deux éléments de B et (Y, Z) =W (U, V), (Y, Z) =V (U, V).

Notonsy =Y —Y'et z2=2—-2".Onayr=0et

dyt == {f (t> Ut7V;f) - f <t7 Ut/7‘/t/)}dt - thVVt

On applique la formule d’Ttd & e | y; |*> pour obtenir :

d(e™ [y |?) = ae™ |y |* dt—2e"y, {f (¢, U, V) — [ (£, U], V) } dt+2e y. 2 dWit-e™ || 2, || dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢ et 7', on obtient :

et Ly P+ [l e | 2 [Pds = [ e (—a |y [P +2u5 {f (5. Ui, Vi) = f (s, UL V])}) ds
—ftT 2 ys.2,dW

et, comme [ est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V — V'’ respectivement,

«Q T as T oS
ey P4 f7 e 2 IPds < [ e (—a|ys [P +2A [ ys [ us [ +2X [y [[| vs [[)ds
T as
— [, 2e*y,.z,dW.
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Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e + b?, et donc, I'inégalité précédente donne

et |y |? +ftT e || zs |2 ds < ftT e (—a2X\?/e) | ys |> ds — ftT 25y .z dW,

T as
+e [y e (Jue [P+ | vs %) ds,

et prenant o = 2)\? /¢, on a, notant R, = eftT e (| us [* 4 || vs ||?) ds,

T T
vt € [0,7], e |y, |2 +/ e || 2o || ds < R. — 2/ e ys.zsdWs. (2.5)
t t

D’aprés le Lemme (2.1.1]), la martingale locale { ftT easys.zdeS.} o] en réalité est une
te[0,T

martingale nulle en 0 puisque Y, Y’ appartiennent a M?2.
En particulier, prenant ’espérance - ce qui fait partir I'intégrale stochastique via la re-

marque précédente, on obtient facilement, pour t = 0,

B[ e e a] <pir. (26)

Revenant a I'inégalité (2.5)), les inégalités BDG ((1.5.1]) fournissent - avec C universelle -,

T
E [ sup e |y, |2} < F|[R]+CFE [(/ 2 |y |2 2 |1 ds)é} ,
0

0<t<T

puis , comme ab < a?/2 + b%/2,

1 C2 T
B| s et 1 P < BRI+ 38 | sup et L]+ S8 | [ el as].
0

0<t<T 0<t<T 2

Prenant en considération I'inégalité (2.6)), on obtient finalement

T
E [ sup e |y, |? +/ e || z || ds} < (3+C?) E[R.],
0

0<t<T
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et par suite, revenant & la définition de R.,

E | sup e | y; |? +f0Te°‘s | zs Pds| <e(3+C*H(AVT)E [ sup e | uy |?
0<t<T 0<t<T

T as
o e v, |12 ds|

Prenons ¢ tel que €(3+ C?)(1VT) = 1/2, de sorte que I'application ¥ est alors une

contraction stricte de B? dans lui-méme si on le munit de la norme

N|=

T
| (U.V) o= E | sup | U, [* + / ||Vs|!2d3] ,
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach - cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.V posséde donc un unique point fixe, ce qui assure 'existance
et I'unicité d’une solution de TEDSR dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la proposition ([2.1.1))

implique qu'un telle solution appartient & B2. m

Remarque 2.1.4 1. A partir de maintenant et sans plus insister, [’expression << la solu-
tion de UEDSR > signifiera la solution de ’EDSR vérifiant Z € M?>.
2. Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme ftT ZdWy est de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

2.1.4 Le role de Z

Proposition 2.1.2 Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR et soit T un temps d’arrét ma-
joré par T'.On suppose, outre l’hypothése (L), que & est Fr—mesurable et que f (t,y,z) =0

dés que t > T.

Alors Y, =Y, et Z; =0 sit > 7.
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Preuve. On a, P-p.s,
T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZdW, ,0<t<T.
t t
et donc, pour t = 7, comme f(t,y,z) =0 dés quet >0,
T T T
Y, :§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z.dW, :g—/ Z.dW..

Il vient alors Y, = E({|F,) = £ et par suite fTT ZsdWy = 0 d’ou l'on tire que

(/TT stws) =E l/T ||Zs||2ds] =0,

et finalement que Z;1,>, = 0.

2
E

Il s’en suit immédiatement que, si t> 7, Y, = Y, puisque par hypothese,
¢ ¢
K:K+/f(sa}{97zs)ds_/zsdws :Y;5+0_07

ce qui termine la preuve. m
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Chapitre 3

Equations différentielles

stochastiques rértogrades monotone

3.1 Existence des EDSRs monotone

3.1.1 Position du probléme

Ici la condition de lipchitz par rapport a la variable y peut étre remplacée par une
condition de monotonie, ce qui est sujet de travail publié par S PENG dans [12] puis
ensuite par RRDARLING et EPARDOUX dans [13]. Cette hypothése de monotonie est
trés employée, il permet de manipuler les EDSR avec un temps finale aléatoire et d’autre
part d’affaiblir ’hypothése de croissance sur f par rapport a y, pour cela considérons
un mouvement brownien de dimension n, défini sur un espace de probabilité (€2, F, P)

complet.

Soit f: Q x [0,T] x R? x R¥*™ — R? une fonction aléatoire telle que pour tout (y, 2) le
processus { f (t,y, z) o<, SOit progressivement mesurable et soit  une variable aléatoire

Fr mesurable et on considére les hypothéses suivantes qu’on note (Hyp) :
Hyp:
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il existe des constantes £ > 0, p € R, ¢ > 0 et un processus progressivement mesurable,
{ft}o<i<r > Positive, tel que P-p.s.
L \V/(t,y) ,V(Z, Z/) ) |f(t,y,2’) - f (t7y7 Z,>| <k ||Z - Z/H :

2. Monotonie en y : pour tout t,y, ¥V (y,v') ,
2
(=) (fty,2) = f(t.y.2) S ply— |
3. croissance linéaire en (y, 2) : V(t,y, 2),

|f Gy 2)| < fot Clyl+ K 2]

4. continuité en y : pour tout couple (t,z),y — f(t,y, z) est continue.

5. la v.a £ est F; mesurable et E {]5\2 + fOT ffdt} < 00

Remarque 3.1.1 On peut signaler tout d’abord que siy — f(y) est K—lipschitz en y

alors elle est monotone avec 1 = K, mais l’inverse n’est pas toujours vrai.

Exemple 3.1.1 La fonction réelle y — —+/y+ est monotone avec O pour constante p mais

n’est pas lipschitz.

. Notre objectif est annonce la théoréme d’existence et d’unicité des solution de 'EDSR
T T
Y}zf—i—/ f(s,Ys,ZS)ds—/ ZdWs, 0 <t < T, (3.1)
t t

lorsque (&, f) vérifie 'hypothése (Hy).

Pour cela, on va donner quelques estimation < & priori > concernant les solution des

EDSRs qu’on va les utiliser pour la démonstration de ce théoréme.!?

Remarquons ensuite que sous 'hypotheése (Hy), si (Y, Z) est solution de 'EDSR (3.1])
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alors Y appartient & S? dés que Z appartient a M?2. C’est une conséquence directe de la

proposition (2.1.1)).

Proposition 3.1.1 Soit £ € L? (Fr). Supposons qu’il existe des constantes yu, K et un

processus { fi}o<,<p appartenant a M 2(RT) tels que, P-p.s.

V(ty,2),  y.ftyz) <lylfi+ulyl®+Klylzl. (3.2)

Soit (Y, Z) € B? solution de I’EDSR . Alors, il existe une constante universelle C,,

telle que

T
E [ sup eat|Y;|2—|—/ eat||Zt||2dt} <C.E
0

0<t<T

T 2
at 2 a% d
e [¢] +(/0 e*2 fi t)],

avec a = 2 (i + K?) . De plus, on a, pour tout t € [0,T], notant v =1+ 2u + K?,

T
Vi’ <E (N” €” + / e”““ffds\ﬂ) .
t

Remarque 3.1.2 Si f vérifie l'hypothése (Hy), on peut prendre f; = |f (t,0,0)|. On peut
également noter, pour le second point, que dés que & et f; sont bornés par une constante
M,

sup Vi < MC (4,T).

0<t<T
On peut toujours prendre C (v, T) = (1+T)e et siy > 1, C(v,T) = 27" convient

aussi.

Preuve. On applique la formule d’It6 a e |[V;|*, avec a € R pour obtenir :

T T T
e“tmy2+/ eo‘sHZ8H2ds:eO‘T|§|2+/ eas(—a|Ys|2+2Y;.f(s,Ys,Zs))ds—/ 2e°°Y,. Z,dW.
t t t
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D’aprés I'hypothese 1' et I'inégalité 2ab < £a? + %, on obtient si £ =1
V(t,y,2), 20.f (ty,2) < (L4 2+ K2) y* + 2+ | Z))°
a=r~=1+2u+ K?, on trouve donc :
T T
ety < e lef + / e f2ds — 2/ Y. ZdW.
t t

IL reste & conditionner par rapport a F; pour obtenir la seconde partie de la proposition.
Et comme précédent par I’hypothéses 1) et utilisant I'inégalité 2ab < fa%—% on obtient

siE=2:
2
121

2 Y

2y.f(t,y,2) < 2 (u+ K2) |y]> + 2|yl f2 +

on prend o = 2 (1 + K?) ce qui implique,

1 T T T
eatm\2+§/ e HZSHstgeO‘T]ﬂQ—i—Q/ ea5|Ys|.fsds—2/ Y, ZdW,. (3.3)
t t t

Prenant I’espérance, on obtient facilement, pour ¢t = 0,

T T
E [/ eo‘sHZsH2d31 <9F {wﬂghz/ ¢0 |Ys\fsds}, (3.4)
0 0

Renvenant a 'inégalité (3.3)), les inégalités BDG (|1.5.1)) fournissent - avec C' universelle -,

T T
B(swp e if) <26 [Tl v2 [ el fas] 4 28 | [ ez o
0 0

0<t<T

T
<2(1+C*E [eO‘T €] + 2/ e |V fsds} (3.5)
0

+ donne :

T

T
Blsw [P+ [ e |Z)Fds) <22+ O [eaT|s|2+2 /
0 0

0<t<T

™ |Ys| fsds] :
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Pour finir la preuve de la proposition, il suffit de remarque que :

T T
42+ CHE [/ eas\YS|fsds] <42+ CHE l sup e IYtIQ/ eas/2fsds]
0 0

0<t<T
T 2
(/ 6as/2fsd8> ] 7
0

1
< §E [ sup e |Y}|2} +8(2+ C*)°FE

0<t<T

finalement on obtient :

T
E [ sup eat|m|2+/ 0 ||Zs||2ds} <C,F
0

0<t<T

T 2
oT 2 as/28d> :
e I +(/ o2 f,ds ]

avec C,, = 16(2 + C?)2.

La proposition précédente possede le corollaire important suivant. m

Corollaire 3.1.1 Soient (&, f) et (&', f') vérifiant (Hy) avec des constantes (1, K,C), (1, K',C");
sotent (Y, Z) et (Y', Z1) des solution des EDSR associées telles que Z,Z' appartiennent a

M?2. Il existe une constante universelle C,, telle que

T T 2
E | sup eat|5y;|2+/ et ||5Zt||2dt} < CLE [T |o¢) + </ e |5f (L, Y1, Z’)|dt> ] :
0 0

0<t<T

avec o = 2 (pu + K?) et les notations classiques 6Y =Y =Y’ 67 =Z — 7', 66 =& —¢' de
méme que 0f(t,y,2) = f(t,y,2) — f'(,y,2).

Preuve. Remarquons que sous les hypothéses (Hy) dés que Z € M2, (Y,Z) solution
de PEDSR de paramétres € et f € B2 Notons que (§Y,87) est solution de 'EDSR de

parameétres & et

g(t,y,z) = ft.y+ Y/, 2+ Z) — f'(t.Y/, Z]),

et on écrit :

yg(ty,2) =y.(fty+Y,2+2Z) - (.Y, 2+ 2)) +y.(fF (1, Y/, 2+ Z)) — (1, Y], Z}))

‘HJ-(f(ta Yy, Zé) - f'(, Yy, Zt,))>
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On a : d’aprés la monotonie,
y-(fty + Y2+ Z0) = f(6Y 2+ Z)) < plyl,
et comme f et lipschitz,
y-(f(6, Y 2+ Z) = f(t,Y], Z;)) < Kyl ],

etona:

y<f(t> Y1-£I7 Zé) - f/<t7 YZ: Ztl>> < |y| ’(Sf(ta Y;, Z£)|

Alors,

y.g(t,y,2) < plyl” + K|yl |21 + |yl [0 £ (&, Y/, Z))] .

Il suffit d’appliquer la proposition précédente pour conclure. m

3.1.2 Existence et unicité sous (Hy)

Proposition 3.1.2 Sous (Hy), pour tout processus V € M?, 'EDSR
T T
Yt:§+/ f<s,y;,vs)ds—/ Z.AW, 0<t<T
t t

posséde une unique solution telle que Z € M?.

Preuve. La démonstration se décompose en deux parties :
Partie 01 : Cas ou £ et sup,;s; bornés par un réel M.

D’abord nous traitons le cas d’'un générateur f indépendant de Z. Soit V € M2, Notons

h(t,y) = f(t,y, V;). Notre but est de construire une solution pour I'EDSR suivante :

T T
Yt:§+/ h(s,Ys)ds—/ ZdW,, Vit € [0,T) (3.6)
t t
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La fonction h vérifie (Hy) puisque :

At y)| < hi+ Clyl; od hy = f; + K ||V;]| appartient & M?;
(y—y)(h(ty) = h(ty)) S uly =y

.y — h(t;y) est continue;

. £ est de carré intégrable.

Notons tout d’abord que ’on peut supposer que p = 0 sans perte de généralité puisque
(Y, Z) est solution de 'EDSR si et seulement si (Y/, Z]) = ('Y}, e Z;) est solution
de 'EDSR. de paramétres (&', h') ou & = etT€ et W (t,y) = e’th(t,e y) — py. Or (&, 1)
vérifie (Hy) avec ' =0, h}, = e’*hy et C" = C' + |u| . ou suppose donc que pu = 0.

L’EDSR de parametres (£, ') est obtenue a partir de la formule d’Ito appliquée a e*'Y;.
€ et sup;h; bornés par un réel M. On considére alors une fonction p : R¥ — R, de classe
C* dont le support est la boule unité et telle que [ p(u)du = 1. Soit n € N*.On note
k

pn(p) = n*p (np) . Soit d’autre part 6, : R¥ — [0,1], C*, telle que :

1 sty <n,
. b
0 silyl>n+1.

On définit enfin, pour n > 1,

hat,y) = pu* 0h (1,.) () = / puly — WO (wh(t, u)du = / pu()6a(y — Wh(t,y — w)du.

Rk Rk

La premiére chose & remarquer est que y — h,(t,y) est de classe C* & support compact :

en fait, h,(t,y) = 0 dés que |y| > n + 2 (pour tout (t,w)).

De plus, d’aprés I’hypothése de croissance de h, on a :

halt )] < / pula) [ty — )| du < / pul) (e + Cly| + C |ul)du,

R R
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et comme le support de p est la boule unité et ( [ p,(u)du = [ n*p(nu)du, on pose nu = u/,

RF RE
donc du = ‘fl—l,i, ce qui implique que [ pp(u)du = [ p,(ur)du’ = 1), on obtient :
RE RF
|hn(t,y)| < (M +C) + Clyl. (3.7)

Alors h,(t,0) est un processus borné par M + C.

D’autre part on a : Vh,(t,y) =0, si |y| > n+ 2 et pour |y| < n+ 2,

9kt )] < | [ Tou(w) © 00y = Wbty — wdal| < [ [9pa(u) (e +C o]+ Clul)ds

k

comme le support de p est inclus dans la boule unité et

/\V,on(u)\du—/!Vnkp(nuﬂdu—n/nk\v,o(nuﬂdu,

Rk RF RF
on pose nu = v’ donc du = %% ce qui implique que [ [Vp,(u)|du = n [ |Vp(u')|du’, on
) Rk Rk
[Vha(t, )| < n((M + C) + Clyl) / [Vp(u)| du’ < (M +C) + Clyl)n”,
RF
donc

sup || Vhn(t,y)|| < C'n?.
y

h., est dérivable est ces dérivés sont bornée donc elle est lipschitz en y. Alors d’apres le

Théoréme (2.1.1) 'EDSR
T T
y;n:g+/ hn(s,Y;,")ds—/ Zmdw,, vt e [0,7T],
t t

a une solution unique (Y, Z") dans B2 On a :
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whn (t.9) = [ pa(wbaly = Wy hlt,y ~ w)du

Rk

et y.h(t,y —u) =y.(h(t,y —u) — h(t,—u)) + y.h(t,—u) <0+ (M + C'|ul) |y|. (D’apres la

monotonie en y) alors

v (t.9) < [ @) (M -+ CJul) ly)
Rk
comme le support de p inclus dans la boule unité on obtient :
o (8.9) < (1 +Clu) gl [ palwdu < (O +C) .

Rk

De plus h,, (¢,0) < (M + C), alors la remarque (3.1.2) conduit a
supsup [YV;*]* < 2(C' + M)* exp {T} . (3.8)
n t

La fonction h,, n’est pas nécessairement monotone dans tout 1’espace (ce que I'on voulait
faire au départ) mais h, est monotone dans la boule de centre 0 et de rayon n — 1. En

effet, si |y| <n—1,

halte) = [ pula)buly = ity —wdu= [ puu)htt.y — w)d

lul<1 lul<1

puisque 0,(x) = 1 si |z| < n. par suite, si [y| <n —1et || < n— 1, alors, comme h est

monotone,

(y—=y). (ha(t;y) = ha(t; ) = /pn (w) (y=9).(h(t,y —u) = h(t,y —u))du < 0. (u = 0).

On remarque que h,, n’est pas monotone dans tout I’espace mais elle est monotone dans

la boule de centre 0 et de rayon n — 1. Nous allons & présent montrer que la suite (Y™, Z")
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converge dans B2, pour cela prenons, m >n > 1+a ol a = \/§(M + C)exp(T,2). La

formule d’It6 donne, si on note Y =Y™ — Y™,
T T T
16Y; | +/ 10Z||” ds = 2/ 8V {h (5, Y} ds — 2/ 0Y,.0Z,dW,.
t t t

On ne peut pas appliquer directement les estimations & priori car les fonctions h,, et h,
ne sont pas globalement monotones. Toutefois, h,, est monotone dans la boule de rayon
m—1;commem—1>a, Y™ et Y* appartiennent a cette boule d’aprés I'estimation ({3.8]).

Par suite,

0¥ {hm (8, Y5") = b (8, Y )} < OV {ln (5, Y[") = hp (8, Y)} 4 0V {Bun (5, V") = B (5, Y) }

<0+ 2asup [h(t,y) — ha(t, y)| (3.9)
ly|<a

il vient alors,

T T T
16Y; | +/ 10Z,|” ds < 4@/ sup | (t,y) — ha(t, y)| ds — 2/ 0Y.0Z,dW,.  (3.10)
t 0 t

ly|<a

Prenant I’espérance, on obtient facilement, pour ¢t = 0,

T
E V ||5ZSH2ds] < 4aF
0

/0 sup |hm(s,y) — hn(s,y)] ds] : (3.11)

ly|<a

E(fOT 8Y,.0Z,dW,) = 0, puisque fOT 8Y,.0Z,dW, est une martingale.

Revenant a 'inégalité (3.10]) pour obtenir :

E [SUpogth |5Y2|2] +E [foT ||(SZs||2 ds} < 4dab [foT SUP|y|<a [P (5, y) — ha(s, )] ds]
Jy 0Y,.8Z,aw|| .

+2F [SUPogth

34



Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques rértogrades monotone

D’apres les inégalités BDG 1} et 'inégalité ab < “2—2 + %, on obtient :

E [SUPogth |5Yt|2} < 4aF [foT SUD|,|<q [hm (s, y) — hn(s,y)| ds] + %E [SuPogth (5 |Yt|2”
+SE (i 1027 ds)] .

ce qui implique,

E { sup \51@|2] <4a(2+C*)E

0<t<T ly|<a

T

/ sup | (s,y) — hu(s,v)| d3] ’ (3.12)
0

(3-11) + (3.12) donne :

T
E [|6Yt|2+/ ||5ZS||2ds} < cE
0

T
| 50 1(s.9) = () ds] |
0

ly|<a

avec ¢ = 4a(2 + C?).
Comme la fonction y — h(t,y) est continue, h,(t,-) converge vers h,(t,-) uniformément

sur les compacts A ® P—presque partout.

De plus, d’aprés la majoration (3.7)), on a :

sup |hm (t,y) — hn(t, y)| < 2(M +C +Cy).

ly|<a

On applique donc le théoréme de convergence dominée de lebesgue (|1.6.2]),

E| lim [} sup |hn(s,y) — ha(s,y)lds| =E

T [y<al

fOT lim sup ‘hm(say) - h(S,y)

1m0 y<al

+h($, y) - hn(sv y)| dS]

< |E[] lim sup |[hn(s,y) — h(s,y)|

T y<al

+ sup |h(s,y) — ha(s,y)lds| =0

ly<al

35
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Ce qui implique,

im Y™ —Y"% =0, et lim [[Z™—Z"|3.=0.

T,1M—>00 7,Mm—00

Alors la suite (Y™, Z") est de cauchy dans l’espace de banach B2. Soit (Y, Z) la limite
de cette suite. On va passer a la limite terme & terme dans 'EDSR dirigée par h,, pour

montrer que (Y, Z) est bien solution de 'EDSR (3.6]).

lim E [[Y" — Y}ﬂ < lim E [sup, |Y}" — Y;|2] = 0, d’apres I'inégalité de Doob (1.5.2]) on

trouve :
2
lim E [ AT } <4lim E [fOT I(Zr - Zs)Hst} ~0.

Alors on déduit que Y;" converge vers Y; et ftT Z"dW, converge vers j;T Z.dW, dans L?.
IL reste a montrer que ftT ho(s,Y)ds — ftT h(s,Ys)ds, on a d’apres I'inégalité de Holder
[52) :

S (s, Y2) = h(s,Ya)} ds

E |:Supt LT {hn(57 )/sn) - h(sv st)

2
} =F [supt

+h(s,Y") — h(s, Ys)} ds|’]

<2TE [ [ [h(s,Y2) = (s, Y2 ds|
F2TE [ 1h(s, Y7) = s, Vo) ds]

les deux termes tendent vers O car :

nhjgo |hn(s,Y) — h(s, Y| < 711520 sup |h,(s,y) — h(s,y)| = 0, et comme la fonction A(t,-)
est continue h(t,Y;") — h(t,Y;). f)yzfgls chacun des cas les dominations sont immeédiates.
Partie 02 : Cas général.

On pose & = Eligj<p, PP(t,y) = h(t,y)1ln,<p, telle que le couple (&P, hP) soit vérifier les
hypothéses de ’étape précédente, pour tout p > 1

. h? est continue.

. y — hP(t,y) est continue.
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P < p, WPt y) < p+ Oyl
donc, PEDSR de paramétres (€7, h?) posséde une unique solution dans B2, (Y7, ZP).

D’apres la condition de monotonie en y on a :
y<hp(t7 y) - hp(tv 0)) < 07

alors

y.hP(t,y) < |yl [hP(t,0)| < ply|.

La remarque suivant la Proposition (3.1.1)) montre alors que :
sup [Y?* < 2p%e”.
t

Pour montrer que la suite (Y7, Z?) est de cauchy dans B?, on utilise les estimation & priori

dans le corollaire (3.1.1) pour tout ¢ < p,

T
E{sup |5Yt|2+/ ||5Zt|\2dt] <C.E
0

0<t<T

(ATuppm&Jfﬂﬁ)j,

ou: Y =YI—YP, 57 = 79— 7P, et

hq(t7 yf) - hp(tu yf) = h(t7 yf)lhtéq - h(t7 yf) 1htSP
= h(t, ¥ ) {n<p} + (t, ¥ L pani<ay — Mt yE) 1 {n<p}

= h(t, ¥t ) L p<ni<ays
et comme {p < h; < ¢} C {hy > p} donc 1ypep,<qy < Lip,spy- Or

Pt YP)| < by + CIY]| < by + CV2pe™ .
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Par suit,

(At YD) Loy < (14 Co- f e N hylpsp < (1+ CV2" )Ryl s, (hﬁs 1).

t

L’inégalité de Holder (1.5.2)) :

T T
E [ sup |5Yt|2+/ H(SZtHth} < C,T(1+CV2T7?)?2E U 1ht>ph§dt},
0 0

0<t<T

lim F [fOT 1ht>pht2dt] = 0, ce qui implique,

p—0o0

lm [|[Y9—Y?|% =0, et lim [|Z9— 272, =0
p,q—00 p,q—00

Donc, (Y?, ZP) est une suite de cauchy dans ’espace de Banach B?. On va montrer que la

limite de la suite (Y?, Z?) est la solution de 'EDSR (3.6]), on a :
T T
YP =P 4 / hP (s, YP)ds — / Zrdw,, Vit € [0,T],
t t

comme dans I’étape précédente, (Y7, P, ftT ZPdW,) converge vers (Y3, &, ftT Z,dW,) dans
72 il reste & montrer que ft (s,YP)ds converge vers ftT h(s,Ys)ds. Procédant de méme

que lors de la premiére étape, on a :

E {supt

T (h(s, vP) — h(s,YS))dsﬂ <TE [fOT|hp(s,YSp) h(s,Y?)* ds]

OTE [fOT h(s,YP) — h(s,Y,)[ ds] ,
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le premier terme est majoré par :

T T
E[/ |hp<s,np>—h<s,np>|2ds]=E[/ \h<s,np>1htgp—h(s,ml{mgpuhpp}\zds}
0 0
T
| [ b eVt
0

T
< T(]- + C\/§p€T/2)2E |:/ 1ht>pht2dt:| ’
0

qui tend vers 0.

Le second terme tend vers 0, car h(s,Y?) — h(s,Y.). De plus (|h (s, Y?)|*)p>1 est uni-
formément intégrable puisque |h (s, Y?)|* < 2(h2 + C?|YF|?). Alors d’apreés le théoréme
h(s,YP) — h(s,Y,) dans L.

Donc en passant & la limite terme & terme dans L? dans 'EDSR dirigée par (€7, hP),

T T
Yt_u/ h(s,Y;)ds—/ Z.dW,, Ve [0,T].
t t

Théorlme 3.1.1 Sous (Hy), 'EDSR posséde une unique solution telle que Z € M?.

Preuve. Nous utilisons dans ce démonstration un argument de point fixe.

L’unicité est évidente, il suffit en effet d’appliquer le corollaire (3.1.1]). Pour I’existence nous
utilisons un argument de point fixe basé sur la proposition précédent. Pour (u,v) élément
de B2, notons (Y, Z) = ¥ (U, V) la solution de 'EDSR de la proposition précédente. ¥ est

une application du Banach B? dans lui méme. Si (Y, Z’) = ¥ (U’,V’), les estimations &
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priori donnent, si o = 2,

T i T 2
E[sup Y[+ / ||cszt||2dt]scuE ( / eat/2|f(t,Yt,Vt)—f(t7lft7‘/t’)|dt)]
0<t<T 0 0

T 2
<C,E < / sup ™2 |f(1,Y;, V3) —f(t,m,W’)ldt) ]
0

0<t<T

(/OT|f<t,yt,vt) _f(t7n7vt,)|dt)2] |

< C,eE

ol J a sa signification habituelle. Comme f est lipschitz en V' Iinégalité devient :

(/OTKnavtudtﬂ .

T
E [ sup |0Y;|? +/ ||5Zt||2dt] < Cuel™E
0

0<t<T

L’inégalité de Holder (1.5.2)) fornit alors :

T
E { sup \51@]%/ H(SZtHZdt} < CueTK*TE
0

0<t<T

([ Havtudtﬂ |

cette derniére inégalité montre que ¥ est une contraction stricte si T" suffisamment petit
et fournit donc le résultat sous cette restriction. Dans le cas général, il suffit de subdiviser,
I'intervalle de temps [0, 7] en un nombre fini d’intervalles de longueur convenable : on

résout d’abord sur [T"—n,T|. puis sur [T'—2n, T —7n|. =
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Conclusion

Le but principal de ce mémoire est étude I'existence de solution pour des EDSRs mo-

notones. Ce travail est divisé en trois chapitre.

Dans le premier chapitre, on a donné généralités sur le calcul stochastique. Dans la
deuxieme on étudie les EDSR et donner le résultat d’existence et d’unicité établis par
E.Pardoux et S.Peng dans le cas lipschitz. Dans le dernier chapitre on a remplacé la
condition de lipschitz en y par une condition qu’on I’a appelé la condition de monotonie
ou obtenons les EDSRs dans le cas monotone. La démonstration de se résultat est basé

sur un argument de point fixe.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

(Q,F,P)
(€, F, (Fi)izo, P)
RF

RFxd
E[X]
E[X\B]
e
trace(zz*)
P—ps
sup
EDSRs
Wi

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.

Espace réel euclidien de dimension k.

Ensemble des matrice réelles k x d.

L’espérance de la variable aléatoire X par rapport a une probabilité P.
L’espérance conditionnelle de X sachant B.

Désigne la transposée du vecteur z.

Désigne la trace la matrice carrée (22*).

Est la notation presque stirement pour la mesure de probabilité P.
Désigne la superieur.

Les équation différentielle stochastique rétrograde.

Le mouvement brownien.

Le gradient de la fonction g.

Sumbole d’intégration.

Désigne la norme.

Désigne la valeur absolu.
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OOO
T~y
L2
TAY

rVy

Désigne la fonction exponentielle.

Désigne le produit scalaire dans un espace de hilbert.
L’indicatrice de A.

Désigne la somme.

L’ensemble des fonctions continues jusqu’a oco.

x est équivalente a y.

L’espace des fonctions de carré intégrable.

min(z, y).

max(x,y).
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