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Introduction

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé),

en anglais (BSDE), a connu un formidable développement à partir des années 1990. Ces

équations ont été introduites dans BISMUT.J [10] pour la première fois en 1973 dans le

cas lineaire. Le premier résultat dans le cas général a été publié en 1990 par S.peng et

E.Pardoux [11], résoudre une EDSR revient à déterminer un couple de processus noté

(Yt, Zt)t≥0 qui ne dépend que l’information connue jusqu’à l’instant t c’est à dire, on dit

que les processus sont adaptés à la filtration Brownienne, et qui vérifie une équation de la

forme suivante :

Yt = ξ +

∫ T

t

f (s, Ys, Zs) ds−
∫ T

t

ZsdWs, t ∈ [0, T ]

avec W est un mouvement Brownien définie sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) et la

condition terminal Yt = ξ.

Dans ce mémoire je suit étudie les EDSR monotone, j’ai de prouver le résultats d’exis-

tence et d’unicité d’une solution dans le cas où le générateur est monotone.

Notre travail est structuré en trois chapitres :

� Le premier chapitre est un chapitre introductif où on a présenté quelques notions de calcul

stochastique, en donnant les définitions et les propriétés des processus continues ainsi que

leurs résultats principaux ( processus stochastiques, mouvement brownien, martingales ...)

qui sont nécessaires pour la suite de tout ce mémoire
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Introduction

� Dans le deuxième chapitre je donne la définition d’une EDSR, je aller montrer un

premier résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une EDSR, c’est le premier

résultat d’existence et d’unicité pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades

(EDSR) dans le cas lipschitiziennes.

� Le troisième chapitre est étudie le théorème d’existence et d’unicité de la solution des

EDSR dans le cas monotone, on utilise dans la démonstration de ce théorème la méthode

du point fixe. On définit une suite de fonction hn par produit de convolution telle que

la fonction h est vérifie l’hypothèse de monotonie et pour cela je utidie les propriétés de

hn d’après on applique le théorème de Pardoux-Peng pour obtenir une unique solution

(Y n, Zn) de l’EDSR

Y n
t = ξ +

∫ T

t

hn(s, Y n
s )ds−

∫ T

t

Zn
s dWs, ∀t ∈ [0, T ] .

La suite (Y n, Zn) est une suite de cauchy dans espace de banach qui converge vers la

solution (Y, Z) de l’EDSR

Yt = ξ +

∫ T

t

f (s, Ys, Vs) ds−
∫ T

t

Zsdws, ∀t ∈ [0, T ]
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Chapitre 1

Rappels sur le calcul stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastique (ou aléatoires) est l’étude des phéno-

mènes aléatoires dépendant du temps. Soit (Ω,F , P ) un espace probabilié dont Ω est un

espace abstrait et les élément son noté ω, l’ensemble T est appelé ensemble des temps.

Ce chapitre présente la notation générale de processus stochastique.

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 (Tribu) Une tribu ( σ-algebra en Anglais ) sur Ω est une famille

de parties de Ω, contenant l’ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union

dénombrable et intersection dénombrable.

Une tribu contient donc l’espace Ω.

Un espace mesurable est un espace muni d’une tribu.

Définition 1.1.2 (Filtration) Une filtration (ou flot d’information) (Ft)t∈T est une fa-

mille croissante de sous tribus de F i,e : ∀s, t ∈ T, s ≤ t⇒ Fs ⊂ Ft.

La famille croissante de sous tribus Gx
t = σ(Xs; s ≤ t, s ∈ T ) s’appelle la filtration naturelle
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

de x c’est à dire (c-à-d) la plus petite sous tribu de F qui rend mesurable toutes les

applications ω 7→ Xs(ω) pour tout s ≤ t, s ∈ T.

On dit alors que (Ω,F , P, (Ft)t∈T ) est un espace probabilisé filtré.

Définition 1.1.3 (Espace de probabilité complet) L’espace de probabilité (Ω,F , P )

est dit complet si : pour tout

t ≥ 0 et pour tout A ⊂ Ω négligeable, A est contenu dans F .

Définition 1.1.4 On dit alors que l’espace probabilisé filtré (Ω,F , P, (Ft)t∈T ) complet si :

pour tout t ≥ 0 et pour tout A ⊂ Ω négligeable, A est contenu dans F .

Définition 1.1.5 (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (Xt)t∈T

est une famille de variables aléatoires (abreviation : v.a) Xt indexée par un ensemble T .

Où T = N,Z, [0, T ] ,R+...

Un processus dépend de deux paramètres : Xt(ω) dépend de t (en général le temps) et de

l’aléatoire ω ∈ Ω.

� Pour t ∈ T fixé, ω ∈ Ω 7→ Xt(ω) est une v.a sur l’espace de probabilité (Ω,F , P ).

� Pour ω ∈ Ω fixé, t ∈ T 7→ Xt(ω) est une fonction à valeurs réelles appelée trajectoire du

processus.

Remarque 1.1.1 1. Si T ⊆ Z, on dit que le processus est à temps discret.

2. Si T ⊆ R, on dit que le processus est à temps continu.

Définition 1.1.6 (Processus mesurable) Un processus (Xt)t∈R+ est dit mesurable si

l’application : Xt : (R+, β(R+)× (Ω,F))→ (Rn, βRn) est mesurable.

Définition 1.1.7 (Processus continu) Un processus (Xt)t∈R+ est dit continu si les ap-

plication t 7→ Xt (ω) sont continues pour presque tout ω.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.1.8 (Processus càdlàg) Un processus est dit càdlàg (continu à droite,

pourvu de limite à gauche) si ses trajectoires sont continues à droite, pourvues de limites

à gauche.

Définition 1.1.9 (Processus adapté) Un processus stochastique (Xt)t∈R+ est (Ft)t∈R+ −adapté

si pour tout t ∈ R+, la variables aléatoires Xt est Ft−mesurable.

Définition 1.1.10 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xt)t∈R+

est dit progressivement mesurable si : ∀T > 0 l’application Xt :
(
[0, T ] , β[0,T ]

)
× (Ω,FT )→

(Rn, βRn) est mesurable.

Remarque 1.1.2 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 1.1.11 (Processus à variation finie) Un processus X = (Xt, t ≥ 0) est dit

à variation finie sur [0, t] si :

sup
ti

∑
i

∣∣Xti+1 −Xti

∣∣ <∞.
Définition 1.1.12 (Temps d’arrêt) Une variables aléatoires T : Ω → [0,∞] est un

temps d’arrêt si l’évènement

{T ≤ t} = {ω ∈ Ω;T (ω) ≤ t} ∈ Ft, ∀t, 0 ≤ t <∞.

Définition 1.1.13 (Produit de convolution) Soit ϕ, ψ : Rn → C deux fonctions me-

surables, on appelle produit de convolution de ξ par Ψ la fonction

(ϕ ∗Ψ)(t) =

∫ +∞

−∞
ϕ(t− x)Ψ(x)dx.

Théor me 1.1.1 (Théorème du point fixe métrique) Soient (E, d) un espace mé-

trique complet et ϕ : E → E une application contractante, i,e : lipschitzienne de rapport
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

0 < k < 1. Alors, ϕ admet un unique point fixe a ∈ E. De plus, pout tout point initial

x0 ∈ E, la suite itérée (xp)p∈N, avec x0 ∈ E quelconque et xp+1 := ϕ(xp) converge vers a.

Théor me 1.1.2 (de Fubini) Soit f : E1 × E2 → R une fonction mesurable. Alors,

pour tout x ∈ E1, la fonction

y ∈ E2 7→
∫
f (x, y) dm1(x)

est mesurable et

∫ {∫
f(x, y)dm1(x)

}
dm2(y) =

∫ {∫
f (x, y) dm2(y)

}
dm1(x).

1.2 Espérence conditionnelle

Définition 1.2.1 Soit (Ω,F , P ) et (Ft) une filtration et G une sous-tribu de F l’espérance

conditionnelle E(X\G) de X sachant G est l’unique variable aléatoire :

1. G−mesurable.

2.
∫
A

E(X\G)dp =
∫
A

Xdp, ∀A ∈ G.

Propriété 1.2.1 Soit X, Y de variable aléatoire appartenant à L2(Ω,F , P ), soit G une

sous-tribu de F , on a alors :

1. Linéarité : soit a et b deux constantes : E(aX + bY \G) = aE(X\G) + bE(X\G).

2. Si X est G−mesurable alors : E(X\G) = X.

3. Si Y est G−mesurable alors : E(XY \G) = Y E(X\G).

4. Si X est indépendant de G alors : E(X\G) = E(X).

1.3 Mouvement brownien
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Définition 1.3.1 On dit qu’un processus stochastique (Wt, t ≥ 0) est un mouvement brow-

nien (standard) si :

1. P (W0 = 0) = 1.

2. ∀s ≤ t, Wt −Ws est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t − s)

i.e : Wt −Ws ∼ N(0, t).

3. ∀n, ∀ti, 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn, les variables (Wtn − Wtn−1 , ...,Wt1 − Wt0 ,Wt0)sont

indépendantes.

1.4 Martingales

Définition 1.4.1 Soit (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) un espace de probabilité filtré. Un processus (Mt)t≥0

est dit martingale (respectivement une sous martingale, sur martingale) si pour tout t ≥ 0 :

1. Mt est Ft−mesurable.

2. Mt est intégrable (i.e : E |Mt| <∞).

3. ∀t ≥ s ≥ 0, E(Mt\Fs) = Ms (respectivement E(Mt\Fs) ≥Ms, E(Mt\Fs) ≤Ms).

Définition 1.4.2 (Martingales locale) Un processus M adapté est une martingale lo-

cale s’il existe une suite croissante de temps d’arrêt τn telle que : τn →∞ et (Mt∧τn , t ≥ 0)

est martingale pour tout n.

Définition 1.4.3 (Semi-martingale) Une semi-martingale est un processus càdlàg adapté

X admettent une décomposition de la forme :

X = X0 +M + A. (1.1)

Où M est martingale locale càdlàg null en 0 et A est un processus adapté à variation

finie et nul en 0. Une semi-martingale continue est une semi-martingale telle que dans
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

la décomposition (1.1), M et A sont continus une telle décomposition où M et A sont

continus, est unique.

Propriété 1.4.1 Soit Wt est un mouvement brownien ssi :

1. (Wt, t ≥ 0) est une martingale.

2. {W 2
t − t, 0 ≤ t <∞} est une martingale.

Théor me 1.4.1 (Théorème de représentation des martingales) Soit (Ft)0≤t≤T la

filtration naturelle du mouvement brownien standard (Wt)0≤t≤T , soit M une martingale

continue de carré intégrable par rapport à (Ft)0≤t≤T . Alors il existe un processus adapté

H, tel que :

E(

∫ T

0

H2
sds) <∞

et pour tout t ∈ [0, T ]

Mt = M0 +

∫ T

0

HsdWs P − p.s

1.5 Quelques inégalités

Théor me 1.5.1 (Burkholder-Davis-Gundy "BDG") Soit p ∈ ]0,∞[ . Il existe deux

constantes cp et Cp telle que, pour toute martingale continue M , nul en 0.

cpE
[
〈M,M〉

p
2
∞

]
≤ E

[
sup
t≥0
|Mt|p

]
≤ CpE

[
〈M,M〉

p
2
T

]
.

Remarque 1.5.1 En particulier, si T > 0,

cpE
[
〈M,M〉

p
2
T

]
≤ E

[
sup
0≤t≤T

|Mt|p
]
≤ CpE

[
〈M,M〉

p
2
T

]
.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Lemme 1.5.1 (de Gronwall) Soit g : [0, T ]→ R une fonction vérifiant :

∀t ∈ [0, T ] , 0 ≤ g(t) ≤ α(t) + β

∫ t

0

g (s) ds

pour une constante β ≥ 0 et pour une fonction α : [0, T ] → R intégrable par rapport à la

mesure de Lebèsgue. On a alors :

∀t ∈ [0, T ] , 0 ≤ g(t) ≤ α(t) + β

∫ t

0

α(s)eβ(t−s)ds

L’intérêt est notamment que g n’apparaît qu’une seule fois dans la nouvelle inéquation ,

en particulier, si α est une fonction constante, on trouve :

∀t ∈ [0, T ] , g(t) ≤ αeβt

et si α = 0, on a g = 0.

Théor me 1.5.2 (Inégalité de Doob) Soit N = (Nt)t∈T une sous-martingale positive

ou une martingale, càdlàg. Alors pour tout temps d’arrêt τ à valeurs dans T , on a :

P

[
sup
0≤t≤T

|Nt| ≥ λ

]
≤ E |Nt|

λ
, ∀λ > 0.

Lemme 1.5.2 (Inégalité de Hölder) Soit X et Y deux v.a. Si X ∈ Lp, Y ∈ Lq avec

1
p

+ 1
q

= 1, alors :

E [|XY |] ≤ ‖X‖p ‖Y ‖q .
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

1.6 Intégrabilité uniforme

Définition 1.6.1 On dit qu’une collection {Xi}i∈I de v.a est uniformément intégrable si :

lim
M→∞

(
sup
i∈I

E
(
|Xi| 1{|Xi|>M}

))
= 0.

Définition 1.6.2 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Si Xn converge dans Lp, la famille |X|pn≥0 uniformé-

ment intégrable.

Théor me 1.6.1 Soit Xn une suite de v.a réeles convergent en probabilité. Alors Xn

converge dans Lp ssi : la famille |Xn|p est uniformément intégrable.

Théorème de Lebesgue dominé

Théor me 1.6.2 Soit fn une suite de fonctions intégrables qui converge (simplement)

vers une fonctions f (fn (x)→ f (x) ,∀x). S’il existe g intégrable telle que. |fn (x)| ≤ g (x) ,

∀x,alors :
∫
R
fn (x) dx converge vers

∫
R
f(x)dx.

1.7 L’intégrale stochastique

On se donne un espace (Ω,F , P ) et un mouvement brownien W sur cet espace, on

désigne par Ft = σ(Ws, s ≤ t) la filtration naturelle du mouvement Brownien.

Définition 1.7.1 On définir l’intégrale stochastique (L’intégrale d’Itô) de la forme :

∫ t

0

XsdWs

simultanément pour tous t ∈ [0, T ] , où (Xs)s≥0 est processus stochastique et (Ws)s≥o est

un mouvement Brownien.
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Chapitre 1. Rappels sur le calcul stochastique

Propriété 1.7.1 Soit X et Y des processus stochastiques et Ws mouvement Brownien,

alors on a :

1. Linéarité :
∫ t
0
(Xs + Ys)dWs =

∫ t
0
XsdWs +

∫ t
0
YsdWs et

∫ t
0
(cXs)dWs = c

∫ t
0
XsdWs.

2. Si
∫ T
0
E(X2

t )dt < ∞, alors pour tout t ≤ T : E(
∫ t
0
XsdWs) = 0 et E((

∫ t
0
XsdWs)

2) =∫ t
0
E(X2

s )ds. De plus, le processus
{∫ t

0
XsdWs

}
t≥0

est une martingale.

1.7.1 Processus d’Itô

Définition 1.7.2 On appelle processus d’Itô, un processus X à valeurs réelles tel que :

∀0 ≤ t ≤ T Xt = X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdWs P − p.s

où X0 est F0−mesurable, b et σ sont deux processus progressivement mesurables vérifiant

les conditions ∫ t

0

|bs| ds <∞ et
∫ t

0

‖σs‖2 ds <∞.

Théor me 1.7.1 (Formule d’Itô) Soit f une fonction définie sur R+×R de classe C1

par rapport à t, de classe C2 par rapport à x, à dérivées bornées, on a :

f (t, x) = f (0, X0) +

∫ t

0

f ′x(s,Xs)dXs +

∫ t

0

f ′s(s,Xs)ds+
1

2

∫ t

0

f ′′xx(s,Xs)σ
2
sds.
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Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques rétrogrades

Lipschitzien

2.1 Vocabulaire et notations

2.1.1 Présentation du problème

La théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé) a

connu un grand développement, grâce notamment à ses diverses applications dans plusieurs

domaines. Formellement, les EDSR sont des équations différentielles stochastiques où l’on

se donne la condition terminale.

Pour comprendre bien qu’est ce que une edsr il faut formuler d’une façon correcte la notion

de solution adapteé à une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit aperçu sur les EDSR, le théorème

d’existence et d’unicité de la solution.
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Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

Soit (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) un espace probabilisé filtré et ξ une variable aléatoire mesurable

par rapport à FT , où T désigne un temps terminal.

Considèrons le problème suivant :

 Y ′t = −f(t, Y )

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] . (2.1)

Ce problème est l’instant terminal T > 0, la condition finale ξ est une variable aléatoire

FT−adapté. posant le processus Y sont (Ft)t≥0−adaptéc’est à dire que pour tout t ∈ [0, T ]

Yt ne dépende pas du future après l’instant t pour résoudre ce problème, on va prendre le

cas le plus simple où f ≡ 0, alors (2.1) devient :

 Y ′t = 0

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] ,

⇒  Yt = cte

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] ,

et comme Yt = cte = YT ⇒ Yt = ξ.

mais Yt = ξ n’est pas adapté si ξ n’est pas déterministe, la meilleure approximation de la

solution, adapté qu’on peut prendre (par exemple dans L2) est la martingale Yt = E(ξ/Ft).

Si on travaille avec la filtration naturelle d’un mouvement brownien et d’après le théorème

de représentation des martingales browniennes (1.4.1), on construire un processus Z de

carré intégrable et adapté, tel que :

Yt = E(ξ/Ft) = E(ξ) +

∫ t

0

ZsdWs.

13



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

D’autre part, si t = T :

Yt = E(ξ) +

∫ T

0

ZsdWs.

En effet,

Yt − YT = E(ξ) +

∫ t

0

ZsdWs −
[
E(ξ) +

∫ T

0

ZsdWs

]
=

∫ t

0

ZsdWs −
∫ T

0

ZsdWs

= −
∫ T

0

ZsdWs.

⇒

Yt = YT −
∫ T

t

ZsdWs

= ξ −
∫ T

t

ZsdWs,

alors,  Yt = ξ −
∫ T
t
ZsdWs

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] . (2.2)

On dérive (2.2) :  −dYt = −ZtdWt

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] .

Par conséquent, comme une seconde variable apparaît, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet à f dépendre du processus Z, l’équation devient alors :

 −dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdWt

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] .

14



Chapitre 2. Equations différentielles stochastiques rétrogrades Lipschitzien

ou de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs, t ∈ [0, T ] .

2.1.2 Notation

On se donne (Ω,F , P ) un espace de probabilité complet et W un mouvement Brownien

d-dimensionnel sur cet espace. On notera {Ft}t≥0 la filtration naturelle du mouvement

Brownien W .

On note aussi :

� S2(Rk) : l’espace vectoriel formé des processus Y , progressivement mesurables, à valeurs

dans Rk, tel que :

‖Y ‖2S2 := E

[
sup
0≤t≤T

|Yt|2
]
<∞.

� S2c (Rk) : le sous espace formé par le processus continus.

� M2(Rk×d) : l’espace vectoriel formé, par les processus Z progressivement mesurables, à

valeurs dans Rk×d, tels que :

‖Z‖2M2 := E

[∫ T

0

‖Zt‖2 dt
]
<∞,

où si Z ∈ Rk×d, ‖Zt‖2 = trace(ZZ∗). M2(Rk×d) désigne l’ensemble des classes d’équi-

valence de M2(Rk×d).Rk et Rk×d seront souvent omis, les espace S2, S2c et M2 sont des

espaces de Banach pour les normes définies précédemment. Nous désignerons B2 l’espace

de Banach S2c (Rk)×M2(Rk×d).
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Remarque 2.1.1 Nous nous donnons une application aléatoire f

f : [0, T ]× Ω× Rk × Rk×d → Rk

telle que, pour tout (y, z) ∈ Rk×Rk×d, le processus {(f (t, y, z))}0≤t≤T soit progressivement

mesurable, et ξ une variable aléatoire mesurable par rapport à FT et à valeurs dans Rk.

Définition 2.1.1 On définir une équation différentielle stochastique rétrograde est une

équation de la forme :

 −dYt = f(t, Yt, Zt)dt− ZtdWt

YT = ξ
,∀t ∈ [0, T ] ,

ou se forme intégrale

Yt = ξ +

∫ T

t

f (s, Ys, Zs) ds−
∫ T

t

ZsdWs, t ∈ [0, T ] (2.3)

� La fonction f s’appelle le générateur de l’EDSR.

� T : temps final.

� ξ : condition terminale (v.a Ft−mesurable).

� (Y (t) , Z (t)) : les inconnues adaptées.

Définition 2.1.2 Une solution de l’EDSR (2.3) est un couple de processus {(Yt, Zt)}0≤t≤T
vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk×d.

2.
∫ T
0

{
|f (s, Ys, Zs)|+ ‖Zs‖2

}
ds <∞, P − p.s.

3. On : Yt = ξ +
∫ T
t
f (s, Ys, Zs) ds−

∫ T
t
ZsdWs, 0 ≤ t ≤ T , P − p.s.

Remarque 2.1.2 1. Les intégrales de l’équation (2.3) sont bien définies.
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2. Le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Y0

est une quantité déterministe.

3. Yt de (2.3) est une semi martingale continue.

Proposition 2.1.1 Supposons qu’il existe un processus {ft}0≤t≤T , positif, appartenant à

M2 (R) et une constante positive λ tels que :

∀(t, y, z) ∈ [0, T ]× Rk × Rk×d, |f(t, y, z)| ≤ ft+λ(|y|+ ‖Z‖)

Si {(yt, zt)}0≤t≤T est une solution de l’EDSR (2.3) telle que Z ∈ M2, alors Y appartient

à S2c .

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall (1.5.1) et du fait

que Y0 est déterministe. En effet, on a, pour tout

t ∈ [0, T ] , Yt = Y0 −
∫ t

0

f (s, Ys, Zs) ds+

∫ t

0

ZsdWs,

et par suite, utilisant l’hpothèse sur f,

| Yt |≤| Y0 | +
∫ T

0

(fs + λ ‖ Zs ‖) ds+ sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZsdWs | +λ
∫ t

0

| Ys | ds.

Posons

ξ =| Y0 | +
∫ T

0

(fs + λ ‖ Zs ‖) ds+ sup
0≤t≤T

|
∫ t

0

ZsdWs | .

Par hypothèse,Z appartient à M 2 et donc, via l’inégalité de Doob (1.5.2), le troisième

terme est de carré intégrable ; il en est de même pour {ft}0≤t≤T , et Y0,est déterministe

donc de carré intégrable ; il s’en suit que ξ est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu-cf. remarque précédente, le lemme de Gronwall (1.5.1)

fournit l’inégalité sup
0≤t≤T

| Yt |≤ ξeλT qui montre que Y appartient à S 2.
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Remarque 2.1.3 Le résultat est encore valable lorsque ‖f.‖1 est une variable aléatoire de

carré intégrable.

Finissons par un résultat d’intégrabilité qui nous servira à plusieurs reprise.

Lemme 2.1.1 Soient Y ∈ S2
(
Rk
)
et Z ∈ M2(Rk×d). Alors

{∫ t
0
Ys.ZsdWs, t ∈ [0, T ]

}
est une martingale uniformément intégrable.

Preuve. En appliquant l’inégalité B-D-G (1.5.1), il existe une constante positive C telle

que :

E

[
sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

YsZsdWs

∣∣∣∣] ≤ CE

[(∫ T

0

|Ys|2 ‖Zs‖2 ds
) 1

2

]

≤ CE

[
sup
0≤t≤T

|Yt|
(∫ T

0

‖Zs‖2 ds
) 1

2

]

et par suite en appliquant inégalité : ab ≤ a2

2
+ b2

2
, on obtient :

E

[
sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

YsZsdWs

∣∣∣∣] ≤ C ′
(
E

[
sup
0≤t≤T

|Yt|2
]

+ E

[∫ T

0

‖Zs‖2 ds
])

et comme Y ∈ S2
(
Rk
)
, Z ∈M2

(
RK×d

)
, Alors :

E

[
sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

YsZsdWs

∣∣∣∣] <∞.

2.1.3 Le résultat de pardoux-peng dans le cas lipschitz

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité.

Ce résultat est dû à E-Paradoux et S.Peng [11].
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Voici les hypothèses sous lesquelles nous travailler.

(L) : Il existe une constante λ telles que P − p.s

1. condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout t, y, y′, z, z′

|f (t, y, z)− f (t, y′, z′)| ≤ λ (|y − y′|+ ‖z − z′‖) ;

2.condition d’intégrabilité :

E

[
|ξ|2 +

∫ T

0

|f (s, 0, 0)|2 ds
]
<∞.

Nous commençons par un cas trés simple, celui où f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se

donne ξ de carré intégrable et un processus {Ft}0≤t≤T dans M 2
(
Rk
)
et on veut trouver

une solution de l’EDSR

Yt = ξ +

∫ T

t

Fsds−
∫ T

t

ZsdWs, 0 ≤ t ≤ T. (2.4)

Lemme 2.1.2 Soient ξ ∈ L2 (FT ) et {Ft}0≤t≤T ∈ M 2
(
Rk
)
. L’EDSR (2.4) possède une

unique solution (Y, Z) telle que Z ∈ M 2.

Preuve. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z ∈ M 2.

Si on prend l’espérance conditionnelle sachant Ft,on a nécessairement ,

Yt = E

(
ξ +

∫ T

t

Fsds | Ft
)
.

On définit donc Y à l’aide de la formule précédente et il reste à trouver Z. Remarquons que,

d’aprés le théorème de Fubini (1.1.2), comme F est progressivement mesurable,
∫ t
0
Fsds

est un processus adapté à la filtration {Ft}t∈[0,T ] ; en fait dans S 2c puisque F est de carré
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intégrable. On a alors, pour tout t ∈ [0, T ] ,

Yt = E

(
ξ +

∫ T

0

Fsds | Ft
)
−
∫ t

0

Fsds := Mt −
∫ t

0

Fsds.

M est une martingale brownienne ; via le théorème de représentation des martingales

brownienne (1.4.1) on construit un processus Z appartenant à M 2 tel que :

Yt = Mt −
∫ t

0

Fsds = M0 +

∫ t

0

ZsdWs −
∫ t

0

Fsds.

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de l’EDSR étudiée puisque

comme YT = ξ,

Yt − ξ = M0 +

∫ t

0

ZsdWs −
∫ t

0

Fsds−
(
M0 +

∫ T

0

ZsdWs −
∫ T

0

Fsds

)
=

∫ T

t

Fsds−
∫ T

t

ZsdWs.

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z ∈ M 2.

Nous montrons à présent le théorème de Pardoux et Peng.

Théor me 2.1.1 PARDOUX-PENG 90. Sous l’hypothèse (L), l’EDSR (2.3) possède

une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈ M 2.

Preuve. Nous utilisons un argument du point fixe dans l’espace de Banach B2 en construi-

sant une application Ψ de B2 dans lui-même de sorte que (Y, Z) ∈ B2 est solution de

l’EDSR (2.3) si et seulement si c’est un point fixe de Ψ.

Pour (U, V ) élément de B2, on définit (Y, Z) = Ψ (U, V ) comme étant la solution de

l’EDSR :

Yt = ξ +

∫ T

t

f (r, Ur, Vr) dr −
∫ T

t

ZrdWr, 0 ≤ t ≤ T.
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On remarqueque cette dernière EDSR possède une unique solution qui est dans B2. En

effet, posons Fs = f (s, Us, Vs). Ce processus appartient à M 2 puisque, f étant Lipschitz,

| Fs |≤| f (s, 0, 0) | +λ | Us | +λ ‖ Vs ‖,

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le

Lemme (2.1.2) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z ∈ M 2. (Y, Z) appartient

à B2 : l’intégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la proposition (2.1.1), Y

appartient à S 2c .

L’application Ψ de B2 dans lui-même est donc bien définie.

Soient (U, V ) et (U ′, V ′) deux éléments de B2 et (Y, Z) = Ψ (U, V ) , (Y ′, Z ′) = Ψ (U ′, V ′) .

Notons y = Y − Y ′ et z = Z − Z ′. On a yT = 0 et

dyt = −{f (t, Ut, Vt)− f (t, U ′t , V
′
t )} dt− ztdWt.

On applique la formule d’Itô à eαt | yt |2 pour obtenir :

d
(
eαt | yt |2

)
= αeαt | yt |2 dt−2eαtyt. {f (t, Ut, Vt)− f (t, U ′t , V

′
t )} dt+2eαtyt.ztdWt+e

αt ‖ zt ‖2 dt.

Par conséquent, intégrant entre t et T , on obtient :

eαt | yt |2 +
∫ T
t
eαs ‖ zs ‖2 ds =

∫ T
t
eαs (−α | ys |2 +2ys. {f (s, Us, Vs)− f (s, U ′s, V

′
s )}) ds

−
∫ T
t

2eαsys.zsdWs,

et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U − U ′ et V − V ′ respectivement,

eαt | yt |2 +
∫ T
t
eαs ‖ zs ‖2 ds ≤

∫ T
t
eαs(−α | ys |2 +2λ | ys || us | +2λ | ys |‖ vs ‖)ds

−
∫ T
t

2eαsys.zsdWs.
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Pour tout ε > 0, on a 2ab ≤ a2/ε+ εb2, et donc, l’inégalité précédente donne

eαt | yt |2 +
∫ T
t
eαs ‖ zs ‖2 ds ≤

∫ T
t
eαs(−α2λ2/ε) | ys |2 ds−

∫ T
t

2eαsys.zsdWs

+ε
∫ T
t
eαs (| us |2 + ‖ vs ‖2) ds,

et prenant α = 2λ2/ε, on a, notant Rε = ε
∫ T
t
eαs (| us |2 + ‖ vs ‖2) ds,

∀t ∈ [0, T ] , eαt | yt |2 +

∫ T

t

eαs ‖ zs ‖2 ds ≤ Rε − 2

∫ T

t

eαsys.zsdWs. (2.5)

D’aprés le Lemme (2.1.1), la martingale locale
{∫ T

t
eαsys.zsdWs.

}
t∈[0,T ]

en réalité est une

martingale nulle en 0 puisque Y, Y ′ appartiennent à M 2.

En particulier, prenant l’espérance - ce qui fait partir l’intégrale stochastique via la re-

marque précédente, on obtient facilement, pour t = 0,

E

[∫ T

0

eαs ‖ zs ‖2 ds
]
≤ E [Rε] . (2.6)

Revenant à l’inégalité (2.5), les inégalités BDG (1.5.1) fournissent - avec C universelle -,

E

[
sup
0≤t≤T

eαt | yt |2
]
≤ E [Rε] + CE

[
(

∫ T

0

e2αs | ys |2‖ zs ‖2 ds)
1
2

]
,

puis , comme ab ≤ a2/2 + b2/2,

E

[
sup
0≤t≤T

eαt | yt |2
]
≤ E [Rε] +

1

2
E

[
sup
0≤t≤T

eαt | yt |2
]

+
C2

2
E

[∫ T

0

eαs ‖ zs ‖2 ds
]
.

Prenant en considération l’inégalité (2.6), on obtient finalement

E

[
sup
0≤t≤T

eαt | yt |2 +

∫ T

0

eαs ‖ zs ‖2 ds
]
≤
(
3 + C2

)
E [Rε] ,
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et par suite, revenant à la définition de Rε,

E

[
sup
0≤t≤T

eαt | yt |2 +
∫ T
0
eαs ‖ zs ‖2 ds

]
≤ ε (3 + C2) (1 ∨ T )E

[
sup
0≤t≤T

eαt | ut |2

+
∫ T
0
eαs ‖ vs ‖2 ds

]
Prenons ε tel que ε (3 + C2) (1 ∨ T ) = 1/2, de sorte que l’application Ψ est alors une

contraction stricte de B2 dans lui-même si on le munit de la norme

‖ (U, V ) ‖α= E

[
sup
0≤t≤T

eαt | Ut |2 +

∫ T

0

eαs ‖ Vs ‖2 ds
] 1
2

,

qui en fait un espace de Banach - cette dernière norme étant équivalente à la norme usuelle

correspondant au cas α = 0.Ψ possède donc un unique point fixe, ce qui assure l’existance

et l’unicité d’une solution de l’EDSR (2.3) dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z ∈ M 2 puisque la proposition (2.1.1)

implique qu’un telle solution appartient à B2.

Remarque 2.1.4 1. A partir de maintenant et sans plus insister, l’expression ‹‹la solu-

tion de l’EDSR ›› signifiera la solution de l’EDSR vérifiant Z ∈ M 2.

2. Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
∫ T
t
ZsdWs est de

rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

2.1.4 Le rôle de Z

Proposition 2.1.2 Soit (Y, Z) la solution de l’EDSR (2.3) et soit τ un temps d’arrêt ma-

joré par T .On suppose, outre l’hypothèse (L), que ξ est Fτ−mesurable et que f (t, y, z) = 0

dès que t ≥ τ.

Alors Yt = Yt∧τ et Zt = 0 si t ≥ τ.
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Preuve. On a, P-p.s,

Yt = ξ +

∫ T

t

f (s, Ys, Zs) ds−
∫ T

t

ZsdWs , 0 ≤ t ≤ T.

et donc, pour t = τ , comme f(t, y, z) = 0 dès que t ≥ 0 ,

Yτ = ξ +

∫ T

τ

f (s, Ys, Zs) ds−
∫ T

τ

ZsdWs = ξ −
∫ T

τ

ZsdWs.

Il vient alors Yτ = E(ξ|Fτ ) = ξ et par suite
∫ T
τ
ZsdWs = 0 d’où l’on tire que

E

[(∫ T

τ

ZsdWs

)2]
= E

[∫ T

τ

‖Zs‖2 ds
]

= 0,

et finalement que Zs1s≥τ = 0.

Il s’en suit immédiatement que, si t≥ τ , Yt = Yτ , puisque par hypothèse,

Yτ = Yt +

∫ t

τ

f (s, Ys, Zs) ds−
∫ t

τ

ZsdWs = Yt + 0− 0,

ce qui termine la preuve.
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Chapitre 3

Equations différentielles

stochastiques rértogrades monotone

3.1 Existence des EDSRs monotone

3.1.1 Position du problème

Ici la condition de lipchitz par rapport à la variable y peut être remplacée par une

condition de monotonie, ce qui est sujet de travail publié par S.PENG dans [12] puis

ensuite parR.DARLING etE.PARDOUX dans [13]. Cette hypothèse de monotonie est

très employée, il permet de manipuler les EDSR avec un temps finale aléatoire et d’autre

part d’affaiblir l’hypothèse de croissance sur f par rapport à y, pour cela considérons

un mouvement brownien de dimension n, défini sur un espace de probabilité (Ω,F , P )

complet.

Soit f : Ω× [0, T ]×Rd ×Rd×n → Rd une fonction aléatoire telle que pour tout (y, z) le

processus {f (t, y, z)}0≤t≤T soit progressivement mesurable et soit ξ une variable aléatoire

FT mesurable et on considère les hypothèses suivantes qu’on note (Hyp) :

Hyp :
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il existe des constantes k ≥ 0, µ ∈ R, c ≥ 0 et un processus progressivement mesurable,

{ft}0≤t≤T , positive, tel que P-p.s.

1. ∀ (t, y) ,∀ (z, z′) , |f(t, y, z)− f (t, y, z′)| ≤ k ‖z − z′‖ .

2. Monotonie en y : pour tout t, y, ∀ (y, y′) ,

(y − y′) (f(t, y, z)− f (t, y′, z)) ≤ µ |y − y′|2 .

3. croissance linéaire en (y, z) : ∀ (t, y, z) ,

|f (t, y, z)| ≤ ft + C |y|+K ‖z‖ .

4. continuité en y : pour tout couple (t, z), y → f (t, y, z) est continue.

5. la v.a ξ est Ft mesurable et E
[
|ξ|2 +

∫ T
0
f 2t dt

]
< ∞

Remarque 3.1.1 On peut signaler tout d’abord que si y → f (y) est K−lipschitz en y

alors elle est monotone avec µ = K, mais l’inverse n’est pas toujours vrai.

Exemple 3.1.1 La fonction réelle y → −
√
y+ est monotone avec 0 pour constante µ mais

n’est pas lipschitz.

� Notre objectif est annonce la théorème d’existence et d’unicité des solution de l’EDSR

Yt = ξ +

∫ T

t

f(s, Ys, Zs)ds−
∫ T

t

ZsdWs, 0 ≤ t ≤ T, (3.1)

lorsque (ξ, f) vérifie l’hypothèse (Hy).

Pour cela, on va donner quelques estimation � à priori � concernant les solution des

EDSRs qu’on va les utiliser pour la démonstration de ce théorème. ! ?

Remarquons ensuite que sous l’hypothèse (Hy), si (Y, Z) est solution de l’EDSR (3.1)
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alors Y appartient à S2 dès que Z appartient à M2. C’est une conséquence directe de la

proposition (2.1.1).

Proposition 3.1.1 Soit ξ ∈ L2 (FT ) . Supposons qu’il existe des constantes µ,K et un

processus {ft}0≤t≤T appartenant à M2 (R+) tels que, P-p.s.

∀ (t, y, z) , y.f (t, y, z) ≤ |y| ft + µ |y|2 +K |y| ‖z‖ . (3.2)

Soit (Y, Z) ∈ B2 solution de l’EDSR (3.1). Alors, il existe une constante universelle Cu

telle que

E

[
sup
0≤t≤T

eαt |Yt|2 +

∫ T

0

eαt ‖Zt‖2 dt
]
≤ CuE

[
eαt |ξ|2 +

(∫ T

0

eα
t
2ftdt

)2]
,

avec α = 2 (µ+K2) . De plus, on a, pour tout t ∈ [0, T ] , notant γ = 1 + 2µ+K2,

|Yt|2 ≤ E

(
eγ(T−t) |ξ|2 +

∫ T

t

eγ(s−t)f 2s ds\Ft
)
.

Remarque 3.1.2 Si f vérifie l’hypothèse (Hy), on peut prendre ft = |f (t, 0, 0)| . On peut

également noter, pour le second point, que dès que ξ et ft sont bornés par une constante

M ,

sup
0≤t≤T

|Yt|2 ≤M2C (γ, T ) .

On peut toujours prendre C (γ, T ) = (1 + T ) eγ+T et si γ ≥ 1, C(γ, T ) = 2eγT convient

aussi.

Preuve. On applique la formule d’Itô à eαt |Yt|2 , avec α ∈ R pour obtenir :

eαt |Yt|2+
∫ T

t

eαs ‖Zs‖2 ds = eαT |ξ|2+
∫ T

t

eαs(−α |Ys|2+2Ys.f(s, Ys, Zs))ds−
∫ T

t

2eαsYs.ZsdWs.
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D’aprés l’hypothèse (3.2) et l’inégalité 2ab ≤ ξa2 + b2

ξ
, on obtient si ξ = 1 :

∀(t, y, z), 2y.f (t, y, z) ≤ (1 + 2µ+K2) |y|2 + f 2t + ‖Z‖2

α = γ = 1 + 2µ+K2, on trouve donc :

eγt |Yt|2 ≤ eγT |ξ|2 +

∫ T

t

eγsf 2s ds− 2

∫ T

t

eγsYs.ZsdWs.

IL reste à conditionner par rapport à Ft pour obtenir la seconde partie de la proposition.

Et comme précédent par l’hypothèses (3.2) et utilisant l’inégalité 2ab ≤ ξa2+ b2

ξ
, on obtient

si ξ = 2 :

2y.f(t, y, z) ≤ 2
(
µ+K2

)
|y|2 + 2 |y| f 2t +

‖z‖2

2
,

on prend α = 2 (µ+K2) ce qui implique,

eαt |Yt|2 +
1

2

∫ T

t

eαs ‖Zs‖2 ds ≤ eαT |ξ|2 + 2

∫ T

t

eαs |Ys| .fsds− 2

∫ T

t

eγsYs.ZsdWs. (3.3)

Prenant l’espérance, on obtient facilement, pour t = 0,

E

[∫ T

0

eαs ‖Zs‖2 ds
]
≤ 2E

[
eαT |ξ|2 + 2

∫ T

0

eαs |Ys| fsds
]
, (3.4)

Renvenant à l’inégalité (3.3), les inégalités BDG (1.5.1) fournissent - avec C universelle -,

E( sup
0≤t≤T

eαt |Yt|2) ≤ 2E

[
eαT |ξ|2 + 2

∫ T

0

eαs |Ys| fsds
]

+ C2E

[∫ T

0

eαs ‖Zs‖2 ds
]

≤ 2(1 + C2)E

[
eαT |ξ|2 + 2

∫ T

0

eαs |Ys| fsds
]

(3.5)

(3.4) + (3.5) donne :

E( sup
0≤t≤T

eαt |Yt|2 +

∫ T

0

eαs ‖Zs‖2 ds) ≤ 2(2 + C2)E

[
eαT |ξ|2 + 2

∫ T

0

eαs |Ys| fsds
]
.
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Pour finir la preuve de la proposition, il suffi t de remarque que :

4(2 + C2)E

[∫ T

0

eαs |Ys| fsds
]
≤ 4(2 + C2)E

[
sup
0≤t≤T

e
αt
2 |Yt|2

∫ T

0

eαs�2fsds

]
≤ 1

2
E

[
sup
0≤t≤T

eαt |Yt|2
]

+ 8(2 + C2)2E

[(∫ T

0

eαs�2fsds

)2]
,

finalement on obtient :

E

[
sup
0≤t≤T

eαt |Yt|2 +

∫ T

0

eαs ‖Zs‖2 ds
]
≤ CuE

[
eαT |ξ|2 +

(∫ T

0

eαs�2fsds

)2]
,

avec Cu = 16(2 + C2)2.

La proposition précédente possède le corollaire important suivant.

Corollaire 3.1.1 Soient (ξ, f) et (ξ′, f ′) vérifiant (Hy) avec des constantes (µ,K,C) , (µ′, K ′, C ′) ;

soient (Y, Z) et (Y ′, Z′) des solution des EDSR associées telles que Z,Z ′ appartiennent à

M2. Il existe une constante universelle Cu telle que

E

[
sup
0≤t≤T

eαt |δYt|2 +

∫ T

0

eαt ‖δZt‖2 dt
]
≤ CuE

[
eαT |δξ|2 +

(∫ T

0

e
αt
2 |δf (t, Y ′, Z ′)| dt

)2]
,

avec α = 2 (µ+K2) et les notations classiques δY = Y − Y ′, δZ = Z −Z ′, δξ = ξ− ξ′ de

même que δf(t, y, z) = f(t, y, z)− f ′(t, y, z).

Preuve. Remarquons que sous les hypothèses (Hy) dès que Z ∈ M2, (Y, Z) solution

de l’EDSR de paramètres ξ et f ∈ B2. Notons que (δY, δZ) est solution de l’EDSR de

paramètres δξ et

g(t, y, z) = f(t, y + Y ′t , z + Z ′t)− f ′(t, Y ′t , Z ′t),

et on écrit :

y.g(t, y, z) = y.(f(t, y + Y ′t , z + Z ′t)− f(t, Y ′t , z + Z ′t)) + y.(f(t, Y ′t , z + Z ′t)− f(t, Y ′t , Z
′
t))

+y.(f(t, Y ′t , Z
′
t)− f ′(t, Y ′t , Z ′t)),
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On a : d’après la monotonie,

y.(f(t, y + Y ′t , z + Z ′t)− f(t, Y ′t , z + Z ′t)) ≤ µ |y|2 ,

et comme f et lipschitz,

y.(f(t, Y ′t , z + Z ′t)− f(t, Y ′t , Z
′
t)) ≤ K |y| ‖z‖ ,

et on a :

y.(f(t, Y ′t , Z
′
t)− f ′(t, Y ′t , Z ′t)) ≤ |y| |δf(t, Y ′t , Z

′
t)|

Alors,

y.g(t, y, z) ≤ µ |y|2 +K |y| ‖z‖+ |y| |δf(t, Y ′t , Z
′
t)| .

Il suffi t d’appliquer la proposition précédente pour conclure.

3.1.2 Existence et unicité sous (Hy)

Proposition 3.1.2 Sous (Hy), pour tout processus V ∈M2, l’EDSR

Yt = ξ +

∫ T

t

f (s, Ys, Vs) ds−
∫ T

t

ZsdWs, 0 ≤ t ≤ T

possède une unique solution telle que Z ∈M2.

Preuve. La démonstration se décompose en deux parties :

Partie 01 : Cas ou ξ et suptht bornés par un réel M.

D’abord nous traitons le cas d’un générateur f indépendant de Z. Soit V ∈M2, Notons

h(t, y) = f(t, y, Vt). Notre but est de construire une solution pour l’EDSR suivante :

Yt = ξ +

∫ T

t

h (s, Ys) ds−
∫ T

t

ZsdWs, ∀t ∈ [0, T ] (3.6)
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La fonction h vérifie (Hy) puisque :

� |h(t, y)| ≤ ht + C |y| ; où ht = ft +K ‖Vt‖ appartient à M2;

� (y − y′).(h(t, y)− h(t, y′)) ≤ µ |y − y′|2 ;

� y 7→ h (t; y) est continue ;

� ξ est de carré intégrable.

Notons tout d’abord que l’on peut supposer que µ = 0 sans perte de généralité puisque

(Y, Z) est solution de l’EDSR (3.6) si et seulement si (Y ′t , Z
′
t) = (eµtYt, e

µtZt) est solution

de l’EDSR de paramètres (ξ′, h′) où ξ′ = eµT ξ et h′(t, y) = eµth(t, e−µty) − µy. Or (ξ′, h′)

vérifie (Hy) avec µ′ = 0, h′t = eµtht et C ′ = C + |µ| . ou suppose donc que µ = 0.

L’EDSR de paramètres (ξ′, h′) est obtenue à partir de la formule d’Ito appliquée à eµtYt.

ξ et suptht bornés par un réel M . On considère alors une fonction ρ : Rk → R+, de classe

C∞ dont le support est la boule unité et telle que
∫
ρ (µ) dµ = 1. Soit n ∈ N∗.On note

ρn(µ) = nkρ (nµ) . Soit d’autre part θn : Rk → [0, 1] , C∞, telle que :

θn =

 1 si |y| ≤ n,

0 si |y| ≥ n+ 1.

On définit enfin, pour n ≥ 1,

hn(t, y) = ρn ∗ θnh (t, .) (y) =

∫
Rk

ρn(y − u)θn(u)h(t, u)du =

∫
Rk

ρn(u)θn(y − u)h(t, y − u)du.

La première chose à remarquer est que y 7→ hn(t, y) est de classe C∞ à support compact :

en fait, hn(t, y) = 0 dès que |y| > n+ 2 (pour tout (t, w)).

De plus, d’après l’hypothèse de croissance de h, on a :

|hn(t, y)| ≤
∫
Rk

ρn(u) |h(t, y − u)| du ≤
∫
Rk

ρn(u)(ht + C |y|+ C |u|)du,
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et comme le support de ρ est la boule unité et (
∫
Rk
ρn(u)du =

∫
Rk
nkρ(nu)du, on pose nu = u′,

donc du = du′

nk
ce qui implique que

∫
Rk
ρn(u)du =

∫
Rk
ρn(u′)du′ = 1), on obtient :

|hn(t, y)| ≤ (M + C) + C |y| . (3.7)

Alors hn(t, 0) est un processus borné par M + C.

D’autre part on a : Ohn(t, y) = 0, si |y| > n+ 2 et pour |y| ≤ n+ 2,

‖Ohn(t, y)‖ ≤

∥∥∥∥∥∥
∫
Rk

Oρn(u)⊗ θn(y − u)h(t, y − u)du

∥∥∥∥∥∥ ≤
∫
Rk

|Oρn(u)| (ht + C |y|+ C |u|)du,

comme le support de ρ est inclus dans la boule unité et

∫
Rk

|Oρn(u)| du =

∫
Rk

∣∣Onkρ(nu)
∣∣ du = n

∫
Rk

nk |Oρ(nu)| du,

on pose nu = u′ donc du = du′

nk
ce qui implique que

∫
Rk
|Oρn(u)| du = n

∫
Rk
|Oρ(u′)| du′, on

a :

‖Ohn(t, y)‖ ≤ n((M + C) + C |y|)
∫
Rk

|Oρ(u′)| du′ ≤ ((M + C) + C |y|)n2,

donc

sup
y
‖Ohn(t, y)‖ ≤ C ′n2.

hn est dérivable est ces dérivés sont bornée donc elle est lipschitz en y. Alors d’après le

Théorème (2.1.1) l’EDSR

Y n
t = ξ +

∫ T

t

hn(s, Y n
s )ds−

∫ T

t

Zn
s dWs, ∀t ∈ [0, T ] ,

à une solution unique (Y n, Zn) dans B2. On a :
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y.hn (t, y) =

∫
Rk

ρn(u)θn(y − u)y.h(t, y − u)du,

et y.h(t, y− u) = y.(h(t, y− u)− h(t,−u)) + y.h(t,−u) ≤ 0 + (M +C |u|) |y| . (D’après la

monotonie en y) alors

y.hn (t, y) ≤
∫
Rk

ρn(u) [(M + C |u|) |y|] du,

comme le support de ρ inclus dans la boule unité on obtient :

y.hn (t, y) ≤ [(M + C |u|) |y|]
∫
Rk

ρn(u)du ≤ (M + C) |y| .

De plus hn (t, 0) ≤ (M + C), alors la remarque (3.1.2) conduit à

sup
n

sup
t
|Y n
t |
2 ≤ 2 (C +M)2 exp {T} . (3.8)

La fonction hn n’est pas nécessairement monotone dans tout l’espace (ce que l’on voulait

faire au départ) mais hn est monotone dans la boule de centre 0 et de rayon n − 1. En

effet, si |y| ≤ n− 1,

hn(t, y) =

∫
|u|≤1

ρn(u)θn(y − u)h(t, y − u)du =

∫
|u|≤1

ρn(u)h(t, y − u)du,

puisque θn(x) = 1 si |x| ≤ n. par suite, si |y| ≤ n − 1 et |y′| ≤ n − 1, alors, comme h est

monotone,

(y − y′) . (hn(t; y)− hn(t; y′)) =

∫
ρn (u) (y−y′).(h(t, y−u)−h(t, y′−u))du ≤ 0. (µ = 0).

On remarque que hn n’est pas monotone dans tout l’espace mais elle est monotone dans

la boule de centre 0 et de rayon n− 1. Nous allons à présent montrer que la suite (Y n, Zn)
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converge dans B2, pour cela prenons, m ≥ n ≥ 1 + a où a =
√

2(M + C) exp(T�2). La

formule d’Itô donne, si on note δY = Y m − Y n,

|δYt|2 +

∫ T

t

‖δZs‖2 ds = 2

∫ T

t

δYs. {hm (s, Y n
s )} ds− 2

∫ T

t

δYs.δZsdWs.

On ne peut pas appliquer directement les estimations à priori car les fonctions hm et hn

ne sont pas globalement monotones. Toutefois, hm est monotone dans la boule de rayon

m−1 ; comme m−1 ≥ a, Y m
s et Y n

s appartiennent à cette boule d’après l’estimation (3.8).

Par suite,

δYs. {hm (s, Y m
s )− hn (s, Y n

s )} ≤ δYs. {hm (s, Y m
s )− hm (s, Y n

s )}+ δYs. {hm (s, Y n
s )− hn (s, Y n

s )}

≤ 0 + 2a sup
|y|≤a
|hm(t, y)− hn(t, y)| (3.9)

il vient alors,

|δYt|2 +

∫ T

t

‖δZs‖2 ds ≤ 4a

∫ T

0

sup
|y|≤a
|hm(t, y)− hn(t, y)| ds− 2

∫ T

t

δYs.δZsdWs. (3.10)

Prenant l’espérance, on obtient facilement, pour t = 0,

E

[∫ T

0

‖δZs‖2 ds
]
≤ 4aE

[∫ T

0

sup
|y|≤a
|hm(s, y)− hn(s, y)| ds

]
. (3.11)

E(
∫ T
0
δYs.δZsdWs) = 0, puisque

∫ T
0
δYs.δZsdWs est une martingale.

Revenant à l’inégalité (3.10) pour obtenir :

E
[
sup0≤t≤T |δYt|

2]+ E
[∫ T
0
‖δZs‖2 ds

]
≤ 4aE

[∫ T
0

sup|y|≤a |hm(s, y)− hn(s, y)| ds
]

+2E
[
sup0≤t≤T

∣∣∣∫ T0 δYs.δZsdWs

∣∣∣] .
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D’après les inégalités BDG (1.5.1) et l’inégalité ab ≤ a2

2
+ b2

2
, on obtient :

E
[
sup0≤t≤T |δYt|

2] ≤ 4aE
[∫ T
0

sup|y|≤a |hm(s, y)− hn(s, y)| ds
]

+ 1
2
E
[
sup0≤t≤T

(
δ |Yt|2

)]
+C2

2
E
[(∫ T

0
‖δZs‖2 ds

)]
,

ce qui implique,

E

[
sup
0≤t≤T

|δYt|2
]
≤ 4a

(
2 + C2

)
E

[∫ T

0

sup
|y|≤a
|hm(s, y)− hn(s, y)| ds

]
, (3.12)

(3.11) + (3.12) donne :

E

[
|δYt|2 +

∫ T

0

‖δZs‖2 ds
]
≤ cE

[∫ T

0

sup
|y|≤a
|hm(s, y)− hn(s, y)| ds

]
,

avec c = 4a(2 + C2).

Comme la fonction y 7→ h (t, y) est continue, hn(t,·) converge vers hn(t,·) uniformément

sur les compacts λ⊗ P−presque partout.

De plus, d’après la majoration (3.7), on a :

sup
|y|≤a
|hm(t, y)− hn(t, y)| ≤ 2 (M + C + Ca) .

On applique donc le théorème de convergence dominée de lebesgue (1.6.2),

E

[
lim

n,m→∞

∫ T
0

sup
|y≤a|
|hm(s, y)− hn(s, y)| ds

]
= E

[∫ T
0

lim
n,m→∞

sup
|y≤a|
|hm(s, y)− h(s, y)

+h(s, y)− hn(s, y)| ds]

≤
[
E
∫ T
0

lim
n,m→∞

sup
|y≤a|
|hm(s, y)− h(s, y)|

+ sup
|y≤a|
|h(s, y)− hn(s, y)| ds

]
= 0
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Ce qui implique,

lim
n,m→∞

‖Y m − Y n‖2S2 = 0, et lim
n,m→∞

‖Zm − Zn‖2M2 = 0.

Alors la suite (Y n, Zn) est de cauchy dans l’espace de banach B2. Soit (Y, Z) la limite

de cette suite. On va passer à la limite terme à terme dans l’EDSR dirigée par hn, pour

montrer que (Y, Z) est bien solution de l’EDSR (3.6).

lim
n→∞

E
[
|Y n
t − Yt|

2] ≤ lim
n→∞

E
[
supt |Y n

t − Yt|
2] = 0, d’après l’inégalité de Doob (1.5.2) on

trouve :

lim
n→∞

E

[∣∣∣∫ Tt (Zn
s − Zs) dWs

∣∣∣2] ≤ 4 lim
n→∞

E
[∫ T
0
‖(Zn

s − Zs)‖
2 ds
]

= 0.

Alors on déduit que Y n
t converge vers Yt et

∫ T
t
Zn
s dWs converge vers

∫ T
t
ZsdWs dans L2.

IL reste a montrer que
∫ T
t
hn(s, Y n

s )ds→
∫ T
t
h(s, Ys)ds, on a d’après l’inégalité de Hölder

(1.5.2) :

E

[
supt

∣∣∣∫ Tt {hn(s, Y n
s )− h(s, Ys)} ds

∣∣∣2] = E
[
supt

∣∣∣∫ Tt {hn(s, Y n
s )− h(s, Y n

s )

+h(s, Y n
s )− h(s, Ys)} ds|2

]
≤ 2TE

[∫ T
t
|hn(s, Y n

s )− h(s, Y n
s )|2 ds

]
+2TE

[∫ T
t
|h(s, Y n

s )− h(s, Ys)|2 ds
]
,

les deux termes tendent vers 0 car :

lim
n→∞

|hn(s, Y n
s )− h(s, Y n

s )| ≤ lim
n→∞

sup
|y≤a|
|hn(s, y)− h(s, y)| = 0, et comme la fonction h(t, ·)

est continue h(t, Y n
t )→ h (t, Yt) . Dans chacun des cas les dominations sont immédiates.

Partie 02 : Cas général.

On pose ξp = ξ1|ξ|≤p, h
p(t, y) = h(t, y)1ht≤p, telle que le couple (ξp, hp) soit vérifier les

hypothèses de l’étape précédente, pour tout p ≥ 1

� hp est continue.

� y → hp(t, y) est continue.
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� |ξp| ≤ p, |hp(t, y)| ≤ p+ C |y| .

donc, l’EDSR de paramètres (ξp, hp) possède une unique solution dans B2, (Y p, Zp) .

D’après la condition de monotonie en y on a :

y.(hp(t, y)− hp(t, 0)) ≤ 0,

alors

y.hp(t, y) ≤ |y| |hp(t, 0)| ≤ p |y| .

La remarque suivant la Proposition (3.1.1) montre alors que :

sup
t
|Y p|2 ≤ 2p2eT .

Pour montrer que la suite (Y p, Zp) est de cauchy dans B2, on utilise les estimation à priori

dans le corollaire (3.1.1) pour tout q ≤ p,

E

[
sup
0≤t≤T

|δYt|2 +

∫ T

0

‖δZt‖2 dt
]
≤ CuE

[(∫ T

0

1ht>p |h(t, Y p
t )| dt

)2]
,

où : δY = Y q − Y p, δZ = Zq − Zp, et

hq(t, ypt )− hp(t, ypt ) = h(t, ypt )1ht≤q − h(t, ypt )1ht≤p

= h(t, ypt )1 {ht≤p}+ h(t, ypt )1{p<ht≤q} − h(t, ypt )1 {ht≤p}

= h(t, ypt )1{p<ht≤q},

et comme {p < ht ≤ q} ⊂ {ht > p} donc 1{p<ht≤q} ≤ 1{ht>p}. Or

|h(t, Y p
t )| ≤ ht + C |Y p

t | ≤ ht + C
√

2peT�2.
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Par suit,

|h(t, Y p
t )| 1ht>p ≤ (1 + C

p

ht

√
2eT�2)ht1ht>p ≤ (1 + C

√
2eT�2)ht1ht>p, (

p

ht
≤ 1).

L’inégalité de Hölder (1.5.2) :

E

[
sup
0≤t≤T

|δYt|2 +

∫ T

0

‖δZt‖2 dt
]
≤ CuT (1 + C

√
2eT�2)2E

[∫ T

0

1ht>ph
2
tdt

]
,

lim
p→∞

E
[∫ T
0

1ht>ph
2
tdt
]

= 0, ce qui implique,

lim
p,q→∞

‖Y q − Y p‖2S2 = 0, et lim
p,q→∞

‖Zq − Zp‖2M2 = 0.

Donc, (Y p, Zp) est une suite de cauchy dans l’espace de Banach B2. On va montrer que la

limite de la suite (Y p, Zp) est la solution de l’EDSR (3.6), on a :

Y p
t = ξp +

∫ T

t

hp(s, Y p
s )ds−

∫ T

t

Zp
sdWs, ∀t ∈ [0, T ] ,

comme dans l’étape précédente, (Y p
t , ξ

p,
∫ T
t
Zp
sdWs) converge vers (Yt, ξ,

∫ T
t
ZsdWs) dans

Z2, il reste à montrer que
∫ T
t
hp(s, Y p

s )ds converge vers
∫ T
t
h(s, Ys)ds. Procédant de même

que lors de la première étape, on a :

E

[
supt

∣∣∣∫ Tt (hp(s, Y p
s )− h(s, Ys)) ds

∣∣∣2] ≤ 2TE
[∫ T
0
|hp(s, Y p

s )− h(s, Y p
s )|2 ds

]
+2TE

[∫ T
0
|h(s, Y p

s )− h(s, Ys)|2 ds
]
,

38



Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques rértogrades monotone

le premier terme est majoré par :

E

[∫ T

0

|hp(s, Y p
s )− h(s, Y p

s )|2 ds
]

= E

[∫ T

0

∣∣h(s, Y p
s )1ht≤p − h(s, Y p

s )1{ht≤p∪ht>p}
∣∣2 ds]

= E

[∫ T

0

1ht>p |h(t, Y p
s )|2 dt

]
≤ T (1 + C

√
2peT�2)2E

[∫ T

0

1ht>ph
2
tdt

]
,

qui tend vers 0.

Le second terme tend vers 0, car h (s, Y p
s ) → h (s, Ys) . De plus (|h (s, Y p

s )|2)p≥1 est uni-

formément intégrable puisque |h (s, Y p
s )|2 ≤ 2(h2t + C2 |Y p

t |
2). Alors d’après le théorème

(1.6.1) h (s, Y p
s )→ h (s, Ys) dans L2.

Donc en passant à la limite terme à terme dans L2 dans l’EDSR dirigée par (ξp, hp),

Yt = ξ +

∫ T

t

h(s, Ys)ds−
∫ T

t

ZsdWs, ∀t ∈ [0, T ] .

Théor me 3.1.1 Sous (Hy), l’EDSR (3.1) possède une unique solution telle que Z ∈M2.

Preuve. Nous utilisons dans ce démonstration un argument de point fixe.

L’unicité est évidente, il suffi t en effet d’appliquer le corollaire (3.1.1). Pour l’existence nous

utilisons un argument de point fixe basé sur la proposition précédent. Pour (u, v) élément

de B2, notons (Y, Z) = Ψ (U, V ) la solution de l’EDSR de la proposition précédente. Ψ est

une application du Banach B2 dans lui même. Si (Y ′, Z ′) = Ψ (U ′, V ′) , les estimations à
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priori donnent, si α = 2µ,

E

[
sup
0≤t≤T

|δYt|2 +

∫ T

0

‖δZt‖2 dt
]
≤ CuE

[(∫ T

0

eαt�2 |f(t, Yt, Vt)− f (t, Yt, V
′
t )| dt

)2]

≤ CuE

[(∫ T

0

sup
0≤t≤T

eαt�2 |f(t, Yt, Vt)− f (t, Yt, V
′
t )| dt

)2]

≤ Cue
|α|TE

[(∫ T

0

|f(t, Yt, Vt)− f (t, Yt, V
′
t )| dt

)2]
,

où δ a sa signification habituelle. Comme f est lipschitz en V l’inégalité devient :

E

[
sup
0≤t≤T

|δYt|2 +

∫ T

0

‖δZt‖2 dt
]
≤ Cue

|α|TE

[(∫ T

0

K ‖δVt‖ dt
)2]

.

L’inégalité de Hölder (1.5.2) fornit alors :

E

[
sup
0≤t≤T

|δYt|2 +

∫ T

0

‖δZt‖2 dt
]
≤ Cue

|α|TK2TE

[(∫ T

0

‖δVt‖ dt
)2]

,

cette dernière inégalité montre que Ψ est une contraction stricte si T suffi samment petit

et fournit donc le résultat sous cette restriction. Dans le cas général, il suffi t de subdiviser,

l’intervalle de temps [0, T ] en un nombre fini d’intervalles de longueur convenable : on

résout d’abord sur [T − η, T ] . puis sur [T − 2η, T − η] .
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Conclusion

Le but principal de ce mémoire est étude l’existence de solution pour des EDSRs mo-

notones. Ce travail est divisé en trois chapitre.

Dans le premier chapitre, on a donné généralités sur le calcul stochastique. Dans la

deuxième on étudie les EDSR et donner le résultat d’existence et d’unicité établis par

E.Pardoux et S.Peng dans le cas lipschitz. Dans le dernier chapitre on a remplacé la

condition de lipschitz en y par une condition qu’on l’a appelé la condition de monotonie

ou obtenons les EDSRs dans le cas monotone. La démonstration de se résultat est basé

sur un argument de point fixe.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous :

(Ω,F , P ) : Espace de probabilité.

(Ω,F , (Ft)t≥0, P ) : Espace de probabilité filtré.

Rk : Espace réel euclidien de dimension k.

Rk×d : Ensemble des matrice réelles k × d.

E [X] : L’espérance de la variable aléatoire X par rapport à une probabilité P .

E [X\B] : L’espérance conditionnelle de X sachant B.

z∗ : Désigne la transposée du vecteur z.

trace(zz∗) : Désigne la trace la matrice carrée (zz∗).

P − p.s : Est la notation presque sûrement pour la mesure de probabilité P .

sup : Désigne la superieur.

EDSRs : Les équation différentielle stochastique rétrograde.

Wt : Le mouvement brownien.

∇g : Le gradient de la fonction g.∫
: Sumbole d’intégration.

‖.‖ : Désigne la norme.

|.| : Désigne la valeur absolu.
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ex : Désigne la fonction exponentielle.

〈., .〉 : Désigne le produit scalaire dans un espace de hilbert.

1A : L’indicatrice de A.∑
: Désigne la somme.

C∞ : L’ensemble des fonctions continues jusqu’à ∞.

x ∼ y : x est équivalente à y.

L2 : L’espace des fonctions de carré intégrable.

x ∧ y : min(x, y).

x ∨ y : max(x, y).
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