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Introduction

. It6 a inventé son fameux calcul stochastique sur le mouvement Brownien dans les
Kannées 40. Dans la méme période, J.L. Doob a developpé une théorie des martin-
gales et les processus stochastiques associé & une famille croissante de o-algébres d’évenements
(F1), ou F; désigné 'information disponible jusqu’au temps ¢. Dans les années 60 et 70 "1’école
de strasbourg", a sa téte P.A. Meyer, a développé une théorie moderne des martingales, la
théorie générale des processus stochastiques et le calcul stochastique sur les semi-martingales.
Il s’aveére aprés que les semi-martingales constituent une large classe d’intégrateurs adaptés
et continus & droite par rapport a lesquelles les intégrales stochastiques d’intégrands simples
prévisibles satisfont le théoréme de la convergence dominée en probabilité. Le calcul stochas-
tique sur les semi-martingales est devenu non seulemnt un outil important pour la théorie
moderne des probabilités et les processus stochastiques, mais aussi a de grandes applications
a plusieurs branches des mathématiques ( par exemple les équations aux dérivées partielles,
geométrie différentielle, controle stochastique), Physique, mathématique financiére et dans
d’autres domaines dans lesquels les structures dynamiques aléatoires sont impliquées.

Ce mémoire donne une vue d’ensemble concise et détaillée sur la théorie des semi-
martingales et le calcul stochastique. Dans le chapitre 1, on présente les principaux résultats
sur la théorie des processus stochastiques et la théorie des martingales. dans le chapitre 2,
on introduit la théorie des semi-martingales et 'intégrale stochastique pour les martingales
locales et les semi-martingales, pour des intégrands des processus prévisibles et croissants.
On présente la formule d’Ito, la formule de Tanaka et des résultats généraux sur l’existence
et I'unicité des solutions pour une équation différentielle stochastqiue dirigée par une semi-

martingale.



Chapitre 1
Généralités

e but de ce chapitre est d’exposer les notions de base qu’on va utiliser dans la suite de

Lce mémoire. On décrit d’abord les processus stochastiques, en donnant les définitions

et les propriétés élémentaires. Ensuite, on présente des généralités sur les temps d’arrét .Puis,
on rapelle les notions essentielles en théorie des martingales. La fin du chapitre est consacrée

a l'introduction de la théorie des martingales locales.

1.1 Rappels :Processus stochastiques

1.1.1 Base Stochastique

Définition 1.1 (Processus Stochastique) Un processus stochastique est une famille
de variables aléatoires (X),cp, indexée par 'ensemble T des temps, définie sur un espace de
probabilité (Q, F,P), appelé espace de base, et & valeurs dans un espace mesurable (E,E),
appelé espace d’états.

Un processus dépend de deux paramétres :X; (w) dépend de t (en général le temps),et de

laléatoire w € €.

- Pourt € T fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire sur ’espace de probabilité
(Q,F,P).

- Pourw € () fixé, t € T — X, (w) est une application & valeurs dans E ,appelée trajectoire
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du processus.
Dans ce qui suit, on prendra tantot T =[0,7],7 >0 ou T = R,.

Définition 1.2 (Egalités des processus)

e On dira que Y est une version (ou une modification) du processus X si pour toutt € T,
P(X,=Y;) =1.

e Deuz processus X etY sont dit indistinguables s’il existe N négligeable tel que pour w ¢
N, on a X; (w) =Y; (w) pour toutt € T, de fagon un peu abusive (car {X; =Y; , Vt € T}

n'est pas nécessairement un évenement), on écrit : P (X, =Y;, vt € T) = 1.

Définition 1.3 Supposons T muni d’une tribu 3. Le processus (X;),.p est dit mesurable

st Uapplication (t,w) — X; (w) est mesurable sur T x Q muni de la tribu produit S @ F.

Définition 1.4

— Un processus (X;),cp est un processus a trajectoires continues (ou simplement pro-
cessus continu) si P({w € Q:t — X, (w) est continue}) = 1.

— Un processus est dit cadlag si ses trajectoires sont continues a droites, pourvues de limites
a gauche.

— Un processus est dit caglad si ses trajectoires sont continues a gauche, pourvues de limites

a droite.

Définition 1.5 (Filtration) Une filtration F = (F,),.; d’un espace de probabilité (2, F,P)

est une famille croissante (au sens de l'inclusion) de sous-tribu de F, c’est-a-dire :

FsCF, CF pours<t et s,t €T.

Le quadruplet (Q, F, (F;),cr, P) est appelé un espace de probabilité filtré (ou simplement

teT

espace filtré) ou base stochastique.

Définition 1.6 Soit (2, F,P) un espace probabilisé muni d’une filtration (F;),cp. On dit que

la filtration satisfait aux conditions habituelles si elle est :

3
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1. Compléte : une filtration est compléte si l’espace est complet, et si tous les ensembles

P-négligeables appartiennent a F .

2. Continue a droite : (F;),op est dite continue a droite si Fy = Fiy ot Fyy = ﬂ}"s )
s>t

Remarque 1.1 Une filtration quelconque (F?) peut toujours étre complétée :on compléte
l’espace, et on adjoint & chaque tribu tous les ensembles négligeables. Si l’on fait cette opéra-
tion sur la famille rendue continue & droite Gy = Fy,, on obtient une famille (F;) qui satisfait

auzx conditions habituelles, et qui est appelée 'augmentation habituelle de la famille (F}).

Définition 1.7 On dit qu’un processus (X;),.r est adapté a la filtration F = (F;),er (ou

F-adapté) si X, est Fy-mesurable pour tout t € T.

Remarque 1.2 Un choiz minimal de la filtration pour que le processus (X;),.p soit adapté

est sa filtration naturelle qui est donnée par (]:tX) ou F¥ =0 (X5 <t)

teT

Définition 1.8 Un processus (X;),.p est progressivement mesurable ou progressif par
rapport a une filtration (F),cr st pour tout t € T, Uapplication (s,w) — X, (w) de [0,t] x £

dans (E,E) est mesurable par rapport & la tribu B([0,t]) @ F; .
Remarque 1.3 Un processus progressif est adapté et mesurable.

Proposition 1.1 Un processus adapté et dont les trajectoires sont continues & droite (a

gauche) est progressif.

Définition 1.9 1. On appelle tribu prévisible la tribu P sur R, x ) engendrée par les

processus Fi-adaptés dont les trajectoires sont continues a gauche .

2. Un processus (Xy),op est dit prévisible si la fonction (t,w) — X; (w) sur Ry x 2 est

mesurable pour la tribu prévisible P.

Définition 1.10 Un processus stochastique adapté X = (Xy),.p est dit croissant si Xo = 0

et t — X, est une fonction croissante pour tout t € T.
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1.1.2 Exemple de processus stochastique

Un exemple basique et trés connu de processus stochastique est le mouvement Brownien

Définition 1.11 Sur un espace probabilisé (2, F,P), un mouvement Brownien (standard)

B= (Bt)t@r est un processus stochastique continu qui vérifie :

2. Vs < t, B, — By est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

3.VYn, Vt;, 0 < tg < t; < --- < t,, les variables (Btn — B, ..., By — BtO,BtO) sont

ndépendantes .

1.1.3 Processus a variation finie

Commencons d’abord par définir les fonctions & variation finie

Définition 1.12 Soit A une fonction définie sur R, a valeurs dans R, continue o droite
avec limite & gauche. Une partition A, de Uintervalle [0,t] est une suite de points (t;),_,

=0,...,n

tels que tg =0 < t; <ty <---<t, =t. Pour toutt > 0, on définit

V(A), = sEp Z | Aty — A

t t; €A

La fonction t — V(A); s’appelle la variation (totale) de A.

La fonction A est a variation finie si pour tout t € Ry , V(A),; est finie.

Exemple 1.1 Les fonctions monotones, lipschitiziennes ou de classe C' sont & variation

finie.

Définition 1.13 (processus & variation finie) Un processus adapté (X;),. est a varia-
tion finie si P-presque toutes les trajectoires t — X, (w) sont & variation finie au sens de

la définition précédente.

Remarque 1.4 Soit X = (X;),.q un processus continu, adapté. X est un processus a varia-

tion finie si et seulement s’il exviste X} et X? deuz processus croissants tels que X = X} — X?.



Chapitre 1. Généralités

1.1.4 Variation quadratique d’un processus stochastique

Définition 1.14 Soit (Ay),~q = (6)4o,. gy une suite de subdivision de [0,1], vérifiant
|A - 00w [Ay| = sup [tF —t ], et soit X = (X;),cp un processus continu.

1=0,...,k(n)

Posons
k(n)

QO () =3 (X X ) (11)

i=1

On dit que le processus X admet une variation quadratique finie sur [0,t], si : liI_~I_l Q™ (X)
existe en probabilité.

Dans ce cas, on note par :

<X>t = <X7X>t = lim QtAn (X)

n—-+o0o

Le processus ((X, X),),.r s’appelle la variation quadratique de X.

teT

Remarque 1.5 La variation quadratique d’un processus continu & variation finie est nulle.

Exemple 1.2 Soit X = (Xt)t€R+ un mouvement Brownien réel, alors X admet une variation
quadratique et P—p.s :

1.2 Temps d’arrét

Définition 1.15 (temps d’arrét) Soit F = (F;),.p une filtration .

Un F-temps d’arrét T est une variable aléatoire sur Q@ & valeurs dans Ry U {+o0} telle que :
VteT, {r<tleF

Définition 1.16 Soit 7 un (F),.p-temps d’arrét

On appelle tribu des évenements antérieurs a 7, et on note F,, la tribu définie par :

F,={AecF, An{r <t} eF, vteT} ou foo:a<U.7:t>
teT

6
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Définition 1.17 1. Si 7 est un temps d’arrét et (X;),.p est un processus a trajectoires

continues, on note X™ le processus arrété défini par X] = X, pour tout t > 0.

2. On appelle filtration arrété la filtration (Fipr),cp-

1.3 Martingales

La notion des martingales joue un role centrale dans la théorie des processus stochas-
tiques, en particulier dans le calcul stochastique. Nous nous contentons ici d’une présentation

trés partielle limitée aux aspects utiles & ce memoire.

1.3.1 Rappels :Espérance Conditionnelle

Contexte : (2, F,P) un espace de probabilité. XY, Z des vecteurs aléatoires intégrables de
Q—R"

Définition 1.18 Etant donné H une sous-tribu de F .On définit B (X |H) l’espérance condi-

tionnelle de X sachant H comme l'unique vecteur aléatoire de 2 — R™ vérifiant :

1. BE(X |H) est H-mesurable .

2. [\E(X|H)dP= [, XdP YA c H. (<=2. [,ZE(X|H)dP=[,Z.X dP ¥Z H-

mesurable).

Remarque 1.6 — Si X est de carré intégrable, alors B (X |H) représente la meilleure ap-
proximation de X au sens des moindres carrés par une variable.aléatoire de carré integrable
H-mesurable. En particulier, on a |E (X |H)|| 2 < | X]| 2

- SiH=0(Y), alors on note B (X |Y') au lieu de E (X |H)

— 11 existe ¢ une application mesurable telle que B(X |Y) = ¢ (Y), et on note
EXY =y)=¢({)

- P(AH) =B (l4[H)
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Propriétés

a) Linéarité : a,b deux constantes E (aX +0Y |H) = aE (X |H) + bE (Y |H)
b) Croissance : si X <Y, alors BE(X |H) <E(Y |H)

c) B(B(X|H))=E(X)

d) SiY est H-mesurable, alors E(Y.X |H) =Y.E (X |H)

e) Si X est indépendant de H, alors E (X |H) = E(X)

f) Si G et 'H sont deux tribus telles que H C G, alors :

E(X|H)=EEXI[)[H)=EEXIH)IF)

1.3.2 Martingales a temps continu

Soit (€, F, (F¢),er,P) un espace filtré.

Définition 1.19 Un processus (X¢),cp adapté par rapport une filtration (F;),.p et tel que
pour tout t > 0, Xy € L' est appelé :
— une martingale si :

Vs <t, B(X,|F) =X,

— une sur-martingale si :

Vs <t, B(X;|F) <X,

— une sous-martingale si :

Vs <t, B(X;|F)> X,

Exemple 1.3 Soient (B;),s, un mouvement Brownien standard et (ftB) sa filtration na-

>0

turelle.
1. (By)sq est une (FF)-martingale.
2. (B} — )5 est une (FP)-martingale.

3. Pour tout a # 0 , (exp <oth — %2t>) est une martingale.
£>0
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Définition 1.20 - Une martingale (Mt)t20 est dite uniformément intégrable si :

lim sup E [| M| 1ja)5n] = 0.

n—oo ¢

— Une martingale (Mt>t20 est dite fermée par une v.a My € L*, si pour tout t > 0,
My = E [M | F1] .

— Une martingale (M;), est de carré intégrable si pour tout t > 0,
E (|M]?) < +o0.

Théoréme 1.1 Soit M une martingale continue a droite. 1l y a équivalence entre les pro-

priétés sutvantes :

1. M est une martingale fermée.
2. M est uniformément intégrable.

3. Il existe M, € L' telle que tli+m M, = My, p.s et dans L'.

On a alors que Mo, ferme M (i.e : p.s My = E (M |F)).

Théoréme 1.2 (convergence des martingales)
i) Soit M = (M)~ une surmartingale cad-lag borné dans L' (en particulier si elle est
positive). Alors M, converge p.s quand t — +oo vers une limite intégrable.

it) Soit M = (M,),~, une martingale cad-lag bornée dans LP(i.e. sup E (|MT|P> < 00).
= >0
Alors M converge p.s quand t — 400 vers une limite LP-intégrable, et converge aussi

dans LP.

Théoréme 1.3 (Théoréme d’arrét) Soit (M;),., une martingale continue a droite par

rapport & une filtration (F),,-

1. Pour tout temps d’arrét borné 7, la variable.aléatoire M, est intégrable et F.-mesurable.
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2. Si o et T sont deux temps d’arrét bornés, et si o < T, alors :

M, =E (M, |F,).

Théoréme 1.4 (Inégalité de Doob) Soit M = (M;),.; une sousmartingale positive (ou

une martingale),cadlag. Alors pour tout temps d’arrét T, on a :

E M,
P [ sup | M| > )\} < M| , VA > 0. (1.2)

0<t<r A
p p p
g [sup |Mt|] < (—) BIMJ] , vp> 1.
o<t<r p— 1

Remarque 1.7 L’%inégalité et les théorémes de convergence des martingales impliquent

que si (M), est une martingale cadlag uniformément intégrable, alors

sup | M| < 400 p.s.
teT

Théoréme 1.5 Une martingale continue et bornée M = (M), admet une variation qua-
dratique finie (M, M).
De plus, ((M, M),)i>o est l'unique processus croissant, continu, nul en 0 tel que MZ— (M, M),

soit une martingale.

Proposition 1.2 Soit (Mt)tzo une martingale continue, et soit T un temps d’arrét. Alors,

le processus arrété M™ = (Mp),», est une martingale (martingale arrétée). Et de plus,

(MT, M) = (M, M)

10



Chapitre 1. Généralités

1.4 Martingales locales

Les conditions d’intégrabilité pour les martingales peuvent étre assez restrectives. Afin
de se donner un peu plus de liberté, on introduit, en utilisant le concept de localisation, une
nouvelle notion voisine moins restrictive.

On se place dans un espace filtré (Q, F, (]:t)tzo ,IP’) qui vérifie les conditions habituelles.

Rappelons qu'un processus (X;),.r est dit uniformément intégrable si :

A= >0

lim Sup/ | X¢| dP =0
{|X¢t|>a}

En théorie des processus, le concept de localisation est trés utile. On dit qu'une propriété
d’un processus X est tenue localement (i.e X est localement “truc”), s’il existe une suite
croissante de temps d’arrét 7,,, appelée suite localisante (réduit ou localise), telle que

T, T 00 et pour tout n, le processus arrété X ™ posséde cette propriété(i.e. X™ est “truc”).

Définition 1.21 (Martingale locale) On dit qu’un processus adapté & trajectoires conti-
nues M = (My),5 avec My = 0 p.s est une martingale locale (continue) s’il existe une suite

croissante de temps d’arrét (1,,) telle que lim 7,, = 400 p.s et que M;™ soit une martingale
n

neN
uniformément intégrable pour tout n.
On dit alors que les temps d’arrét 1,, localisent ou réduisent M.

Plus généralement, lorsque My # 0, on dit que M est une martingale locale (continue) si

M; = My + Ny, ot le processus N est une martingale locale issue de 0

Remarque 1.8 Toute martingale continue est une martingale locale
En effet, prenons 7, = n. On a clairement 7, T 0o. A n fizé, (M), est bien une martingale

uniformément intégrable.

On sait que toute martingale continue est une martingale locale, mais la réciproque n’est pas
vraie : les martingales locales sont beaucoup plus générales que les martingales. Il est impor-
tant de savoir si une martingale locale est une martingale. Nous allons introduire quelques

résultats dans ce sens.

11
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Proposition 1.3

i) Une martingale locale positive M telle que My € L' est une surmartingale.

ii) Une martingale locale M bornée, ou plus généralement telle qu’il existe une variable Z €

L! telle que pour tout t > 0, |M;| < Z , est une martingale.
iii) Si M est une martingale locale avec My =0 , la suite de temps d’arrét
T, = inf {t > 0,|M;| = n} réduit M
Preuve.

i) Ecrivons M; = My + N, , et soit (7,) une suite de temps d’arrét qui réduit N. Alors, si
s < t, on a pour tout n,

NS/\Tn =F [Nt/\Tn |fs] .

En ajoutant des deux membres la variable M, on trouve :

MS/\Tn =k [Mt/\Tn |'7:5]

Puisque M est & valeurs positives, on peut faire tendre n vers oo et appliquer le lemme de

Fatou (pour les éspérances conditionnelles) qui donne :

Ms ZE[Mt‘fs]

Lorsque s = 0, on obtient E (M;) < E (M) < oo, et donc M; € L' pour tout ¢ > 0.
Alors, M est une surmartingale.

ii) Si M est bornée (ou plus généralement dominée par une variable intégrable), le méme

raisonnement que si-dessous donne pour s <t

Ms/\’rn =F [Mt/\’rn |fs]

Or par convergence dominée la suite M;,,. converge dans L' vers M;, et donc on peut passer

a la limite n — oo pour trouver M, = E [M, |F;] .

12
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iii) C’est une conséquence immeédiate de ii).

Théoréme 1.6 1. St X est un processus qui est localement une martingale de carré in-

tégrable. Alors, X est une martingale locale.

2. Soit X wun processus cadlag adapté et soit T, T oo p.s une suite de temps d’arrét. Si
pour chaque n le processus X™ 1. <oy est une martingale, alors X est une martingale

locale.

Propriétés
Voici une collection de propriétés élémentaires pour les martingales locales :

a) Dans la définition d’une martingale locale (issue de 0 ), on peut remplacer "martingale
uniformément integrable" par "martingale" (en effet, on peut ensuite remplacer 7, par

Tn AN ).
b) La somme de deux martingales locales est une martingale locale.

c) Si M est une martingale locale. Alors pour tout temps d’arrét o, M7 et M71,~0 sont

des martingales locales (M? martingale locale arrétée).

d) Si 7, réduit M et si 0, est une suite de temps d’arrét telle que o, T oo. Alors la suite

(Tn A 0,) réduit aussi M.
e) Si 7 réduit M, et si o est un temps d’arrét tel que o < 7. Alors o réduit M.
f) Si 7 et o réduisent M, il en est de méme pour 7V o.

g) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel, noté M, .

Le théoréme suivant sera trés utile dans la suite.

Théoréme 1.7 Soit M une martingale locale (continue) issue de 0. Alors, si M est a va-

riation finie, M est indistinguable de 0.

13
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Théoréme 1.8 (Convergence des martingales locales) Si (M;) est une martingale lo-

cale sur [0,T] et si :

E ( sup \Mt|) < 00

0<s<T

Alors, avec probabilité 1, My = limyr M, et E(My) = E (Mr)

1.4.1 Variation et covariation quadratique d’une martingale locale

Théoréme 1.9 Soit M une martingale locale continue. On définit sa variation quadratique
(M) comme l'unique processus croissant, prévisible, continu, nul en 0 tel que (M? — (M),)
soit une martingale locale continue.

De plus,

sup | Q5 (M) — (M),] P.0 lorsque n — +o00

s<t

ot Q2 (M) est définie par[1.1]

Preuve. Soit (7,,), une suite de temps d’arrét telle que 7,, T +00 p.s et telle que M™soit

n

bornée. D’aprés le téoréme , pour tout n, il existe un processus A" = (M™, M™) tel que

(M?)™ — A™ soit une martingale uniformément intégrable.
((M2)Tn+1 i An—i—l)Tn — (MQ)Tn . (An+1>7'n

Donc (par unicité),

(AnJrl)Tn — A

On peut construire un processus noté (M, M) croissant, continu , nul en 0 tel que (M, M)™ =

A", Par cette construction, M? — (M, M) est une martingale locale puisque
(M2 o <M, M>)T" — (MQ)Tn . An

est une martingale uniformément intégrable.
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Soit ¢ fixé. Soit € > 0 et o un temps d’arrét tel que M7 est bornée et P (o <t) < §. Sur

Vintervalle [0, 0], Q* (M) et (M, M) coincide avec Q* (M?) et (M?, M?) donc :
P (Sup QS (M) — (M, M),| > g) <0+P (sup QS (M) — (M7, M°) | > 5)
s<t s<t

et le dernier terme tend vers 0 lorsque le pas de A tend vers 0. m

Définition 1.22 Soient X et Y deux martingales locales. On définit leur covariation qua-

dratique , notée (X,Y), par :

<X7 Y>t = ((X + Y>t - <X - Y>t)

| =

Corollaire 1.1 Soient M et N deux martingales locales continues. Leur covariation quadra-
tique (M, Ny est l’'unique processus continu, & variation finie et nul en 0 tel que M.N — (M, N)
soit une martingale locale continue.

De plus, pour tout t et pour toute suite de subdivisions (A,), de [0,t] telle que |A,| — 0,

sup |Q5" (M,N)—<M,N>S) 2.0 lorsque n — 400

s<t

ou :

QX (M, N) = 3 (M;, = 2 ) (N, = )

t, €Ay

Preuve. 1l suffit de remarquer que :

G2 (M, N) = § (G2 (O + ) = Q2 (M = )

et d’utiliser le Théoréme n

Remarque 1.9

(1) L’application (M,N) — (M, N) est bilinéaire, symétrique et positive. Elle est aussi
dégénérée au sens o :

(M, M)=0<= M =M, p.s
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(2) Soient M et N deus martingales locales continues.
MN est une martingale locale <= (M, N) = 0.

(38) Soient M et N deus martingales locales et T un temps d’arrét. Alors,
<MT>NT>t = <MT7N>t = <M7NT>t = <M7N>:

D’aprés cette proprieté, on trouve que M™ (N — NT) est une martingale locale.

Notation 1 On notera

On note aussi T le bord & droite de T.

Théoréme 1.10 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy) Pour tout p > 0, il eziste

des constantes positives c, et C,, telles que pour toute martingale locale continue M = (M),

et tout temps d’arrét T & valeurs dans T, on ait :

T T
0<t<r

F [(M)p/ﬂ <FE {sup |Mt|]p <C,E [<M>p/2] '

Le résultat suivant est une conséquence des inégalités de Doob (Théoréme et Burkholder-
Davis-Gundy (Téoréme [1.10] )

Proposition 1.4 Soit M = (M,),. une martingale locale continue. Alors, il y a équivalence

entre :

1. M est une martingale de carré intégrable.

2. E[(M,M),] < +oo pour toutt € T.

Dans ce cas, M7 — (M, M), est une martingale continue et si My =0, on a :
E[M}|=E[M,M),] , VteT

De plus, on a équivalence entre :
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1. M est une martingale bornée dans L.
2. E[(M,M)z] < 400
Et dans ce cas :
E [M7] = E[(M, M);]
ot My est la limite p.s de M quand t tend vers T

Proposition 1.5 (Inégalité de Kunita-Watanabe) Soient M et N deuz martingales lo-

cales et H et K deux processus mesurables. Alors :

[T < ([ d<M>S)1/2 ([ w2 d<N>s)1/2

Preuve. Notons (M, N). = (M, N), — (M, N)_ pour s < t. On commence par remarquer

que p.s pour tous s < t rationnels (donc aussi par continuité pour tous s <t ) on a

(M, NY!| < /0,004, VY

En effet, cela découle immédiatement des approximations de (M, M) et (M, N) données dans
le théoréme et le corollaire [I.1| respectivement, ainsi que de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour une subdivision s =ty <t <--- <1, =1,

p

3 e | < 30 iV

=t » /2 / 1/2
< (Z (M, M>§::_1) (Z (N, N>§i_1)
— (M, M)\ (N, N

[, -

[, < s/

et puisque

<M’ N>:Z,1

on en déduit que
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On généralise ensuite cette inégalité a tout borélien borné A de R,

AWMLMAS¢AdMLMn¢AMNﬂ%

Soit maintenant h = ). \;1a, et k =Y, 14, deux fonctions étagés positives. Alors,

h(u) k() |d (M, N), | = S A [ 1d (N, |
/ S
(s conan) (5 o)

_ ( / h () d (M, M>u) " ( / () d (M, M>u> v

On conclut en utilisant le fait que toute fonction mesurable positive est limite d’une suite

croissante de fonctions étagées. m
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Chapitre 2

Semi-martingales et Calcul

Stochastique

e chapitre traite I’objet principal de ce mémoire : le calcul stochastique pour les semi-
Cmartingales. Ces derniers constituent la classe générale de processus pour laquelle
on peut développer une théorie de 'intégration stochastique.
Aprés avoir présenté I'espace des semi-martingales et ses propriétés élémentaires, nous allons
étudier séparément les deux parties du calcul stochastique : calcul intégral et calcul diffé-
rentiel. Premiérement, nous définissons l'intégrale stochastique, d’abord, par rapport a une
semi-martingale continue, ensuite,trés briévement (a cause des difficultés techniques supplé-
mentaires), par rapport & une semi-martingale cadlag. Nous établissons ensuite la célebre
formule de It6. Deuxiement, on s’intéresse aux équations différentielles stochastiques par

rapport & une semi-martingale continue.

2.1 Semimartingales

Une semimartingale est un processus qui se décompose en une martingale locale (section

1.4), et un processus & variation finie. Ses propriétés en font un "bon" integrateur.
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2.1.1 Définitions et propriétés

Dans la suite, on se place dans une base stochastique (Q, F.F = (F)er ,]P’) telle que FF

satisfait les conditions habituelles.

Définition 2.1 Un processus cadlag adapté X = (X;) est une semimartingale s’il admet

une décomposition

Xt = XQ + Mt + At (21)

ol
— M est une martingale locale cadlag nulle en 0

— A est un processus adapté continu & droite, nul en 0,dont les trajectoires sont & variation

finie.

Définition 2.2 Une semimartingale X est dite spéciale s’il existe une décomposition |2.1

pour laquelle A est prévisible.

Remarque 2.1

1. Toute martingale locale, tout processus a variation finie est une semimartingale. Toute

surmartingale continue & droite est une semimartingale spéciale.

2. En générale, la décomposition [2.1 n’est pas unique.Cependant, il existe au plus une
décomposition pour laquelle A est prévisible, cette décomposition est appelée dé-

composition canonique de X.

3. La classe des semimartingale est notée S et celle des semimartingales spéciales est notée

S, 1ls sont des espaces vectoriels stables .

Exemple 2.1 o X; = B? ou (B;) est un mouvement Brownien, est une semimartingale.
En effet,
(Xy) peut s’écrire comme : Xy = M; + Ay, avec My = Bf — t une martingale et Ay =t
est un processus & variation finie.
e X; = N, avec (N;) est un processus de Poisson, est une semimartingale comme il est

variation finie.
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o X, =W, avec (W;) est un processus de Weiner (mouvement Brownien) est une semimar-
tingale, car il est une martingale avec des trajectoires continues si Wy est intégrable donc
une martingale locale continue.

o Plus généralement, tous processus de Lévy est une semimartingale.

e On peut obtenir une semimartingale en appliquant une C*—fonction sur une autre semi-

martingale.

Le théoreme suivant donne plusieurs caractérisations utiles des semimartingales spéciales

Théoréme 2.1 Soit X une semimartingale. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X est une semimartingale spéciale.
2. Pour toute décomposition X; = Xo+ M; + A;, A est a variation localement intégrable.

3. X admet une décomposition X; = Xog + M, + Ay ou A est a variation localement

intégrable.

4. Le processus croissant X* = sup | X;| est localement intégrable.
s<t

L’espace des semimartingales est stable pour une large variété des transformations :

» Pour le changement du temps :

Définition 2.3 (Changement de temps) Une famille de temps d’arrét T = (73),-,
est appelée un changement de temps (continu) si T est un processus (continu) croissant

a valeurs dans R .

Théoréme 2.2 Supposons que X est une semimartingale. Soit T = (1;) un changement

de temps et pour toutt > 0 , 1, < oo .Posons :

Alors Y = (Y;) est une semimartingale de G, .

» Pour la localisation :
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Théoréme 2.3 S et S, sont stable par localisation, i.e :

Sloc =S et <Sp)loc = SP

» Pour temps d’arrét :

Lemme 2.1 Si 7T est un temps d’arrét, et X € S. Alors, X" € S

» Pour changement de la mesure de probabilité :

Théoréme 2.4 Soit Q une loi de probabilité sur 2, absolument continue par rapport

a P. Alors, toute P—semimartingale est une Q—semimartingale.

» Pour changement de filtration :

Théoréme 2.5 Soit X une semimartingale pour la filtration F, et soit G une sous-
filtration de F tel que X soit G—adapté. Alors, X est une semimartingale pour G. En

particulier, X est une semimartingale par rapport o sa filtration naturelle.

Théoréeme 2.6

— 51 X est une semimartingale, et si f est une fonction convexe sur R .Alors, le processus
f o X est une semimartingale .

— Soit f une fonction a valeurs réelles sur R,.. Pour que le processus X; (w) = f (t) soit une
semimartingale, il est nécessaire et suffisant que f soit cadlag, a variation finie sur chaque

intervalle fini.

Définition 2.4 Une semimartingale continue est une semimartingale telle que dans la dé-
composition M et A sont continus. Une telle décomposition ou M et A sont continus,

est unique.
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2.1.2 Variation quadratique d’une semimartingale

Puisque le processus & variation finie a une variation quadratique nulle, on obtient :

Théoréme 2.7 Soit

Xt:XU+Mt+At,vt20

une semimartingale continue. Pour toutt > 0, s 0 = tff <t} < ... < t’,;‘(n) =t est une

subdivision de [0,t] de pas tendant vers 0, on a la convergence en probabilité :

k) ,
(X, X), = lim 3 (Xt? _ X%)

i=1

Nous écrivons donc :

(X, X)=(M,M).

Corollaire 2.1 Si X est une semimartingale continue & variation finie .Alors, (X,Y), =0

VY € 8.

2.2 Intégrales stochastiques

Dans cette section , on définit I'intégrale stochastique par rapport a une semimartingale.
La construction de cette derniére se fait en deux étapes : nous commengons par intégrer
par rapport a des martingales bornée dans L?. Ensuite, nous définissons 'intégrale par rap-
port & une martingale locale puis par rapport & une semimartingale. On s’intérésse & des

semimartingales & trajectoires continues ainsi que des semimartingales a trajectoire cadlag.

2.2.1 Cas continu

On considére dans un premier temps le cas o X est continue. Avec la décomposition
[2.1] 'intégrale par rapport a X est la somme de deux intégrales, I'une par rapport a la partie
a variation finie A, et 'autre par rapport a la partie martingale locale continue M. L’intégrale

par rapport a A est définie trajectoriellement comme une intégrale de Stieljes (voir|Annexe A)).
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Par contre, on ne peut pas définir I'intégrale par rapport a M de maniére trajectorielle comme
des intégrales de Stieljes. La notion d’intégrale stochastique par rapport & M est basée sur
I'existence d’une variation quadratique (M), qui permet de définir I'intégrale comme limite
des suites simples de type Riemann dans L2

Considérons un espace de probabilité filtré (€2, F, (Ft) 0 ,[P) muni d’une filtration (F;) £>0

satisfaisant les conditions habituelles.

Intégrale Stochastique par rapport & une martingale bornée dans L?

Notation 2

1. On note H? l’espace des martingales continues M bornées dans L? avec My = 0. H?
muni du produit scalaire (M, N) . = E((M,N)_) (la norme associée a ce produit est

donnée par : || M| ;. = E ((M, N)oo)l/2) est un espace de Hilbert.

2. Pour M € H?, on note L?> (M) l’espace des processus progressifs K tels que :
E U K2d (M, M}s] < +00
0

L% (M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (H, K)oy = E ()5S Ho K d (M, M)].

3. On note & la famille des processus élémentaires, c’est-a-dire les processus H définies

par :
p—1
HS (w> = ZH(Z) (w> 1]tiati+1] (8)
i=0
o, pour 1 =0,...,p, Hy sont Fy,-mesurables et bornées.

Notons que pour tout M € H? £ est dense dans L? (M)

On commence par définir H.M , ou H € £, par
p—1
(H.M), =Y Hgy (@) (Mypt,, — Mins,) (3)

1=0

Pour H € £, HM € H? si M € H>.
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Théoréme 2.8 (Existence de ’intégrale) Soit M € H?.

L’application H € € —H.M s’étend a une isométrie de L*> (M) dans H?. De plus

i) La martingale H.M est caractérisée par la relation :

(H.M,N)=H.(M,N), VN € H?

i1) SiT est un temps d’arrét, on a :
(lomH) .M = (HM)" = HMT” (2.2)
Remarque 2.2 En générale, on utilise la notation intégrale :
t
(H.M), = / H.dM,
0

Preuve. Si H € &, alors H.M est la somme des martingales M, = H (Mt/\tiﬂ — Mt/\ti)

telles que

(M, M7), =0 si i#j
et

<Mi7 Mj>t = H(QZ) (<M’ M>t/\ti+1 - <M7 M>t/\ti)

Par conséquent,
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et donc

| M|y = E

g% (402, 7)., = (M, M>tz.)]

=F {/UOOHSQMM,M)S}

2
= [ 12 an)

L’application H —— H.M est donc une isométrie de €& dans H?. Puisque £ est dense dans
L? (M) et H? est un espace de Hilbert, on peut prolonger de maniére unique cette application

en une isométrie de L? (M) dans H?.

i) Si He&ona (HMN)=3"1 (M N)et
<]Wi7 N>t = Hg <<M7 N>t/\ti+1 — (M, N>t/\ti)
On en déduit que :
(H.M, N), ZH (M, Ny, = (ML N, ) /HdMN)

Ce qui donne i) si H € £. D’aprés l'inégalité de Kunita-Watanabe, pour tout N € H?,

Papplication X — (X, N)_ est continue de H? dans L'.

Si H" € £ et H® — H dans L* (M), on a :

(HM,N)_ = lim (H".M,N)_ = lim (H".(M,N))_ = (H.(M,N))_

n—oo n—oo

ot les convergences ont lieu dans L' et la derniere égalité découle de I'inégalité de Kunita-

Watanabe :

d

En prenant N’ au lieu de N dans l'égalité (H.M,N)_ = (H.(M,N))_, on en déduit 7).

| = myaqu ),

} < BIM,N) P2 "~ Hllya
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ii) Si N € H2, ((HM)\N) = (HMN),p = (H.L.N)),p = (Hlgz. (M,N)),, ce
qui montre que (H.M )T vérifie la propriété caractéristique de l'intégrale (H 1[0,T]) M.
On obtient donc (H 1[07T]) M= (HM )T et d’une maniére analogue on trouve H. M7 =

(Hlpom) .M.

Proposition 2.1 (Associativité de I’intégrale stochastique) Si K € L*(M) et H €
L*(K.M), alors HK € L* (M) et

(HK).M = H.(K.M)

La martingale H.M est appelée intégrale stochastique de H par rapport a M et notée

/Hdes
0

Intégrale stochastique par rapport & une martingale locale

En utilisant la propriété [2.2/on étend maintenant la définition de H.M au cas ou M est

une martingale locale continue.

2

Soit M une martingale locale issue de 0. On note L;,.

(M) Pespace des processus progressifs
H tels que pour tout t > 0
t
/ HZd (M, M), < oo
0

Théoréme 2.9 (Existence de I’intégrale stochastique ) Soit M une martingale locale

issue de 0. Pour tout H € L} (M), il existe une unique martingale locale issue de 0, notée

H.M qui est caractérisée par
(HM,N)=H.(M,N), pour toute martingale locale N

Remarque 2.3
1. On note habituellement (H.M), = fot H,dM,.

27



Chapitre 2. Semi-martingales et Calcul Stochastique

2. La propriété 2.9 reste vérifiée.

3. La propriété de l’associativité de la Proposition |2.1) reste vraie sous des hypothéses

convenables.

Preuve. On peut construire une suite de temps d’arrét (7,,), T +oo tels que M™ € H?
et HT» € [? (MT”) Donc pour tout n, on peut définir l'intégrale stochastique X™ =

H™ M™ e H?. Si on arréte X1 en T,, on trouve :

(X(TL-i-l))Tn — (HTn+1 'MTnJrl)Tn
— HTn+1 1[0,Tn]-MTn+1

= Hlyg,-M™

On peut donc définir H.M en posant (H.M), = X" sur 0,7,,]. (H.M), est une martingale
locale continue car (H.M)™ = X™ ¢ H2
Puisque,

(H.M,N\™ = (H.(M,N))™

on a clairement :

(H.M,N) = H.(M,N)

Intégrale stochastique par rapport a une semimartingale continue

On achéve dans ce paragraphe la construction de l'intégrale stochastique en intégrant
finalement par rapport aux semimartingales continues.

On dit qu'un processus progressif H est localement borné si :
p.s. Vt>0, sup|Hs| < oo

s<t

Un processus adapté et continu est localement borné. De plus, si H est localement borné, on
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a pour tout processus & variation finie V'
t
pos. V>0, / |H,||dVi| < o0
0

De méme, pour toute martingale locale M, on a H € L2 (M) car

¢
/Hfd(M,M)SS sup (M, M), < +oo
0

s€[0,¢]

Définition 2.5 Soit X = Xq+ M +V une semimartingale continue, et soit H un processus

progressif localement borné. L’intégrale stochastique H.X est alors définie par :
HX=HM+HYV

On note traditionnellement
t
(H.X)t = / H,dX,
0

Des propriétés déja vues pour l'intégrale contre une martingale locale ou contre un processus

a variation finie, on déduit facilement :

Proposition 2.2

—_

. L’application (H, X) — H.X est bilinéaire.
2. H (K.X)=(HK).X, si H et K sont localement bornés.
3. Pour tout temps d’arrét T, (H.X)" = Hlpq.X = HXT.

4. Si H € &, alors :

p—1

(H.X), = Z H (Xti+1/\t - Xti/\t) :

i=0
5. Soit X une semimartingale continue et soit H un processus adapté continu. Alors, si
(A,), = (t7) est une suite de subdivisions de [0,t] telle que |A,| — 0, on a au sens de

la convergence en probabilité :

t
lim > Hy (X, — X ) = / H.dX, .

treA,
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2.2.2 Cas non continu

On s’intérésse maintenant & des semimartingales cadlag. On intégre alors des processus
prévisibles. Dans ce cas, la décompostion de la semimartingale en une martingale locale et un
processus a variation finie n’est plus unique (on peut jouer sur les sauts), & moins d’imposer

par exemple que le processus a variation finie soit prévisible (il suffit de fixer les sauts).

Remarque 2.4 On a besoin d’introduire deux crochets [M, M|, et (M, M), (qui est la projec-
tion prévisible de [M, M],). Chacun de ces crochets hérite une des propriétés fondamentales
présentées dans le théoréme :

- [M,M], = lim Z (Mti+1 — .Mti)2 est la variation quadratique de M.

|A|—o0
t;€EA

~ (M, M), est l'unique processus prévisible tel que M?* — (M, M) soit une martingale locale.

Intégrale stochastique par rapport & une martingale

Pour un processus prévisible simple (ou élémentaire) défini par :

n—1
Hy, = Holo+ Y Hilfr, z) (1),
i=0
ou0=71<m <--- <7, <7 sont des temps d’arrét, et H; est F, -mesurable pour chaque

1, U'intégrale stochastique est définie comme la somme :

T n—1
/ HydM, = H; (M., — M)
0 i=0

Si M est une martingale locallement de carré intégrable, et par la théorie de L? (espace de
Hilbert), on peut donc étendre I'intégrale stochastique a la classe des processus prévisibles
H tel que :
- 1/2
( / HXd (M, M) t) soit locallement intégrable (2.3)
0

Si M est une martingale locale continue, 'intégrale stochastique est donc définie pour une
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classe plus large des processus prévisibles H satisfaisants :

/Hfd(M>t<oo p.s
0

Propriétés de ’intégrale stochastique par rapport & une martingale
1. Si M est une martingale locale, I'intégrale fg H,dM, est une martingale locale.

2. Si M est une martingale de carré intégrable et H satisfait :

E(/OtchHM)S) < 00

Alors, f(f Hy,dM;, est une martingale de carré intégrable d’éspérance 0 et de variance :

E</OtHSdMS)2:E (/OtchHM)S).

3. Si la martingale locale M est a variation finie, alors I'intégrale stochastique est indis-
tinguable de 'intégrale de Stieljes.
Intégrale stochastique par rapport & une semimartingale

Soit X = Xy + M, + A; une semimartingale.

Soit H un processus prévisible tel que la condition [2.3] et

t
/ HL| dVy (5) < oo
0

o V4 (s) est la variation de A .

Alors, l'intégrale stochastique est définie comme la somme des intégrales :

t t t
/ H,dX, :/ HydM;, +/ H,dA,
0 0 0

Comme la décomposition de X n’est pas unique, il faut qu’on vérifie que cette intégrale ne

dépend pas de la décomposition utilisée.

31



Chapitre 2. Semi-martingales et Calcul Stochastique

En effet,
Si Xy = Xo+ M/ + A; est une autre décomposition de X, alors (M — M'), = — (A — A'),.
Donc, M — M’ est une martingale locale & variation finie. Mais pour des telles martingales,

les intégrales stochastiques et les intégrales de Stieljes sont les mémes, et par conséquence :

t t t t t
/ H.dM; +/ HydA; —/ H,dM] —|—/ H,dA, —/ H.dX, .
0 0 0 0 0

Puisque l'intégrale par rapport a une martingale locale est une martingale locale , et
I'intégrale par rapport a un processus a variation finie est un processus a variation finie

Alors , I'intégrale stochastique par rapport & une semimartingale est une semimartingale.

Propriétés de I’intégrale stochastique par rapport 4 une semimartigale
Soit X une semimartingale et H un processus prévisible tels que I'intégrale stochastique existe
pour 0 <t < T, on note :

t
(H.X),: = / H,dX,
0

L’intégrale stochastique H.X a les propriétés suivantes :

1. A(H.X), = HAX, (En particulier, I'intégrale stochastique par rapport & une semi-

martingale continue est continue).

2. Si 7 est une temps d’arrét, alors on définit 'intégrale arrétée comme l'intégrale par

rapport la semimartingale arrétée

tAT t t
| Hax. = [ Hieix. = [ Hax.,
0 0 0

3. Si X est a variation finie, alors H.X est indistinguable de I'intégrale de Stieljes définie

trajectoriellement.

4. Si Y, = (H.X), est une semimartingale, et K est un processus prévisible tel que

(K.Y), = [, K.dY, soit définie. Alors,

KY =K (HX)=(KH).X
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c’est-a-dire :
t t
/KSdYS:/ K. H,dX,
0 0

2.2.3 Variation quadratique de l’intégrale stochastique

Voila quelques propriétés de la covariation de l'intégrale stochastique :

. . t
V HSdXS,/ stys} :/ H,K,d[X,Y],
0 0 t 0

En particulier, sa variation quadratique est donnée par :

. . t
{ / H,dX,, / HSdXS} = / H?d[X, X],
0 0 t 0
. . . t
[/ HSdXS,Y} = U HSdXS,/ 1dY;} :/ Hd[X,Y],
0 t 0 0 t 0

2.2.4 Formule d’Ito6

et

A la base du calcul stochastique se trouve la formule fondamentale de changement de
variables, aussi connu par "la formule de It6", qui est sans doute 'outil le plus puissant
de la théorie du calcul stochastique.

La formule d’It6 montre qu'une fonction de classe C? de d—semimartingales continues est
encore une semimartingale continue, et elle exprime explicitement la décomposition de cette

semimartingale.

Théoréme 2.10

(1) Cas unidimensionnel : Soient X une semimartingale continue, et F' : R — R une fonction

de classe C?. Alors, F (X) est une semimartingale et :

PO =F )+ [ PO ) [ e,
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(i1) Cas multidimensionnel : Soient X = (X Lx2....X d) une semimartingale continue @

valeurs dans RY (i.e : pour chaque i = 1,...,d , X* est une semimartingale continue), et

F :R?Y — R une fonction de classe C?. Alors, F(X) est une semimartingale et :

7 ? J
F(X,) = F (Xo) +Z/ 5o, (Ko dXi+ Z/ axl(%] X,)d (X', X7,

Preuve.

(i) Considérons une suite {0 =#f <--- <" = t}n>0 de subdivisions emboitées de [0, t] de
pas tendant vers 0. Alors en télescopant la somme, on a :
pn—1

F(X;)=F(Xp) + Z (F (th+1> - F (Xt?)>

La formule de Taylor (Lagrange) a l'ordre 2 sur l'intervalle (non ordonné) <Xt;?,th+1>

donne pour chaque w €  :

. 2
F(Xa,) = F (X)) = F'(Xg,, ) (X, - X ) + 22 > (X, = X

ou

inf P (X +0 (X, = X)) < fus < sup F” (Xgp +0 (X, — X))

<[0,1] 9<€[0,1]

D’aprés la propriété 5. de la Proposition avec Hy = F' (X;), on a au sens de la conver-

gence en probabilité :
pn,_l t
lim 7 F (X, ) (X, — Xip) = / F'(X,)dX,
Pour compléter la preuve, il suffit de montrer la convergence en probabilité :

Pn—1

i 3 o (Yo, = ) = [ a0 )

0
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Commengons par observer que pour m < n,

Pn -1 Pm -1

Z Jni <Xt?+1 - th>2 - Z Jmj Z <Xt?+1 - Xt?>2
i=0 i=0

{itm<tp<tm

Ppn—1 9
< T (Z (X, — X )
=0

avec

Zm,n = sup sup |fn,z - fm,j|

0<j<pm—1 \ {;
<J=pm {itm<tn<en, }

la continuité de F” assure que Z,,, — 0 p.s quand m,n — oo.

D’aprés le Théoréme 2.7] on a :
2 p
Z <Xt?+1 - Xt?) — (X, X),
Et donc pour € > 0 donné, on peut choisir m assez grand tel que pour tout n > m

P

pn—1 2
Zm,n <Z <Xt?+1 - Xt?) ) 2 6] S €
=0

Ensuite, pour cette valeur fixée de m, le Théoréme [2.7] montre aussi que :

pm—1 pm—1

2 2
nh—{go Z fm»j Z (Xt?+l o Xt?) - Z fm’j <<X’ X>t§11 B <X’ X>t;n>
=0 =0

{i,t;" <tp<tm

= [ hn)atx.x),

ot hpy (8) = frmj sit] < s <t il est clair que hy, (s) — F7 (X;) p.s quand m — oo,
Donc, quitte & prendre m encore plus grand, on peut supposer que :

pn_l

>l ()4 (XX), ~ [ (X)),

p[‘ 0

26] <e
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Finalement, en combinant ce qui précéde on voit que pour n > m assez grand,

2

Ce qui termine la preuve de [f]

pn—1

> s (X~ %) = [ 7 00,0,

0

> 36] < 3¢

(17) Pour d quelconque, la formule de Taylor (toujours a 'ordre 2) donne :

F (th,_q, L Xd ) _F (thn,...,Xﬁ,)
i+1 (3 7
" OF Lf
= afpk (thn ,X%) (thh_l — X§L> + ]; n,i (thhl _ Xf;t) (Xé;q_l _ th?)
—1 1=1
avec
2 82

(thgl +0 (Xt1?+1 —th?) ,) < fml < sup

XL +0 (Xln _ Xln) ,
oe(0,1] 0101y ( t oy %

in
0€[0,1] Ox,0x;

La propriété 5. dans la Proposition donne & nouveau la limite cherchée pour les termes

faisant intervenir les dérivées premiéres :

W OF
Za—(xtg,...,xgl) (Xt’j,ql—xﬁl Z/ o (X ) dx

En adaptant légérement les arguments de (i), on montre que pour tous k,l € {1,...,d}
pn—1
. k k ! l 1 d k oyl
Jim ) Oj (th th) (th th / Waxl (XL, XY d (X" X"

Cela achéve la preuve de la formule dans le cas multidimensionnel.

Remarque 2.5

1. La forme différentielle de la forme de Ito :
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— Cas unidimensionnel :

dF (X) = F' (X,)dX, + %F (X)d (X),

— Cas multidimensionnel :

OF 1L 92F

d
F(X;) = X)) dX! + =
d ( t) 22:1: (91:2 ( t) d ¢ + 2 im1 axzaxj

(Xo)d (X7, X7),

2. Les propriétés de la différentiabilité de F peuvent étre assouplies. Par exemple, si X
est a variation finie, F' doit étre seulement de classe C'. Ou bien, si X prend p.s ses
valeurs dans un domaine ouwvert convexe D C RY, F doit étre définie et de classe C?

seulement sur D pas sur tout RY.

3. Puisque F (X)) est une semimartingale, sa décomposition en une martingale locale et un
processus & variation finie peut étre obtenue de la formule de It en divisant l’intégrale
stochastique par rapport a X; en intégrale par rapport a une martingale locale et un

processus & variation finie .

Un cas particulier important de la formule de It6 est la formule d’intégration par parties

(en appliquant la formule d’Tt6 & F (z,y) = xy qui est bien de classe C?) :

Proposition 2.3 (IPP) Soient X etY deus semimartingales continues, on a :
t t
X,Y; = XoYy + / X,dY, + / YidX, + (X,Y),
0 0
En particulier, st Y = X on obtient :

t
X? :X§+2/ X dX, + (X, X),.
0
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2.3 Equations différentielles stochastiques

Les EDS par rapport & une semimartingale continue sont analysées éssentiellement en
utilisant les mémes techniques que dans le cas des EDS par rapport un mouvement Brownien.

On s’intéressera a 1’équation différentielle stochastique :

{dUt b(t,.,U)dY, t>0 2.0

Uo = &o
ou :
LY =(YLY2 . ..)Y™) tel que Y1, Y2 ..., Y™ sont des semimartingales continues.

2. Notons Cy = C ([0,00),R?) et L (d,m) l'espace des matrices m x d. La fonction b est
définie par la donnée d’une fonction a : [0,00) x 2 x Cy — L (d, m) telle que pour
tout ¢ € Cy : (t,w) — a(t,w,s) est un processus cadlag adapté, et telle qu’il existe un

processus cadlag adapté et croissant K tel que pour tout ¢,¢ € Cy :

sup [la (s,w,s) —a(s,w, )| < Ki(w) sup [ (s) =i (s)] (2.5)
0<s<t 0<s<t

et on définit b : [0,00) x Q@ x Cy — L (d, m) par
b(s,w,g) = a(s—,w,g) (26)

Cela donne que :

(7) Pour tout t > 0, (w,s) — a(t,w,s) est F; ® B (Cy) —mesurable.

(79) Pour tout processus adapté continu V', Z; = a (t,., V') est processus adapté caglag.
(17i) Pout tout temps d’arrét 7, (w,<) — a (7 (w),w,<) est F, @ B(Cy) —mesurable.

On se donne un espace de probabilité (€2, F,P). Un processus adapté continu U est une

solution de 24 si :

U, =& +/0t b(s,.,U)dY, (2.7)
+
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ie.pourl1 <j<d
mo ot
o :§3+Z/ bk (s, ., U)dY}
" Jo+

ou U = (Ul, N Ud) et b = (bj). Car, 'intégrale dans est une intégrale de la forme

J fdX ou f est & valeurs matricielles et X est a valeurs vectorielles qui est définie comme

suit :
Définition 2.6 Soit X', X2 ..., X™ des semimartingales continues.
On dit que X = (X', X? ..., X™) est une semimartingale a valeurs dans R™. Pour 1 <

J<d, 1<k <m, soit f, un processus prévisible localement borné. Alors, f = (f) est
dit un processus prévisible localement borné a valeurs dans L (d, m). L’intégrale stochastique

Z = [ fdX est définie par Z = (Z*,Z%,...,Z%) ou :

ZEDD / firdX*
=1

Théoréme 2.11 (unicité) Soit X = (X' X2 ..., X™) une semimartingale & valeurs dans
R™. Supposons que a satisfait la condition [2.5 et b soit définie par[2.6. Soit & une variable

Fo—mesurable quelconque. StV et V deux processus adaptés continus qui satisfaient :

t
14=50+/ b(s,.,V)dX,
0+

f/t=§0+/0t b(s,.,V)dXs

+

Alors,
P(V,=V,,vt>0)=1.

Preuve. La preuve est faite d’'une maniére analogue au cas ou X est un mouvement Brownien,
en utilisant un changement de temps.

Rappelons qu’un changement de temps est une famille de temps d’arrét (¢t)t20 telle que pour
tout w, t — ¢; (w) est une fonction continue croissante.(Voir [7, Chap.7, Section.1])

Soit ¢ un changement de temps, on définit G = (¢.F) et les semimartingales continues Y7 =
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#[X7], 1 < j < m tels que chaque Y7 satisfait la condition (avec Y7 = N7 + BY)
pour 0 < s <t <oo, (N, N7) —(N/,N7) < (t—s) et ‘Bj‘t— |Bj‘s <(t—s)

Soit 1y = (¢) " =inf {s > 0, ¢, > t}.
Fixons w. On définit 6, (¢) € C, par 6, (¢) (s) = ¢ (¢s (w)) et soit

c(t,w, () =a(¢(w),w,b,(Q)),
d(@%f) = b(¢t (w) , W, Oy (C))

avec d (t,w, () = ¢ (t—,w, () (car ¢ est continue). On a pour tout (i, € Cy

sup |e (u,w, G2) = ¢ (u,w, G| ()

0<u<s

= sup ||CL (¢u,w, Qw (C2)) —a (¢u <W> » W ew (C1>>||

0<u<s

< Ko, (W) sup 0, () (v) = 0. (Gr) (v)]

0<v<¢s(w)

<K (@) sup |G @)~ G (b ()]

0<v<gs(w)
< Ky, (w) sup [G(u) — G (u)].
0<u<s
On voit que pour tout (, (t,w) — ¢ (t,w, () est un processus cadlag G—adapteé.

Pour H = ¢ [K] un processus G—adapté et coissant, ﬁ devient :

sup [|e (v, w, Go) — ¢ (u,w, Q)| < H (w) sup [G(u) = G (u)]

0<u<s 0<u<s

Puisque d (s,.,{) =c(s—,.,(),on a:
Sup ld (u,w, G2) — d (u,w, Q)| < Hy- (W)Oiug G2 (u) — Cu (u)]

Soient U = ¢ [V], U=¢ [f/] et donc V' = ¢ [U], V =1 [U} On note A; = b(s,., V),
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A, = b(s,.,V) , By = Ay, et B, :A%, donc :

S

B, = Ay,
=b(¢s, ., (U))
=d(s,.,U)

de méme, B; = d <t, . U)

Ainsi les processus U, U satisfaient

¢
Ut:§—|-/ d(s,.,U)df/;,
0

J’_

Ut—£+/0td(s,.,0>d§7;,.

+

Puisque ¢, d satisfaient , et d’aprés Théoréme 7.20 de [7, page 232], ona :

P(Ut:Ut,Vt20>:1

Puisque V = [U] et V = ¢ [U} , on trouve

]P(Vt:f/t,wzo)zl

Théoréme 2.12 (Existence) Soit X' ... X™ des semimartingales continues. Supposons
que a satisfait la condition et b soit définie par[2.6, Soit & une variable Fo—mesurable

quelconque. Alors, il existe un processus adapté continu qui satisfait :

t
Vi=¢& + /0 b(s,.,V)dX; (2.8)
"
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Preuve. On va construire des approximations et montrer que ces processus convergent p.s et
la limite est la solution requise de en utilisant encore une fois un changement de temps.

Pour une démonstration détaillée, je recommande [7, p.237] =
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Conclusion

e travail est consacré a I’étude de la théorie des semimartingales, qui nous fournira

d’une classe d’intégrateurs la plus genérale pour le calcul stochastique. Pour cela, on
a défini les processus a variation finie et on a donné une présentation détaillée des martingales
locales. En particulier, nous nous sommes intéressés au calcul stochastique par rapport a une
semimartingale. On a commencé par la contruction de I'intégrale stochastique par rapport
a une semimartingale prenant en considération les deux cas :continu et non continu. On a
consacré la derniere section de ce mémoire & une étude non exhaustive des EDS dirigées par

les smimartingales continues.
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Annexe A : Intégrale de Stieltjes

L’intégrale stochastique par rapport & une semimartingale peut étre considérée comme

une extension de l'intégrale de Stieltjes.
Soit X un processus croissant. Fixons w tel que ¢ — X (w) soit continue & droite et croissante.
Cette fonction induit une mesure positive px (w,ds) sur R telle que :

px (w,[a,b]) = Xp (w) — X, (w) pour tout a < b

Plus généralement, si f est une fonction mesurable bornée de R, , alors :

/Otf(S) dX (w) := /Otf () pix (w, ds)

est bien définie pour tout ¢ > 0.

De méme si Hy = H (s,w) est un processus mesurable, on peut définir w par w l'intégrale

(H.X), (@) = /0 H (s,w) dX, ()

En procédant de facon analogue si X est un processus a variation finie, on a une mesure
induite px (w,ds) (qui est cette fois une mesure signée :la mesure peut étre négative) et on

peut définir I'intégrale :
t
(HX), () = [ H(s5.0)dX. (@)
0
pour tout H mesurable borné.

Notation 3 FEtant donné un processus & variation finie X et un processus mesurable H tel

45
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que p.s fOtH(s,w) dXs (w) existe et soit fini pour tout t > 0. On notera H.X ,ou de fagon
équivalente [ HdX, le processus ((H.X),),», qu’on appellera intégrale de Stieltjes de H

par rapport X .

Théoréme 2.13 1. Sotent X et'Y deux processus adaptés croissants tels que Y.X soit

aussi un processus croissant. Alors, il existe un processus mesurable adapté H tel que :
0<H<L1 et X:H.Y:/HdY

2. Soit X un processus adapté a variation finie. Alors, il existe une processus mesurable

adapté H tel que :
—-1<H<L1 et V(X):H.X:/HdX et X =HV(X) :/HdV(X)
ou le processus V (X)) est la variation totale de X définie par :

271
V(X)=sup Z |th/2n - X(k—l)t/Z"‘
=1

n>1 e

Lorsque H est a trajectoires continues, l'intégrale de Stieltjes est aussi connu comme 1’inté-
grale de Riemann-Stieltjes. Dans ce cas, on définit I'intégrale comme la limite des sommes

approximées

Théoréme 2.14 Soit A un processus o variation finie, et soit H un processus mesurable
tel que p.s s — H (s,w) est continue Alors, on a pour tousn > 1 eti1 = 1,...,k(n),

tiy < <t
‘ k(n)
/ H,dX, = lim S H (s}) (X () - X (t7,))
0 n—oo =

ot Ay = (17);1 () €St une suite de subdivisions de [0,1] de pas |An| — 0 lorsque n — oco.
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliqués ci-dessous :

P . la mesure de probabilité

C* (k=1,2) : laclasse des fonctions k — fois continuement dérivables

I lespace (des classes d’équivalence) des variables aléatoires intégrables
(EX] < o0)

12 lespace (des classes d’équivalence) des variables aléatoires de carré intégrable
(E|X)? < o0).

B(.) . la tribu borélienne sur .

o(.) . la tribu engendrée par .

IRl : norme

(.,.) : produit scalaire

C(.) : D’espace des fonctions rélles continues sur .

Les abréviations utilisées dans ce mémoire sont :

P—p.s : presque stirement pour la mesure de probabilité P.
2, : convergence en probabilité.

i.e : c’est a dire.

EDS : équations différentielles stochastiques.
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