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Introduction

ans la géométrie classique une ligne et un objet a une dimension, une surface un

Dob jet a deux dimension et trois dimension pour volume, nous somme donc habitués
a des objets dont la dimension est un nombre entier 1,2 ou 3. Mais dans les années 70,
le champ d’application des mathématiques a pris une nouvelle dimension par I'ajout de la
géométrie de la nature; donc il n’est pas surprenant que celles-ci s’enrichissent de plus en
plus d’applications dans divers domaines.
Cependant, ce sujet d’actualité n’est pas bien connu que de chez 1’élite des passionnés des
mathématiques, certes il aura avantage a étre intégré comme objet d’étude dans ’enseigne-
ment. Parallélement, les jeunes semblent de moins en moins attirés par les études supérieures
en mathématiques. Or, les fractales, étant & la fois visuellement attrayantes et intrigantes,
possedent des caractéristiques pour piquer la curiosité et stimuler le gotit d’apprendre. La
méthode de notre travail recherche est organisée de la maniere suivante :
Le premier chapitre, présente, la définition de dimension fractale et étude avec quelques
méthodes pour calcule la dimension fractale (dimension d’autosimilarité, dimension de Haus-
dorff, Dimension de PONTRJAGIN, dimension Kolmogorov).
Le deuxiéme chapitre : présente la Méthodes d’estimation(Méthodes d’estimation la dimen-
sion fractale, Méthodes d’estimation la dimension fractale introduisant l'intelligence arti-
ficielle Méthodes d’estimation la dimension fractale introduisant 'intelligence artificielle).
Finalement, le troisiéme chapitre : est consacré pour application concernant les tumeurs

simulées.



Chapitre 1

Dimension non entiére

1.1 Introduction :

Le types de dimension non entiére, pour une structure fractale donnée, ces dimensions four-
nissent en générale des valeurs proches de la valeur théorique de la dimension fractale il est

plus célébre :

La dimension fractale.

La dimension d’autosimilarité.

La dimension de Hausdorff.

Dimension de PONTRJAGIN.

La dimension Kolmogorov (ou de Minkowski_ Bouligand).

1.1.1 Dimension fractale

Dans la géométrie classique, une ligne est un objet & une dimension un surface un objet & deux
dimensions, un volume un objet a dimensions. Nous somme donc habitués & des objets dont la
dimension(D) est un nombre entierl,2 ou 3. Mais il n’est pas précisé quelle serait la dimension
d’une série de points sur une ligne, une courbe irréguliere et plane, une surface pleine de
convolutions. Dans ce but le terme de dimension fractale a été introduit par B.Mandelbrot

en 1975.1a dimension fractale est donc un nombre qui mesure le degré d’irrégularité ou de



Chapitre 1. Dimension non entiére

fragmentation d’un objet ou qui mesure la rugosité d’une surface.la dimension fractale est
fraction ou un nombre irrationnel (7 ,1.23, etc.)ou un entier .Une analogie permet de mieux
comprendre ce concept : la composition d’une famille moyenne au Canada est de 2.2 enfant

,quelle est la signification du0.2 enfant ?

Cette notion de dimension fractale s’applique aux objets invariants d’échelle : on y trouve
des parties qui sont semblables & I'objet lui-méme & une dilatation(agrandissement) pres.

Quand on change I’échelle d’observation d’un objet invariant d’échelle, on conserve les formes.

1.2 Dimension d’autosimilarité

la dimension d’autosimilarité "dim," caractérise I'irrégularité d’objets décomposables en N

parties de dimension d, obtenues a partir du tout, par une homothétie de rapport A =
donné.

Ainsi par exemple, peut -on réaliser, une partition :

1

— d’un segment de droite en Ny = n sous- segments, avec N, = 5.

— d’un carré en N, = n? petits carrés, avec N = 3.

L

— d’un cube en N, = n? petits cubes, avec Ny = 35.

D’une maniere générale, on observe que pour un objet simple et classique, ’exposant de A
correspond & la dimension topologique ; ce qui nous permet d’écrire, pour un objet quelconque
de dimension d

1
Ny = ( X)d
Ce qui peut encore s’écrire :

) log Ny log N
dim, = =

log(})  log(A)

Lorsque la dimension d prend des valeurs dim,, non entiéres, ’objet considéré est, du fait de

sa structure auto similaire, fractal de "dim,".

Remarque 1.2.1 La dimension topologique est une dimension associée au nombre de degrés

de Liberté d’un point qui se déplacerait a ["intérieur d’un objet; c’est ainsi qu’un point, une
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courbe, une surface et un volume, ont respectivement pour dimension : 0,1,2 et 3.pour toute
structure fractale, la dimension fractale est strictement plus grande dimensions : 0,1,2 et 3.

pour toute structure fractale, la dimension fractale est strictement plus grande dimensions

topologique
Exemple 1.2.1 La dimension d’autosimilarité de ’ensemble de Cantor est :

log(2
dim, — °8(2) _ 63003

log(3)

Fi1G. 1.1 — I’ensemble de Cantor

1.3 La dimension de Hausdorff

Les notion de longueur(d = 1), d(aire(d = 2)) de volume (d = 3) se généralisent pour d
talque d € R* quelconque des mesures d-dimensionnelles par flix Hausdorff (1868 — 1942)

I'un des fondateurs de la tonologie moderne.

Si (F, 0) est un espace muni d’une distance 0(z, y) quelconque, on définit la mesure de

Hausdorff d-dimensionnelles d’une partie A et F par :

Hd(A) = hma_,o Hd@(A).

Hy (A) = infgiam Aice Y, (diamA;)?.

i



Chapitre 1. Dimension non entiére

ot Hy.(A) est la borne inférieure des somme Y ;(diamA;)? étendue a toutes les partions
dénombrables A = UA;, avec diamA; < e.

Soit ¢ un ensemble de points pour r > 0, et § = (0,,)penun recouvrement dénombrable de ¢
telque :

sup diam(6,) <, pour tout a > 0.
neN

On appelle définit :
p(A) = lim, o pu(o). avec

pd(¢)  =infs > diam(d,)".

La dimension de Hausdorff de ¢,dimg(¢), vérifie :

dimy(¢) = sup { aeR tel que e (p) >0 } :

dimg(¢) = inf { a€R tel que  p¥(¢) =0 } :

1.3.1 Quelques propretés sur dimension de Hausdorff

A fini= dimg(A) = 0.

dimg (A) est un réel positif qui existe pour tout ensemble A.

Pour une C'- sous variété ' de R de dimension m < n , alors dimy (F') = m.
Détermination théorique de dimy(A) uniquement possible dans des cas simples (invariance

par changement d’échelle, voir falcone, 1990.

Lemme 1.3.1 la dimension fractal de ¢ est toujours plus grande que sa dimension de Haus-
dorff, c’est a dire :

1%, (¢) = inf (3 (r;)%)sur tout les recouvrements de ¢ ou r; € [0,7]

on démontre d’abord que lim, _o(uf,.) existe.
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Soient deux rayon riet ro quelconque tels que r; < ry :

i, (@) = nf(Y_(ri)")ou i € [0,11]

Et:
W1y () = f(Y(ri)our; € [0, 75

comme [0,71[ < [0, o] :

= uf . (0) < pf,, donc la suite est décroissant.

= b = 115)13 [y, eXiSte. i, (1)

D’autre part : u$;,(¢) = inf(3(r;)?) comme I'inf est pris sur tous les recouvrements de ¢ :

= iy, < lim sup(raNo(r)

= hII(l) sup fip, < hII(l) sup(rqNo(r))
D’apres (1) :

= hﬂ(l) P < liIr(l) sup(raNo(r))

) B T ) P 2)

D’apres (2) :

= {d>0:pf(¢) =0} <{d>0:ph(¢) =0}
= inf {d > 0: pf(¢) =0} <inf{d>0:p} =0}

= dimp(¢) < dimp(¢)

On peut méme construire des ensembles dont la dimension de Hausdorff est finie par contre

leurs dimensions fractales sont infinies.
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Félix Hausdorff (1868-1942)

Fi1a. 1.2 — Félix Hausdorff (1868-1942)

1.4 Dimension de PONTRJAGI

soit donné un espace métrique compact E. nous le recouvrons par un systéme d’un nombre
fini d’ensembles fermés de diamétres ne surpassant pas ¢, ceci est possible d’aprés le théoréme
de Heine-Borel.nous pouvons

définir le nombre minimun N (e) de tels ensembles nécessaire pour recouvrir E.N(g) prend
des valeurs entiéres positives pour toute la valeur positive de ¢ et croit indéfiniment quand &
tend vers 0.

soit r un nombre réel quelconque; nous dirons que r appartienne & la premieére classe s’il
existe un nombre positif ¢ tel qu’on ait

3

Ng(e) > (quelque soit € > 0).

67"
Dans le cas contraire r appartiendra a la seconde classe .la coupure de Dedekind ainsi obtenue
détermine un nombre non négatif k£ ( < oo) que non appelons ordre métrique de 'espace E.

on voit d’ailleurs sens peine que :

log Nr(e)

K =liminf(— og(2)
0

).
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On définit alors la mesure

to(E) = limsup n® N, (E),

n—0

Et la dimension de pontrjagin par :

dim(F) = lir% sup %‘
1

Cette définition est de 8 PONTRJAGIN et SCHIRELMAN.

1.5 Dimension de Kolmogorov :

soit N(r, A) le nombre minimum de boules fermées de rayon r nécessaire pour recouvrir A

(on pourrait aussi considérer des pavés de longueur).

Définition 1.5.1 la dimension de kolmogorov de A, dimy(A) est définie par :

. = lim w
dimy(A) = }n_,o log(%)

(sicettelimiteexiste).

F1c. 1.3 — Un exemple géographique célebre(Recouvrement de la cote de la Grande-Bretagne.

Proposition 1.5.1 : cette limite n’existe pas toujours = limite supérieure et inférieure pour

tout F' C R",dimp (F) < diminf,(F) < limsup,(F)



Chapitre 2

La Méthodes d’estimation

2.1 Méthodes d’estimation la dimension fractale :

2.1.1 Meéthode comptage des boites (box-counting)

La dimension des boites est apparue dans les années 1930 mais ses débuts semblent difficiles a
retracer. On attribue son invention & des pionniers d’Hausdorff. on la retracer. sons plusieurs
noms dans la littérature, ce qui peut parfois semer la confusion. Elle consiste de recouvrir
I'image ou la figure a 'aide des carrées juxtaposé de coté ¢, et par conséquent de calculé la
dimension des boites qui est :

dimp F' = lir%

el

ot N (e) représente le nombre minimum de carrés nécessaire pour faire le recouvrement dont

la mesure du coté est €.

A : ensemble dont on observe un nombre fini de points ou de segments (arbre)

Définition 2.1.1 pour 0 < r; <rs < ... < 1y, la dimension de comptage de boites(boz-

—_—
counting dimension)de A, dimy(A) est l’estimateur par moindres carrés ordinaires 4 du mo-
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Fic. 2.1 — .Exemple de Méthode des boites.

deéle linéaire :

1
log[N(r;, A)] = a x log(F) +b  pouri=1,........ ,D-

)

Remarque 2.1.1 Dans ce paragraphe on parle souvent des boites, mais en réalité c’est les
carrés,car le calcul de la dimension fractale se feras en 2 dimension(boites correspond a un

volume, et carré a une surface).

2.1.2 Méthode de Richardson (ou méthode par de compas égaux)

la méthode de Richardson (1961) adaptée par Mandelbrot(1967). Dans le cas du tracé
irrégulier un fractale, la méthode consiste a calculer la longueur approchée L du tracé en
faisant varier progressivement le pas de mesure )\; déterminé par l'ouverture d’un compas,

tel que
L()\Z) = Nz X /\z

N; : le nombre de pas.
Richardson remarque qu’a partir d’une certaine précision, il existe en général une relation
linéaire entre le logarithme de la longueur de la courbe Ly, et celui de I'unité de mesure A

choisie(fixée par I’écartement du compas). cette relation traduit 'existence d’une loi puissance

10



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

Log Nombre de bones |y)

. y=-a'x+b
“s, aveca =Dy,

Log Taile de boke € (x)

Fic. 2.2 — Exemple sur méthode des boites

entre les deux grandeurs

Ly ~ A~

D’ou l'on titre :

log(/V;
Af — ].lm Og( 11)
A=0 log(s;)

2.1.3 Meéthode de la saucisse par Minkowski

soit £ un ensemble plongé dans un espace euclidien de dimension d (précisément E est une
partie bornée de R?).soit maintenant E(g) I’ensemble des points de R¢ distants de moins de

e de E.
E(e) définit une saucisse de Minkowski

C’est la méthode consiste a faire une dilatation de E.

On peut la définir comme la réunion.

E((’f) = UerB(E)

11



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

F1a. 2.3 — La saucisse de Minkowski(appliqué sur une courbe E).

B.(x) est une boule de 'espace euclidien & d dimensios, centrée en z et de rayon £. On

calcule :

D — lim(d — log voly(E(¢))
e—0 loge

Ou wvoly représente simplement le volume en dimensions d (par exemple, longueur, surface
ou volume usuel). On retrouve naturellement la notion usuelle de dimension : considérons

par exemple un segment de droite de longueur L.la saucisse de Minkowski associée a comme

volume vol,.

2e L + me? en d=2
volg =
e’ L+ ()2 en d=3
Dans la pratique on obtient D comme la pente de la droite de régression linéaire (moindres

carrés) de I'ensemble des points du plan de coordonnées :

{log é log vold(Eg(j) )} .

2.1.4 Meéthode de wiebel

La donnée d’un réseau de droites verticales et régulierement espacées d’un écart << e>>, sur

lesquelles on place horizontalement un autre réseau de droites espacées du méme écart << e>>,

12



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

Pas de la grille Objet fractal

#} {6“‘ / g

/’%"Nf °’“"’f,
7 AN ;
a 7 ’

(al

v

Fic. 2.4 — Méthode weibell.

nous représente une grille.
Parmi les relations sotériologique mise au point par WEIBFEL, celle qui permet d’estimer le
périmétre de ’ensemble étudier ¢ a partir d’une grille qu’on place sur ¢ .la formule suivante :

P=)5)

P :Le périmeétre a estimer.
I : Le nombre d’intersections entre le bord de I’ensemble ¢ et la grille.
L : Le nombre de lignes et de colonnes qui composent notre grille.

log P = log(g) +logl —log L.

Et
Telle D c’est dimension fractale.
Comme & chaque fois qu’on varie § on obtient P différent,par la suite la dimension fractale

est estimée par la régression linéaire.

Dans cette travail on va étudié deux méthode de weibell :

13



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

Meéthode des intersections

Cette méthode a été mise au point par TRICOT. Désignons par m et M les bornes respec-
tivement inférieure et supérieure de fsur son domaine de définition Dy.
Ly est la droite horizontale d’ordonnée y considérons l'ensemble £, = FE N L, les points

d’ordonnées y de E. f’étant continue, £, est non vide si et seulement si
m<y< M.

Dans le cas ol E est fractale, £, est en générale un ensemble de CANTOR. la dimension de
cet ensemble de déduit a partir de lasaucisse de MINKOWSKI en dimension 1 en considérant

sur L, la réunion de tous les intervalles de longueur 26 centrés sur F,
Eys = Ugep, [t — 6,24 0]

On calcule alors la longueur J (y, 6) de E, s et la dimension fractale D, de E, est donnée

par :

. In (1 (y,0))
Dy = (lsl_r% [1 B Inéd ’

Et finalement la dimension fractale de E est égale a 1 + Dy-.

I : représente le nombre d’intersections entre la courbe et le grille. lorsque varie § en obtint
différent P, et par la régression linéaire en peut détermine la dimension fractale qui présenté
la pant de la ligne comme le montre la figur Méthode des intersept censures

Elle a été exposée par Flook, elle est basée sur les formules stéréologiques, mais cette fois P
est calculé comme suit :

Au lieu de placer I'ensemble sur la grille, on trace des lignes sur ’ensemble étudié, puis on se
fixe Iécart 0.

Soit d la distance entre deux points consécutifs de la courbe sur la ligne de la grille, on calcule

14



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

i]

F1G. 2.5 — Exemple de Méthode des intersections.

I suivant la regle :

st d<d Alors =1

) d>0 Alors =2

2.2 Meéthodes d’estimation la dimension fractale intro-
duisant l’intelligence artificielle

En terme mathématique une image est représentée par une matrice A(M, N) telle que ces

éléments sont :

A(i, 7) =0 si l'image ne passe pas par ce pixel

A(i, j) =1 si l'image passe par ce pixel
Avant d’exposer les deux points de vue sur lesquels on réalise algorithme, on tient & définir

les deux méthodes avec lesquelles on peut traiter 'image.

15



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

2.2.1 Balayage ligne par ligne

On fixe j puis on varie ¢ de 0 a M et, a chaque fois que A (i, j) = 0 on passe a i = i + 1
sinonon applique notre algorithme(approprié a la méthode que nous avons mis au point, qu’on
exposera ultérieurement) et on recouvre le bord de la tumeur cancéreuse avec le premier carré
choisie parmi les possibilités existantes. puis on incrémente j = j + 1 et on refait le méme

travail jusqu'a j = N.

TERE s e

175" e N a = :'"ﬁ..\____ e - ki A
s e
= =5 = = ]
2 - o o o . AL )
= =2 = ‘-:_\ 3 ]
v 2 A —l A ] =
T > o o Ed B
L L. 1

FiG. 2.6 — Le balayage ligne par ligne

2.2.2 Balayage suivant le contour

on débute avec le méme balayage ligne par ligne mais une courbe trouvée, c’est a dire une
fois trouvé le premier A(i, j) = 1 on lui applique 'algorithme (approprié a la méthode que
nous avons mis au point, qu’on exposera ultérieurement) et on recouvre le bord de la tumeur
cancéreuse avec le premier carré, c’est a dire qu’on met tous les éléments de la matrice qui
représentent le carré au niveau 2, de facon que la partie du bord de la tache étudiée recouverte
par le carré, ne soit plus pris en compte. ce qui ce traduit par le premier carré qui recouvre le
bord de la tache étudiée; (qui est choisie de optimale parmi les quatre possibilités existantes
grace a l’algorithme proposé).

Puis Vi, si une des composantes est égale a1 on lui applique l'algorithme, et si toutes les
composantes sont nulles on passe au vecteur V5 puis V3 g’ils sont nuls aussi, cela veut dire
gon teste les composantes du vecteurs ue la courbe n’est pas continue :

Alors on refait le balayage ligne par ligne jusqu’a détecter un pixel allumé(c’est un élément
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Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

de l’écran qui définit 'image) et refaire le méme travail.

Tost guy Ete o mre— =
pamtsdazom | - & S -

Fiac. 2.7 — Exemple de position de carré.

2.2.3 Mise au point de P’algorithme

L’algorithme qu’on propose est la fusion de deux point de vue I'un quantitatif :(c’est-a-dire
que l'outil de recouvrement de la courbe englobe le maximum de ces éléments),

I’autre géométrique introduisant ainsi 'intelligence, ce qui est original car c’est pour la pre-
miére fois que le recouvrement ne se fait pas automatiquement mais de facons intelligente
afin de réalisé L’optimalité de 1'outil de recouvrement utiliser, qui en vérité plus il est petit,
plus il nous rapproche de la dimension fractal théorique.

Ce dernier point de vue a fait ’objet de la proposition de plusieurs méthodes expérimentales

qu’on proposera ultérieurement.

2.2.4 point de vue quantitatif

L’algorithme consiste a recouvrir le contour de ’ensemble étudié par des carrés de longueur
e de facons optimale c’est & dire le moins de carré possibles.

Dans cette méthode on choisit les carrés qui englobent le mazimum de point représentant
I’ensemble étudié :

— Soit A(N, M) : la matrice qui représente I'ensemble étudié digitalisée.

— Soit A(i, j) : les éléments de A(N, M).

17



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

Procédure On teste ligne par ligne chaque élément de la matrice, soit A(z, j) = 1 le
premier élément non nul.

A ce point on fait correspondre une sous matrice teste : §;; = (2n — 1, n).

Ou n : est la taille du carré avec laquelle on recouvre notre courbe.

Si par exemple n = 4 pizels alors on &

5@',]‘ = (2 X 4 — 1,4) = (7, 4)

Si I : n pizels on aura n choix

L : longueur de I'arréte du carré.

Proposition 2.2.1 Parmi les n carrés {C1, ........ ,Cn} le choix se fait tel que :

Cr = max {card(Cr)};T € 1, n}

Le choix se fait sur le carré qui contient le maximum de pixels allumés.

Maintenant s’il existe «, 8 € {1, ...... ,n} tels que :

card(Cy) < card(Cjg).

Alors si :

card(Vy) < card(Vz).

Le choix C,.sinon le choix Cp.
Exemple 2.2.1 Soit I. = 4 pizels.La sous matrice test 6; ; = (7,4) :

On remarque sur cet exemple que, parmi les quatre carrés C, Cy, C3, Cy, le maximum {card(Cr) = 5},
et c’est représenté a la fois par : C3 et Cy, pour poOrter un choix; on compare card(V3) et

card(Vy). Comme on a'!

card(Vs) =0
= on choisit Cs.

card(Vy) =1
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F1G. 2.8 — Les quatres possibillités existantes

2.2.5 Point de vue géométrique

Au cours de notre étude sur les différentes images traitées par simulation sur ordinateur,
on s’est apercu qu’ils existent certaines situations ot il n’est pas optimal, de choisir le carré
contenant le plus de pixeles allumés, mais le choix devrait se faire suivant la répartition

géométrique de notre image.

Exemple 2.2.2 Les carrés C,Cy et Cy tracés,voir (fig.) représentent Uapplication du point
de vue quantitatif. Par contre si on applique le point de vue géométrique, on obtient seulement

les deux carrés C11,Cly. Ceci nous a incités a proposer trois méthodes :

[0 To To o [1 o Jo
AR -0 [T 10
ORI T [
0 (1 11 (0 [0 [0 [1

I iy b v a |

Fic. 2.9 — Exemple point de vue géométrique
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Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

Méthode 1

Dans cette méthode qui est localement optimale, le choix du carré se fait comme suit :

suppose que la longueur du cote du carré est égale a n pixels
Soit A(i, j) = 1 le pixel sur lequel porte notre choix.

Soit le vecteur :

On pose :

| V(n)=V(i+n,j)

V(—n)=V(i—n,j)

\

Maintenant on teste chaquevecteur V (k) :

Avec k € {—n,...,1} U{l,...,n}.
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Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

On teste V(—n — 1) si card V(—n — 1) = 0 alors :

(

Si

Si

Si

Si

sinon

cardV (—n) # 0
cardV(—n—1)#0

cardV(—n —2) #0

cardV(=1) #0

on

choisit

choisit

choisit

choisit

choisit

Ch
Cs

Cs

Cn—l

Ch

Maintenant si card V(—n — 1) = 0 alors. On teste V(n + 1), si card V(n + 1) = 0, on déduit

les possibilités suivantes :

;

Si

Si
Si

Si

\ sinon

cardV (n) # 0

cardV(n—1) #0
cardV(n—2) #0

cardV (1) #0

on

choisit

choisit

choisit

choisit

choisit

Ch

Cnfl
Cn—2

Cy

Ch

Si N = 4pizels 'organigramme de cette méthode est la suivante :

Méthode 2

Cette méthode est plus générale que la méthode 1, puisqu’elle ne prend pas en compte

seulement les vecteurs limitrophes V(0) et V(7); mais tous les vecteurs a gauche jusqu’a la

fin de I'image, et cela afin d’éviter les pixels qu’on appelle "ISOLANTS". Ce qui nous induit

a ajouter des carrés en plus, pour le recouvrement total.

21



Chapitre 2. La Méthodes d’estimation

a) 6;;,(I,n) La sous matrice teste associée au pixel testé

Soient :

b) {V(0),...V(I—-1)} Les vecteurs de la matriceles
Ou:

n : est la longueur du carré.

I : le nombre de vecteurs de la sous matrice 9, ;(1, n).

T e
X | Xp
|/
X i _— ¥ 4

y i \ |
0 I % 0 X x |1
L i ) |

‘\, h. 4 X X X I -
| Ji
C;

Remarque 2.2.1 Dans ce cas le choix optimale est Cy

Méhode 3

Cette méthode est plus rapide que la seconde du fait que non seulement on choisit le carré

approprié au pizvel testé par la Méhode2 , mais on recouvre au fur et & mesure la partie de la

courbe comprise dans la sous matrice W (M, n) par le procédé qu’on va exposer.

Soit A(i, j) = 1 le premier élément de la matrice qui est non nul. On lui associé la sous

matrice test W; ;(M, n) ou M est le nombre de colonne de la matrice qui représente notre

tache et n la longueur du carré de recouvrement. Soient :{V3, Vs, ...... , Vo Hes vecteurs de W ;.

- On commence par tester le vecteur V; si cardV; = 0 ensuite V5. sinon on trace le 1¢” carré,

comme suit :

- On a déja une premiére information qui est le N° de la colonne C' : c’est 1, car cardV; # 0.
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La deuxiéme information c’est le N° de la ligne 1 : qui doit étre choisi de la sorte. Soit :

V2(J)

V.(j+1)
Vz=1| . couZe{l,.M}.

V(j+(n—1))
Le choix de la ligne se fait comme suit :

Proposition 2.2.2 Soit e : le numéro de la ligne, alors

e=min{k e {j,....i+n—-1}  Vik)=1etze{l,..,n+1}}.

Ayant les deux données, on peut tracer le 1¢" carré.

On procede de la méme maniere jusqu’a recouvrir W ;,puis on recommence pour Wj i,
jusqu’a recouvrir toute la tumeur.

Connections des deux visions :

Les meilleurs résultats sont obtenus par la combinaison de ’algorithme quantitatif et ’algo-
rithme géométrique approprié a la méthode N°1, mais pas tout les cas traités par la méthode
N°1,seulement, les cas qui ont donnés de bon résultats voir tableau ci dessous, ce qui explique
que notre choix sur ce différentes méthodes a été trés empirique. On a simulé six tumeurs

cancéreuses suivant ces probabilités :
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Tumeurl | Tumeur2 | Tumeur3d | Tumeurd | Tumeurd | Tumeur6

p1 | 0.40 0.50 0.52 0.43 0.50 0.48

Py | 0.50 0.55 0.60 0.55 0.65 0.60

P; | 0.70 0.65 0.68 0.75 0.70 0.78

TAB. 2.1 — Probabilités pour simulé les six tumeurs.
Tumeurl | Tumeur2 | Tumeur3 | Tumeurd | Tumeurd | Tumeur6

Méthode N°1 393carrés | 249¢ 209¢ 308¢ 299c¢ 217¢
Méthode N°2 340¢ 225¢ 182¢ 270c¢ 269c¢ 189¢
Variante de la Méthode N°2 | 338¢ 225¢ 192¢ 275¢ 263c¢ 204c
Méthode N°8 337c¢ 225¢ 195¢ 271cc 266¢ 200c¢
Algorithme quantitatif 339c¢ 226¢ 191c 274c 269c 186¢
Connexion des deuxvisions | 336¢ 224c¢ 188¢ 271c 266¢ 186¢

TAB. 2.2 — Résultats obtenus par les différentes méthodes.

2.2.6 Evaluation l’effcacité de 1’algorithme

Soit un courbe C5 générée & partir des probabilités P, = 0.45; P, = 0.60; P3 = 0.75

Tel que :

C : carrée; oct : orientation; P : pizels

De ce fait on remarque que N est une variable aléatoire qui peut prendre n’importe quelle

valeur dans (2.

Ainsi afin d’évaluer Defficacité de notre algorithme on procéde par I'un des deux procédés,

soit la convegence de la méthode, soit par détermination de la lio qui régit la variable aléa-

toire N.Mais comme 1’étude de la convergence demande un formalisme mathématique de la

méthode ce qui est quasiment ilpossible dans notre cas alors on opte pour le second procédé.

Octl | Oct2 | Oct3 | Octd | Octb | Oct6 | Oct7 | Oct8
4P | 265¢ | 264c | 266¢ | 264c | 263¢c | 258¢ | 263¢ | 264c
5P | 186¢ | 187¢ | 186¢ | 187¢c | 183¢c | 186¢ | 186¢ | 185¢
6P | 146¢ | 143c | 143c | 145¢ | 141c | 142¢ | 142¢ | 142¢
TP | 119¢ | 116¢ | 114¢ | 119¢ | 110c¢c | 123¢ | 123¢ | 115¢

TAB. 2.3 — Tableau de courbe C2.
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Chapitre 3

Application de dimension fractale

dans le milieu médicale

la recherche eu wucewloque a évolue et la mathématicien ou établie un novelle outils mathé-
matiques "Dimension Fractale".
Pour obtenir I'image de la tumeur prise a partir du programme nous avons mis les probabilités

suivantes :
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Chapitre 3. Application de dimension fractale par les méthodes des moindres carrés

3.1 Estimations de la dimension fractale par les mé-
thodes des moindres carrés

Une situation courante en sciences biologiques est d’avoir a sa disposition deux ensembles de
données de taille n {y1,y2, Y3, -..... JUn} et {1, 9, 23, ... , T, } ,obtenus expérimentalement
ou mesurés sur une population.

Le probléme de la régression consiste a rechercher une relation pouvant éventuellement existes

entre les x et les y,par exemple de la forme
y=f(z)

Lorsque la relation la relation recherchée est affine , c’et—a—dire de la forme :
y=axr+b

On parle de régression linéaire Mais méme si une telle relation est effectivement présente, les
données mesurées ne vérifient pas en général cette relation exactement pour tenir compte dans

le modéle mathématique des erreurs observées, on considére les données {y1,y2, Y3, -...... s Un

comme autant de réalisations d’une variable aléatoire y et parfois aussi les données {z1, xs, 73, ......

autant de réalisations d’une variable aléatoire x.
On dit que la variable y est la variable dépendante ou variable expliquée et que la variable x

est la variable explicative.

3.1.1 Enonce du probléme

Dans le schéma théorique présenté, on retrouve qu’en espérance mathématique, la variable

aléatoire Y est une fonction linéaire d’une variable X :

E(Y)=A+BX
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Chapitre 3. Application de dimension fractale par les méthodes des moindres carrés

Les valeurs des parameétres A et B et sont inconnus, et devront Etre estimées a partir de
données expérimentales.

Soient a, b les estimateurs de A, B la relation estimée s’écrit :

Y=a+0bX,

les valeurs a et b sont choisies de maniére & rendre minimale la somme des carrés des écarts

entre Yiet la droite ajustée :

Y=a+bX
Soient :( X1, Y1), (Xa, Y2), coeernen. , (X,,Y,,) la série d’observations.
Posons :
— X1+ Xo+Xs+ o X, 1
< — 1+ Xo + X3+ + 1 ZXz
n n
— Y4+ Yo+ Ys+ .o Y, 1«
v _ 1+ Yy + Y3+ + _1 ZY;
n n

=1
Afin de rendre () minimal :
dQ
A= 0.
dQ
5= 0.

D’otli on tire A et B les racines du systéme suivant :

w__, ZH:(Yi — (A4 B.X;))=0.

i=1
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Chapitre 3. Application de dimension fractale par les méthodes des moindres carrés

D’ou

(Y- Y)(X - X)
B2 (X; — X)? )

Dans notre cas, B représente I’estimation de la dimension de la tumeur.

3.1.2 Droite de Régression :

A partir d’'une tumeur simulée avec les probabilitées suivantes :
P, = 0.59 (Cellule soitatteinte/ces 3 voisines soint atteintes).
P> = 0.60 (Cellule soit atteinte/ces 2 voisines soint atteintes).
P3 = 0.65 (Cellule soit atteinte/ces 1 voisines soint atteintes).

On a obtenus ces résultats :

Pour la traiter on enléver 'intérieur.

On la recouvre cette image par de carres,on choisir i = 4 (3 pixels,4p, 5p,et 6p)

Enfin nous arrivons ala dimension :

28
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Fi1c. 3.1 — La recouvre par des carrés 3p.

Fic. 3.2 — La recouvre par des carrés 4p.

F1G. 3.3 — la recouvre par des carrés Hp
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Fi1G. 3.4 — La recouvre par des carrés 6p.

F H:G.ES
DIMEMNSION= 1.334867583884186

F1c. 3.5 — Dans ce cas la dimension fractales est dimp = 1.33
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques méthodes qui se rapportent au calcul
de la dimension non entier ainsi nous avons étudié la méthode d’estimation de la
dimension a 'aide des formules weibell, cette méthode consiste a diviser 'image d’un tumeur
en petit carré de dimension identique (§) (faire un maillage). cet exemple montre qu'il est
possible, grace a 'analyse fractale, d’étudier I'organisation spatiale des tissus un bains de
facon assez détaillée. En comparant les résultats obtenus pour différentes agglomérations;
on s’apercoit que les valeurs les plus élevées(> 1,80) des dimensions de surface sont tou-
jours observées pour les tissus des centres villes. Et aussi nous avons utilisé le programme
Turbo-Basic ou nous avons utilisé ’algorithme qui nous simule la tumeur cancéreuse avec
probabilités différentes. Apres on a recouvert la partie extérieur par des carrés qui nous dé-
signent les pixels appropriés qui sont le3, 4, 5,et 6.De cette facon nous aurons les contours de

la tumeur et par la pointe grace a la régression linéaire on estime leurs dimensions fractales.
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Annexe A : Logiciel Fractalyse

Qu’est-ce-que le langage DOS BOX 0.74 7

— DOS BOX 0.74 est un programme qui émule les fonction de MS DOS,Y compris le son,
les graphiques, les dispositifs d’entrée et de réseau.DOS BOX est principalement utilisé
pour exécuter d’anciens jeux vidéos qui avaient été créés spécifique mentir le systéme
d’exploitation MS DOS.DOSBOX est téléchargeable gratuitement et peut vous aider a
exécuter facilement presque n’importe le quel de vos anciens jeux vidéos favoris.

Qu’est-ce que le Fractalyse :

— Le logiciel utilisé pour estimer la dimension fractale d’une tache par la méthode Proposée
'introduisent 'intelligence artificielle-méthode Zerroug-)s’écrit avec le langage basic.

On peut voir le programme en Zerroug A.(2009) Estimations de la dimension fractale intro-

duisant l'intelligence et modélisation des tumeurs cancéreuses hétérogenes avec les Chaines

markoviens. Thése de doctorat UMK Biskra
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Annexe B : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées
ci-dessous :

Dans chapitre 1

D Dimension fractale

log Logarithme.

N Le nombre de pavés de coté € recouvrant E.
A Le rapport d’homothétie.

d Dimension topologique

dim, La dimension d’autosimilarité.

dimpg La dimension fractale théorique.

sup Le supérieure

inf L’inferieure

dimg La dimension de Hausdorff

d = (8,) Recouvrement dénombrable

A Ensemble des points

dimg La dimension Kolmogorov

Ny a Le nombre minimum d-boules de rayon r nécessaires au recouvrement
[0) Un sous ensemble de €2

€ Longueur de I’élément divisé

L Unité de mesure

E Objet fractale

Ct Classe de 1
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Dans chapitre 2 :

Arp la dimension fractale estimée par les méthodes proposées.
Ay la dimension topologique

voly volume en dimension d

P lente de droite de régression linéaire

A(N, M) une matrice de N lignes et M colonnes.

pixels L’unité de base permettant de mesurer la définition d’un image numérique matricielle.
1 le nombre d’intersection entre le bord de I’ensemble F et la grille.

L le nombre de ligne et colonne qui composent notre grille.

card le nombre des 1 dans un colonne.

i j Des sous matrice de N lignes et M colonnes.

e I’écart de la grille.

o(e) la saucisse de Minkowski.

N, le nombres des boites dans la méthode des boites.
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