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INTRODUCTION

Durant les derniéres années, les systémes de réaction-diffusion jouent un role trés im-
portant, ils ont recu un intérét considérable dans la recherche mathématique, puisque la
modélisation montre que plusieurs des maladies, épidimies, polution ont des modéles mathé-
matiques sous forme de reaction-diffusion.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre, nous commengons par rappeler briévement quelques notions
générales qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieurs.

Le deuxieme chapitre est consacré a la 1’étude de ’existence du solution pour des systémes
dits de réaction-diffusion.

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons a I’étude de ’existence globale des solutions

d’un modéle épidémique de réaction-diffusion



CHAPITRE 1

Notions et résultats préliminaires

1.1 Opérateurs différentiels

1) Soit n un entier, on note x = (z1,...,x,) un point (ou vecteur) de R". On appelle
champ de vecteurs sur R" une application v : R" — R”" qui & x = (21, ..., z,) associe

v(z) = (vi(x), ..., va(T)).

2) Pour une fonction u : R — R, son gradient est le champ de vecteurs défini par :

gradu(z) = Vu(z) = <8“1< a—“"@)). (1.1)

Bz, e g

3) Pour un champ de vecteurs v :R” — R" on appelle divergence de v la fonction

définie par :
v v
veee T+

div v(x) = 8_951@) +

(). (1.2)
4) On appelle Laplacien d’une fonction u : R" — R la fonction définie par :

9%u 9%u

:8_JI%+....+8_JJ121. (1.3)

Au(z) = div(Vu)(x)
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5) Soit © un ouvert borné de R" de frontiére J2 réguliére. On appelle normale a 92 un
champ de vecteurs v(x) défini sur le bord 0f2 tel qu’en tout point = € 02,

v(x)soit orthogonal au bord et unitaire.

6) On appelle normale extérieure une normale qui pointe vers 'extérieur du domaine
en tout point.

7) On appelle dérivée normale d’une fonction réguliére u sur le bord 99 la fonction

définie sur les points de 02 par :

ou

%(x) = Vu(z).v(z) (1.4)

( produit scalaire du vecteur Vu(x) avec le vecteur v(z) ).

1.2 Espaces fonctionnels

1) On désigne par L?(£2), 1 < p < oo I'espace de fonctions (ou plus exactement des classes
d’équivalence de fonctions, au sens de 1’égalité presque partout) u mesurables sur €2 tel que
Jo lul’ dz < 0o, LP(£2) est muni de la norme |[ull},q) = ﬁ Jo [ul? dx

2) On désigne par L>*°(Q2) Despace de fonctions v mesurables vérifiant : |u| < C' p.p
(presque partout) sur 2. out C' est une constante positive, Loo(£2) est muni de la norme :
[ull oo () = SUP,eq €88 [u(z)| = inf {C, [u| < C,p.p..sur.Q}

3) On définit l'espace LP(0,T,X),1 < p < oo comme suit :

LP(0,T,X) = {u :10,T] — X, mesurable, fOT ull% dt < 0}

muni de la norme [[ul[”;, 7 x) = fOT ||| dt

4) On définit 'espace L*>°(0, T, X) comme suit

L>(0,T,X) = {u:[0,T] — X, mesurable, sup,c . ess |Jull y < oo}

muni de la norme HquLoo(o,T,X) = Sup;e(o.7) €55 ||ull x

Naturellement on a : LP(0,7, L(Q2)) = L*((0,7) x ),1 < p < 0.

5) C(2) désigne I'espace des fonctions continues et bornées sur €2 muni de la norme
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[ull gy = maxpeq [u(z)] .

6) C*(Q),k € N désigne 'espace des fonctions k fois contintiment différentiables
sur et on écrit C°(Q) = Ng>oCH(Q)

7) HY(£2) c’est I'espace de Sobolev défini par H () = {u € L3(9): g—;fz_ € L*(N),1<i< n}

Ju
8CE i

2
de=, lul? da + Jo V| dz

muni de la norme ||u||ip(m = [l de + [, 30,

8) D’une fagon générale pour m € N* et 1 < p < oo les espaces de Sobolev H™(W) et
Wm™P(W) sont définis comme suit :
a) H™(W)={u € L*(Q) : Du € L*(Q) pour tout a € N" : |a| < m}
tmuni de la norme [[ul %1 0y = Sarcm Jin D0 2= o e 1Dl

b) WmP(Q) ={u € LP(Q) : D*u € LP(), |a| < m} munilanorme [ull}, = D lal<m ||D°‘u||§p(m n

N a1+ag+...+an
ou D% = alaﬁ
8:}01 O0xy”...0zn"

laf =>7 , a;  est la dérivée au sens des distributions. Naturellement on a :

W2(Q) = H(Q) et W™2(Q) = H™(Q).

1.3 Formule de Green

C’est en fait une généralisation de la formule d’intégration par partie. On peut écrire la
formule de Green sous deux formes :

a) Yu € C*(Q2),Yv € CY(Q), /vAudx = /—vda — /VvVud:U

b) Vu € H*(Q),Yv € HY(Q) /vAuda: = / Lodo — /VvVud:c

1.4 Inegalité de Gronwall

Soit T" > 0 et w, ¢ deux fonctions intégrables sur (0,7") non négatives, telles que w;

€ L'(0,T) et

t
3C1,C2 > 0;p(t) < C1+ CQ/w(s)gp(s)ds, p.p sur (0,7T).
0
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Alors :
o(t) < Clea:p(02/w(s)ds), p.p sur (0,7). (1.5)

1.5 Opérateurs linéaires

Définition 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire de X dans X. On dit que A est accrétif si
Re < Auju >> 0; pour tout u € D(A). (1.6)
De plus st
Ve X;3ue D(A), telqgue u + NAu = f ;i.eR(I + AA) = HVA >0

alors on dit que A est maximal accrétif .

Définition 1.5.2 Soit A un opérateur linéaire de X dans X. On dit que A est monotone
St s

< Auju >> 0; pour tout u € D(A). (1.7)

Définition 1.5.3 Soit A un opérateur linéaire de X dans X. On dit que A est maximal si

(I + A) est surjective. (1.8)

1.6 Théoréme Hille-Yosida( non homogénes)

Les équations d’évolution non homogénes sont de la forme :

%+ Au = f(u) i) (1) (19)
w(0,2) = ug(x) (2)
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ou A est un opérateur de X dans X et f est une application de X dans X.

Le théoreme suivant permet d’assurer I’existence de la solution de ce type d’équations.

Théoréme 1.6.1 Soit X un espace de Banach et A un opérateur de D(A) C X dans X. On
suppose que A est m-accrétif dans X. Alors pour tout ug € D(A) et tout f € C1(0;T;X)
il existe une unique solution de (1) et (2); u € CY(0;T;X) N C(0;T; D(A)) donnée par la

formule :
t

u(t) = T(t)ug + /T(t —5)f(s)ds

0

Ou T'(t) désigne le semi groupe engendré par —A.

1.7 Principe du maximum( cas non homogéne)

Considérons maintenant le probléme non homogeéne :

9 — dAu=f(u) sur Qx[0,400].
u=0 sur 0 x [0, +00]. (1.10)
u(x,0) = ug(x) sur Q.
ou f € C' Ry, Ry),ug € L>®(Q).s0it up € L®(N),et soit u la solution du probléme
flu) > 0Vu >0, (i.e)% — dAu < 0) :
1) si ug > 0 p.p sur Q alors u > 0 sur £ x [0, +00] .

2) si ug € L®(N) alors u € L®(Q) et [|u] oo () < [0l Lo -



CHAPITRE 2

Existence et positivité des solutions d'un

systéme de réaction diffusion

2.1 Systéme de réaction diffusion

Dans un milieu continu, soient N espéces chimiques (o constituants fluides). On note

i =1,2,...., N T'une de ces espéces, soient alors u; (z,t) sa concentration (ou densité) au
temps
t et au point x = (21, Ta,.....,z,) de R", et D; son coeffecient de diffusion. Les concentra-

tions wu; (z,t) représentent les variables étudiées dans un modele de réaction diffusion dont
I’évolution est régie par le systéme d’équation aux dérivées partielles suivantes, appelées

équations de réaction diffusion

du
prie DAu = f(u)

o u(x,t) = (uy (x,t) ,us (z,t), ..., up (x,t)) est 'inconnue,

flz tyu(z,t) = (fi(z, t,u(z,t)), ..., fu(z, t,u(x,t)) est la réaction (généralement non
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linéaire) et D(x,t,u (x,t)) est une matrice carrée m x m définie positive et diagonalisable
appelée matrice de diffusion. Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre

les composantes de u.

2.1.1 Existence locale et unicité

L’étude d’existence locale et d’unicité des solutions du probléme des équations aux dé-
rivées partielles est basée sur la théorie d’existence pour des équations diffiérentielles semi
linéaires abstraites

Soit (X,||.||) un espace de Banach et soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire
f: X — X, Etant donné uy € X

Considérons le probleme

du _ Ay=f
“ t>0 (R.D)
u(0) = g

Définition 2.1.1 On dit qu’'une fonction u de la variable réelle t > 0 & valeurs dans X est
une solution locale du probléme (R-D), s’il existe u définie sur un intervalle mazximale [0,T*)
qui pour tout t < T* est 'unique solution de (R-D) dans C*([0,T*),X). En particulier,
['une des deuz éventualités suivantes a lieu
i) T = oc.

it) T* < o0 et tlir% l|lu|| = oc.
Remarque 2.1.1 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

Si la propriété (ii) est satisfaite, on dit que la solution explose en temps fini.

2.1.2 Existence locale et positivité des solutions

Soit €2 est un ouvert borné de R" de frontiére 02 réguliere. Nous considérons le systéme

d’équations de réaction-diffusion suivant :
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L — aAu = f(u,v) sur  (0,+00) x Q (1.1

D — pAu = g(u,v) sur  (0,+00) x Q (1.2

(0, 2) = uo(x),v(0, ) = vo(x) sur Q (1.3)
Mu— (1= )% =, sur (0,4+00) x 9Q (1.4)
Ao — (1= o)L = 3, sur  (0,+00) x 9Q (1.5)

ol les hypothéses suivantes sont supposées vérifiées :

(Hy) : a,b, N\, 55,1 = 1,2, ..sont des constantes avec a,b > 0,5; > 0 et soit 0 < \; <
LA =1lou) =0.Aussi 5, =0si \; =0.

(Hy) : f et g sont deux fonctions contintiment différentiables de R? & valeurs dans R avec

£(0,m),9(¢,0) pour tout n,¢ > 0.
(Hs) : (uo,v0) € (L*(Q))? avec ug(z), vo(z) > 0 pour tout x € .

Théoréme 2.1.1 Sous les hypothéses (H1) — (H3), le systéme (1.1) — (1.5) admet une
unique solution locale et classique (u,v) sur [0, Tia.) X8, et il existe deux fonctions Ny, Ns :

[0, +00) — [0, +00) continues telles que
0 <wu(t,z) < Nyi(t) et 0 < w(t,z) < Ny(t) pour tout (t,z) € [0, Tmaz) x
.De plus le temps maximal d’existence T,,q, €st caractérisé par :
81 Trae < +00, alors limy__7,, ([[u(t)|] + ||[v(t)]]) = +o0

Remarque 2.1.2 Pour étudier l'existence globale de la solution du systéme (1.1) — (1.5),
c’est-a-dire déterminer si T,,,. = +00, nous utilisons la contraposée de la caractérisation

(1.6) du temps mazimal d’ezistence :

stil existe une fonction M : [0, +00) — [0, +00) continue telle que :
[u() [l + l0()lo < M(t) pout tout t € [0, Thnaz)- (1.6)

alors Thue = +00
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c’est-a-dire, si les fonctions u(t) et v(t) sont bornées pour tout t € [0,T],T < Tynaz,alors
Trnaz = +00.
Par conséquent, pour montrer ’existence globale de solutions classiques,il suffit de montrer

que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.



CHAPITRE 3

Etude d'un modéle épidémique de

réaction-diffusion

Dans ce chapitre, nous sommes motivés a étudier le systéme épidémique de réaction-diffusion

suivant :

(S, — d.AS = A(@) — S — B@)ST +(2)[, zeQt>0
L —d;AI = B(x)ST — [y(z) + p(z)] I 2€Qt>0

& =9d—0 z€0Q,t>0
S(z,0) = So(z) > 0,1(z,0) = Ih(z) >0 x €

¢ S(t) et I(t) représentent respectivement la densité des populations susceptibles et
infectées.

¢ les constantes d, et d; représentent respectivement le taux de diffusion des individus
susceptibles et infectés

¢ 5(x) et y(x) sont des fonctions continues positives de Holder sur la comptabilisation

11
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du taux de transmission de la maladie et du taux de récupération, respectivement

¢ Le terme de recrutement A(z) — S signifie que la population susceptible est sujette a
croissance linéaire

¢ u(x) représente le taux de mortalité des personnes infectées,A et i étant supposé étre
fonctions positives de Holder sur Q

¢ les données initiales Sy et I sont des fonctions continues non négatives sur €, et il y

a initialement un nombre positif d’individus infectés, c’est-a-dire / Iy(z)dx >0

Q
3.1 Existence de solution locale

Etant donne le systéme (3)
Pour que nous pouvons appliquer le théoréme de Hille-yoshida on va transformer le sys-

téme (3) sous la forme suivante :

%+ Au= f(u)

(3.1)
u(0) = ug
alors on pose :
s\ as s, fi A(w) = S = B(x)ST + ()]
u = , E = — af(u) = =
I 4 I fa Ba)ST —[y(x) + p(x)] 1
d’ou
—d,AS S —d;AS —d;A 0
Au = — A = = A=
—d;AI 1 —d;Al 0 —d;AI

et pour démontrer ’existence il suffit de verifier que A est une matrice monotone maximale
et f est Lipschitzienne

e < Au,u >>07 ona
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—d;AS S
< Au,u >= /Au(a:)u(x)d / < ) > dr = /—dsAS.Sdm+/—d1AI.de

Q Q Q Q

D’apres la formule de Green :

/—dSAS.Sd:p—I—/—dIAI.de— dm—/ —dm + di( / (VI) dx—/]?dx)
v
Q

Q Q Q onN onN
Q

d, [ (VS)2dz + dy / (VI)dz > 0

Q

donc A monotone

pour montrer que A est maximale, il suffit de montrer que (I + A) est surjective
e (I + A) est surjective 7

on a

1+d,A 0
(I+A)=
0 1+ d/AI

la matrice M = I + A de dimension égale 2 et le rang de M égale 2 car detM=(1 +
dsA)(1+ d;Al) # 0, alors : dimM =rangM, on conclure que ( I + A) est surjective d’ou A

est maximale

Azx)— S —B(x)ST +~(x)]
o f(u) = h = (@) (@) ) est localement Lipschitzienne?
f2 B(x)ST = y(z) + p(x)] 1
Pour montrer que f; et f; sont localement Lipschitzienne il suffit de montrer que %, %

et Afs Of2

&5 7p sont bornés

on a toute fonction holdérienne est uniformément continue et bornée

alors il existe rq, 79,73 > 0 qui verifient que
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1B(x)| < rus [y ()] < vy ()] < s

et comme S et [ sont continues sur une boule fermée 5;(0,R) donc elles sont bornées

donc

Elkl,kg Z 0: ’S| S ]{71 et |]‘ S /{72 sur Bf(O,R)

U — | =1 = B@)| < 1+ |B@)]| < 1+rky = Cy

| = |-B(2)S — 7(2)] < |B(x)S] + V()| < riks + 12 = Co

= %, % sont localement bornés alors f; est localement Lipschitzienne

et on a:+-+

|92 = |B(2)I| < riks = Cy

Y21 = 18(2)S = 4(2) = u(@)| < |8(2)S| + Iy(2) + p(@)] < riks+ 1o+ 15 = Cy

— %, % sont localement bornés alors fy est localement lipschitzienne
fi

on conclure que f(u) = est localement lipschitzienne.

f2

3.2 Positivité de solution

1) S est positif ?
On a S~(0,z) = sup(—S5(0,z),0) =0

On multiple 1 équation (1) de systéme (3) par —S—, et et on intégre sur 2 :

- / S,S~dx + / d,ASS dx = — / A(z)Sdx + Q/ SS~dx + / B(x)SIS™dx — / v(z)IS~dx

Q Q Q Q Q
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N | —
&lg‘

t/(S)de = —ds/(VS)2da:—/A(:z:)Sdm—/(S)de—/ﬁ(x)(S)QIdx—/q/(m)SIdx

Q Q Q Q Q

alors pour tout I non négatif :

On integre sur [0, ¢] on obtient :

% / (S (t,2))%dx < % / (S(0,2))%dz — / / (S-)2da

Q

2
=}
o}

d’apres I'inégalité de Gronwall

0< (S (t2)*<0= S (t,z) =0 = S(t,z) = ST(t,x) = S(t,x) > 0

alors S est positif
2) I est positif?
Considérons le systéme (3); on multiple 1 équation (2) de systéme (3) par —/—, et on

integre sur €2 :

_ / LI-dz + / GAIT dr = — / B(x)STI-dx + / (@) + ()] IT-dz — %% (I )2dz
——d, [(VI e = [5@)S s~ [ (@) + ) (1)
3 [P < = [ bte)+ o)) (s
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On integre sur [0, ¢] on obtient :

d’apres I'inégalité de Gronwall

0< (I ()’ <0= T (t,2) =0= I(t,x) =I"(t,z) = I(t,x) >0

alors I est positif

3.3 Existence globale et bornage uniforme de la solu-
tion

Pour étudier I'existence globale de la solution du systéme (3), c’est-a-dire déterminer si
Trnae = +00, nous utilisons la caractérisation du temps maximal d’existence : s’il existe une
fonction M : [0, +00) — [0, +00) continue telle que [|S(.,?)[ (o) + 11(; )l i) < M;
pourtout ¢ € [0; Tynaz), alors The = 00

c’est-a-dire, si les fonctions S(z,t) et I(z,t) sont bornées pour tout ¢ € [0; 7], T < Tpnaz,

alors 1,4, = +00.

Théoréme 3.3.1 Les solutions (S(z,t), [(x,t)) du probléme (3) existe de maniére unique et
globale. En outre, il existe une constante positive M en fonction des données initiales et des

paramétres dr,dg, 3,7, A et i tel que
1SC Ol ooy + I D)l ooy < M vt > 0. (3.1)

Preuve. De la théorie standard des systémes paraboliques semi-linéaires, il en résulte que
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(3)admet une solution unique (S(x,t),I(x,t)) pour x € Q ett € [0, Than),avec Thapétant
le temps maximal d’existence. De plus, le principe mazximum pour les équations paraboliques
indique que la solution est positif sur Q x (0, Tynaz) Intégrer les deux EDP de (3) et ajouter

les deux identités résultantes,nous sommes conduits a

/Stdx + /Itd:r - dS/ASd:r - dI/A[dx = /A(x)d:c - /Sdm - /u(az)[d:c
Q 0 0 Q 0 Q 0

L’application de la formule de Green donne

/ASd:L’:() et/AIdac:O

Q Q

/ Sydar + / Ldz — / A(z)dz — / Sdz / w(z)Ide

d’aprés le théoréeme de dérivation sous signe intégrale

alors

%/S(I, Hdz + %/I(m,t}dm _ /A(m)dm _ /S(m, H)da — /u(m)](m,t)dm
Q Q

Q Q Q
ot 0 = min {1; u,}

(S(x,t) + I(z,t))dx < /A(m)dm — 60 [ (S(z,t)+ I(x,t))dx (3.2)

Q

SR

dt
Q
on intégre sur [0, ]

t t

/ (S(x,t) + I(x,t))dz < / / A(z)dz — 0 / / (S(x,t) + I(z,1))dz
Q

0 Q 0 Q
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d apres | inegalité de Gronwall

(S(z,t) + I(x,t))dx < Az)e "de < My, Yt € (0, Thaz)-
/ /l

On pose :

comme A(x) est positives, alors

/ (S(2.1) + (2, 1))z < My, Vi € (0, Tyas) (3.3)
Q

Bornage uniforme :

Nous considérons maintenant

Sy — d;AS = ANx) — S+ [y(x) — B(x)S|I, xe€Qte(0,Thw)
95 =0 x € 0Nt € (0, Thax) (3.4)

S(x,0) = Sp(z) >0 x €Q

pour tout I non négatif ,on a le constante positive :

i
LOO() ) HSOHLOO(Q) ) ‘B

M5 = max { Al

Lo (Q) }

on multiple la premiére équation de (3.4) par (S — M) et on intégre sur ©,on obtient

/ Si(S — M) —d, / AS(S — My)* = / (A(x) — S)(S — Ma)* + / () — B()SII(S — Ma)*
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L’application de la formule de Green donne

d

) ((S—M2)") +d/|vs M) \_/A() SM2++/

Q

On integre sur [0.]

[((s=m)y7 = . / 1965 = 3+ / J(h@-s)s-2m)"+ / [o@-

Q 0 Q 0 Q 0 Q

Ce implique d gpres le principe de maximum

t t

Js=r < [ @ - s -+ [ [0 - s@sirs, -

Q 0 Q 0 Q

Pour Sy > A(x) et y(x) < B(x)Sp;en deduit que

/((s My)* <O//SO—M2

Q

Le principe comparaison pour les équations paraboliques donne :

S(z,t) < My Vo€ Q,te€ (0, Tha)

S|I(S—My)*

2) "

Puisque S est uniformément borné et que L' — norm de I(.,t) est également bornée

pour t € (0, Tyna:) aprés(3.3) et en utilisant 1 équation de I; on déduit que I est également

uniformément borné dans €2 x (0, T},4.) , en conséquence, nous devons avoir 1., = 0o et de

(3.1) est prouvé.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudier un modele de réaction-diffusion épidémique SIS régi
par un mécanisme d’infection & action de masse et par une croissance linéaire naissance-mort
sans condition de flux, ou nous avons demontré ’existence de la solution globale de ce modéle,

en se basons sur le théoréme de Hille-Yoschida pour les systémes réaction diffusion.
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