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Introduction

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise, en autre,
I'isomorphisme fondamental algébrique et topologique entre le groupe topologique additif
des nombres réels et le groupe topologique multiplicatif des nombres réels strictement
positifs,on peut constater que la fonction ¢t —— €'*, a € R, est une solution réele continue
de I’équation fonctionnelle de Cauchy f(t+s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1. Cette
équation a été traité par plusieurs mathématiciens comme avec Cauchy méme. D’autre
part, il est évidemment que la fonction exponentielle ¢t —— e® est la solution unique sur
R de ’équation différentielle 2’ = ax avec la condition initiale x(0) = 1. L’importance
des fonctions exponentielles a connu une grande croissance aprés I’année 1888, quand le
grand mathématicien Giuseppe Peano a eu l'inspiration un développement la solution du

probléme de Cauchy vectoriel

n=0
Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles X' = AX, ou A est un

opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X, qui a pour solution fondamentale



la fonction exponentielle t — €4, A € B(X). Ces extensions de la fonction exponen-
tielle admettent un modéle général dans le cadre des algébres de Banach abstraites. Plus

précisément, si B est une algébre de Banach avec I'unité I et a € B, alors la fonction

R st— e e B

X in_n
ta t"a
€ - 9
Zn!

n=0

est dérivable et elle est I'unique solution du probléme de Cauchy

Compte tenu de I'unicité des solutions du probléme de Cauchy, il en résulte que la fonction
f(t) = e satisfait sur R a I’équation fonctionnelle de Cauchy. Le probléme reciproque
du savoir si les solutions de ’équation fonctionnelle de Cauchy sont des solutions pour les
équations différentielles linéaires de premier ordre ' = ax, s’est avéré étre plus dfficile,
mais il a été résolu par Nathan et Yosida . Donc la double caractérisation de la fonction ex-
ponentielle par ’équation fonctionnelle de Cauchy et par ’équation différentielle linéeaire
de premier ordre a été établie pour le cas généeral des algébres de Banach abstraites.
Ces caractérisations importantes ont sugéré I'idée d’étudier les équations différentielles
linéaires du premier ordre par des extensions adéquates de la fonction exponentielle. De
cette maniére est apparu la nécessité de considérer les équations différentielles vectorielles
de premier ordre ' = Ax ou A n’est pas un opérateur de ’algébre de Banach des opé-
rateurs linéaires bornés B(X), mais un opérateur linéaire non-borné dans un espace de
Banach X . La définition d’une fonction exponentielle comme une solution de cette équa-
tion a été realisée par I'introduction des semi-groupes de classe Cy. Mais, dans ce cas-la,

I’équation fonctionnelle de Cauchy se référe aux fonctions



[0,00[ 2t — T (t) € B(X),

avec T'(0) = I, satisfaisant la relation T'(t+s) = T'(t)T'(s) et qui sont fortement continues,c’est-

a-dire ayant la propriété

yn&T (t)z = x pour tout = € X.

Aprés ce bref historique sur les Cyp-semi-groupe, ce mémoire est constitué de trois cha-
pitres. Dans le premier chapitre nous présentons une foule de définitions, propositions et
également quelque théorémes sans recourir aux démonstrations. Dans le second chapitre,
nous preposons deux théorémes le premiér est celui de Hille-Yosida quand au le deuxiéme
de Lumer-Philips en mettant leurs preuves en valeur. En déffinitive, nous exposons dans
le dernier chapitre le probléeme de cauchy abstrait qui utilisé pour étudier 'unicité et

existence de la solution.



Chapitre 1

Semi-groupe de class Cj

1.1 Définitions.Propriétés élémentaires

Soit X un espace de Banach sur le corps des nombres complexes C. on note par B (X)
l'algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X et par I 'unité de B (X).

Pour un opérateur linéaire A : D (A) C X — X on note par :
p(A) ={A € C\ A — A est inversible dans B (X)}
'ensemble résolvant de A € B (X) et par :

R(,A):p(A) — B(X)
R(MA) = (M — A"
la résolvante de 'opérateur linéaire A.

Définition 1.1.1 On appelle Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X une fa-

mille {T' (t)},5o C B (X) vérifiants les propriétés suivantes :



2.T(t+s)=T ()T (s), Vs, t > 0;

3. IimT (t)x =2z, (V)z € X.

n—oo

Définition 1.1.2 Soit T (t) étre un Cy-semi-groupe.il existe des constantsw > 0 et M > 1
tel que

IT ()| < Me*" pour 0 <t < oco.

Siw = 0,T(t) est appelé uniformément borné et si de plus M = 1 est appelé Cy-semi-

groupe de contraction.

Définition 1.1.3 On appelle générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T' (t)},~,, un

opérateur A défini sur [’ensemble :

D(A) = {x € e\ lim M existe}

t—0

par :

M, Vo € D (A).

Az = lim
t—0

Remarque 1.1.1 ] est clair que le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe est un

opérateur linéaire.

Exemple 1.1.1 Soit :

C={f:]0,00) — R\ [ est uniformément continueet bornée} .

Avec la norme || f[| = suPye(p.00) | f (@)], Pespace C' devient un espace de Banach.
(Tt)fla=f({t+a), VE>0et a € [0,00].

Evidemment T (t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :



1. (T(0)f)a=f(0+a)= f(«a). donc T (0) = I;
2. Tt+s)fla=ft+s+a) = (TH)f)(s+a) = (TH)T(s)f)(a), Vf € C.

Donc T (t+s) =T (t)T (s), Vt, s > 0;

3 tma[7) = Sl = {supl ¢ +0) = @I} =07 e

De méme, on a :

T () fle = sup |[(T'(£) f) ()]

a€[0,00]

— sup |f(t+a)l

a€[0,00]

= sup [f(O)]

B€[0,00]

< sw £ =St 20

B€[0,00
Donc [T (t)|| = 1, Vt > 0. Par conséquent {T'(t)},-qest un Co-semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur C, nommé le C-semi-groupe de translations a droite.
Soit A: D (A) C C' — C' le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe {7'(t)},5 -

Si f e D(A), alors on a :

t—0 t t—0

uniformément par rapport & a. Par conséquent :
DA c{feC\ feC}.

Si f e C et tel que f' € C, alors :




COH@-F@) o | [flatd-f)
t - )| | HEEEEE g
[ | =1 | [ - r@ner
1 ot ! !/
<t [ Ir@-rela—o,

d'ou fe€ D(A) et :
{feC\feC}cD(A

Par conséquent D (A) = {f e C\ f'eC} et Af = f'. Comme cet opérateur est non

borné, il ne peut pas engendrer un semi-groupe uniformément continu.

On note par SG (M,w) I'ensemble des Cy-semi-groupe {7'(t)},, C B (X) pour lesquels

il existe w > 0 et M > 1 tel que :

{T (1)} < Me¥", vVt > 0.

Dans ce cas, on dit que {7 (t)},-est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné.

Proposition 1.1.1 Soient {T'(t)},5o € SG (M,w) et A son générateur infinitésimal.

Siz e D(A),alors T (t)x € D(A) et on a l'égaliteé :

T (t) Az = AT (t) z, Vt > 0.

Preuve. Soit z € D (A). Alors pour tout ¢ > 0, on a :

T(t)Ax:T(t)}lLiE%%
o T T W —T ()
h—0 h '



Donc T'(t)x € D(A) et on a T (t) Ax = AT (t) x, Vt > 0.

Remarque 1.1.2 On voit que :

T (t)D(A) C D (A), vt > 0.

Proposition 1.1.2 Soient {T'(t)},5, € SG (M,w) et A son générateur infinitésimal.

Alors 'application :
0,00)2t—T(t)x € X,

est dérivable sur [0, co[, pour tout = € D (A) et on a :

%T(t)x:T(t)Am:AT(t)x, vt > 0.

Preuve. Soient © € D (A) et t > 0 et h > 0. Alors :

T({t+h)e—T(t T (h)x —
EDT=TOT 1) e < | E=E 4
h h
< peet | TRz
h
]
Par conséquent :
T({t+h)x—T(t
lim (t+h)z ()x:T(t)A:c,
h—0 h
d’ou :
d+



Sit—h >0, alors on a :

HT(t—h)_xh—T(t)x —T(t) Az|| < | T (t - n)| HW ~ Az + Az — T (h) Az
< Me*! (H—T(h)hm T x|+ T (h) Az — Am||> :
Par suite :
hmT(t—h)x—T(t):v _ () Ax
h—0 —h
et :
q-

ET (t)z =T (t) Az,Vt > 0.

Alors Dapplication considérée dans ’enoncé est dérivable sur [0,00), quelque soit = €
D (A).

De plus, on a I'égalité :

%T(t)x:T(t)Ax:AT(t)x, vt > 0.

Lemme 1.1.1 Soit {T'(t)},5, un Co-semi-groupe. Alors :

1 t+h

lim — T(s)xds =T (t)x
h—0 ¢

quels que soient x € X et t > 0.

Preuve. L’¢égalité de ’énoncé résulte de I’évaluation :

H%/tHhT(s)xds—T(t)x - H%/tt+h<T<s>—T<t>>xds

< sup [T (s)z =T ()|,
sE[t,t+h]



et de la continuité de l'application [0,00] 5t +— T (t)z € X.

Proposition 1.1.3 Soient {T'(t)},5, € SG (M,w) et A son générateur infinitésimal.Si

x € X, alors :

/tT(s)mdseD(A),

et on a [’égalité :

t
A/ T(s)xds =T (t)x —x, Vt > 0.
0

Preuve. Soient z € X et h > 0. Alors :

%/ﬂtT(s)deZ 1/OtT(s+h)xds—%/0tT(s)xds

h
1 t+h t
:—/ T(u)mdu—/ T (s)zds
h Jn 0
1
h

t+h 1 h 1 t
/ T(u)xdu——/ T(u)xdu——/T(s)xds
0 h Jo h Jo
1 t+h 1 t
- T 2| .
; /t (u) zdu h /0 (s) zds

Par passage a limite pour h — 0 et compte tenu du lemme [1.1.1} on obtient :
t
A/ T (s)xds =T (t)x —x, Yt > 0.
0

et :

/tT(s)xdseD(A).

Théoréme 1.1.1 Soient {T'(t)},5 € SG (M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors

x € D(A) et Ax =y, si et seulement si :
t
THr—x= / T (s)yds, ¥t > 0.
0

10



Preuve. = Siz € D(A) et Ax =y, alors on a :

d’ou :
t t d
/T(s)yds:/ —T(s)xds =T (t)x —z, Vt >0,
0 o ds

<= Soient x,y € X tel que :

t
T(t):z:—x:/ T (s)yds, ¥t >0,
0

Alors on a :
M: %/:%T(s)yds, vVt >0,
d’ou
i T iy [ (s = T0)y = 0 v 20

compte tenu du lemme m Finalement on voit que z € D (A) et Az =y. =

Théoréme 1.1.2 Soient {T' (t)},5, € SG (M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors :

1. D(A) = X.

2. A est un opérateur fermé.
Preuve. On a: m

1. Soient z € X et t, >0, n € N, tel que lim ¢, = 0. Alors :

1 [
xn—t—/ T (s)xds € D(A), Vn €N,
n Jo

d’ou

1 tn
limxnzlim—/ T(s)xds =T (0)x = x.
0

n—oo n—oo n

11



Par conséquent D (A) = X

2. Soit (zy,),en € D (A) tel que lim z, = x et lim Az, = y. Alors :

n—oo n—oo

I (s) Az = T () yll < |IT ()| [| Az — gl < Me" | Az, =yl

quel que soit s € [0,t]. Par suite T'(s) Az, — T (s) y, pour n — oo, Uniformément

par rapport a s € [0,t] . D’autre part, puisque x,, € D (A), on a :

¢
Tz, —x, = / T (s) Az,ds,
0

d’ot :
t

lim [T (t)x, —xz,) = lim [ T(s)Ax,ds,

n—oo n—oo 0

ou bien

T(t)x—:c:/otT(s)yds.

Finalement, on voit que :

1
=lim— [ T (s)yds=y.
t Jo

Par suite z € D (A) et Az =y, d’ou il résulte que A est un opérateur fermé.

On montre maintenant un résultat qui concerne l'unicité de l’engendrement pour les

Cpsemi-groupe.

Théoréme 1.1.3 (L’unicité de l’engendrement) Soient deuzx Cy-semi-groupes {T'(t)},5q

et {5 (t)},5¢ ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A. Alors :

T(t) =S (t),Vt > 0.

12



Preuve. Soient t > 0 et x € D (A). On définit application :

0,t]5s—U(s)x=T(t—s)S(s)x € D(A).

Alors :

d d d
£U(s)x=ET(t—5)5(3)93+T(t_8)£5(5)x

=—AT(t—s)S(s)z+T(t—s)AS(s)x

=0.
Quel que soit = € D (A). Par suite U (0) x = U (t) z, pour tout x € D (A), d’ou :
T(t)x=S(s)x,Yre D(A) et t>0.
Puisque D (A) = X et T'(t), S (s) € B (X), pour tout ¢ > 0, il résulte que :

T({t)x=S(s)x, ¥Vt >0, et z € X,

ou bien :

1.2 La caractérisation de générateur infinitésimal de
Cy-semi-groupe

Il existe de défférents types de caractérisations de générateur infinitésimal des Cy-semi-

groupe de contraction, mais nous citons les deux plus important :

13



Lemme 1.2.1 Soit A est un opérateur linéaire dont p (A) D [0, +00[. S :

IN"R(N: A)"|| <M, pourn=1,2,.;)>0. (1.1)
Alors il existe norme |.| sur X qui est équivalent a la norme d’origine ||.| sur X satisfait :
I X < |x| < M |z|, pourz € X. (1.2)
Et
IAR(X: A)z| < |z|, pourz € X;\> 0. (1.3)
Preuve. Soit i > 0 et
lll,, = sup s R (- A)" ]| (1.4)
Alors évidement :
el < Hll,, < M ]| (1.5)
Et
RO A, < 1. (16)
On prétend que :
IAR (A A)|l, <1 pour0 <A< p. (L.7)
En effet, siy=R(A: A)x puisy =R (u: A) (x+ (n— N)y) et par[L.6
1 1
Il < 2l + (1= 2) o,
Dou Allyll, < ||zl tel que revendiqué. D’aprés et suit que :
[A"R(A:A) 2| < IN"R(A: A) 2, < lzf|, pour 0 <A < p. (1.8)

14



Prendre le sup n > 0 sur le c6té a gauche de implique que :
il < el pour 0 < A < g
Enfin on définit :

ol = lim_|al],. (L9)

Alors, découle de .Prendre n=1dans|l.§ On’a : [[AR(A: A)zl, < |[z|, et

suit aprés avoir laissé j — oo.

Lemme 1.2.2 Soit {By},y € T est une famille d’opérateurs linéaires faisant d’exploita-
tions uniformément borné. Alors il existe une norme équivalente sur X pour laquelle tout

le B, sont des contractions si est seulement si il y a constant M tel que :
By, By - By, x| < M ||| (1.10)

Pour chaque sous-ensemble fini {y1;y2;...;ym} de I'. En effet, il est clair que s’il y a une

telle norme équivalente est satisfait. D’autre part, si est satisfait on définit :
|| = sup || By, By, ... By, (1.11)

ot le sup est prise sur tous sous ensembles finis de I', et |.| est la norme equivalente désirée,

la condition plus faible :
|Byx|| < M|lz|| pour chaque y € T et n > 0. (L.12)

n'est pas suffisant, en général pour assurer l’éristance d’une norme équivalente sur X
pour laquelle tous les B, sont des contractions.Dans une cas spécial quand I' = R* et
B, = R (y : A) pour certains opérateurs linéaires fizes A. Le lemme précédents montre que

la condition la plus faible suffit assurer une telle norme équivalente.

15



Théoréme 1.2.1 A opérateur linéaire est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

T (t), satisfaisant | T ()| < M (M > 1), si est seulement si :

1. A est fermé et D (A) est dense dans X.

2. L’ensemble résolvant p (A) de A contient RT et

IR(A: A" < MN'|| pour A >0,n=1,2,...

Preuve. Soit T (t) Cy-semi-groupe dans un espace de Banach X et soit A son gé-
nérateur infinitésimal. Si la norme en X est changée en une norme équivalente 7" ()
dit un Cy-semi-groupe sur X avec la nouvelle norme. La générateur infinitésimal A
ne change pas , ni le fait que A soit fermé et dense changement défini lorsque nous
passons & une norme équivalente sur X. tout cela sont les propriétés topologiques

qui sont indépendentes de la norme équivalente perticuliere dont X est doté.

Soit A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe satisfaisant ||7°(¢)|] < M.

Définie :
ol = sup [T (8] (113
Alors :
]l < o] < M fl]] (1.14)
Et donc |.| est une norme sur X qui est équivalente a la norme d’origine ||.|| sur X.
En outre,
7Oz =swp 7T O] < sl ()a] =l (1.15)

et T (t) est Cp-semi-groupe de contractions sur X doté avec la norme |.|. Il découle

du théoréeme de Hille-Yosida et les remarques au début de la preuve, que A est fermé

16



et dense et que |R (A : A)| < A7! pour A > 0.Donc d’aprés et on’a :
[ROA:A) 2| < [ROA:A)'| e < o] < Mlz]],

et les conditions (1) et (2) sont nécessaires. m

Soit les conditions (1) et (2) sont satisfait. D’aprés le lemme il existe une norme
|.| sur X satisfaisante et [1.3 Considérant X avec cette norme, est un opérateur fermeé
et dense avec p(A) D ]0,00[ et |[R(A: A)] < A7! pour A > 0. Donc par le théoréme de

Hille-Yosida, A est aussi un générateur infinitésimal de 7' () et,
17 (@) 2| <|T(8) x| <[] < M|,

alors ||7"(¢)|| < M au besoin. Les conditions (1) et (2) sont-ils également suffisants.

Si T (t) est un Cy-semi-groupe général sur X alors, il y a des constants M > 1 et w tel que
T (t)|| < Me*". (1.16)

Considérer le Cp-semi-groupe S (t) = e T (t) alors ||S(t)]| < M et A un générateur
infinitésimal de T' (t) si et seulement si A — wl est un générateur infinitésimal de S (¢). En

utilisant ces remarques avec théoréme nous obtenons.

Théoréme 1.2.2 A un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe T (t) satisfisant ||T (t)|| < Me*t, si et seulement si

1. A est fermé et D (A) est dense dans X.

2. L’ensemble résolvant p (A) de A contient le rayon |w, oo et

|[R(A:A)"| < = pour A >w, n=12,.. (1.17)

M
(A —w)

17



Corollaire 1.2.1 Si A générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe T (t) alors D (A) le

domaine de A est dense sur X tel que A est un opérateur liéaire fermé.

Remarque 1.2.1 La condition que chaque réel \, X\ > w, soit dans l’ensemble résolvant
de A avec Uestimation[1.17 implique que chaque complexe A satisfaisant Re A > w est dans

l’ensemble résolvant de A et

IR(A:A)"| < 7 pour A >w, n=12 .. (1.18)

M
(Re X — w)
Preuve. On définit :
ROz = / NI (t) dt.
0

Puisque ||T(¢)|| < Me“!, R()\) est bien défini pour chaque A satisfaisant Re A > w.
L’identique a 'argument montre que R (A\) = R (A : A). Pour prouver NOUS SUPPOSONS

que Re A > w, alors

d d o0 o0
—R\N: Az =— AT (¢ dt:—/ te MT (1) zdt.
™ ( )@ A e (t)x ; e (t)x

Procédant par induction, on obtient :

%R(/\ cA)x = (=1)" /000 t"e MT (t) zdt. (1.19)

D’autre part,a partir de 1’'identité résolue
RA:A)—R(p—A)=(p—ANRA:A)R(u:A),
il s’ensuit que pour chaque A € p(A),A — R (A : A) est un homorphisme et
d

RO A) =-R(\: A). (1.20)
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Procédant a nouveau par induction, on trouve :

dA"R(\: A
% = (=1)"n!R(\: A" (1.21)
Comparer les rendements [I.19] et [1.20]
1 o0
A Az = " e MT (t) wdt 1.22
RO A a = sy [0t T 1) aa, (1.22)
d’ou
M [ M
- A n < tnfl (w—Re M)t dt = —— )
RO A ] < ooy [0t o it = e
|

Théoréme 1.2.3 Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe T (t) sur X. Si

Ay est Uapprozimation de Yosida de A, c-a-d Ay = NAR (A — A) alors

T(t)= )}LrloloetAAx.
Preuve. On commence par le cas ou ||T(¢)|| < M. Dans la preuve de théoréme on
a exposé une norme ||.|| sur X qui est équivalent & la norme d’origine ||.|| sur X et pour
lequel T (t) est Cy-semi-groupe de contractions. D’aprés le corollaire (1.5) il s’ensuit que
|e 2 — T (t) z|| — 0 comme A — oo pour tout = € X.Depuis ||.|| est equivalente a ||. |
?7 tenir dans X. Dans le cas général ou ||T (t)|| < Me“" on a pour w < 0, ||T ()] < M et
donc par ce qu’on vient de prouver, le résultat est valable.Il reste de prouver le résultat

tAx

pour w > 0. Soit w > 0 et noté \ — ||e || est borné pour A > 2w. En effet :

tAy ” — M 6A2R(A:A)t

le

< oMy MU|ROAT] (1.23)
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Ensuite, on considére semi-groupe uniformement borné S () = e “*T () dont le générateur

infinitésimal est A — wl. D’aprés la premiére partie de la preuve on a :

T (t)r = lim efA~wIh+wly pour v € X (1.24)

A—00

A calcul simple montre que :

(A—wl), +wl=A\i, + H(N).

H ()N =2wl —w(w+2\)RA+w:A)
=wwRA+w:A)—2ARN+w:A)].

Il est facile de vérifier que [|[H (\)|| < 2wl + 2w+ A'w*) M et z € D(A)||H (M) z|| <
MM (w? ||z]| + 2w ||Az]]) — 0 comme A — oo. Donc H (A\)z — 0 comme A — oo pour

chaque x € X. Depuis :

Hem(x)x B 93” < MO H (\) 2|

lim etHW)
A—00

r =z pourz € X. (1.25)

Enfin, puisque H (\) et A)i, sont commutatif on’a :
HetAA:E —T(t) xH < HetA”tH(’\_”)x —T(t) :UH + HetA* H HetH(A_w)az — x” ) (1.26)

Comme )\ — oo le premier terme du coté droit tend a zéro de tandis que le second

terme tend & zéro de [1.23] et .25l Donc :

lim ety =T (t)z pour z € X,

A—00
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et le preuve est complet. m

Corollaire 1.2.2 Soit A un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction.

Si Ay Uapproximation de Yosida. Alors :

T )z = lim ez

A—00
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Chapitre 2

Théorémes

Hille-Yosida/Lumer-Phillips

2.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 2.1.1 A opérateur linéaire non borné, A est un générateur infinitésimal d’un

Co-semi-groupe de contraction T (t), t > 0 si et seulement si :

i Aestferméet D(A)=X.

ii L’ensemble résolvant p (A) de A contient R et pour tout A > 0

R A) < (2.1)

> =

Preuve. (Preuve de la nécessité du théoréme) m

Si A est générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe alors est borné et d’aprés le colloraire

(A) = X. Pour A > 0 et soit z € X

RN = [e NT(t)zdt. (2.2)

0
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Comme t — T'(t)x est continu et uniformément borné 'intégral existe en tant que l'integral

de Riemann improper et défini un opérateur linéaire borné R () satisfaisant :

o 1
RNz < Ofe T || dt < 5l (2.3)
Donc, pour h > 0
TRIR (M) a =L[eM(T(t+h)o—T(t)x)dt
9 (2.4)

= EMT_lofe*AtT t) xdt — f M (t) adt.

=]

Comme h | 0 la limite droite de converge vers AR (\) x — xz. Ce qui implique que pour
tout z € X et A\ >0, R(A\)x € D(A) et AR(A\) =AR(\) —1I, ou:

(AT —A)R(\) =1I. (2.5)

Pour x € D (A) on’a :

o0

= [e™MT (t) Azdt = [eMAT (t) xdt
0

0 (2.6)
(feMT (t) mdt) = AR\ «x
0
On’a pour x € D (A), T (t)x € D (A) et
d
dtT( Y =AT (t)z =T (t) Ax.
Et on’a A est fermé. D’aprés [2.5] et [2.6] il s’ensuit que :
R(A) (M —A)z =z pour z € D(A). (2.7)
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Ainsi, R ()) est l'inverse de A\l — A, il existe pour tout A > 0 et satisfait a l'estimation

souhaitée [2.1] Les conditions (i) et () sont la pour la necessité.

Afin de prouver que les conditions (7) et (i) sont pour que A. soit un générateur infinité-

simal d’un Cy-semi-groupe de contraction on aura besoin de quelque lemme.

Lemme 2.1.1 Soit A satisfait la condition (i) et (ii) de théoréme et R(A:A) =
(M — A" puis :
ImARA: A)xz =2 pourz e X (2.8)

A—00

Preuve. Supposant que x € D (A) puis :

IAR(A:A)x—z|| =]|AR\: A)z|
Z RO ) As)

< 1 ||Az| .

Mais D (A) est dense dans X et tends vers 0 comme A — o0

IAR(A: A)|] < 1. Donc AR(A: A)x — x comme A — oo pour tout € X. Maintenant

pour tout A\ > 0, approximation de A donnée par

Ay =MR(A:A) = A2R(\: A) — AL (2.9)

A, est 'approximation de A. m

Lemme 2.1.2 Soit A satisfait les conditions (i) et (ii) du théoréme de Hille-Yosida. Si

A, est Uapproximation de Yosida de A. Alors :

lim Ayz = Az pour z € D (A). (2.10)

A—00
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Preuve. Pour z € D (A), avec lemme et la définition de A, :

lim Ayz = )\lim AR (N : A) Ax = Aux.

A—00

Lemme 2.1.3 Soit A satisfait les conditions (i) et (ii) de théoréme |2.1.1. Si A, est
Papproximation de Yosida de A. Alors est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de

contraction uniformément continue e** pour chaque z € X, \, it > 0 on’a :
HetAAx—etA“xH <t||Axz — Az . (2.11)

Preuve. D’aprés[2.9 il est clair que Ay est un opérateur linéaire borné et ainsi que le géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continue et d’un opérateur linéaire

borné,aussi :

tA)\” — 67t)\ e

| | o INZR(X:A) H

< e R(A)] (2.12)

<1

Donc et est un semi-groupe de contractions. Il est clair de définition que e, etdn, A,

et A, commutatif entre eux. Par conséquent :

I
HetAA.r _ etA“:EH — Hfdi (etSA’\Gt(I_s)A”l’) dS
0 S

I
< [tletsretI=D4 (Ao — A,x)|| ds
0

St”A)\iU—Au$”
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Preuve. (Preuve de théoréme suffisance) Soit v € D (A).Alors

H oA g — ptAu

al <t||Az — A,z

(2.13)
<t||Axx — Az || +t || Az — A,z .

De et le lemme il s’ensuit que pour v € D (A), ez converges comme X\ — oo

et la convergence est uniforme auz intervalles bornées. Puisque D (A) dense en X et

HetAAH <1, il s’ensuit que :

lim e =T (t)z pour tout x € X. (2.14)

A—00

La limite dans|2.1]) est & nowveau uniforme a l'intervalle borné. De[2.14) il s’ensuit que la
limite T (t) satisfait les propriétés des semi-groupe que T (0) = I et que ||T (t)]| < 1.Aussi
t — T (t)x est continue pour t > 0 comme une limite uniforme de fonction continue

t s ez, Done T(t) est Cy-semi-groupe de contractions sur X.

Pour conclure la preuve on’a montrer A est un générateur infinitésimal de 7(¢).

Soit x € D (A) puis en utilisant
t t

eton'ax € X, [T(s)ads € D(A) et A (fT(s)a:ds) =T(t)r — x.
0 0

On’a .
Tt —z = Alim (etMry —x) = /\lim [etMads
o . 0 (2.15)
= [T (s) Azds.
0

La derniére égalité découle de la convergence uniforme de > Ayz a T(t)Ax dans 'in-
tervalles bornés. Soit B est un générateur infinitésimal de 7'(¢), il résulte de la condition
nécessaire que I € p(B). D’autr part, on suppose que I € p(A) (Phypothése (ii)). Depuis
BJA(I—-B)D(A) =(I—-A)D(A) = X implique que: D (B) = (I — B)"' X = D (4)
donc A = B.

Corollaire 2.1.1 Soit A générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe de contractions T'(t).
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Si Ay est l'approximation Yosida de A, alors :

T(t)r = )\lim M r pour x € X. (2.16)
Preuve. D’aprés la preuve de théoréme il s’ensuit que la coté droite de défini un
Co-semi-groupe de conntraction, S(t), dont A est générateur infinitésimal. De théoréme
(Soit T'(t) et S(t) sont des opérateurs bornés de Cy-semi-groupe avec les générateurs

infinitésimals A et B respectivement. Si A = B alors T'(t) = S(t) pour ¢t > 0.)alors

Corollaire 2.1.2 Soit A est générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe de contraction
T (t). L’ensemble résolvant de A contient le demi plan d’ouvert droite c-a-d : p(A) 3
{AN:Re X > 0} et pour un tel A
RO A)] < & (217)
' ~ Re\ '
Preuve. L'opérateur R (\)z = [e T (t)zdt est bien défini pour A satisfait Re A > 0.
0

Dans la preuve de théoréme nécessaire on montre que R (\) = (A — A)~" et donc
p(A) J{X:Re\ > 0}.Cette estimation pour R (\) est évidente. m

Exemple 2.1.1 Soit X = BU [0, 0], c’est l’espace de toute les fonctions non formelle-

ment bornés dans [0, co[. Défini

(T (1) f) (@) = f(t+5s). (2.18)

T (t) est Cy-semi-groupe de contractions dans X. A Son générateur infinitésimal donné

par

D(A)={f:fetfeX) (2.19)

27



Et
(Af)(s)=f"(s) pour f e D(A). (2.20)

D’aprés le comllaire on sait que p(A) D {X: Re X > 0}. Pour tout complexe A l’equa-
tion (A — A) px = 0 a la solution non triviale py(s) = €. SiRe X < 0,9, € X et donc le

demi-plan gauche fermé est le spetre o (A) sur A.

Soit T(t) est Cy-semi-groupe satisfait |T (t)|| < e** (pour certains w > 0).Considérer
S(t) = e T (t). S(t) est évidement un Cy-semi-groupe de contractions. Si A est un gé-
nérateur infinitésimal de T(t) alors A — wl est générateur infinitésimal de S(t). D’autre
part, si A est générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions S(t). Alors
A+ wl est générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe T(t) satisfait ||T(t)]| < e*t. En
effet, T(t) = e*tS(t). Ces remarques nous ameénent & la caractérisation de générateur

infinitésimal d’un Cy-semi-groupe satisfait || T(t)|| < e**.

Corollaire 2.1.3 A opérateur lineaire, A générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

satisfait ||T (t)|| < e** si et seulement si :

1. Aest fermé et D (A) = X.

2. L’ensemble résolvant p (A) de A contient le rayon {A: Im A =0, > w} et pour un

tel A
1

: <
IRO: A < =

. (2.21)

On conclut avec un résultat souvent utile pour prouver qu'un opérateur donné satisfait
a la condition suffisante du théoréme de Hille-Yosida est donc le générateur infinitésimal
d’'un Cy-semi-groupe de contractions.

Soit X un espace de Banach et soit X* son dual. On note la valeur de z* € X* a x € X
par (z*,z) ou (z*,z). Si A un opérateur linéaire sur X, S(¢) son plage numérique est

I’ensemble :

S(A) = {{z*, Az} : x € D(A), ||z]| = 12" € X*, |2*]| = 1, (%, 2) = 1} (2.22)
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Théoréme 2.1.2 Soit A un opérateur linéaire fermé avec un domaine dense D (A) sur
X. Soit S (A) est un plage numérique de A et soit » . est le complément de S (A) dans C.
Si A€ ) alors A\ — A est un & un et plan fermé. En outre, si ) est un composant de

>~ satisfait p (A) N>, # @ alors le spectrede de A est contient dans le complément Sy de

D0 €t

IR A < - ! (2.23)

(A= 5(A4)°

ot d ()\ : (A)) est la distence de A de S (A).

Preuve. Soit A€ > . Siz € D(A),||z|| = 1,2* € X*, ||z*|| = 1 sont (z*,x) =1 alors
0< d()\: (A)> < A — (2%, Az)| < |z — Az, (2.24)

et donc A/ — A est un & un et son plan fermé. Si en outre A € p(A) alors implique

que [2.23) et
d()\ ;W) <R : A" (2.25)

Il reste & montrer que si ), est le composant de ) qui a intersection non vide avec
'ensemble résolvant p (A) de A alors p (A) T Sp. A cela considérer 'ensemble p (A)N ).

Cet ensemble est évidemment ouvert dans ) _,. Mais tout est fermé en ), depuis A, €

p(A) N>, et A, — X € > implique que pour n assez grand que d(\, : S (A)) > 3d(\:

S (A)) > 0 et par conséquence de l'assez grand |\ — \,| < d ()\n : (A)) De [2.25| alors

s’ensuit que le grand n, A est dans une boule de rayon inférieur a ||R (A, : A)||" centré a
A, tout en impliquant que A € p (A) et donc p(A)N ), est fermé en ) . La connexité de

> o alors implique que p (A)NY ;= >, ot p(A) 2 >, alors est équivalent a o (A) T Sp.
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2.2 Théoréme de Lumer-Phillips

Définition 2.2.1 Soit X espace be Banach muni de la norme ||.||, et soit X* l’espace dual

du X posons :
F(z) = {z" € X", (z,2") = ||| * = [|2*[|*} .

On dit que lopérateur A : D(A) C X — X est dissipatif si pour tout x € X,il existe

z* € F (x) tel que :

Re (Az,2*) <0.

Proposition 2.2.1 Un opérateur linéaire A : D (A) C X — X est dissipatif si et seule-

ment st pour tout o« > 0 on a :

l(a = A)al| > ala|| Vo € D (A).

Preuve. Supposons que lopérateur A : D(A) C X — X est dissipatif donc pour tout

x € X, il existe x* € F (x) tel que :

Re (Az,z*) <0.

Sia> 0 alors on’a :

(el = A)zll[lz] = ll(al = A)z]|[lz*

= 2> [{(ad = A)z,27)]
> Re((al — A)z,z*) = Re (ax, 2*) — Re (Az, z¥)

> oflz]|*.

Donc :

[l = A) x| = allz]].
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D’autre part soit A : D(A) £ X — X tel que pour tout « >0 et z € D (A) on a

(el = A) x| = ajz]]
Soit Y € F ((al — A) x) donc :
((af =A)z,Yy) = (ol — A)z|*

= [V
D’ou

Y2l = [ltal = A)z| = o]

Posons :

Soit By~ la boule unité de X* tel que

Bx = {2* € X*,||2*] x. <1},

et OBy~ sa frontiére, donc 2 € OBx~. De plus

a ||| < |[(ed — A) z||
:‘YH«OJ A)z,Y7)
(@l = Az i)
((al = A)z, 2

(2.26)
Re (ax, 2}) — Re (Az, 2)

< [ax, zk)| — Re (Azx, 2%)

< afz[[l[z3]] = Re (Az, 27) -
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Donc

Re (Azx, z) <0.

D’ou
—Re (Az, z3) < (Az, 2;) < [| Az,
et d’aprés ona:
alz| < aRe(z, z;) + [|Az]|
Par suite

) 1
Re (z,25) 2 ||z]| = —[lAzl,

et d’aprés le théoréme (Banach-Aloglu-Bourbaki) la boule By~ est compact pour la to-
pologie faible, o (X*, X) et puisque X* est un espace de Banach donc de tout suite
de By- on peut éxtraire une sous suite convergente. Par suite il existe une sous suite
(z};)B>0 C (%) 40 €t il existe 2* € By~ tel que : 25 — 2% si B — +oo pour la topologie
faible, car

Re <Am, z§> <0,

et

. 1
Re (Ar, 53) > ol = 5 |l Aal|.

On obtient par passage a limite pour f — +o0
Re (Az,z") <0et Re(z,2") > ||z| .

Mais comme

Re (z,2%) < [(z,27)| < |||
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Alors :

(z,2") = ||z
On pose :
z* = ||z 2*
11 vient
(z,2") = (z, ||z[| z%)
Ainsi on a :

x* € F(x) et Re(Az,2*) <0.

Proposition 2.2.2 Soit A: D(A) C X — X un opérateur dissipatif s’il existe oy > 0 tel
que

Im (ool — A) = X.

Alors, pour tout a@ > 0 on’a :

Im(al — A) = X.

Preuve. Soient A : D(A) C X — X un opérateur dissipatif et ap > 0 tel que

Im (gl — A) = X.

D’aprés la proposition précédente on’a :

(ol = A)zl[ = ao [|z]| Ve € D (A),

et comme Im(agl — A) = X il résulte que (agl — A) € InvBx. Donc ag € p(A).
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Soit (24),59 C D(A) tel que z, — x et Az, — y sin — 400 on’a :

(ol — A) z, — g — y si n — +o0.

Par suite
z, = R (ap, A) (] — A) x,, — R (g, A) (voz — 9) .
On obtient
R(ag, A) (g — y) = .
Comme

ImR (ag, A) € D(A).

Donc = € D(A).

De plus

(gl — A)x = gz — .

D’ou

Ax =y.

Par conséquent A est un opérateur fermé.
D’autre part on pose II = {« € [0, +oo[,Im (o] — A) = X}

Soit a € II, comme A est un opérateur dissipatif on’a :

(ol = A)zl| = a|[z]| Vo € D (A).

D’ou il résulte que o € p (A), et puisque p(A) est une ensemble ouvert il existe un voisinage

¥ de o contenu dans p(A), et comme

YN0, +oo] C IL.
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Donc : II est un ensemble ouvert.

Soit (an),>e C II tel que o, — a. Comme :

Im (o, I — A) = X Vn € N.
Donc Yy € X, 3z, € D(A) tel que

(ol — A)x,, =y Vn € N.
Par suite, il existe C' > 0 tel que :

1
lzall < —llyl < €' Vn € N.

Par conséquent

aonn—me < ||(am[_A> (xn_mm)H
= [[(md — A)xy, — (] — A)xy, ||
= [[(amTn — Az — 9|
= |lamzn — anzn + anz, — Az, — yl|
= (m —an)zn +y -y |
= |am — an| [|2,]|

< Clag, — ay| — 0.
D’ou il résulte que (z,),>0 est une suite de Cauchy car X est un espace de Banach.
Donc (z,),,>, converge vers un point x € X. alors on en déduit que :
Az, — axr —y sin — +oo.

et comme A est un opérateur fermé, on obtient x € D(A) et ax — Az = y.
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Par suite

Im(al —A) =X et a €Il
Donc est fermé dans ]0; +oo] et puisque « € IT on déduit que IT =]0; +o0].

Définition 2.2.2 Un semi-groupe {T (1)}, de classe Cy est appelle semi-groupe de contrac-

tion de classe Cy si l'on a :

1T ()] <1 pour tout t > 0.

Théoréme 2.2.1 (Lumer-Phillips)

Soit A : D(A) £ X — X un opérateur tel que D(A) = X alors A est le générateur

infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction si et seulement si :

1- A est dissipatif.

2- Il existe A > 0 tel que \I — A est surjectif.

Preuve. Si A est le générateur infinitésimal de Co-semi-groupe de contraction {7 (¢)},5,
d’aprés le théoreme de Hille-Yosida on’a : |0; +0o[C p (A). Par suite A\l — A est surjectif

pour tout A > 0, si z € D(A) et * = F (z) on’a :

(T () z,2")| < 2| IT () 2] < [l=]| %

Ainsi

Donc :
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Par suite

Re (Ax — z,2") <0.

Réciproquement si A est dissipatif et pour un certaine Ay > 0 l'opérateur A\l — A est

surjectif

D’apeés la proposition lopérateur A est fermé et A\I — A est dissipatif pour tout
A > 0, il résulte d’prés la proposition que pour tout z € D(A) on a :
I = Ayl > Alla]| YA > 0.

Donc :

|7 = 4" a] < £ VA0

De plus :
10, +o0[ C p(A).

Ainsi d’aprés le théoréeme de Hille-Yosida 'opérateur A est le générateur infinitésimal d’un

Cp-semi-groupe de contraction.
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Chapitre 3

Probléme de Cauchy abstrait

3.1 Probléme homogéne de valeur initiale

Soit X un espace de banach est A : D (A) C X — X un opéraeur linéaire. Etant donné

que z € X, le probléme de cauchy abstrait pour A est de la forme :

) _
(ACP) { T (0) iU:UFt)

3.1.1 L’unicité de la solution de (ACP)

Lemme 3.1.1 Soit U (t) une fonction continue sur [0,T] si
HfOT e"sU (s) dsH <M n=1,2, .. (3.1)

Alors : U (t) =0 sur [0,T].
Preuve. Soit x* € X*, on pose ¢ (t) = (x*,U (t)), donc il est évident que ¢ est continue
sur [0,T) et
)fOT e (s) ds‘ = ‘<£L‘*, fOT e™U (s) ds>‘
<|[z* || M = M. pourn=1,2,..

(3.2)

38



Ce qui implique que ¢ (0) =0 sur [0;T] et car z* € X* est arbitraire, il s’ensuit que :
U((t)=0 sur [0,7].

Considérons la serie :

O k-1
> %ekm =1—exp(—€").
k=1

Cette serie converge uniformement en 7 sur un interval borné donc :

00 o) T
T —1)Ft n(t— S n(t— ns
IN Z%ek T (s)ds| < 30 Heknt=T) | fekns o (s) ds
=1 k=1 0 (3.3)
< My (exp (e"=1)) — 1)
Pourt < T le coté droit de tend vers 0 si n — oo. D’autre part on’a :
T oo (_1)k—1 T
/> X =Tt g (s)ds = [ (1 —exp (—e"TH)) o (s)) ds (3.4)
0 k=1 ' 0

D’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesque la coté droite de converge

vers.
T
[ ¢ (s)ds sin— oo,
Tt
T
et avec on trouve que, pour tout 0 <t <T, [ ¢(s)ds=0. Ce qui implique ¢ (s) =0
t=T
sur [0,T1.

Théoréme 3.1.1 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense, si R (A, A) existe pour
ReA >0 et :
Jim sup A tog||R (N A)|| = 0. (3.5)

Alors le probléme (ACP) admet au plus une solution pour tout x € X.

Preuve. Notons d’abord que u (t) est une solution de (ACP) si et seulement si e*'u (t)
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est une solution de probléme de valeur initiale.

dv
o (A+zt)v;v(0) ==z

Ainsi, nous pouvons effectuer une translation sur A par une constante multipliée par l’iden-

tite I. m

On suppose que R(A; A) existe pour tout Re A;A > 0, et que est vérifiée.

Soit u (t) une solution de (ACP) satisfaisante u(0) = 0, on montre que u(t) = 0. Consi-
dérons la fonction ¢ — R(A; A)u(t) pour A > 0, comme u(t) est une solution de (ACP)

on’a :

%R(A,A)u(t) — R\ A) Au(t) = AR\, A)u(t) —u (t).

Ce qui implique :
t
R\ A)u(t)=— [Ny (r)dr (3.6)
0

De I'hypotheése |3.5( on déduit que pour tout 6 > 0 :

lim ™ [| R (A, A) [|= 0,

A—00
et par conséquent [3.6] il résulte que :

Alim Ot_ee’\(t’e’ﬂu (1)dr =0.
—+00

D’aprés le lemme on déduit que u(7) =0 pour 0 < § <t — 0, puisque ¢ et 0 étaient

arbitraire u(7) = 0 pour t > 0
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3.1.2 L’existence de la solution de (ACP)

Théoréme 3.1.2 Soit A un opérateur linéaire de domaine dense et de résolvant p(A) non
vide. Le probléme (ACP) admet une solution unique u(t) qui est continiment différentiable
sur [0; 00| pour tout valeur initiale x € D(A), si est seulement si A est le générateur

infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T'(t)},, -

Preuve. Si A est le générateur infinitésimal de Co-semi-groupe {T'(t)},, alors d’aprés le
théoréme , on résulte que pour tout x € X, T'(t)x est 'unique solutions de (ACP) avec la

valeur initiale x € D(A), de plus T'(t)x est contintiment défférentiable pour 0 <t < oco. m

D’autre part, si le probléme (ACP) admet une solution unique continiiment différentiable
sur [0; +o0[, pour toutes les données initiales © € D(A), alors A est le générateur infinité-
simal d'un Cp-semi-groupe {7'(¢)},.,. On suppose maintenant que pour tout x € D(A) le

probléme (ACP) admet une unique solution u(t) contintiment différentiable sur [0; 4-o00].

Pour x € D(A) on définit la norme du graphe

2l = ll]l + [l Az]]

Puisque p(A) # (0 ; donc D(A) muni de la norme du graphe est un espace de Banach notons
par [D(A)].Soit X, 'espace de Banach des fonction continues de [0;to] dans [D(A)] muni

de la norme usual. Nous considérons I'application

S D (A)] = Xy

Définie par :

Sy =u(t,z) pour 0 <t <t.

D’aprés la linéairité de (ACP) et 'unicité de la solution, il est clair que S est un opérateur

linéaire définie sur [D(A)]. L'opérateur S est fermé, en effet si x, — = dans [D(A)] et
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Sz, — v dans Xy, donc a partir de la fermeture de A et :
u(t,z,) =z, + fJAu (1, 2,) dT.
Il s’ensuit que 'orsque n — oo
v(t)=a+ [JAv(r)dr.

Ce qui implique v(t) = u(t,z) et S est fermé. Donc d’aprés le théoréme du graphe fermé
S est borné, et

sup [u(t,z)le < Cllzl - (3.7)
0<t<to

On définit maintenant ’application :

Par
T(t)r =u(t, )

D’aprés et pour 0 <t < ,T(t) est uniformément borné et d’aprés la proposition m

on peut prolonger
T(t)x =T (t — xte) T (to)" = pour ntg < t < (ng+ 1) t.
a un semi-groupe sur [D(A)] satisfaisant :

1Tzl < Me™ |l -
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Ensuite, nous montrons que :
T (t) Ay = AT(t)y pour y € D (A?), (3.8)

posant
v(t) =y + fotu (s, Ay)ds
D’ou :
v'(t) = u(t, Ay)
= Ay + fotd%u (s, Ay) ds

=A (y + f(fu (s, Ay) ds)
= Av (1)

(3.9)

Car v(0) = y, on a d’aprés 'unicité de la solution de (ACP)

v(t) = u(t,y)

Donc

Au(t7 y) = UO(t) = U(t, Ay)

Maintenant, puisque D(A) est dense dans X, et d’aprés I’hypothese p(A) # 0, D(A?) est
aussi dense dans X. Soient \g € p(A),\g # 0 et y € D(A?) si x = (Aol — A)y, et d’aprés
B.8on’a :

T (1) = (ol — A)T (1)y

D’ou
1T(#)x|| [[(Ad — A)T(t)y]l
<CIT W)yl (3.10)
< Cre” ||| .
Mais

1yl = llyll + 1Ayl < Cs |||

43



Ce qui implique
1T () x| < Cy[|]] (3.11)

Donc T'(t) peut étre prolongé par la continuité a tout X, reste & montrer que A est le
générateur infinitésimal de T'(¢). Notons par A; le générateur infinitésimal de T'(t), si

x € D(A) on a d’aprés la définition de T'(¢)
T(t)x = u(t,x)
Et par I’hypothése il résulte que :
d
ET(t)x = AT (t)x pour t > 0.
Ce qui implique en particulier que
ET(t)x li—o= Az.

Alors A C A;.

Soient Re A > w et y € D(A?), a partire de et A C Ay, on déduit que :
e MAT (t)y = e MT (t) Ay = e MT (t) Ay (3.12)
Et par d’intégration de 0 & co on trouve :
AR (N Ay =R (M Ay Ayy. (3.13)

Mais
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Donc

AR(X; Ar)y = AiR(); Ay)y pour tout y € D (A?)

Puisque A;R(\; A;) est uniformément borné, A est fermé et D(A?) est dense dans X, il
s’ensuit que :

AR (AN, A1)y = A1R (XN, A1) y pourtouty € X.

Théoréme 3.1.3 Preuve. Ce qui implique D(A) D RangeR(\, A1) = D(A;) et Ay C A.
Alors A=A;. m

Définition 3.1.1 Si A est le générateur d’un semi-groupe différentiable, alors pour tout

x € X le probléme (ACP) admet une solution unique.

Preuve. L’unicité résulte de théoreme Si x € D(A) lexistence résulte de théoréme
?7?7.Six € X, d’aprés la dérivabilité de T'(¢)z et les résultas de deusiéme chapitre, il s’ensuit
que pour tout x € X :

d
ET(t)x = AT (t)x pour t > 0.

et AT'(t)x est lipschitz continue pour ¢t > 0, donc 7'(t)x est une solution de (ACP). =

Définition 3.1.2 On dit que la fonction continue u : Ry — X est solution mild du
(ACP),si

[yu(s)ds € D (A) pour tout t > 0,

et
u(t) = Afyu(s)ds+ .

Proposition 3.1.1 Soit (A, D(A)) le générateur d’un semi-groupe fortement continu {T (t)},,

alors pour tout x € X, la fonction :

u:t—u(t) ="T(1),
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est l'unique solution mild du probléme (ACP).

Preuve. Il suffit de montrer I'unicité de la solution zéro pour la valeur initiale z = 0, a
cette fin.On suppose que u soit solution mild du probléeme (ACP) pour = = 0 et prennent
t > 0, alors pour chaque s € [0;7], on obtient :

%(T(t—s)fosu(T)dT) =T(t—s)—T(t—s)Afju(r)dr =0

L’intégration de cette égalité de 0 a ¢ donne

[Tu(r)dr =0, dou : u(0) = 0.

0

Selon : =

Exemple 3.1.1 Soit (B, D(B)) est un opérateur fermé et non borné sur X . Sur l’espace
x = X X X, on considére l'opérateur (A, D(A)) s’écrit a la forme d’une matrice A =
0 B

avec le domaine D(A) = x x D(B)
00

Alors t — u(t) = (H;By) est l'unique solution du probléme (ACP) associée a A.

Toute fois l'opérateur A me géneére pas un semi-groupe fortement continu, puisque pour

tout \ € C on a :

()\—A)D(A):{(Ax/;yBy),xex,yeD(B)} C X x D(B)# x.

Donc o(A) = C.

Corollaire 3.1.1 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique alors

pour tout x € X le probléme (ACP) admet une solution unique.

Remarque 3.1.1 Si A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe qui n’est pas dif-

férentiable alors en général, si x ¢ D(A) le probléme (ACP) n’admet pas une solution
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unique.
Remarque 3.1.2 La fonction t — T'(t)x est appellé solution mild du probléme (ACP).

Définition 3.1.3 Le probléme de Cauchy (ACP) est dit uniformément bien posé sur E C

X (o0 E=X) si

1. Il existe une solution pour tout z € F.

2. La solution est unique pour tout 7' > 0 est uniformément stable pour ¢ € [0; 7] par

rapport aux données initiales.

Exemple 3.1.2 On considére le probléme de Cauchy

Ou(z,t) Ou(z(,t)) —0.+t>0 R
ot + ox 20,2 € (3_14)
u (Iv 0) - f
Sur lespace X = L*(R). On peut l’écrire sous la forme suivante :
W'(t) = Au(t),t >0
u(0) =
avec A = ;—f avec le domaine
D(A) ={ue L*(R)}
Pour trouver la résolvante de A, on résolve l’équation :
M —A)g=Ng+4g = f,g € D(A). (3.15)

En supposant que f donné dans l’espace X . St A > 0, alors la solution est

g(s) = (R(\A) f) (2) = [fe X9 f (s)ds,z € R.
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Utilison la transformation de Fourier, il n’est pas difficile de vérifier que l’état Hille- Yosida

7 A <

> =

est vérifiée pour A > 0. Ainsi est uniformément bien posé sur D(A). D’autre part, A

est le générateur d’un Cy-emi-groupe défini par :
(T@)f)(x) = f(z —t);x € R;t = 0.
Et pour tout f € D(A), la fonction :
u(z,t) = (T@A)f)(x);t = 0;x € R,

est l'unique solution de Ce qui est stable par rapport a f.Maintenant, on considére
le probléme de Cauchy sur lespace X = L € [0; +o0[. Dans ce cas,

D(A) = {u € L*[0,400[ /u' € L*[0,+00[,u(0) =0} .

et

(RN, A) f)(z) = foxe_(r_s)f (s)ds, A >0,z € [0, +00].

Le Cy-semi-groupe engendré par A est défini par :

(T(0)f)(x) ={ fla=?) / -

0,0<z<t

Enfin, si X = L?[0; +1] et
D(A) = {u € L*[0,400[ /u' € L* [0, +oo[,u(0) =0} .

Alors pour tout X > 0 n’appartiennent pas a l'ensemble résolvante de A. Dans ce cas3.1]]
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est résoluble que pour f = 0.

3.2 Le probléme non homogéne de valeur initiale

Nous considérons le probléme de Cauchy non homogene de valeur initiale suivant :

, Wit — Au(t) + f(t),t > 0.
(tACP) { u(0)

X

Ou f:[0;T[— X

3.2.1 L’unicité de la solution de probléme (iACP)

Définition 3.2.1 Une fonction u : [0;T[— X est une solution classique de probléme
(tACP) sur [0;T] si :
1. u est continue sur [0;T7.

2. u est continiment différentiable sur |0;T].

3. u(t) € D(A) pour 0 <t <T et le probléme (iACP) est vérifié sur [0;T.

Proposition 3.2.1 Soit {T'(t)},5, un Cyo-semi-groupe engendré par A et soit u une so-
lution de probléme (iACP), alors la fonction g(s) = T'(t — s)u(s) est différentiable pour

0<s<t,et

s AT (t— ) uls) + Tt~ )t (5
=—AT (t —s)u(s)+T(t—s)Au(s)+T (t—s) f(s) (3.16)
=T(t—s)f(s).

Remarque 3.2.1 Si f € L*(0,T; X) alors T(t —s)f(s) est intégrable et lintégration|[3.16
de 0 at donne

ut) =T(t)x + [T (t - s) f (s)ds. (3.17)
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Par conséquent on a le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Si f € L*(0,T; X) alors pour tout v € X le probléme (iACP) admet au

plus une solution, cette solution si elle existe s’ecrit sous la forme
uw(t) =T(t)x + fOtT (t—s) f(s)ds.

Remarque 3.2.2 Pour tout f € L'(0,T;X) la coté droite de (2 :2) est une fonction

continue sur [0;T].

On peut le considérer comme solution généralisée du probléme (iACP), méme si ce n’est
pas différentiable et ne satisfait pas strictement 1’équation dans le sens de la définition

précédent.

Définition 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T (t)},5,, soit

z€X et fe(0,T;X) la fonction u € C([0,T] : X) donne par :
u(t) =T(t)w + [3T (t—s) f(s)ds,0 <t <T,

est la solution mild du probléme (iACP) sur [0,T).

Remarque 3.2.3 La définition de la solution mild du probléeme de valeur initiale coincide
quand f = 0 a la définition de T(t)x comme la solution mild de l’equation homogéne

correspondant.

Il est clair que pas toute solution mild de (iIACP) est une solution classique, méme dans
le cas f = 0.

Pour f € L'(0,7;X), le probleme (iACP) admet par la définition une solution
mild unique.On a maintenant étre intéressé & imposer autre condition sur f de sorte que
pour x € D(A), la solution mild devient une solution classique, et prouver que dans ces

condition,l’existence d’une solution du probléme (iACP) pour x € D(A).
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Remarque 3.2.4 On commence par montrer que, la continuite de f en générale n’est pas

suffisante pour assurer [’existence d’une solution du probléme (iACP).

Exemple 3.2.1 Soit A le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {T (t)}, et soit
z € X tel que T(t)x ¢ D(A) pour tout t > 0. Soit f(s) = T(s)x alors f(s) est continue

pour s > 0

Considérons le probléme de valeur initiale

{dzgﬂ =Au(t)+T () (3.18)

u(0) = 0.

Le probléme n’est pas de solution, méme si u(t) = 0 € D(A).En effet la solution mild

du probléme [3.18] est :

Mais ¢T'(t)x n’est pas différentiable pour ¢ > 0 donc ne peut pas étre une solution du

probléme [3.18]

3.2.2 L’existence de la solution de probléme (iACP)

Théoréme 3.2.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)},5¢, s0it

f€(0,T;X) continue sur |0;T)| et soit
o(t) = [[T (t — )T (s) ads = tT (t) x. (3.19)

Le probléme (iACP) admet une solution w sur [0,T[ pour tout x € D(A), si l'une des

condition suivantes est satisfait :

(i). v(t) est contintment différentiable sur [0, 77.
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(ii). v(t) € D(A) pour 0 < t < T et Av(t) est continue sur |0, 77 si le probléeme (iACP)
admet une solution u sur [0; 7 pour certains x € D(A) alors v satisfait a la fois (i)

et (ii).

Preuve. Si le probléme (iIACP) admet une solution u pour certain = € D(A), alors cette

solution est donne par [3.17], par conséquent :

est différentiable pour ¢ > 0, (différence de deux fonctions différentiable) et
V(t) =/ (t) — T(t)Ax,

est continue sur |0; 7. m

Donc (i) est vérifiée de plus si x € D(A), T(t)x € D(A) pour t > 0 alors
v(t) = u(t) — T(t)x pour t > 0.

et

Av(t) = Au(t) + AT (t)x = u'(t) — f(t) — T(t)Ax.

est continue sur ]0; 7| donc (ii) est vérifiée.D’autre part, pour A > 0 on a :

Cw(t+h)—v(t) 1 yn
v(t) = h — 5 T

(t+h—s)f(s)ds. (3.20)

De la continuité de f, il est claire que le second terme de la coté droite de [3.20] admet la

limite f(¢) quand h — 0.

Si v(t) est continuement différentiable sur |0; T'[, il résulte de que v(t) € D(A) pour
0<t<Tet Av(t) =0'(t) — f(1).
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Puisque v(0) = 0; il en résulte que u(t) = T'(t)x + v(t) est une solution du probléme
(IACP), pour z € D(A).

Si v(t) € D(A), il résulte de que v(t) est différentiable a de t et la dérivée droite
Dt u(t) de v vérifiant :

DYo(t) = Av(t) + f(t).

Puisque D v(t) est continue, v(t) est continiment différetiable et v'(¢t) = Av(t) + f(¢). Et
car v (0) = 0, u(t) = T'(t)x + v(t) est la solution de probléeme (IACP) pour x € D(A)

Les deux corollaires suivants sont des conséquence du théoreme précident.

Corollaire 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)},y. Si
f(s) est continuement diérentiable sur [0;T], alors le probléme (tACP) admet une solution

w sur [0; T, pour tout x € D(A).

Preuve. On a :
) = JiT(t—s)f(s)ds
_fo f(t —s)ds.

(3.21)
Donc v(t) est différentiable pourt > 0 et que sa dérivée

v'(t) —|—f0 s)f' (t —s)ds
—i—fo (t—s)f'(s)ds

est continue sur |0;T[. Le résultat découle donc du théoréeme 77. m

Corollaire 3.2.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T (t)},5,- Soit

f e LY0,T; X) une fonction continue sur ]0;T.

i- Si f(s) € D(A) pour 0 <t < T et Af(s) € L'(0;T; X), alors pour tout x € D(A) le

probléme (IACP) admet une solution sur [0; 77
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Preuve. D’aprés la condition i) il en résulte que pour s > 0,7(t — s)f(s) € D(A) et que

AT(t—s)f(s) =T (t — s)Af(s).
est intégrable. par conséquent v(t) définie par vérifiant v(t) € D(A) pour t > 0 et

Av(t) =AfT(t—s)f(s)ds
_fo (t—s)Af(s)ds

est continue d’aprés le théoréme m

Soit f € LY(0,T; X). Si u est la solution mild de probleme (IACP) sur [0; T}, alors pour
tout 7" < T', u est la limite uniforme sur [0;7"] de la solution du probléme (iACP)
Preuve. Supposons que || T(t) ||< Me", soient z,, € D(A) satisfaite x,, — x et f, €
C1([0,T); X) satisfaite f,, — f dans L'(0,T; X). D’aprés le corollaire[1.2.]]on a : m

pour chaque n > 1 le probléme de la valeur initiale :

{dun(t = Aun, (t) + fn (1) (3.22)
un (0) =
admet une solution u,(t) sur [0; 7] satisfaisant
Un(t) = T()wn + [T (t — 5) fn (s)ds
Si u est la solution mild de probleme (1ACP) sur [0; 7] alors
lun(t) = ult) | < Me™ || 2y —a || + [fMe @) | £, (s) = f (s)]| ds (3.23)

< M (=21 5 1o ) = £ ()] ds)

Par suite u est une limite uniforme.

Définition 3.2.3 Une fonction u qui est dérivable presque partout sur [0;T] tel que u' €
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LY0,T; X) est appelée une solution forte du probléeme (iACP) si u(0) = x et u'(t) =

Au(t) + f(t) presque partout sur [0;T] .

Théoréme 3.2.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe {T'(t)},, soient
feLY0,T;X) et
o(t) = [{T(t—s)f(s)ds,0<t<T.

Le probléme (iACP) admet une solution forte uw sur [0;T] pour tout x € D(A), si l'une

des conditions suitvantes est vérifiée.
i)- v(t) est différentiable sur [0; 7] et v/(t) € L'(0, T, X).
ii)- v(t) € D(A) sur [0;T] et Av(t) € L}(0,T, X).

Si le probléme (IACP) admet une solution forte u sur [0; 7] pour certaine z € D(A) alors

v vérifiant les deux condition (i) et (ii).

Un conséquent de théoréeme 77 on a :

Corollaire 3.2.4 Soit A le générateur infinitésimal d’'un Co-semi-groupe {T'(t)},~q, si f
est différentiable presque partout sur [0;T] et f' € LY(0,T,X) alors pour tout x € D(A) ,

le probléme (1ACP) admet une unique solution forte sur [0;T].

En général la continuité de lipschitz de f sur [0; 7] n’est pas suffisante pour assurer 1’exis-
tence d’une solution forte de (1IACP) pour = € D(A), toute fois, si X est réflexif et f est

Lipschitz continue sur [0; 7] c’est
I f(t) = ft2) [< C [t = s || pour 4,25 € [0; T1.

Par suite f est différentiable presque partout et f' € L'(0,T, X).

Donc le corolaird3.2.4] implique :
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Corollaire 3.2.5 Soit X un espace de Banach réflexif et A le générateur infinitésimal
d’un Co-semi-groupe {T'(t)},5, sur X, si fest Lipschitz continue sur [0;T] alors pour tout

xz € D(A), le probléme (iACP) admet une unique solution forte u sur [0;T] donnée par :

u(t) = T(t)x + [[T (t — s) f (s)ds.
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