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Ra

1)

NOMENCLATU

Pression normalisée

nombre de Reynolds.

nombre de Prandtl(’—’).
K.

nombre de Rayleigh (R—;’AT a)

yleigh \— 4l ga).
Température normalisée.
Déférence de température
Rayon de la sphere interne.
coordonnée radiale.

coefficient de conductivité thermique.

Rayon normalisé(RLz).
Vitesse radiale.
Vitesse azimutale normalisé.
Vitesse azimutale.
vitesse caractéristique du fluide [m/s].
Dimension caractéristique [m].
Lettres grecques
masse volumique du fluide [kg/m3].
Viscosité dynamique du fluide [kg / (m.s)].

Viscosité cinematique du fluide [m?®/s].

Rapport rayon extérieure au rayon intérieur.



6  Angle azimutale.
k  Diffusivité thermique.

a  Coefficient d’expansion thermique.
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INTRODUCTION




Suite au probleme classique et celébre de Rayleigh Bénard de la convection naturelle
dans une couche fluide homogene chauffée par le bas, et pour laquelle la structure de
I'écoulement bidimensionnel et hexagonal a été bien déterminée [1], le probleme de la
convection dans un fluide confiné dans un espace annulaire sphérique a suscité l'intérét
d'innombrables chercheurs. Le phénomene de la convection naturelle dans les cavités
sphériques est d'une importance considérable vu ses applications diverses dans les réacteurs

nucléaires , systéemes de stockage thermiques, les collecteurs sphériques et en géophysique.

Des études expérimentales et numériques ont déterminé les modeles d'écoulement et les
caractéristiques du transfert de chaleur, pour des rapports donnés de rayons, de nombre de
Prandtl et de Rayleigh. Bishop et al. [2] ont réalisé une expérimentation premiere de la
convection naturelle dans un fluide convectant entre deux spheres concentriques isothermes.
Ils ont rapporté des écoulements permanents d'air ayant des structures cellulaires sous forme
de croissant ou d'haricot. En poursuivant cette recherche expérimentale, Scanlan et al.[3] Ont

étudié I'influence du nombre Pr (Pr variant de 4.7 a 4148), de AT (Différence de température
entre les deux spheéres), de I'épaisseur de I'espace sphérique 1) (rr_o) allant de 1.09 a 2.81. Les
1

autres se sont préoccupés seulement des caractéristiques du transfert de chaleur. Pour plus
d'informations sur I'écoulement, Scanlan et al.[4] completent les premieres études

expérimentales, en essayant de visualiser I'écoulement laminaire de I'eau et l'air. Le rapport

r—‘_’ allant de 1.09 a 2.17, les structures de I'écoulement sont photographiées pour les valeurs de

rj

Ravariant de 1.7.10% a 1.5.107. Les divers types de figures d'écoulement stationnaires,

. , . s r 'z
formes de croissant ou d'haricot, pour l'air et pour r—o = 1.78, I'écoulement permanent reste non
i

perturbé jusqu'a une valeur critique de Grashof égale a 2.46.10° Ou I'écoulement devient

instable transitoire.

Des efforts considérables ont été fournis pour approcher numériquement le probleme de
la convection naturelle dans une géométrie sphérique. Des modeles numériques ont été
élaborés dans ce but. Caltagirone et al. [5] ont simulé par la méthode des différences finies le

probleme de la convection naturelle dans un fluide convectant entre deux sphéres isothermes



ou une différence de température AT est maintenue. Le fluide répond au modele de
Boussinesq et est soumis a la force gravitationnelle verticale. Les autres présentent leurs
résultats en termes de fonction de courant et distribution de température pour des valeurs de
Ra variant de 100 a 10°, pour une épaisseur donnée de I'espace. lls trouvent deux structures

d'écoulement différentes pour une épaisseur donnée de parametres, une structure unicellulaire

et une autre multicellulaire pour l'air (Pr = 7),:—0 = 2, et Ra = 5.10%. Les autres pensent que
1

cette diversité des solutions est dlie a I'nypothese de I'écoulement axisymétrique qui parait
restrictive. J.L.Wright et al. [6] ont traité par la méthode des perturbations le probléeme de la

convection naturelle dans une cavité sphérique relativement étroite, la surface extérieure étant

la plus chaude. Ils établissent I'influence apparente des nombre de Pr, Gr,% et la présence
l

d'une source de chaleur volumétrique interne, sur la distribution de température et
I'écoulement. La variation de Pr(0.01; 0.1, ...) influe sur I'allure des isotherme. Les courbures
g

indiquent une favorisation de la convection. Pour un Pr et >t donnés, l'augmentation du Ra

i

se traduit par la multiplicité cellulaire. Pour un = relativement petit, la convection est

ri
faible, tandis que la variation de la source de chaleur affecte seulement les isothermes ou des
courbures prononcées sont observées, la structure cellulaire n'est pas influencée. David .R.
Gardner et al. [7] ont étudié la stabilité linéaire de la convection naturelle dans un fluide
admettant un écoulement de base axisymétrique permanent dont ils déterminent les
caractéristiques. Le probleme de bifurcation initial qui correspond a une transition d'un régime
stable (Grashof faible) a un autre instable (au Grashof critique), est résolu en considérant le
probleme linéarisé des équations des perturbations. Les solutions sont approchées a l'aide de la
méthode spectrale. Elles sont étroitement liées a I'épaisseur de I'espace et du nombre Pr du
fluide convectant(0 a 0.7). Pourn = 0.9, et pour un ensemble de valeurs de Pr allant de 0
a 0.7, les auteurs calculent les valeurs critiques de Ra, la partie imaginaire du complexe o, le
nombre d'onde m et le nombre de Nusselt Nu. lls trouvent que pour 0 < Pr < 0.31, la
bifurcation est axisymétrique et dépend périodiqguement du temps. Elle est stationnaire et
tridimensionnelle pour Pr > 0.31. Douglass et al. [8] ont présenté une analyse de I'effet du
nombre de Pr, allant de | a 100 sur la stabilité des perturbations axisymétiques. Pour un Pr
donné, la valeur de Ra critique croit quand les sphéres sont rapprochées. Il y a une

décroissance du Ra critique pour les valeurs élevées de Pr (la diffusivité thermique diminue).

Garg et al. [9] présentent des résultats d'écoulement et de température pour un rapport :—" égale

a 2, pour des valeurs de Pr égales a 0.02 (metal liquide), 0.7(air), 6(eau) en variant le nombre

.



de Ra (Ra =9.10%2.10°). La discrétisation du modéle mathématique est faite par
différences finies en bidimensionnel en utilisant la formulation de fonction de courant et
vorticité. Deux structures d'écoulement sont possibles, le modele passe de la forme d'un
croissant a la forme d'un haricot (ou rein) quand Ra augmente. Les auteurs précisent la
formation de cellules secondaires en bas de I'espace annulaire (dans la région stagnée).Hsin-
sen chu et al. [10] ont résolu numériquement le probléeme de transition et axisymétrique de la
convection laminaire dans l'air confiné entre deux spheres concentriques, la sphére intérieure
étant la plus chaude. En formulant le modele mathématique a I'aide de la vorticité et fonction
de courant, les équations globales sont discrétisées grace aux différences finies et sont résolues
par la technique des sur-relaxations successives de Gauss (S.O.R). Les résultats de calcul sont
donnés pour des rapports de rayons égales a 1.2, 1.5, et 2. L'écoulement et les caractéristiques
du transfert thermique sont déterminés graphiquement pour des valeurs de Ra de 102, 105,et
5.10%, la solution initiale correspond au régime de conduction pure. Les courbures
d'isothermes et le déplacement des vortex vers le haut de I'enceinte illustrent d'une fagon

remarquable la dominance du régime convectif.

Le phénoméne de la convection naturelle en milieu sphérique a stimulé largement la
recherche dans les sciences géophysiques et astrophysiques. La motivation principale de la
recherche dans cet horizon réside particulierement dans le procéssus de la convection dans le
manteau terrestre et dans d'autres planétes, telles que Mars et Vénus [11]. La tectonique des
roches, le visage changeant de la terre, les études séismiques, et aussi la génération du champ
magnétique ont poussé a fond les recherches dans le domaine fertile de la convection
laminaire en cavité sphérique. Dans la littérature, des modéles mathématique ont été élaborés
pour approcher la convection dans un fluide soumis a un potentiel gravitationnel radial
S.Chandrasekhar [1] établit les bases de la théorie linéaire des perturbations du phénomene de
la convection naturelle dans un fluide sphérique et dans un fluide confiné entre deux sphéres
concentriques, soumis a un champ gravitationnel radial. La chaleur est générée par une source
volumétrique uniforme. Il démontre que l'instabilité thermique a lieu pour une valeur critique
de Rayleigh qu'il calcule pour n donnée. Il établit aussi I'influence de la géométrie et des
conditions aux limites de surfaces rigides et libres sur les valeurs critiques de Ra. Busse et al.
[12], par une étude analytique, analysant des perturbations infinitésimales a l'aide de la
méthode spectrale, donnent les solutions du probleme linéarise correspondant a I'état perturbe.
En tenant compte des effets non linéaires qui ont été négligés dans la théorie de

Chandrasekhar [1], et ceci dans le but de lever la dégénérescence, Busse dérive une condition




de solvabilité. Des solutions stationnaires indépendantes sont calculées pour les premieres
valeurs paires du nombre d'onde | (degré de I'hnarmonique sphérique). Dans la deuxiéme partie,
Busse et al. [13] déterminent les modéles d'écoulement du probleme linéaire de la convection
naturelle en se basant sur les solutions correspondant aux valeurs impaires de [(1,2,3) lls
discutent la stabilité des solutions en résolvant le probleme aux valeurs propres o (amplitude
des perturbations). Le mode correspondant [ = 3 est étudié en déetail, il lui correspond trois
modeles d'écoulement parmi lesquels un écoulement axisymétrique mais instable un autre
tridimensionnel a symétrie tétrahydrique. Par I'analyse de stabilité, ce dernier s'avére stable. Il
est a noter que la seule restriction remarquable dans cette étude est qu'elle est faite pour les

valeurs de Ra proche de Ra critique.

En geophysique, le modéle de la convection naturelle dans un fluide & Pr infini (fluide
extrémement visqueux) a été intensivement étudiée. En effet, Zebib et al. [14-17] ont étudié le
probleme axisymétrique permanent de la convection dans un fluide newtonien répondant au
modéle de Boussinesq. En adoptant la technique de Galerkin (méthode spectrale), ils
déterminent les valeurs critiques de Ra pour lesquelles démarre la convection ainsi que les
structures pour différents modes de chauffement du fluide convectant, dans I'état perturbé. La
détermination des solutions est suivie par une étude de stabilité de ces dernieres envers des
perturbations tridimensionnelles. Ces auteurs ont trouvé qu'il y avait deux classes de solutions
pour le modele d'écoulement : des solutions dites 'paires', qui sont des cellules symétriques par
rapport au plan équatorial et des solutions ‘impaires’, dont correspond des cellules non
symétriques. L'analyse de stabilité démontre que les solutions impaires sont les préférables et
ceci pour leur stabilité. Bercovici et al. [18-19] présentent les solutions du modéle
tridimensionnel de la convection naturelle dans un fluide a Pr infini, dans un champ
gravitationnel radial (cas du manteau terrestre). lls déterminent les structures de I'écoulement
perturbé (perturbations a amplitudes finies), a symétrie cubique et tétrahydrique, pour les
valeurs de Ra égales a cent fois la valeur critique. Les auteurs comparent les résultats de deux
codes différents, I'un conforme au modele de Boussinesq et I'autre suit un modele approximant

I'écoulement compressible, proche du cas réel.

Dans ce présent travail, on introduit dans le premier chapitre une recherche
bibliographique sur les travaux déja publiés dans le domaine de la convection naturelle dans
une géométrie sphérique aussi bien pour un champ gravitationnel radial (cas géophysique) que
pour un champ bidimensionnel. On présente dans le deuxiéme chapitre des notions de base de

mécanique de fluide et de transfert de chaleur. Une étude théorique est consacrée dans le

.



troisieme chapitre a la théorie des perturbations infinitésimales. Par une analyse du probleme
de la stabilité linéaire de la convection naturelle dans un fluide confiné dans une sphere, on
établit le principe d'échange de stabilité. Dans le quatriéme chapitre, une fois que le principe
d'échange de stabilité est validé cad qu'il y a réellement une instabilité thermique, on calcule
les valeurs critiques de Ra par la résolution du probléme aux valeurs propres. Le but principal
est de déterminer ces valeurs critiques ou se manifeste I'instabilité thermique. Le systéme est
soumis & un champ gravitationnel radial comme dans le phénomene de la convection dans le

manteau terrestre.
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CHAPITREII: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE
FLUIDE ET DE TRANSFERT DE CHALEUR.

I1-1. INTRODUCTION:

La mécanique des fluides (M.D.F.) est la partie des sciences physiques qui étudie le
comportement des fluides au repos ou en mouvement. Elle est d'une grande importance dans
de nombreux domaines: l'aéronautique, la chimie, le génie civil, la mécanique, la

météorologie, la construction navale et I'océanographie.

Les principes de la mécanique des fluides sont appliqués dans la propulsion a réaction, dans les
turbines, les compresseurs et les pompes. En ingenierie, lorsque I'on utilise les pressions de I'eau et

de I'huile, on suit les principes de I'nydraulique.

La mécanique des fluides peut étre divisée en deux grandes catégories: la statique des fluides, ou
hydrostatique, qui modélise les fluides au repos, et la dynamique des fluides, qui étudie les
fluides en mouvement. Le terme hydrodynamique s'applique a I'écoulement des liquides ou des
gaz a faible vitesse. Dans ce cas, le gaz est considéré comme incompressible: sa masse volumique
est constante. L'aérodynamique, ou dynamique des gaz, s'intéresse au comportement des gaz
lorsque les changements de vitesse et de pression sont trop importants pour pouvoir négliger la
compressibilité des gaz.

La chaleur est une forme d’énergie qui s’écoule sous l’effet d’une différence de
température des hautes vers les basses températures. La chaleur pénétre, comme la gravité, les
substances de 1’univers et concourt a tous ses phénoménes. L’unité de la chaleur dans le

systeme international est le joule (J).

Le transfert de chaleur représente I’un des modes les plus communs d‘échange d’énergie.
C’est un phénomene que 1’on trouve dans de nombreux secteurs de I’industrie et dans notre
vie quotidienne. Les ingénieurs et les techniciens se trouvent confrontés a ce genre de
probleme et essayent de maximiser ou de minimiser ce phénomeéne selon les besoins de
I’industrie et dans le souci d’économiser cette énergie qui revient chére. De ce fait, les
transferts thermiques ont, aussi bien dans le domaine des sciences pures que dans celui des
applications technologiques, un role souvent essentiel. Ce rdle devient méme déterminant
lorsqu’il est a I’ origine des techniques utilisées, exemple: (échangeurs, moteurs thermiques,
calorifugeage, isolation thermique...etc.). La connaissance des Lois physiques qui régissent

ces modes de transferts thermiques est une chose essentielle et tres importante, car elles nous

]
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permettent de maitriser la fagon et la qualité de cet écoulement de chaleur suivant notre désir
[20].

Un transfert de chaleur au sein d’un systéme ne se produit que s’il existe des gradients
de température entre les différentes parties du systeme, Ce qui implique que celui-ci n’est
alors pas a 1’équilibre thermodynamique (la température n’est pas uniforme dans tout le
systeme).Au cours de la transformation du systéme vers un état d’équilibre final, la
température va évoluer a la fois en temps et en espace. Le but de 1’analyse des transferts de
chaleur est d’identifier quels sont les modes de transfert mis en jeu au cours de la
transformation et de déterminer quantitativement comment varie la température en chaque

point du systeme au cours du temps.

I1-2. LES DIFFERENTS MODES DE TRANSFERT DE CHALEUR:

L’échange de chaleur se fait selon trois modes différents: conduction, convection et

rayonnement.
11-2.1 Transfert de chaleur par conduction:

La conduction est définie comme étant le mode de transmission de la chaleur
(ou L'échange d’énergie interne) provoquée par la différence de température entre deux
régions d’un milieu solide, liquide ou gazeux ou encore entre deux milieux en contact
physique.(gradient de température dans un milieu).Dans la plupart des cas on étudie la
conduction dans les milieux solides, puisque dans les milieux fluides (c'est-a-dire liquide ou
gazeux), il y a souvent couplage avec un déplacement de matiere et donc mecanisme de
convection. La conduction est le seul mécanisme intervenant dans le transfert de chaleur dans

un solide homogéne, opaque et compact.
La conduction s’effectue de proche en proche:
Si on chauffe I’extrémité d’un solide il y a transfert progressif.

Si on coupe le solide, on stoppe le transfert [20].

-
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11-2.2 Transfert de chaleur par rayonnement:

Le rayonnement thermique peut étre considéré comme un cas particulier du

rayonnement ¢électromagnétique. L’exemple le plus simple est celui du rayonnement solaire.

Le rayonnement thermique est le mode de transmission par lequel la chaleur passe d’un
corps a haute tempeérature a un autre plus froid sans nécessité de support matériel. C’est donc

le seul mode de transfert de chaleur qui peut se propager dans le vide.

Le rayonnement thermique ne difféere des autres ondes électromagnétiques, comme les
ondes hertziennes par exemple, que par son origine: la température. En effet tout corps

rayonne tant que sa température est différente de 0 °K.

Le rayonnement thermique est un phénomene de surface, La relation de base du
Rayonnement est celle de STEFAN- BOLTZMAN selon laquelle la puissance Mo du
rayonnement thermique émis par unité de surface d’un corps noir est directement
proportionnelle a T4.

Mo = oT*[W.m™?]
o = constant de STEFAN-BOLTZMAN =5.67*10-s Wm 2K ~*

Cette formule se déduit par intégration sur 1’ensemble des longueurs d’onde de la relation

fondamentale obtenue par PLANCK dans sa théorie de quanta [20]
11-2.3 Transfert de chaleur par convection:

La convection est un mode de transport d'énergie par lI'action combinée de la conduction
de I'accumulation de d'énergie et du mouvement du milieu. La convection est le mécanisme le
plus important de transfert d'énergie entre une surface solide et un liquide ou un gaz. Le transfert
d'énergie par convection d'une surface dont la température est supérieure a celle du fluide qui

I'entoure s'effectue en plusieurs étapes.

D'abord, la chaleur s'écoule par conduction de la surface aux particules fluides
adjacentes, I'énergie ainsi transmise sert a augmenter la température et I'énergie interne de ces

particules.

-
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Ensuite, ces derniéres vont se mélanger avec d'autres particules situées dans une région a
basse température et transférer une partie de leur énergie, celle-ci est a présent emmagasinée

dans les particules fluides et elle est transportée sous I'effet de leur mouvement [21].

11-3 LES DIFFERENTS TYPES DE LA CONVECTION:

11-3.1 convection forcée:

Le mouvement de fluide est causé par ’action des forces extérieures du processus (par
exemple pompe, ventilateur, etc.) qui lui imprime des vitesses de déplacement assez
importantes. En conséquence, I’intensité du transfert thermique par convection forcée sera en

liaison directe avec le regime de mouvement de fluide [22].
11-3.2 convection naturelle:

La convection naturelle est un mode de transfert de chaleur d’un milieu chaud vers un
milieu froid, par un transport macroscopique de la matiere (mouvement des particules
fluides)généré par des effets de poussée d’ Archimede li¢ a I’action du champ de pesanteur et &

la présence d’un gradient de la température [22].
11-4 GRANDEURS SANS DIMENSION:

Une grandeur sans dimension (ou grandeur adimensionnelle) est une quantité permettant
de décrire une caractéristique physique sans dimensions ni unité explicite d'expression. Elle
est constituée du produit ou rapport de grandeurs a dimensions, de telle fagon que le rapport
des unités équivaut a un. Ces grandeurs sans dimension interviennent particulierement en
mécanique des fluides et pour la description de phénomene de transfert lorsqu'on utilise la

similitude de modeles réduits ou théorie des maquettes et construit I'interprétation des résultats
d'essais. Elles portent le nom de nombres sans dimension, nombres adimensionnels, ou encore

des nombres caractéristiques. Les nombres adimensionnels les plus utilisés dans le domaine de

la convection sont [21]:
11-4.1 Le Nombre de Reynolds Re:

Il représente le rapport entre les forces d'inertie et les forces visqueuses. Ce nombre sans

-
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dimension apparait naturellement en dimensionnant les équations de Navier-Stokes. On le

définit comme suit:

U: vitesse caractéristique du fluide [m/s]
L: dimension caractéristique [m]

v: viscosité cinématique du fluide [m?*/s]

V= £
p
Avec:
p : masse volumique du fluide [kg/m3]
u : viscosité dynamique du fluide [kg / (m.s)]

11-4.2 Le Nombre de Prandtl Pr:

C'est le rapport de la viscosité cinématique V et diffusivité thermique «, il caractérise

I’importance relative des effets thermique et visqueux, Ce nombre Porte le nom de Ludwig
Prandtl, physicien allemand:
pr="1
K
Le nombre de Prandtl compare la rapidité des phénoménes thermiques et des phénoménes
hydrodynamiques dans un fluide. Un nombre de Prandtl €levé indique que le profil de
température dans le fluide sera fortement influencé par le profil de vitesse. Un Prandtl faible
indique que la conduction thermique est tellement rapide que le profil de vitesse a peu d'effet

sur le profil de température.
11-4.3 Le Nombre de Rayleigh Ra:

C'est un nombre sans dimension utilisé en mécanique des fluides et caractérisant le transfert de

chaleur au sein d'un fluide: inférieur a une valeur critique de 2000, le transfert s'opére
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essentiellement par conduction, tandis qu'au-dela de cette valeur c'est la convection naturelle
qui devient importante. On peut le définir comme étant le produit du nombre de Grashof,
reliant les effets de la force gravifique a la viscosité du fluide, et du nombre de Prandtl. Ce
nombre porte le nom de Lord Rayleigh, physicien anglais. On le définit de la maniere

suivante; Ra = Gr * Pr
11-5 VORTICITE:

La vorticité est définie comme étant le rotationnel de la vitesse. Elle est reliée a la

circulation par le théoreme du rotationnel:
I=Jf.wds

Ou: S est une surface s’appuyant sur C, et dS un vecteur normal a S de norme dS

proportionnelle & un petit élément de surface.
11-6 VISCOSITE:

Le fluide réel se caractérise, en opposition au fluide parfait, par deux propriétés
importantes : La viscosité qui est une caractéristique physique du fluide se manifestant par une
résistance de celui-ci aux déformations et plus particulierement aux vitesses de déformation.
Elle est due a la combinaison des efforts de cohésion et d’agitation moléculaire s’opposant au
déplacement relatif des couches liquides les unes par rapport aux autres. La viscosité dépend
de la nature du fluide et varie considérablement d’un fluide a un autre. Pour un méme fluide,
elle dépend de la pression et de la température; pour les liquides incompressibles, elle est

pratiqguement invariante avec la pression. [23]

Viscosité dynamique:
Considérons deux couches de fluide contigués distantes de Az. La force de frottement F
qui s'exerce a la surface de séparation de ces deux couches s'oppose au glissement d'une

couche sur l'autre. Elle est proportionnelle a la différence de vitesse des couches soit Av, a leur

surface S et inversement proportionnelle a Az: F = u.S%

Le facteur de proportionnalité est le coefficient de viscosité dynamique du fluide.

Dimension: [u] = M.L™.T. [23]

&



CHAPITREII: NOTIONS FONDAMENTALES DE MECANIQUE DE
FLUIDE ET DE TRANSFERT DE CHALEUR.

Viscosité cinématique:

Dans de nombreuses formules apparait le rapport de la viscosité dynamique u et de la
masse volumique p.

Ce rapport est appelé viscosité cinématique:

v==_E
p

Dimension: [v] =L T . [23]

I1-7 EQUATIONS DE BASE DE LA MECANIQUE DU FLUIDE ET
TRANSFERT DE CHALEUR :

11-7.1 L"équation de conservation de la masse:
Considérons un volume matériel V,,, ). La masse contenue dans ce volume est:

M=, pdv (1.01)
Ou: p est la masse volumique du milieu fluide

Si le volume matériel ne contient ni sources ni puits, la masse qui se trouve dans V) est
constante et on peut écrire:

d d
M= tf

=M == pdV =0 (11.02)

V(v

D'apres le théoreme de Leibnitz, elle s'écrit alors:

d
&l vnoP@V =1, 0opdV+ [ . pnividS (11.03)
v _ 0
Ou: 9y = o
Et d'aprés I'équation(11.02), on peut écrire:
fVm(t)aopdV + me(t)pnivi s =0 (11.04)

¢
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Si le volume 1,,,(t) ne contient pas de surface de discontinuité, I'intégrale sur la surface S,,(t)

peut étre remplacée par une intégrale de volume et le théoreme de Green-Ostrogradsky permet

d'écrire:
) Sy PiVE A = | Vm(t)aipvi av (11.05)
ou 9, =>(@i=1)
u. o; = Ey 1=
Dans ces conditions, I'équation(11.04) devient:
fVm(t)(60p+6ipvi) av =0 (11.06)

Le volume d'intégration est arbitraire et par conséquent l'intégrande doit étre identiquement
nul :
dop + 0;(pv;) =0 (1.07)

Ou 9; (pv;) est écrit dans comme suit:
9;(pvy) = div(pV)

9;(pv;) = 0,(pvy1) + 9,(pvy) + 95(pvs3)
0 d 0
0;(pvy) = a (pvy) + @ (pvy) + E (pvz)

L'équation (11.07) est une équation exprimant la conservation de masse. Elle est applicable en

tout point d'un fluide continu ne contenant pas de sources ou de puits.

L'équation(11.07) est souvent désignée sous le nom d'éguation de continuité. On peut I'écrire

sous une forme Iégerement différente en développant 9, pv;

dipv; = p 0;v; +v; 0;p (11.08)
En substituant cette relation dans I'équation(11.07) on obtient:

0o +v;0ip+poiv;=0 (11.09)

Cette expression fait apparaitre la dérivée matérielle:
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d
— P = 0op +v;0;p (11.10)

Et on peut écrire I'équation(11.07) sous la forme:

S p+pdw; =0 (11.11)
Ou encore:
%%p+6ivi =0 (11.12)

11-7.2 L'équation de conservation de la quantité de mouvement:

Considérons a nouveau un volume de controle V,,, matériel; La quantité de mouvement

contenue dans ce volume est:

f v oPYaV (11.13)

Le principe de conservation de la quantité de mouvement n'est autre que la loi de newton qui

s'écrite dans ce cas:

d
= ) v PVAV = Foy (11.14)

Ou:F,,est un résultante des forces extérieures exercées sur le volume V;, (¢t).

Dans la plupart des situations (classiques), deux types de forces agissent sur le fluide contenu

dans Vp,:
(2) les forces de volume que I'on peut exprimer sous la forme:

fVm(t)deV

(2) les forces de surface qui agissent par l'intermédiaire de la surface 4,, (t). Nous écrirons ce

type de forces sous la forme:

| A, ot (VA

Dans cette expression, n désigne la normale extérieure et: §f = t(n)dA
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Représente la force élémentaire qui s'exerce sur I'élément de surface dA de normale n et t(n)

est le vecteur contrainte agissant sur dA.

L'expression de I'équation(11.14) peut donc s'écrire sous la forme:

d
afVm(t)pvdV = fVm(t)deV + fAm(t)t(n)dA (“15)

Pour simplifier cette premiére présentation des équations de la mécanique des fluides, nous

allons projeter I'équation précédente sur les axes d'un systeme cartésien fixe.

d
@ vmwPridV =1y PRV + [, o ti(n)dA (11.16)

Dans cette expression,t;(n) désigne la projection sur l'axe i du vecteur contrainte. Pour
continuer, il faut écrire t;(n) de fagon plus explicite. On a besoin pour cela des résultats

fondamentaux de la mécanique des milieux continus.

Une analyse détaillée de I'état des contraintes est effectuée a la surface A. cette analyse

conduit taux résultats suivants:
t;(n) = T;n; (La notation d'Einstein est utilisée ici)
Et: T,y =Tu(i=123 et j=12,3) (11.17)

La premiére expression indique que la composante i du vecteur contrainte est donnée par le

produit scalaire du tenseur des contraintes T dont les composantes sont T;; et du vecteur

normal n de composantes n; . La seconde expression indique que le tenseur T;; est symétrique.

Pour fixer les idées, nous donnons ci-dessous les expressions des trois composantes du vecteur

contrainte sous forme totalement explicite:

ty(n) = Tying + Tion, + Tizng
tz(n) = T21n1 + T22n2 + T23n3 (“18)
t3(n) = T31ny + T3pn, + T33ng

D'un point de vue physique, il est intéressant de décomposer la contrainte t en deux parties:

e La contrainte associée a la pression.

x
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e La contrainte associée aux forces visqueuses.

La pression agit de facon isotrope et sa valeur ne dépend que de I'état thermodynamique du

fluide. Les contraintes visqueuses sont au contraire essentiellement lies a I'état de

déformation de fluide. On peut écrire dans ces conditions:
Tij = —=pdij + Tij
T;; - Tenseur des contraintes.
Ou:  pd;; :Tenseur des contraintes associées a la pression.
7;; - Tenseur des contraintes visqueuses.
La projection du vecteur contrainte sur I'axe i est alors donnée par :
t;(n) = (—pSij + Tij)nj

Soit encore:

ti(n) = —pn; + Tl'jnj

En clair cette expression s'écrit :

ti(n) = —pny + 111y + Ty, + T3N3
to(n) = —pny + 11Ny + TyaNy + T3N3
t3(n) = —pnz + 131y + 133N, + T33N3

En rapportant I'équation(11.20) dans I'équation(11.16), on obtient :

d

afvm(t)pvidV = fVm(t)pFidV + fAm(t)(_pSij + Tl])n]dA
D'aprés le théoréme de Green-Ostrogradsky, on peut écrire encore:

d d

Efvm(t)pvidV = fVm(t)pFidV + fVm(t) d_x] (_p6U + Tu)dV
Soit encore

4 AV = AV — v deij
2] vV =Ly PRV = [y o dV + iy oV

(11.19)

(11.20)

(11.22)

(11.22)

(11.23)

(11.24)

(11.25)
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D'aprés le théoreme de Leibnitz, I'équation devient:

dvl dp atij
[ v gz @V =1, (t)( pli ==+

Le volume de contrble V,,(t) est arbitraire et les intégrantes apparaissant dans les deux

)dv (11.26)

dx]

membres doivent étre identiques:

Dv;
Dt

__ 9 40T
=~ PR+ (11.27)

La signification physique de cette équation apparait clairement :

Quantité Forces associées Forces contraintes
d'accélération| _ _ )ala pressionpar de volume visqueuses (11.28)
par unité unité de par unité par unité '

de volume volume de volume de volume

Ou: 7;; = tenseur de contraintes, pour un fluide newtonien, s'écrit:

Tij = —g,uSijakvk + 200;v;
Donc:

p(Bovi + v0yv;) = pF, — 0p + 2p8; (Bv;) —=ud;(9wy)  (11.29)
Les équations précédentes sont celles de Navier Stokes de conservation de quantités de

mouvement.

11-7.3 L'équation de conservation d'énergie:

Pour établir une équation exprimant la conservation de I'énergie, nous partons de

I'expression du premier principe de la thermodynamique, pour un volume matériel V;,(t).

L'énergie contenue dans le volume V,,(t) a pour expression:
) L, av
Vin(£) p(e tov )
Le taux de variation de cette énergie est donné par:

[y wp(e+3v2)av=w+q (11.30)

Le travail par unité de temps W qui apparait au second membre est celui des forces de volume

et des contraintes appliquées a la surface du volume:

]
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W = fVm(t)pF.vdV + [ t;(n).vdA (11.31)

Am(t)

Nous supposons ici qu'il n'y a pas de source de chaleur a l'intérieur du volume et nous
désignons par q le flux de chaleur par conduction. Ainsi, —q.n représente la chaleur qui passe

par unité de surface et de temps a travers la surface de contrdle A,,(t).
Q= —fAm(t)Cl- ndA (11.32)

En substituant les expressions(11.31) et (11.32) dans I'équation(11.30) on obtient:

a 1.2 _
dtfvm(t)p (e +-v )dV = [y, oPF-vdV +[,  t).vdA+ [, . q.ndA (11.33)

Pour déduire une équation de cette relation, il faut transformer les premier, troisieme et

quatriéme termes.

D'aprés le théoréme de Leibnitz et Green Ostrogradsky, elle devient:

0 1,
fVm(t)pg(e +=-v )dV = fVm(t)pFi.vl-dV +

2
J [—i( v')+i(r--v-)] av - f %4 gy (11.34)
V() | g PV T oy \TisYi Vi (0) 9%, :
ou:
. <+12)dV—f a<+12>dv
dt Vm(t)p ¢ 217 B Vm(t)pat € 217
Et:
0 0
fAm(t)t(n).vdA = fAm(t)ti(n).vidA = fVm(t) _a_xl(pvl) +a_xj('l'ij'l7i) av
Et:

dq;
fAm(t)q' ndA = fVm(t) O—deV

Le volumeV,, (t) est arbitraire et par conséquent:
4 152 = pF. v — 2 (pv:) + 2 (1..v.) — 2%
P (e +3v ) = pF,. v, o (pvy) + 2% (Tuvl) 5%, (11.35)

Donc en notation indicielle:
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do [p (e + %vz)] +0; [p (e + %vz)] = —0,q; + 0;(t;jv;) + pF;.v; — aixi (pv;) (11.36)

La signification physique de cette équation apparait clairement :

Taux d'ccroiss

de l'énérgie { terme }
par unité convectif
de volume

Flux Puissance Puissance Puissance
= —{ de }+ {des forces} + { des forces } — {des forces}
chaleur visqueuses volumiques pression
L'équation d'énergie peut étre écrite sous d'autres formes:
1. L'équation d'énergie mécanique:
Elle est dérivée a partir de I'équation de quantité de mouvement, au multipliant par V. En

rotation symbolique:

i l 2 2 —)l 2 __—)—) ——_ - >
Z(p3V?) + V2 (pV3V2) = -V Vp + VVE+ p VF (11.37)
Ou
d 1 1
ou:
V.V =Va; =V, g +V g +V g
LTI T X ex T Yoy T Zoz

2. L'équation d'énergie thermique:
C'est I'équation résultant de la différence de I'énergie totale et de I'énergie mécanique:
do(pe) + 9;(pvje) = —pd;v; + 7;;0;v; — 0;q; (11.39)
Ona: e=c¢,T (équation de l'état calorifique ou energie interne)
Et en tenant compte de I'équation de continuité:

paO(CVT) + pU]aJ(CVT) = —aiql- + Tijajvi - pa]U] (“40)
ou:

2
Tijail?j = Tij(aivj) = [—§u5ij6ivi + Zﬂ(ajvl)] (alv])
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¢y = 1;;0;v; = _gﬂ(aivi)z + Zﬂajzvi
T;; est un tenseur contraint visqueuses
u est une viscosité dynamique
Le transfert de chaleur le plus dominant est la conduction:

q; = —ko;T

Enfin, les équations (11.07), (11. 29) et (11.40) sont les équations de base d'un écoulement

compressible, visqueux et newtonien. [24], [25]

11-8 L’APPROXIMATION DE BOUSSINESQ:

Elle est appliquée aux situations physiques ou la densité du fluide et les autres propriétés
thermodynamiques subissent de faibles variations pour de faibles variations de température
(de l'ordre de 10°) et ou le coefficient d'expansion a et petit. Alors, les propriétés
thermodynamiques sont prises constantes sauf dans le terme gravitationnel (pF; ) qui ne peut
étre igoré relativement au terme d'inertie. La variation de p en fonction de la température est

donnée comme suit

p = poll— a(T —Ty)] (11.42)
ou:
1 dp
a= EE

T,: Température de référence, pour notre cas T,=T, (température de la paroi froide).
a : Le coefficient d’expansion thermique a pression constante.

po - Masse volumique du fluide a T,,.

Et:p— po=9p

Variation petite .Avec cette approximation de Boussinesq, les équations de base sont

simplifiées, en effet :
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L'équation de continuité devient:

9,v; = 0 (11.43)
ou: div/ = 0 (deux indices se répétent : c'est une somme)

Les équations de mouvement de Navier —Stoks deviennent:

p(Bov; + v0v;) = pF; — d;p + 2u0;(8jv;) — =3 (9,;) (11.44)
Ou:0;v; = 0 (continuité)
En remplacement dans I'équation de mouvement (terme gravitationnel)

p=pot+p

Et dans les autres termes p par p,:

po(Bov; + v;0;v;) = —0;p + (po + P)F; + VW, (11.45)
¥ L
Ou: 6]61 = oz + 3y2 + 222 Ve=A
U
v=—
Po

v est viscosité cinématique.
p est viscosité absolu ou dynamique.

Donc:
_ 14 op
po(aovi + Ujajvi) = —ai E + (1 + E) Fi + szvi (“46)

L'équation d'énergie devient :

PCVI;_: = pey (90T +v;0,T) = 0;(k9;T) — pdjv; + ¢y (11.47)
ici: ¢V = Zuajzvi
donc:

00T+v;0;T = CV2T + ¢y (11.48)
ou: ¢ =

pey
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La dissipation visqueuse, dans I'approximation de Boussinesq et en comparaison avec le terme
conductif, peut étre ignorée.

Ainsi, I'équation de conduction de chaleur devient:

DT
= = 9,T+v;0,T = CVT (11.49)

Enfin, les équations (I1.43)(11.46) et(11.49) sont les équations de base de boussinesq
instantanées.

.
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CHAPITRE III: THEORIE DES PERTURBATIONS ET PRINCIPE
D'ECHANGE DE STABILITE THERMIQUE DANS UN MILIEU
SPHERIQUE

111-1. INTRODUCTION:

Une étude analytique de la stabilité linéaire de la convection naturelle dans un milieu
sphérique a été présentée par Chandrasekhar(1961) [1].1l établit ses fondations théoriques et
ses concepts de base. Dans cette analyse, on démontre en premier, la validité du principe
d'échange de stabilité et par suite la résolution du probléme aux valeurs propres. Il détermine
les valeurs critiques du parametre Rayleigh Ra pour lesquelles se manifeste la premiére
bifurcation. On parle de théorie de stabilité linéaire car en fait, elle traite des perturbations qui
sont infinitésimales comparées a I'état initial du systéme linéaire, elle n'est valable et
appliquable que dans un domaine restreint du parameétre Ra. En effet, ces perturbations qui
augmentent exponnentiellement avec le temps, dans les conditions favorables, atteignent
rapidement une amplitude telle que le produit de ces termes cessent d'étre négligé. Dans le
probleme linéaire, les produits des termes des perturbations infinitésimales d'un ordre
supérieur a un seront négligeables. Ainsi, les équations des perturbations seront linéarisées. En
revanche, dans la théorie non linéaire, les perturbations ont une amplitude finie et les effets
non linéaires sont pris par conséquence en considération.

La théorie de stabilité linéaire de la convection naturelle nécessite la connaissance de
quelques concepts de base essentiels. Un systeme hydrodynamique est dans un état stable si
toutes les variables physiques le décrivant sont indépendantes du temps, dans le cas contraire,
il est y instable. Un systéme soumis a des perturbations infinitésimales relativement a ses
variables physiques dans son état de base est dit stable, si ces fluctuations disparaissent
graduellement. 1l est instable si leurs amplitudes progressent dans le temps, et le systéme ne
revient plus a son état initial.

On définit un état de stabilité neutre séparant les deux états stable et instable. Le passage
de I'état stable a I'état instable se fait a travers cet état neutre, quand le parametre variable Ra
atteint une certaine valeur critique. On dira que l'instabilité est établie a cette valeur critique.
Les perturbations peuvent évoluer périodiquement, alors I'écoulement présentera des cellules
stationnaires. Dans le cas ou elles évoluent par des oscillations croissantes ou décroissantes,
les mouvements sont alors oscillatoires avec des fréquences caractéristiques définies.
Chandrasekhar [1] démontre que la convection naturelle dans une cavité sphérique, dans un

champ gravitationnel radial, présente une structure cellulaire stationnaire.

N
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111-2. NATURE DU PROBLEME PHYSIQUE:

Un fluide newtonien, obéissant a I'approximation de Boussinesq, visqueux est confiné
dans un espace annulaire sphérique. Un gradient de température est y maintenu par une source
de chaleur uniforme, le fluide étant soumis seulement au champ gravifique. Si la distribution
de la densité était reguliére, la force de pesanteur appliquée a un élément de volume extrait du
fluide serait équilibrée par la force d'Archiméde d'expulsion et pourrait ne pas étre prise en
compte. Cependant, a cause du gradient de température maintenu dans le fluide, la distribution
de la densité est irréguliére, en d'autre terme, la densité dépend de la température du fluide.
L'action de la pesanteur n'étant pas alors équilibrée par la force d'Archiméde. Par expansion
thermique, le fluide sera le siége d'une circulation a courant ascendant dans la partie la plus
chaude et a courant descendant dans la partie de I'espace a température la plus basse. Ces deux
courants s'expliquent par l'effet du potentiel gravitationnel, le fluide le plus Iéger et donc le
plus chaud monte tandis que le fluide dans la partie froide et donc lourd, aura tendance a se
redistribuer lui-méme pour combler le manque de masse provoqué par le fluide chaud. Ainsi,
le principe de conservation de masse n'est pas violé. Cependant, cette tendance naturelle est
controlée par la viscosité du fluide. Ceci conduit a dire que le gradient de température
maintenu par la source de chaleur devrait atteindre une certaine valeur avant que l'instabilité

ou la convection ne se manifeste.

I11-3. FORMULATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME DES
PERTURBATIONS:

I11-3.1 Formulation mathématique de I'écoulement de base:

Le traitement mathématique du probléme de la stabilité de la convection naturelle dans

un milieu sphérique passera par les étapes suivantes:

i-Déterminer I'écoulement de base du fluide dans son état initial, les équations de

base étant les équations de conservation de masse, de mouvement et d'énergie.

ii-L'état initial est soumis a de faibles perturbations, mathématiquement parlant, des
guantitées infinitésimales seront ajoutées aux variables physiques indépendantes décrivant

I'écoulement telles que la vitesse, la température et la pression. Les équations régissant

]
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I'écoulement et le transfert de chaleur sont réecrites pour cet état perturbé. L'étude analytique
de la stabilité de la convection naturelle dans une enceinte sphérique ou dans un espace
annulaire sphérique fait intervenir des notions mathématiques d'un niveau superieur.
Dailleurs, l'intéret de la recherche dans ce domaine réside aussi dans ces mathématiques
appliquées. Pratiquement, on assume que la perturbation est une superposition de certains
modes et la stabilité du systeme sera examiné envers chaque mode. Ainsi, la stabilité du
systeme dépend en particulier de sa stabilité envers toutes les perturbations infinitésimales en

termes de modes normaux.

Pour le fluide newtonien visqueux, confiné dans I'espace sphérique une distribution de
chaleur est supposée maintenue par une source de chaleur volumétrique uniforme notée ¢,
dans un état initial. Le fluide est suposé au repos, le champ d'écoulement est alors nul. Dans la
littérature [7 - 8], le fluide, initialement, peut étre en mouvement, autrement dit, il admet un
écoulement de base non nul, qu'on se doit de calculer, ce qui s'avére encore plus complique.
Pour lanalyse de la stabilité, les perturbations s'ajouteront aux valeurs moyennes de

I'écoulement calculé.

Les équations de mouvement de I'état statique pour un élement de fluide soumis a une seule
force de volume qui est la pesanteur en plus des forces de viscosité et de pression, sont écrites
en notation tensorielle[1]. On a opté pour cette formulation mathématique pour les
simplifiquations qu'elles peuvent engendrer grace a certaines proprietés des tenseurs. Dans ce
qui suivra, l'analyse se fera dans un cadre général pour ce qui est de la viscosité du fluide
convectant. On ne fera pas allusion a la valeur de Prandtl, qu'elle soit finie ou infinie, et donc

pas de restrictions.

Le fluide n'étant soumis qu'a une seule force de masse qui est la force gravitationnelle
radiale, les équations de mouvement projetées sur les axes de coordonnées en notation

tensorielle sont réduites a :
dip = pX; (111.01)
Ou

dip = —pg(r) i=1,23 (111.02)

x
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La distribution de température est donnée par I'équation de conduction de chaleur en régime

stationnaire ou la dissipation visqueuse est négligeable:

19 (20T _ _
ks (r2an) = —e (111.03)
Ou K= p%est la diffusivité thermique.

P

L'éguation(111.03) admet comme solution exacte dans un systéme de coordonnées sphériques:

T(r) = By — for? + 22 (111.04)

T
Ou p, et p,sont des constantes a déterminer par les conditions aux limites et:
B, = — (111.05)

Le champs de température ne dépend que de la position radiale. Les variations de température
n'étant pas large, I'approximation de Boussinesq est appliquée, en prenant la densité du fluide
constant excépté dans le terme gravitationnel. La densité du fluide est approchée par un

développement en séries de Taylor en fonction de la température:

p=po—a(l —T,) (111.06)
a étant I'expansion thermique du fluide a pression constante exprimée par:

-1dp

= 6T|P (111.07)

po €tant la densité du fluide correspondant a une température de référence T,.

Les propriétés thermodynamiques telles que la viscosité, la chaleur spécifique, la diffusivité...

sont considérées constantes.
111-3.2 Equation de I'écoulement perturbé:

Dans cet état perturbé, comme il a été déja signalé, chaque variable physique moyenne

subit une perturbation infinitésimale. En notant par u;, T', p’et p'la vitesse, la température, la

*
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pression et la densité du fluide dans I'état perturbé et par u; 8,6p, et 6p les quantités

infinitésimales des perturbations de vitesse, de température, de pression et de densité, alors:

U =ty (111.08)

T'=T+0 (111.09)

p =p+p (111.10)

p'=p+p (1n.11)
ou:

p' =p(l+ ab) (111.12)

Avec ces nouvelles variables, on réécrit les équations régissant I'écoulement de I'état perturbé.

L'équation de conservation de masse:
ai(vi + ul-) =0 (|“13)

Qui devient: 0;i(u) =0 (1n.14)

L'équation de conservation de mouvement:

p'{ao(vi + ul‘) + (U] + u])aj(vl + ui)} =
—0i(p + ) + (p + Sp)Fy + UV (v; + wy) (111.15)
Par application de I'approximation de Boussinesq et en développant:

(')Oul- + u](')](ul) + (')Ovi + vj(')jvi =

—0; (%) — 0, (%p) + (”*%) F; + W20, + vWiy, (111.16)

On peut remplacer p par pysauf dans le terme gravitationnel. En retranchant les équations de
base des équations de I'état perturbé, on obtient I'équation suivante:

dow; + u;d5u; = —0; (5—”) + (‘%”) F, + vW2uy, (111.17)

Po

Ou u;0;u; = 0 sont termes non linéaires.

L'évolution de la densité §p causée par la perturbation 6 de la température est donnée par:
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)
L —af
p

Et: Fi = —ge;

Ou:e;est un vecteur unitaire dans la direction de la force gravitationnelle.

Ainsi, les équations de mouvement des perturbations linéaires sont :

dow = —0; (22) + afge; + vV, (111.18)

L'équation de conservation d'énergie:
09T + 090 + v;0,T + v;0;6 + u;0;,T = CV*T + CV?6 (111.19)
En retranchant les équations de base des équations de I'état perturbé, on obtient alors:
000 = —u;0,T 4+ CV*0 — v;0;60 (111.20)
Ou: v;0;0 = 0 car lestermes non linéaires sont négligeables.

Donc:
0,0 = —uja,-T + CV?6 (1.21)

Finalement, les équations (III. 14), (IIL. 18) et(I11.21) sont les équations de perturbation

gouvernant la convection dans le fluide.
111-3.3 Analyse de I'instabilité thermique d'un fluide dans une sphere:

Pour étudier la stabilité de cet état initial, on rapportant ces variables dans les équations
de base et tenant compte de I'approximation de boussinesq, on ignore les produits du premier
ordre et plus des perturbations. On obtient les équations suivantes pour cet état perturbé, dans
I'espace sphérique :

ou a (8

_a? = —a—xi(f) + ag(r)x;0 + vy, (111.22)
9 — 9" 2

o = Ui ox; + kV“0 (111.23)
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ici x; g (r) est I'accélération terrestre.

x;représente une des coordonnées spatiales sphériques; dans le terme exprimant la force

ascentionnelle, x;estr.

Ona:

ar _ B

6_xi =2 (ﬁz 2r3)
Ou encore

ar _ B

a_xi =—2 ('82 2r3) Xi

" _ B1

Soit: Br) =B, + v
Donc :

aT

ox, = ~ 2B,

oT L . .
En rapportant Edans I'équation de conduction et en écrivant:
i

ou; o (6
a_ut = o (f) + y(r)x;0 + vV2uy,
% = 2B(r)u;x; + kV?6
ou:
y(r) =ag(r)

(111.24)
(11.25)
(11.26)
(111.27)
(111.28)
(11.29)

P .8 . . S
Il est plus commode d'éliminer les termes de pression (7”) et d'obtenir les équations de

mouvement en termes de vorticité. En prenant le rotationnel de I'équation(III. 27), on obtient:

d
a (eijkajuk) = Sijkajy(r)é?xk + szgijkajuk

d
5 Wi = Y(1)€ij3.0;0x; + vWw;

(j et k : indices de sommation).

(111.30)

(111.31)

x]
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w; est la composante de la vorticité définie par:

@ = VAV
En notation tensorielle, la composante w; est:

w; = Eijkajuk
Le tenseur ¢;; est le tenseur unitaire alternateur antisymetrique defini par:

1 si ijk = 123,231,312
Eijk = 0 si deux indices sont é gaux
-1 si ijk = 321,213,132

Un résultat important est obtenu en prenant le rotationnel une seconde

I'équation(III. 22):

d
o (&ijk 95€1am O1Um) = ijik Oj€1am Y (¥) 010y, + VV2(€ijk 9j€xim O1Um )

Sachant que:

€jjk€kIm = 5iz5jm - 5im5jl
Ou le terme de gauche devient:

2 (i Ojeram O1um) = == (80,; — 0;07u;) = — VP
Car: dju; =0
Et aprés développement:

Eijk 0j€kam Y (r) 0,0xy, = 9;y(r)(x; 0;6 — x; 9;0)

Et:

VVZ(Si]'k ajsklm alum) = —vV4ui
Ainsi, I'équation (II1. 31) devient:

%Vzui = aly(r)(x] 619 — X 6]9) + vV4ui

(111.32)

(111 33)

fois de

(111. 34)

(111. 35)

(111. 36)

(111.37)

(111. 38)

(111.39)




CHAPITRE III: THEORIE DES PERTURBATIONS ET PRINCIPE
D'ECHANGE DE STABILITE THERMIQUE DANS UN MILIEU
SPHERIQUE

Et en se servant des propriétés du tenseur alternateur, on obtient:

22y = —0,0 + vV, (I11. 40)

Ou:  O;estun opérateur différentiel défini par:

L'opérateur (0;)apreés développement s'écrit:
— 2\ 4 10(r) ¢ 2

ou; 12@) _

> %a,-(y(r)) du fait que y = y(r) seulement, donc x; correspond ici .
J

Onaaussi: x;x; = x;x; = 1?2

En revenant a I'équation de vorticité et en multipliant I'équation (II. 31) par la coordonnée

spatiale x; , on obtient I'équation:

d
o (xiw)) =y (r)e;s0;0x,x; + vx;Viw ; (111.43)

Sachant que le produit d'un tenseur symétrique et antisymétrique est identiqguement nul,
I'équation(II1. 43)est réduite a:

%(xiwi) =vx;Vw; (111.44)
On démontre que le champs de vorticité étant solénoidale (divw; = 0)alors:

x;Vw; = V2(x;w;) (111.45)
On aalors:

2
o (riwy) = vV2(x;w;) (111. 46)

C'est en fait I'équation de transport de vorticité.
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L'équation(1IL. 40)peut étre réduite sous une autre forme. En multipliant les deux membres de

I'équation(III. 40)par x; , un résultat important est obtenu, en effet:

5}
V2 (vVZ — E) (x;u;) = yx;0;0 (111.47)
Oou:
xiOi = ]/(xl 81 — X alx] 8] - TZVZ) + %aa—ry(r)(rzxiai - T'ija]) (HI 48)
Et qui devient:
xl-Ol- = y(xi Oi — X (')ixj 6] - I‘ZVZ) (III 49)
Donc x;0; = yL? (111.50)

On définit I'opérateur cinétique du carré du moment angulaire par:

L* = x; 0; — x; 0yx; 0; — r*V? (1I1.51)
En coordonnés sphériques(r, 8, ¢),L? devient alors:

2 =r2tr—r -2y (1I1.52)

Ou encore:

Sachant que:

2 li 2 i 1 i . i 1 i
vi= ror (T 67‘) T r2sin6 06 (Sln o 66) + r2sinf a2 (III- 53)
L'éguation (II1. 47) devient alors:
a
V2 (v72 — 2 Gu) = y126 (111, 54)

On voudrait éliminer la perturbation de température de I'équation (II1. 54)en multipliant a

gauche par l'opérateur (KVZ - %)déduit de I'équation d'energie(111. 28).0n obtient alors:
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a _ a
(ko2 = )y 7102 (w02 = ) Go) = —2L2B (e (IIL. 55)

Finalement, les équations développées (III.28), (III.46), et(IIl.55) forment I'ensemble du

probleme de I'écoulement perturbé.
111-3.3.1 Les conditions aux limites du probleme considéré:

Les conditions aux limites sont celles des surfaces impermeables, les particules fluides ne
peuvent traverser les frontiéres, donc leur impulsion normale a la frontiere est nulle

(u, = 0). Cette condition est imposée pour tout type de frontiere, qu'elle soit rigide ou libre.
Une équation correspondant a ce cas, est dérivée a partir de I'équation de continuité. Celle-ci
étant:

u 2u 10u u
e A T A e s -

ar rr r 06 + COth +

ke (111. 56)

Sur la surface rigide : la surface sphérique(r=constante) ugest u,sont nulles, c'est une

condition de non glissement. Etant donné que uy = u, =0:

dug _ Ouy

5 =g =0 (111.57)
On obtient alors:

our _

—~F=0 (111. 58)

Sur une surface libre: les contraintes tangentielles s'annulent, ici: 7,4 et 7., sont nulles.

En cordonnées sphériques, ces contraintes s'écrivent:

1aur_ aug _

“[ ; ]— 0 (111. 59)
[ e o)

trg = H [rsine dp 1 + ar] =0 (111. 60)

Puisque en: r = constante, u,, = 0 alors:

a__l]ugzri(u_e):() (ll.61)

]
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%_ 1] Uy = r%(u_w) -0 (111. 62)

r r

En revenant a I'équation de continuité et en appliquant I'opérateur (r %) sur I'équation, et en

tenant compte des conditions(IIL. 61)et(I11. 62), on aura aprés développement des calculs:
32

Aussi, sur les frontiéres du systeme sphérique, il n'y a pas de perturbations de température, les

surfaces sont isothermes.
111-4: ANALYSE DES PERTURBATIONS EN MODES NORMAUX:

On assume qu'une perturbation est une superposition de certains modes. La stabilité du
systeme sera examinée envers chaque mode. En observant les équations déja établies des
perturbations, l'opérateur L?, carré du moment angulaire, admet comme fonctions propres des
fonctions harmoniques sphériques.

En effet, 'opérateur L?est défini par:

2 _ 1 i . i _ 1 i
L= —ne a0 (Sm 0 ae) sin 6 0?2 (1. 64)

Les harmoniques sphériques, notés par Y;/™(6, ¢), indépendantes de r, sont définies par:
Y™(8, p) = P/"(cos B)e'™ m< 1 (111. 65)

Les fonctions P;™(cos ) sont les polyndmes de Legendre, de degré [, et d'ordre m, associés
a Y/".e'™¢ est la dépendence azimuthale, caractérisée par le nombre d'onde m. Les valeurs

proposées de I'Opérateur L? sont telles que:
L2Yy™(6,9) =1(1+1) Y"(6,9) (111 66)
[(l + 1) étant la valeur propre, [ est un entier (I = (1,2,3, ....)

Les fonctions harmoniques sphériques Y™ (8, ¢) sont normalisées et la norme est définie

comme Ssuit:
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T (2] Y0, 9)|? sin@ 80 dp = NI (111 67)
0 J0

Ou

m _ 4t (I-m)!
N = —nammr (II1. 68)

Les solutions indépendantes du probleme linéaire des perturbations formulé par les équations
(I11. 28), (I11. 46), (11I. 54) et (II1. 55) sont représentées par les formes suivantes, dans le

systéme de coordonnées sphériques:
xiw; = rw, = Z(r) Y6, p)eP*
xiu; =ru, = W) Y6, p)e?"
0 =0(r) Y™(0,p)e?

Z(r), W(r)et 8(r) sont des fonctions exprimant la dépendance radiale de la vorticité, de la
vitesse et de la température.

p est un nombre complexe dépendant des variables de I'écoulement de base, c'est aussi le taux
d'amplification des perturbations.

Il reste maintenant a rapporter ces expressions dans les équations gouvernant les perturbations
déja établies.

En rapportant les expressions de x;w; , x;u; et 8 dans les équations du probleme:

L'éguation (II1. 28)devient:

2. (0(r) YmePt) = 2B(r)W(r) Y"eP" + kV20(r)ePt V(6 ) (111 69)

Sachant que:
V2 Y0, 0)f(r) = ™6, 9)Dif (r) (111. 70)
OU D, est un opérateur indépendant de 8 ete , déduit de I'expression de L? tel que:

d? 2d 1(l+1)
dr?  rdr r2

D, = (111.71)

Donc I'équation(II1. 28)devient:
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O(r) Y™ pePt = 2B(r)W(r) Y"ePt + x D,6(r)ePt Y™ (6, ) (11I1.72)

Et qui devient:
(D -2)o0) =2E2w () (11 73)

En prenant l'unité de mesure de longueur R, (rayon de la sphére) et en multipliant I'équation

par R? ou:

D, = d: o+ oy = 1) (111.74)
) @) (2)
Et encore:
_d? 24  I(+1)

Di=—mt i (111. 75)

OUR =—

Ry

Et I'équation (III. 73) devient:

(D —ZR?)6(r) = —2E2 REw (1) (1. 76)
En multipliant et en divisant par v:

(D — aP)O() = ~CED W () (11 77)

Icio = %R% est un nombre complexe exprimant, comme p, le taux de progression ou de

diminution des perturbations.

Et Pr : nombre de Prandtl étant défini par: Pr = %

D’ou, L'équation (II1. 46)de vorticité devient:

5 2@ Y"(6,9) €") = VP(Z(r) V" (6, 9)e™) (111.78)
pZ(r) = vD,Z(r) (I11. 79)
(D —2R,?)z(r) =0 (111. 80)

&
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(D;—0)Z(r)=0 (111 81)

L'équation (III. 54)s'écrit encore:

V2 (vv2 - %) (W(r) YmePt) = yL2[0(r) YmeP!] (1. 82)
Et:

D,(vD; —p)W(r) = yl(l + 1)0(r) (I11. 83)

D, (Dl - Riﬁ) W(r) = y’%‘ I(L+1)O@r) (111 84)
Et enfin DD~ W) =y 210 + Do) (111 85)

L'ensemble des équations(1Il. 77), (I11. 81), (1II. 85)adimensionnelles, décrit I'état perturbé en
termes de fonctions W (r), Z(r), 0(r).

Les conditions aux limites s'écrivent avec ces nouvelles variables:

ow (r) . . .
W(r) =0, - =0 ar =mn,1siles surfaces sont rigides

9*W(r) . . .
W(r) =0, 572 =0 ar =mn,1siles surfaces sont libres

111-5: PRINCIPE D'ECHANGE DE STABILITE:

Par l'analyse des perturbations, on voudrait démontrer qu'il y a réellement échange de
stabilité a travers un état de stabilité neutre. En effet, dans I'expression des solutions du
probleme, et plus précisément dans la fonction temporelle exponnentielle, c'est la valeur du
nombre complexe o qui détermine si I'état du fluide est stable, neutre ou instable. En
particulier, il y a échange de stabilité si la partie imaginaire du taux d'amplification des
perturbations o est nulle. Dans ce qui suivra, on considére le cas d'une source de chaleur
uniforme et accélération gravitationnelle telles que:

€
K
y(r) = ag(r) = constante

B(r) = rvie constante

]
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On considere les équations de I'énergie, de vorticité et de mouvement, déja établies en termes
de 6(r), W(r)et Z(r):

(D — oP)O() = ~CELE W () (111 86)
(D, - 6)Z(r) = 0 (II.87)
DD~ W) =y 210+ Do) (111 88)

En éliminant la température entre I'équation (II1.86) et (III.88) en appliquent l'opérateur
(D; — aPr) sur I'equation(1Il. 89):

(D, — oPr)Dy(D; — o)W (r) = yRTfl(l + 1)(D; — aPr)6(r) (I11.89)

D,(D, — oPr)(D, — )W (r) = y%‘fl(l +1) (— @) w(r) (111. 90)

L'éguation devient:
D,(D; — oPr)(D; — o)W (r) = =l(l + 1)Ra,W (r) (I1.91)

Les valeurs Ra; (nombre de Rayleigh) sont définies par:

6
Ra, = 20RY (111.92)

KV

L'indice [ met en évidence la dépendance de Ra avec le mode de perturbation. Pour chaque
valeur de [, correspond une valeur de Ra;. Tout de méme, la valeur de [ qui sera prise en

considération est celle qui correspondra a la valeur minimale de Ra; ou valeur critique.
Dans I'équation(1I1. 85), On pose:
YRY
F=1+1D=6() (111.93)
Ou: F est une fonction proportionnelle a 6(r)

L'équation(III. 85)devient:
DD, — W) =F (111.94)

*
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En rapportant I'équation (I11. 94)dans I'équation (III. 86)on obtient:
(D; — oPr)F = —Il(l + 1)Ra;W (1) (I11.95)
La fonction F est radiale et s'annule aux frontieres comme W (r) (frontiéres imperméables).

Soit F* le conjugué complexe de F. en multipliant I'équation(II1. 95) r2F et en intégrant sur le

domaine des valeurs de r, de n a 1(n étant le rapport des rayons), on obtient:
fnlrz F*(D, — oPr)Fdr = —1(L + 1)Rq, fnlrz FW(r)dr (111. 96)
fnl(rz F*D,F — r2F*FoPr)dr = — I(l + DRq fnlrz F*W(r)dr (11L.97)

Avant de calculer ces intégrales, on est amené a développer certaines propriétés de

I'opérateurD; .

Soity(r) et ¢(r)des fonctions quelconques ne dépendant que de r. Sur un intervalle[a, b] :

fy 12 $IDRp(rIdr = f;'r? (r) (R - 22D LDy ) ar (111.98)
On met:

= o) = (r? D) — 14 + Doy} dr (111.99)

En intégrant par partie:
1= [r2gpr) 2O : — [H{r PO 44 1) ()} dr (II1. 100)
[=r2]p0) e~ 12 () 0+ [ pryr? (D20 4 2420 D ) ) ar
(111.101)
1= 12]¢() "~ [pr) 20 + [ r2p D r)dr (I11.102)

L'équation(IIL. 100)et I'équation(III. 102)sont des résultats importants, en effet, si i et ¢ sont

des fonctions de r seulement et s'annulant aux limites(a et b), alors:

=]
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[=—[° {ﬂ%% +I+ 1)¢(r)1/1(r)}dr

Et:
L= [, 2 oD (r)dr = [, r*p(r)Dip(r)dr

(1. 103)

(111.104)

L'équation(Il. 104)indique que l'opérateur D;, appliqué sur des fonctions de r seulement et

s'annulant aux bornes est un opérateur hermétique et plus particulierement, si

Y =¢°()

¢* (r) étant le complexe conjuguée de ¢ (1)

2
Ona: ['r2¢*(Di(r)dr = — fb“{rz |$ +1(l+ 1)|q,'>(r)|2}dr
En appliquant ces propriétés a I'équation(II1. 97)on obtient:
1 dr|? 1
J; {rz [0 + 1+ 1R+ rzaPrIFlz}dr = 1L+ DRa [ P2 F'W(r)dr
On a:
fnlrz FW (r)dr = fnerW(r)Dlz w*(r) — o* fnlrzw(r) DW*(r)dr

On met:

L = [ 72 Dy (DW*(r))dr = [—TZZ—V:DZW*(r)]; + [, 2 [DW ()]Pdr

2
= —o" [ 2w D () = o* [ {2 2]+ 10+ DIw eI ar

En revenant a I, Ou:

1(1+1)
7'2

w0l = w0, + 2w o], - (2w

Si, la limite est rigide, alors:

d =0
dr w(r) =

(111. 105)

(111. 106)

(111. 107)

(111. 108)

(11. 109)

(1. 110)

.
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1
Et tout le terme: [—rz Z_rw(r)DlW*(r)] =0
n

Si non, la limite est libre et:

d2
WW*U) =0
AInsi:
2d !
Dl = 2w @]
Et donc:

2 1
I, = —z[r [ w(| ] + [ 2w () dr (IIL.111)
n

L'équation (III. 106)devient:

s 1

2
+ fnlrz \W () |2dr + ¢ fnl {rz |‘2—W| +1(l+ 1)|W(r)|2}dr} =0 (1L 112)

dF

dr

2 dw
+ 10+ DIF|? +r20Pr|F|2\dr — 1(1 + DRa{~2 |r |W

o *étant le complexe conjugué de o.

Le membre de gauche de I'équation(III. 112) est un nombre complexe qui ne s'annule que si

ses parties réelle et imaginaire sont nulles simultanément, la partie imaginaire étant:
Imag(c) {Pr [ 72|F|2dr+1(+ 1) Ra, | {rz |‘;—Vr”|2 +1(L+ 1)|W(r)|2}dr} =0 (llL113)
Les termes entre les grandes accolades étant la somme de carrées (positifs), I'équation
(II1.113) est vérifiée que si:

Imag(a) =0 (III.114)

Le taux d'amplification des perturbations est ainsi réel. On a prouvé qu'avec les conditions du
probleme, fluide newtonien répondant a l'approximation de Boussinesq, confiné dans un
espace sphérique soumis a une distribution de chaleur volumétrique uniforme, il y a possibilité

d'échange de stabilité ou convection. (il y a instabilité).
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IV-1 INTRODUCTION:

Le principe d'échange de stabilité étant validé, on se propose de déterminer les valeurs
critiques et minimales pour lesquelles se manifeste la convection. Le fluide convectant
homogene est confiné dans une sphére de rayon R, les conditions aux limites sont les méme

gu'auparavant.
L'instabilité se manifeste a travers un état de stabilité neutre (état marginal).

Les équations de perturbation gouvernant cet état correspondant a o = 0 (état stationnaire):

D Z(r)=0 (IV.01)
DIW(r) =F (r) (IV.02)
D, F(r) = =l(l+ DRa,W (r) (1V.03)

Le Laplacien ne permet pas d'avoir des solutions non nulles et qui s'annulent sur les frontiéres
fermées

Enr=1oun , Z=0.

L'équation(IV.01) doit avoir pour solution Z = 0 (indentiquent nulle), le champ de vitesse %
étant un champ poloidal.

Les équations(IV.02)et(IV.03)avec les conditions aux limites précisées déja, constituent un
probleme a valeur caractéristique Ra;.

En effet, pour une valeur donnée de |, on doit déterminer la valeur caractéristique de

Ra;minimale : c'est la valeur critique ou se manifeste I'instabilite.
IV-2 DETERMINATION DES VALEURS CRITIQUES DE RAYLEIGH:
En posant ¢ = 0 dans I'équation (111.112), on obtient :

2
2% v+ nF2lar
I(l+ 1)Ra;, = o[l }

(IV.04)

2[ own2l . 1 5 2
_ r( . ) ]n+f"r (D w(r) ar

Par le principe variationnel, on démontre que la valeur minimale de Ra; est le minimum

absolue de la quantité du membre de droite de I'équation(IV. 04) .

.
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On a pour une harmonique sphérique d'ordre [(pour un mode normal, qui crée I'instabilité), la

solution radiale F peut-étre écrite comme suit :

F= % %A ]H%(al, i) (IV.05)
AjEtant des coefficients constants.(v/rVient d'un changement de variable).
La fonction F est un développement en séries de fonctions de Fourier-Bessel du premier type.

J,,2 estlafonction de Bessel du premier type d'ordre(l + é)

2

a;; étant la j™ racine de ]z+§ ;pourj=1.2,....

Toute cette étude se fera pour un [ donné (un mode normal de perturbation).

La solution F ainsi écrite vérifie la condition au limiteenr=1, F=0.

1
Eneffet,en r=1, F = \/_721' Aj ]H_%(al,j) =0

Car:]l%(al,j) =0

On démontre que les ]Hl(al_jr) forment une base orthogonale et:
2

1 1 ’
fO r ]H_%(al_jr). ]l_l_%(al,kr)dr = ESjk[]H%(al,j)]z (|V06)
(1 sik=j
djy est le symbole de cronecker= {O sik#] }
L'équation (IV. 02)devient:
D*W(r) = %szj ]H%(cxur) (IV.07)

Ou: j varie en principe de 1 aco, mais physiquement on ne prend que quelques valeurs.

La solution W de cette équation peut elle aussi étre prise comme combinaison linéaire

de fonctions W; telle que:

W(r) = 2 AW, (1V.08)

-
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Les Wjsont solutions de I'¢quation:

1
DIZW}'(r) =7 ]z+§(al,jr)

Et qui satisfont les conditions aux limites du probléme.

On démontre que:

Et encore:

En utilisant le résultat précédent dans I'équation(IV. 10):

Et donc:

Ou encore:

Et:

Une solution complémentaire & W;(r) est BWrt + D342,

Ainsi:

Jya(aym) o?;
Dy <T> == Juala,r)

DD (1) = 72 J 2 m)

1

2.
D,(D,W;(r)) = — e <— % Jl+%(az.jr)>

Ja(a;r)
Dy (%) = — ai; Dy (D (1)

Ja(ayr) )
= —a bW
J, a(ayr)
__ L 7
Dl]/Vj(r) - “lz.j T

2
__ 1@
DW;(r) = _EW]H_%(“UT)

J 1(al.jT)
1 l+5
Wi(r) =z —"—

Lj

(IV.09)

(IV.10)

(IV.11)

(IV.12)

(IV.13)

(IV.14)

(IV.15)

(IV.16)

(IV.17)
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J, 1(ayr)
()= L M5 ()4l () 4-(1+2)
Wi(r) = PR +BY'rt +CY’r

ou:BWetC Dsont déterminés par les conditions aux limites.

Eneffet.enr=1, W;(r) = BY + ¢ =0

Cestadire BY) = — ¢

Et donc:
Ji 1(0!le)
_ 1 T N (-1 142
VV](T) —;,‘JZT-FBU)(T —T(+ ))
Et:

de(r)_Li<]l+%(az,jr)

= > +BD(1rt=t — (1 4+ 2)rtD)

ar af‘j dr
.. aw ; \ .
Sur la surface rigide: (M;—’r(r) = O)(a r = 1), on obtient :

A, a4 1 D1 _7_9) =

Ou encore
L _op() =
)-89 =0
Donc:
D= __L p .
BY’ = Z“fj] l+§(“l,1)
2w .
Sur la surface libre, (d sz(r) = 0)(en r=1), on obtient :
dar
g - 1! ()
(21+1) “13,j
Soit donc:
7 1(“1.;‘)
. 1 1+=
BU) = -4 ;3.
Lj

(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)

(IV.21)

(IV.22)

(IV.23)

(IV.24)

(IV.25)
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Tel que:
2 pour surface rigideenr =1
1= {—L pour surface libre enr =1 } (1V.26)
21+1
On rapporte le tout dans I'équation:
D, F(r) =—-l(l+ 1)Ra,W(r)
On obtient:
L ]H%(al,jr)
Dl \/—72] A] ]H%(al,jr) = Z] A]Dl T (|V27)
Ou encore
Ja(ar) o?;
Et donc

. ]H%(al.jr)

a?; .
2y 4 Ja(ar) = =W+ DRa X 4 {— + Bt - r’“)} (IV.29)

On multiplie I'équation de part et d'autre par r3/2]l+1(all,<r)et on intégre sur [0,1]:
2

1

j E Ajafjr]H%(al,jr)]l%(al’kr) dr
0 -
j

1

r
=I1(l+ 1)Rq f Aj—4]Hl(cxl,jr)]Hl(al,kr)dr
0 al,j 2 2

1
+ —[o ZAjB(J)r3/2]l+%(al‘kr)(rl —ri*)dr
j

(IV.30)

En utilisant les propriétés des fonctions de Bessel, on trouve:
1 2
2 1 _
A Ak 5 []'Hl(az,k?’)] 3 =
2

z . 3 7
(1 + 1)Ra, {%Ak %k []'H%(al,k)] + X4 fol BW ]z+%(“z,k7") (rHZ - THZ) dr} (1v.31)
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On pose:
Kk N ol 3 7
(7) = B0 [/ (rl+2 _rl+2) ]H%(al,kr)dr (1V.32)
OU:(?)est un élement de la matrice a k lignes et j colonnes.
: 3 7
A (%) = 3, ABY fol (rl+2 _ 7,l+2) ]H%(al,kr)dr (IV.33)

Dans I'évaluation de I'élément de matrice( ) le groupe intégral ( ) peut étre apparent si les

diverses relations récursives validées par la fonction de Bessel sont utilisées de maniére

appropriée. On a:

G) Y :10) s (IV.34)
Relations de recurrence reliant les fonctions de Bessel:
8) Jy1(2) + Jyr(2) == J,(2)
b) —Jv41(2) += (D) = [1(2)
Q) Jv-1(2) = Jy41(2) = 2/3(2)
d) Jy-1(2) =2 Jy(2) = J,(2)

En utilisant davantage les relations de récurrence satisfaites par les fonctions de Bessel et en

se rappelant que a; gest un zéro de J,, 1(x), on trouve que:
2

l+5(aflk) = l+ (alk) (|V35)

Et encore St (aye) = G )]l+ (ax) (1V.36)

ALk

Et donc, I'élément (7) s'écrit:

(5) = 255:( ( ., (azk)> (IV.37)
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Ou encore :
k (l+§) , .
() - =+ o vz
Et
J a(a)
0H=1, 1"
B =1 7 (1V.39)
Donc:
I (i) ! 1(061,1)
E _ 3 l+5 l+5
(5)=-a(1+3) ) (IV.40)
Ainsi:
1 2 )
E[]l +%(al,k)] o Ak
areenti
HLRCI
= 1(1+1)Ra1{+Ak
k Ok

N CRCT) )
(bR,
]. 2 O kX )

(IV.41)

Qui est manifestement symétrique en k et j. On divise I'équation (IV.30) par [(l + 1)Ra;et on

reutilise 8;,.Onobtient:

J' () 1 o5 L J7 a(ar)
' Lk 3\ _
%15/ e (aw) (l T E) S +q (l + E) L4 =0 (IV.42)
J 2 g Lj
On divise I'équation (1V.42) parq (1 + %), on aura:
2
J' a(ay)
Tk _a Wy
by {(q(Zl+3)l(l+1)Ral q(21+3)) O + 1} a3 4;=0 (1IV.43)
On pose:
J 'z+§(“l,j) ;
— 2 A=A
a;
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On aura:

i 1 1 _
2j {(q(21+3)) [l(l+1)Ral B a] Ojk + 1} A =0 IV.44)
Un élement de la diagonale (j = Kk):

a?‘k 1 1
{(q(21+3)) [l(l+1)Ral afk] + 1} (1v.45)

On obtient ainsi un probléme aux valeurs propres qui impose un déterminant nul pour éviter la

solution triviale nulle.
La premiére approximation de la valeur de Ra; est obtenue en définissant I'élément (1,1) de la

matrice .Le déterminant se réduit donc a un seul élément égale a zéro. C’est-a-dire:

a8 - |+1=0 (IV.46)
q21+3) | 10+ DRa;  af, a :
Donc:
I(L+ 1Ra; = 11 V.47
al_afl—q(21+3) ( ) )
Ou: a;,; est une premiere racine de J, 1
2
Mais avant de calculer la valeur de Ra;, il faudrait déterminer approximativement les

premigres racines a; ;, il est tres utile d'user des relations de récurrence et des propriétés de

dérivation des fonctions de Bessel. On approche numériquement les racines pour chaque
modele.

Par exemple, onapourl = 1:

a8
2Ra; = ——1 (IV.48)

aZ1—-q(2+3)

aq 4 est la premiere racine de /s (x), ou:
2

]%(x) :\/E_x<sinx —xxcosx>

Les relations de récurence utilisées pour la détermination des fonctions de Bessel appropriées

sont:
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sin x

Jo(x) =

X

2Xx
Jp2@) = g 116

2T
Jx(0) = j; Jo()

ajy
6Ra, = 21
a3 1—q(4+3)

Danslecas ! = 2:

a, 1est la premiere racine dejs(x), ou:
2

2(3)

X

];(x) =

Et danslecasl = 3

8

12Ra, = 22

a3 1-q(4+3)

a3 1est la premiére racine de J7(x), ou:
2

2(5)

X

]%(x) =

]g(x) —]%(x)

J5() = J3()

CALCUL DES VALEURS CRITIQUES DE Ra

(IV.49)

(IV.50)

Les valeurs du nombre Ra sont rapportées dans les tableaux suivants selon le type de frontiére

considérée.

Tableau 1: les valeurs critiques de Rayleigh pour le cas de surface libre:

l 1

2

3

Ra 3.0940 x 103

5.2274 x 103

8.7786 x 103

Tableau 2: les valeurs critiques de Rayleigh pour le cas de surface rigide:

l 1

2

3

Ra 8.1540 x 103

1.0559 x 10*

1.5368 x 10*
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On note que la valeur Ra; critique est la valeur minimale .Dans notre cas, c'est celle qui
correspondal = 1.
Les valeurs de Ra, critiques pour les cas de la surface libre sont inférieures a celles de la

frontiére rigide. Ceci méne a dire que les surface rigides freinent le mouvement convectif.

IV-3 INTRODUCTION AU CALCUL DES SOLUTIONS DU PROBLEME
DE LA CONVECTION PAR LA METHODE SPECTRALE :

Dans cette étude analytique, il a été question surtout de calculer les valeurs critiques de
Rayleigh correspondant au début de I'instabilité thermique dans un milieu sphérique ou la
force de poussée est radiale. Une étude compléte des perturbations devrait fournir les
solutions pour les champs de vitesse et de température. Cependant, la connaissance de
I'écoulement perturbé implique la détermination de toutes les composantes du champ de
vitesse, ce qui fait quatre inconnues a déterminer. Pour remédier & cette complication, une
représentation mathématique convenable du champ de vitesse est sollicitée pour réduire le
nombre d'inconnues. En effet, le champ de vitesse étant soléno'fdal(divV’ = 0), il peut étre
représenté par une combinaison linéaire de deux champs, I'un poloidal et l'autre toroidal tel

que:

<!
Il
y
+
~l

Ou encore:
V= VA(V/\CD—) +VAY—
r r
@ et ¥ sont les scalaire de définition des champs poloidal et toroidal respectivement, ou:
Y=T) YY", 9)
CENGRRCHD)
Ainsi, connaitre V c'est déterminer les fonctions de définition @ et .

Une autre simplification est encore obtenue, en fait, le probleme de la convection pour les
valeurs de Rayleigh proches de celles de Ra critique étant linéaire et a symétrie sphérique, on
démontre que le champ de vitesse est plrement poloidal, le scalaire de définition West alors

identiqguement nul [12]. Les composantes du champ de vitesse poloidal s'écrivent:

=
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1 2
Srzr_ZL (D
_10%
b~ roroe
1 9%

Sp = rsing ordg

Les solutions ®(r, 0, ¢) et O(r,0,¢) (perturbation de la température) qui satisfont les

équations des perturbations peuvent s'écrire sous la forme suivante:
P(r,0,9) = f(r)V"(6,9)
0(r,0,¢9) = g(NY™ (6, ¢)

Y™ (6, ¢) étant la fonction harmonique déja vue, f(r) et g(r) représentent la dépendance

radiale des solutions. Les composantes du champ poloidal s'écrivent encore:

I(l+1
5, =222 ) ¥ 6, 0)
o _1df0) 00,9
°Tr dr 20
1 df0) v 6,9)
Y

~ rsin® dr dp

Les solutions indépendantes quand elles existent, dépendent principalement de l'ordre de
troncature [ et du nombre d'onde m. Elles dépendent effectivement des fonctions radiales f (r)
et g(r). Ces fonctions selon certains auteurs (Zebib et al.) sont des fonctions connues telles
que les fonctions de Chebychev. Elles doivent satisfaire les conditions aux limites (surtout les
plus compliguées). En fait, ceci n'est qu'une introduction au calcul des solutions du probléme
de la convection en milieu sphérique par la méthode spectrale, qui s'appuit sur des
mathématiques appliquées approfondies. Dans cette technique de résolution, il arrive que des
solutions convergentes soient dégénérées [3], c’est-a-dire que pour une méme valeur de [, on
ait plus d'une solution satisfaisant le modele mathématique. Pour lever la dégénérescence des
solutions et déterminer laquelle est la meilleure du point de vue physique, il faut, pour ce faire
étudier la stabilité de ces solutions vis-a-vis des perturbations axisymétriques ou

tridimentionnelles. On a déja fait allusion a cette théorie de stabilité en termes de nombre
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complexe o . On rappelle qu'une solution est stable si la partie réelle, Re(o) < 0, elle est

instable dans le cas contraire.




CONCLUSION




Une étude analytique de la stabilité linéaire de la convection naturelle dans
une geometrie sphérique remplie d'un fluide visqueux soumis a un champ
gravitationnel radial a été présentée. L'intérét majeur de cette étude réside dans
les mathématiques approfondies et dans la modélisation du probléme de la
convection naturelle dans le manteau terrestre et plus généralement eu

geophysique.

En premier lieu, on démontre a l'aide de la théorie de la stabilité, la possibilité
d'échange de stabilité dans le fluide ou la chaleur est générée par une source
volumétrique interne. Puis, on détermine les valeurs critiques du nombre
adimensionnel approprié Ra pour lesquelles se manifeste la premiére bifurcation.
Dans cette analyse, on démontre que l'instabilité depend de la nature de la

frontiere. (Conditions aux limites).
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/ Résumé

Une étude analytique de la stabilité linéaire de la convection
naturelle est présentée pour un fluide répondant au modéle de
Boussinesq, soumis au champ gravitationnel radial, dans une géométrie
sphérigue et en présence d'une source de chaleur interne. Par la théorie
des perturbations infinitésimales, on démontre qu'il y a instabilité
thermique. On se propose de calculer les valeurs critiques du nombre
adimensionnel Ra qui correspondent au seuil de démarrage de la
convection dans le fluide confiné dans une sphére. On trouve que ces

valeurs critiques dépendent de la nature de la frontiere qu'elle soit rigide

Qu libre.
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