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Introduction

Depuis longtemps, plusieurs physiciens tentent de construire une théorie unique
qui serait capable de décrire 'univers dans son ensemble. Cette théorie serait ’abou-
tissement & I'unification de la mécanique quantique et de la relativité générale ; une

quéte a laquelle Einstein s’était consacré durant les derniéres années de sa vie [1].

Dans ce contexte Gel fond et Likhtman [2], Ramond [3], Neveu et Schwartz [4]
donnérent naissance, au début des années soixante dix, a la théorie de la SUPER-
SYMETRIE, qui constitue I'une des hypothéses les plus prometteuses, vue que les
symétries occupent une place privilégiée en physique, notamment en physique des

particules.

C’est justement en1974 que Julius Wess et Bruno Zumino [5] apportérent une
réponse a la question de savoir s’il est possible de lier les bosons et les fermions, en
construisant une théorie permettant de rendre compte des relations profondes entres

bosons et fermions grace a I’action d’une nouvelle symétrie : la supersymeétrie.

Depuis, la supersymétrie ne cesse de connaitre du succes, notamment en théorie
des champs. Ainsi, plusieurs théories de supersymétrie vont voir le jour; elles seront

toutes rassemblées sous I'acronyme SUSY. Parmi elles, on cite :

— La théorie des supercodes qui est une théorie de cordes obéissant aux lois

de la symétrie, dont le but est I'unification de toutes les particules et forces
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fondamentales de la nature.

— La théorie de la supergravité qui est une théorie des champs de Maxwell, combi-
nant supersymétrie et relativité générale. C’est I'une des théories des champs de
la gravité, candidate & 'unification de la mécanique quantique avec la relativité
générale.

— La théorie de jauge supersymetrique qui est aussi une théorie des champs possé-
dant plusieurs supersymétries et incorporant une symétrie de jauge et la théorie

de jauge ordinaire.

La mécanique quantique supersymétrique (MQ SUSY), en anglais (SUSY QM
), a été initiée par Witten [5] qui a introduit pour la premiére fois en mécanique
quantique non relativiste les concepts de symétrie relatifs & la théorie des champs,
ses travaux seront ensuite repris et développés par d’autres physiciens [7, 8, 9, 10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

Pour résoudre I'équation de Schrodinger stationnaire a une dimension tout en
se basant sur la méthode de factorisation élaborée auparavant par Schrodinger [18]

lui-méme et généralisée par Hull et Infeld [19].

La méthode supersymétrique connaitra un énorme succes suite a la découverte
fondamentale en 1983 du concept d’invariance de forme [8], par le russe Gendshtein,
conduisant & une démarche algébrique élégante permettant la résolution exacte de
I’équation de Schrodinger relative aux potentiels vérifiant cette propriété, dits aussi

invariants de forme.

Une introduction historique complete peut étre trouvée dans le livre de Weinberg
[20, chap. 24]. Kane a écrit un livre de vulgarisation sur I’histoire et les motivations

de la supersymétrie [21].

Le chapitre 1 est consacré justement & une illustration de cette méthode, en

suivant les

pal
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différentes étapes allant d’un bref apercu de ’algebre supersymétrique puis de
la factorisation de I’hamiltonien jusqu’a 'obtention du spectre énergétique et des

fonctions d’ondes.

Nous évoquerons dans le chapitre 2 les principaux résultats de quelques exemples

de potentiels qui ont été traités avec la MQSUSY

Le chapitre 3 est réservé a appliquer cette technique qui est la MQSUSY sur un

potentiel central bien définit pour obtenir les énergies et les états liés correspondants.

xil



Chapitre 1

La Mécanique Quantique de la

Supersymétrie.

1.1 Introduction

Premiérement on défini qu’est-ce que la supersymétrie, la supersymétrie est tout
simplement une nouvelle symétrie, 'effet d’une transformation supersymétrique est
de transformer un état bosonique en un état fermionique et vice-versa, avec AS =
+1/2 ou S est le spin. Si nous appelons @) le générateur de la supersymétrie qui

réalise la transformation, alors trés schématiquement.

Q@ | Boson) =| Fermion) (1.1)

Q | Fermion) =| Boson) (1.2)
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On cherchait & combiner les symétries externes (d’espace-temps, comme les trans-
lations) et internes (surtout globales) c¢’est-a-dire a étendre le groupe de Poincaré par
des transformations internes. Il y a eu plusieurs essais dans les années 1960 mais en
1967, Coleman et Mandula montrérent de facon formelle qu’il est impossible de com-
biner les deux types de symétries. C’est leur fameux théoréme no-go. En fait, il était
sous entendu que c’était impossible en utilisant des générateurs bosoniques (donc de
spin entier) habituels. Mais en 1971, Golfand et Likhtman réussirent I’extension du
groupe de Poincaré en utilisant des charges fermioniques, donc de spin demi-entier.
C’est la supersymétrie. La méme année, Neveu, Schwarz puis Ramond proposérent
des modéles supersymétriques & 2 dimensions pour obtenir des cordes supersymé-
triques qui expliqueraient I'origine des baryons. Quelques années plus tard, en 1973,
Volkov et Akulov appliquérent la supersymétrie aux neutrinos (ils voulaient en faire
le fermion de Goldstone) mais il fut montré un peu plus tard que leur théorie, a 4 di-
mensions, du neutrino ne décrivait pas correctement les interactions de basse énergie
observées expérimentalement. La méme année, Wess et Zumino proposérent la pre-
miére théorie des champs supersymétrique a 4 dimensions de vrai intérét du point de
vue phénoménologique. Puis, ensemble avec Iliopoulos et Ferrara, ils montrérent que
la supersymétrie permettait de supprimer beaucoup de divergences des théories des
champs usuelles. Ceci a rendu la supersymétrie trés attractive et pendant un temps
donné, elle fut beaucoup utilisée pour tenter d’unifier les bosons et les fermions. Par
exemple pour unifier les particules de matiére de spin 1/2 avec les particules de jauge
de spin 1, ou les particules de matiére et les champs de Higgs, dans les méme super-
multiplets. Puis en 1976, deux groupes découvrirent que la supersymétrie locale (la
transformation de supersymétrie dépend alors des coordonnées dans 1’espace-temps)

incluait une description de la gravitation. C’est ce que 1’on a appellé la supergravité.



Chapitre 1. La Mécanique Quantique de la Supersymétrie.

1.2 Pourquoi la supersymeétrie ?

L’importance croissante des symétries internes en physique des particules dans
les années 1960 ont conduit naturellement les physiciens a se poser la question de
combiner de facon non triviale le groupe de symétrie d’espace-temps de Poincaré
et les groupes de symétrie interne de la matrice de diffusion en théorie quantique
des champs. Les efforts déployés trouvérent leur épilogue dans un théoréme no-go

démontré par Coleman et Mandula , le résumé de I’article original [22] :

Nous prouvons un nouveau théoréme sur I'impossibilité de combiner espace-temps
et symétries internes d’'une maniére triviale. Le théoréme est une amélioration par
rapport aux groupes de parameétres infinis, plutot qu’au seuls groupes de Lie cette
amélioration est obtenue en utilisant des informations sur le S matrice ; les investiga-
tions précédentes utilisaient uniquement des informations sur le spectre des particules
simples. Nous définissons un groupe de symétrie de la matrice S comme un groupe
d’opérateurs unitaires qui transforment les états a plusieurs particules comme s’il

étaient des produits tensoriels et commutent avec la matrice S.

Soit G un groupe de symétrie connecté du S matrice, et admettons les cing

conditions suivantes :

1. GG contient un sous-groupe localement isomorphe au groupe de poincaré.

2. Pour tout M > 0, il n’y a qu'un nombre fini d’états a une particule avec une

masse inférieure a M.

3. Les amplitudes de diffusion élastique sont des fonctions analytiques de s et ¢

[les variables de mandelastam]|, dans un voisinage de la région physique.

4. La matrice S n’est pas triviale en ce sens que deux états momentum & une
particule se dispersent (en quelque chose), sauf peut-étre a des valeurs isolées

de s.
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5. les générateurs de (G, écrits comme des opérateurs intégraux dans I'espace de

moment, ont des distributions pour leur noyaux. ensuite, nous montrons que

GG est nécessairement localement isomorphe au produit direct d’un groupe de

poincaré

Le théoréme de Coleman—Mandula montre donc que 1’algebre de Lie des symétries

de la matrice de diffusion S en théorie quantique des champs contient uniquement

'algebre de Poincaré (générateurs de Lorentz M, et générateurs des translations

P,,) et un ensemble fini de générateurs T4 invariants de Lorentz d’une algebre de

Lie A [22].

En effet, la supersymétrie apporte quelque chose de trés important dans les théo-

ries des champs. Dans les corrections radiatives a la masse du Higgs. Quand nous

calculons la contribution d’une boucle fermionique comme celle de la figure (1.1 a),

nous obtenons :

{a)

Fic. 1.1 — Corrections quantiques a une boucle a la masse-carrée du Higgs. (a) boucle
de fermion, (b) boucle de boson scalaire.

Yr

A
Amj = ——=5[2A% + 6mF In(—) + .., (1.3)

1672

my

ou A est un cut-off ultraviolet utilisé pour restreindre les impulsions dans la boucle

et qui est de 'ordre de I’échelle de la nouvelle physique au dela du MS. Nous voyons
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que la masse du Higgs diverge et que si nous supposons le MS valable jusqu’a I’échelle
de Planck, Mp ~ 10'%GeV, alors A = Mp et cette correction est 10%° fois plus forte

que la valeur raisonnable de la masse du Higgs au carré,(102GeV)?!

Cette constation est la méme si nous considérons plutot une boucle d’un champ

scalaire .S, figure (1.1 b)

As [A% — 2m? ln(A) +..], (1.4)

Am? =
M 1672 mg

Ou Ag est son couplage avec le boson de Higgs. Que nous apporte la supersymétrie

dans ce cas?

Si nous regardons de plus prés les 2 équations précédentes, les deux contributions
divergentes (leur termeoc A% ) s’annulent si pour chaque fermion de notre théorie
entrant dans la boucle nous avons aussi 2 scalaires avec Ag = y; Nous verrons juste
aprés que c’est exactement ce que la supersymétrie se propose d’apporter! Et de
plus, & tous les ordres (c’est-a-dire quand nous considérons des corrections a plusieurs
boucles) ceci est réalisé. Il nous reste alors une divergence logarithmique mais qui
n’induit pas de problémes d’ajustements fins. A ce jour, la supersymétrie fournit la

résolution du probléme de la hiérarchie la plus naturelle et la plus efficace.
e Les deux premiers arguments ne concernent que le Higgs.

Considérons maintenant les constantes de couplages qui caractérisent chaque force
fondamentale. Si nous faisons évoluer les 3 couplages du Modéle Standard en fonction
de I’énergie, nous observons qu’ils tendent tous a se croiser a la méme échelle. Enfin
presque, c’est quand nous ajoutons la supersymétrie dans les calculs d’évolution que
les couplages se croisent quasi exactement au méme point (autour de 2 x 10%GeV).
Personne n’est obligé de croire en une "Grande Unification" qui repose sur cette

unification des couplages, mais il est trés étonant d’observer que la supersymétrie
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réalise I'unification aussi précisement.

e Il y a aussi un argument de ce type en faveur de 'existence de la supersymétrie

dans la nature.

Les théories de cordes, qui fournissent & I’heure actuelle une des seules solutions

au probléme de la gravitation quantique (avec la gravité quantique a boucles), ne
s . . .

peuvent se passer de la supersymétrie sans souffrir d’inconsistences physiques et ma-

thématiques. La aussi la supersymétrie semble un ingrédient essentiel pour construire

des théories cohérentes a haute énergie.

ekinfin, la supersymétrie peut aussi jouer un roéle dans 'explication de la matiére
noire. C’est une des seules théories qui possedent dans son spectre de particules des
candidats sérieux. Ils ont pour nom, neutralino ou gravitino, et la supersymétrie pré-
dit, dans un cadre plausible, leur stabilité. Ainsi, une fois créés, il ne se désintégrent
pas et ne peuvent pas étre observés directement. Leur nombre peut donc contribuer

a la masse manquante sous la forme de matiére noire.

Cette discussion démontre que la supersymétrie est une symétrie trés séduisante
théoriquement, mais surtout trés utile. Nous n’avons encore aucune preuve de son
existence mais au vu de ce qu’elle apporte en physique des particules, il est difficile
d’y rester insensible. Nous n’avons donné que des arguments qualitatifs dans cette

partie, nous allons maintenant entrer beaucoup plus en détail.

1.3 L’algébre de supersymétrie

Pour une description réaliste des interactions des particules élémentaires, la ma-

trice S doit posséder plusieurs symétries :

e Invariance de Poincaré sous les translations et les rotations de Lorentz ; les gé-
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nérateurs de ces transformations notés respectivement P,et M, , vérifient I’algebre :

[P,,P,]=0 (1.5)
[P/“ MPU] = Z(,r},upPJ - nyGPP) (16)
[MWMM] = Z(nupMuo = NyeMyp — n#pMua + nuchVp) (1.7)

i et v : des indices de Lorentz (ou indices vectoriels).
1., correspond au tenseur métrique plat de signature (—, +, +, +).

e Invariance sous des symétries internes en relation avec un nombre quantique

conservé comme la charge électrique ou l’isospin.

Les générateurs T de ces symétries internes sont des scalaires de Lorentz et

forment un groupe de Lie avec des constantes de structure C'*.

(1%, P,) =0 (1.8)
[T, My = 0 49
[T°,T"] =.0%T° (1.10)
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A la fin des années 1960, Coleman et Mandula [22] démontrérent que les symé-
tries précédentes sont les seules symétries continues que peut admettre la matrice S.
Cela est vrai si ’on suppose une algébre contenant uniquement des commutateurs.
Néanmoins, en 1975, Haag, Lopuszanski et Sohnius [23] montrérent qu’il n’était pas
indispensable de n’avoir que des commutateurs dans 'algebre : une algébre de Lie
graduée, contenant des commutateurs et des anticommutateurs, est tout a fait ac-
ceptable. De plus, ils établirent que ’algeébre de supersymétrie est la seule algebre de

Lie graduée compatible avec les symétries de la matrice S.

L’algébre supersymétrique la plus générale doit contenir le générateur des trans-
lations P,, celui des rotations Mpuv, et un certain nombre N de générateurs de
symétries internes (). Méme si N peut valoir 1, 2, 4 ou 8, dans cette analyse on
se restreindra désormais au cas N = 1 car c’est I'unique cas dans lequel la théo-
rie dispose de fermions chiraux. Ces générateurs sont des spineurs de Weyl & deux

composantes (), et Q4 , avec o, & = 1, 2.

L’algebre de ces générateurs est [24] :

{Qa, Qp} =200 P, (L.11)
{Qa, Qs} = {Qa, Qs =0 (1.12)
[Qas Pu] = [Qas Py (1.13)
[Qas M| =1 (1.14)
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1

[Qaa M/w] = 5 (O-/w)g Q,B (115)

[Qar M| = —%QB () (1.16)

D’apres la premiére équation, on constate que les générateurs () et () ont une

dimension de masse 1/2.

Les 0., = 1(0,0, — 0,6,) de 'équation (1.13) sont les générateurs du groupe
SL(2,0). Les opérateurs Qqet Q4 appartiennent respectivement aux représentations

(1/2,0) et (0,1/2) du groupe de Lorentz :

— @, se transforme comme un spineur deWeyl gauche,
— (Qscomme un spineur droit.

— «a et [ : étant des indices spinoriels

1.4 Formalisme

Le commutateur de deux opérateurs A et B se calcule de la maniére suivante

25] :

[A,B] = AB — BA (1.17)

On définit également leur anticommutateur :

{A, B} = AB + BA (1.18)
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Sur ce principe et en se basant sur ce qui a été décrit précedament, on peut
également définir des opérateurs fermioniques de création et d’annihilation® (que nous

noterons respectivement f1 et f ). Ceux-ci satisfont les relations d’anticommutation :

{rify =1 (1.19)
{7/ = {f,f1=0

De la méme maniére que les opérateurs bosoniques b et b} satisfont les relations

de commutation :

{vl.0} = 1 (1.20)
{o',0'} = {b,0} =0

Remarque : Note sur les opérateurs bosoniques et fermioniques : L’état d’une
particule est décrit par un vecteur d’'un espace de Hilbert. Si on s’intéresse non
pas a une seule particule, mais a un systéme constitué d’un nombre indéterminé
ou variablede particules, on le décrit par un vecteur d’un espace de Fock associé a

I’espace de Hilbert.

1.4.1 La SUSY pour I’étude de potentiels & une dimension

Cette section peut étre considérée comme une premiére étape importante pour la

découverte de nouveaux potentiels analytiquement solubles.

Le non donné a ces opérateurs n’est pas dépourvu de sens car celui de création augmente
les valeurs propres, et d’annihilation les diminue.
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Chapitre 1. La Mécanique Quantique de la Supersymétrie.

Nous y verrons comment, & partir d’un potentiel donné, générer ses “superparte-

naires”.

Il est connus maintenant que ’Hamiltonien Supersymmétrique Hg d’un systéme
de combinaison de bosons et fermions est écrit comme la somme de ’hamiltonien

bosonique Hp et fermionique Hp [26],

Hg = Hp + Hy (1.21)

En substituant les superpartenaires hamiltoniens H, et H_.[27]

H 0
Hg = (1.22)
0 H.

Pour ’Hamiltonien & une dimension Hy, il est redifinit comme H, dans1’eq (1.22).

Une fois que nous réalisons ceci, il est maintenant trés simple de factoriser ’ha-
miltonien en utilisant : Un des ingrédients principaux pour la résolution exacte des
problémes d’un potentiel dimensionnel est le raccordement entre les fonctions d’onde
et le potentiel. Ce n’est pas toujours evident de connaitre exactement le potentiel
(jusqu’a une constante) juste en connaissant la fonction d’onde de I’état fondamental

(ou toute autre fonction d’onde d’un autre état).

Le nom donné & ces opérateurs n’est pas dépourvu de sens car celui de création

augmente les valeurs propres, et d’annihilation les diminue.

Soit ’Hamiltonien d’une particule :

n? d?

H1 = —%@ + V1 (CIJ)

(1.23)

11



Chapitre 1. La Mécanique Quantique de la Supersymétrie.

On va voir ici qu'il est possible de déterminer le potentiel V; (x) si 'on connait

'¢tat fondamental [17].

Si Wo(z) (I'état fondamental) tend vers zéro pour x — %00 et ne possede aucun
noeud, et si on choisit I’énergie de ’état fondamental de I’'Hamiltonien H;comme
étant zéro(Eél) = 0). Alors on a I’équation de Schrodinger de la fonction d’onde de

I'état fondamental Wy (z) :

xe?
2m dx?

Hy 0 () = + V4 (2) T (z) = 0 (1.24)

A partir de cette équation, on trouve facilement une expression de V;

_ (@)

= o) (1.25)

Vi (x)

Une fois que nous réalisons ceci, Il est maintenant trés simple de factoriser ’ha-

miltonien en utilisant

H = ATA (1.26)

ou

hod ;o d

Les opérateurs de création et d’annihilation AT et A sont une généralisation des

opérateurs b! et b que nous avions cité précédament.

12
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Ceci nous permet d’identifier.

Vi(z) = W?(z) — W (z), (1.28)

1
V2m

Cette équation est I’équation bien connue de Riccati. Ou W (z) est généralement
connu sous le nom de ”superpotentiel” en littérature de la MQ SUSY . La solution

pour W (z) en termes de fonction d’onde d’état fondamental est :

(1.29)

Cette solution est obtenue & condition que AV, = 0 est satisfaite, nous avons

automatiquement une solution H;¥, = AtA¥, = 0.

La prochaine étape en construisant la théorie SUSY liée & I’hamiltonien original
H; est de définir l'opérateurH, = AA' obtenu en renversant I'ordre de A et de A'.
Une peu de simplification prouve que 'opérateur Hs est en fait la correspondance

hamiltonienne & un nouveau potentiel V().

Hy=———+V(2), (1.30)
Vo (z) = W2 (z) + —W (2) (1.31)

Les potentiels Vi (x) et Vo(z) sont connus en tant que les potentiels partenaires

supersymétrique ou encore les potentiels "SUSY-partenaires".

Notez que les valeurs propres d’énergie de H; et de Hs sont semi-définies positif

(B2 > 0). Pour n > 0, '’équation de Schrodinger pour H; :

13
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H oW = ATATWD = Oy,

n

implique :

Hy (AUD) = AATATY = BV (AT .

De la méme facon, I’équation de Schridinger pour Hj :

HyU® = AATT® = Oy

n

Implique

Hy (AT?) = ATAATNT® = E& ATw®).

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

Du fait que E(()l) = 0, et des équations précédentes il est clair que les valeurs

propres et les fonctions propres des deux hamiltoniens H; et Hs sont reliées par :

1
E(z) = Er(l-zb
EY =0

A\If(l)

n+1»

n+1

@ _ [Eu) ]1/2

14
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v, = (B2 Ate® (1.38)
(n=0,1,2..)

Notez que si \Ifsllll (\Ifg)) de Hi(H;) est normalisée alors la fonction d’onde

11122)(\11&’1) dans les égs. (1.37) et (1.38) est également normalisée.

De plus, ces relations nous montrent que si ’on connait toutes les fonctions
propres de H; on peut déterminer les fonctions propres de Hy en appliquant ’opé-
rateur A , et si 'on connait toutes les fonctions propres de H, , on peut déterminer
les fonctions propres de H; (mis & part I’état fondamental, qui n’a pas de SUSY-

partenaire) en appliquant opérateur A'.

L’opérateur A(AT) convertit non seulement une fonction propre de H;(Hs) 4 une
fonction propre de Hy(H;p) avec la méme énergie, mais elle détruit également (crée)

un noeud supplémentaire dans la fonction propre.

Puisque la fonction d’onde de I’état fondamental de H; est annihilée par 'opé-
rateur A cet état n’a aucun partenaire de SUSY. Ainsi 'image que nous obtenons
est que en sachant toutes les fonctions propres de H; nous pouvons déterminer les
fonctions propres de H, en utilisant I'opérateur A et vice versa en utilisant At nous
pouvons reconstruire toutes les fonctions propres de H; de ceux de H,y excepté I'état

fondamental [28].
Ceci est illustré dans la figure (1-2).

La raison fondamentale de la dégénérescence des spectres de H; et de Hy peut

étre comprise trés facilement des propriétés de ’algebre de SUSY.

On peut maintenant écrire et considérer une matrice hamiltonienne SUSY de la

forme [28] :
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F1G. 1.2 — Action des opérateurs A et AT[28]

H, 0
H=— ! (1.39)
0 H,

Cette matrice hamiltonienne fait partie d’une algébre fermée qui contient les
opérateurs bosoniques et fermioniques avec des relations de commutation et d’anti-
commutation (voir I'algébre précédemment). Nous considérons les opérateurs super-
charges @ et QT (déja rencontrés lors de I’étude de I'algébre SUSY) sous la forme
Q = AfT et Qf = A'f dans un cadre général [29], ce qui est équivalent & :

0 0

Q= (1.40)
A0

Q= 00 (1.41)
A0

Les relations suivantes de commutation et d’anticommutation décrivent la super-

algebre fermée sl (1/1) :
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[H,Q] = [H,Q"] =0, (1.42)
{Q.Q"}y = H,
{Q.Q} = {@"Q"} =0

Le fait que les supercharges () et )T commutent avec H c’est le responsable de la
dégénérescence. Les opérateurs () et QT peuvent étre interprétés comme opérateurs
qui changent des degrés de liberté bosoniques au fermioniques et vice versa. Ceci est
élaboré au plus loin dans les exemples de 'oscillateur harmonique de SUSY (Voir réf

129, 34]).

Factorisation et Hiérarchies d’Hamiltoniens

Dans ce qui précéde nous avons trouver qu’une fois qu’on connait la fonction
d’onde de I’état fondamental qui correspond & H;, on peut trouver le superpotentiel
de I’éq (1.29). On sait aussi que la fonction d’onde de I’état fondamental du partenaire
hamiltonien H, est déterminée par le premier état exité H; en appliquant I'opérateur
Ay, donc on vient de voir qu’on peut déterminer Hs si 'on connait H;. On peut dés
lors aussi refactoriser Hy pour déterminer son partenaire Hs, puis refactoriser Hj
pour déterminer son partenaire Hy, et ainsi de suite. Chaque nouvel Hamiltonien a

un état lié de moins que le précédent.

Pour simplifier on prend h =2m =1

2

d
H =AlA + BV = —o5 Vi) (1.43)

ou

17



Chapitre 1. La Mécanique Quantique de la Supersymétrie.

d

A = — 1.44
1 dl‘+W1(x)’ ( )
d
Al = ——
1 dx +‘LVi($)
dln(\Il(()l))
W) = ————2

dx

Le partenaire SUSY Hamiltonien est donné alors

2

d
= A Al + BV =5+ V2 (2) (1.45)

ou

d?
Vo (2) = Wi + Wi+ ESY = Vi (z) + 20 = Vl()—2ﬁ1111 (1.46)
On doit introduire la notion Er(lm), n est le niveau d’énergie et (m) refert le m’iéme

hamiltonien H,,. Les valeurs propres et les fonctions propres des deux hamiltoniens

H1 et HQ

EY, = EY, (1.47)
—1\2

1 1))\ 1
W = (B0 - E0) T A,

Maintenant commencant par Hy dont ’énergie fondamentale est Eél) = Eil) , on
peut simuler généralement le troisieme hamiltonien H; comme le partenaire SUSY

de H,, d’aprés ceci nous pouvons écrire Hs sous la forme

18
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Hy = A AL+ BV = Al A, + EDY (1.48)
ou
Ay = i+VV(93) (1.49)
2 - dr 2 ) :
d
Al = —— 4+ W,
2 dz + Wa (Zlf) )
dIn (\Il((f))
W -
2 () dz

On continuant de la méme maniére on obtient

d2

H; = A, AL+ B = —5+Val(o) (1.50)

ou
. d? d?

Vs = W2+ Wot BN = Vi (2) — 2o o =V, (2) - 2o (TN w?) (1.51)
En outre

Er(?) = Eﬁl = Er(zl—zZ (1.52)

2 2“2 2
vy = (Er(z+)1 — B )) A0,

~1,2 ~1,2
= (Er(zl-EZ - Efl)) (Er(zl—EZ - Eél)) A A,

19
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De cette maniére, c’est clair que si ’'Hamiltonien d’origine H; a un nombre p
d’états liés, aux valeurs propres E,(ll) et aux fonctions propres ¥} avec 0 < n < (p—1),
alors on peut toujours générer une hiérarchie de (p — 1) Hamiltoniens Hy,Hs,...,H,
telle que H,, (oo m = 2,3,...,p) a le méme spectre de valeurs propres que Hi,
a part que H,, n’a pas les (m — 1) premiéres valeurs propres de H; [17]. Pour

m=2,3,...,p, Hy,, est alors donné par la relation suivante :

H, = Al A, +EWY (1.53)
ou
A, = Liw, @) (1.54)
m - dx m .
dIn (\I/(()m)>
Wy(z) = —————=
dx

on a aussi les relations

EW =B = =B, (1.55)

n

U = (B, = ) (B = B 02| A A (156)

Vo (1) = Vi (2) — 22 1 (\If(l) \Ir(m*”) (1.57)
m de O cee O .
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Dans ce chemin, connaitre tout les valeurs propres et fonctions propres de H;
on sera directement tout les valeurs propres d’énergie et fonctions propres de la

hiérarchie de p — 1 Hamiltonien.

Spectres des partenaires supersymétriques

Rappelons que ESQ) =0pourn#0, ona (A | \1153)> est état propre de H; avec

la valeur propre E52. On peut noter (A~ | oy = | oMy,
On a donc EY = ET(LQ), ce qui prouve qu’en dehors de I'état fondamental Ey(?),

tous les niveaux H_ et H, et coincident, ce que I'on peut écrire

(figure 1-3).

EW = E®) (1.58)

n

o z
P{ ri+1 E+“
- I E+

n n

F1c. 1.3 — Spectres de deux partenaires supersymétriques.
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. (2 . . .
Notons que nous avons assuré Eé ) =0 par construction. Dans le cas général ot

I’on se donne un superpotentiel ¥ trois cas de figure peuvent se présenter :

e S’il existe un état propre normalisable de H_ , déterminé par A~ | \Il(()2)> =0
alors ATA™) =0 et \If((]2)> correspond & I’état fondamental d’énergie nulle E(()2) =0.
Inversement, si Eéz) = 0 la valeur nulle de I’élément de matrice <\Il(()2) | A+A_\Il(()2)) =0

assure que A’\Il((f)) =0.

Toutes les valeurs propres de H_ autres que I'état fondamental sont E(()2) aussi

valeurs propres de H . Ceci correspond a la figure (1-4a)

H- Ht H- H* H- H*

F1G. 1.4 — Les diverses possibilités de spectres superpartenaires.

e En revanche, g'il existe un état propre normalisable de H, solution de A% |
\If(()l)> = 0, le raisonnement précédent peut étre reproduit et I’on obtient la représen-

tation spectrale de la figure (1-4b).

e On peut enfin envisager qu’il n’existe pas d’état normalisable solution de A™ |

oMy =0.
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Dans ce cas, les deux spectres commencent a une valeur strictement positive et

se correspondent deux & deux comme l'indique la figure (1-4c).

On peut déterminer la forme du superpotentiel dans chacune des trois situations

précédentes par des considérations trés générales.

La figure (1-4a) correspond au cas d'un état fondamental Eém = ( associé a une

fonction d’onde \If((f) donnée par :

w@fva————/ﬁ/ )dx < 0o (1.59)

Pour que celle-ci soit normalisable, on impose la condition suivante (en omettant

le facteur positif @) :
+o0 5
/ﬁwsz?ﬁv )dz < o0 (1.60)

Ce qui exige les comportements asymptotiques suivants

£
lim [ W (x)dr — +o0 (1.61)

i—doo
0

En nous limitant au cas d’un superpotentiel non oscillant & I’infini et ne présentant
pas de singularité, il existe toujours une borne finie A telle que, pour x > A, x reste

de signe constant. Ainsi :

£ A £
liI_El W (x)dx = /W (x)dx 4+ lim [ W (x)dr — +o0 (1.62)
0 0 A
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La premiére intégrale du membre de droite apporte une contribution finie. Le
comportement asymptotique divergent est dong assuré par la seconde intégrale, ce
qui exige W (x) > 0 pour (z > 0. De méme, si W (x) > 0) est de signe constant pour
r < A ou B a une valeur finie, 'argument identique impose que soit négatif pour

z < B.

On obtient des conclusions opposées dans le cas de la figure (1-4b) et, dans le cas

de la figure (1-4c) enfin, aucune des deux fonctions :

exXp —— (x)dx (1.63)
exp +@0/W (x)dx (1.64)

n’est normalisable, ce qui correspond a un superpotentiel de signe identique en

+00.

Trois exemples de fonctions W (x) sont représentées sur la figure (1-5).

e |
_/‘ B\}~—L oo e

Eo=Ey+ >0 Ep>0,Es;+ >0 Ep=Eg+ >0

F1c. 1.5 — Les différents types de superpotentiels.
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Revenons a la situation représentée sur la figure (1-4a). La correspondance entre

les fonctions d’onde se fait par I'intermédiaire des opérateurs A*

A0 () ~ U89 (¢)

Le coefficient est déterminé, comme dans le cas de l'oscillateur harmonique, en

formant la norme

| ACwW) 2= (v, /A4 fe)
— ) / i / ) (1.65)
= Er(z:L)l
RN
D’ou
W (6) = —A—A* () W) (1.66)

\V ESD

On obtient de méme :
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v (€)= - At (©wlH (1.67)

La connaissance d’'un des deux spectres et des vecteurs propres normés corres-
pondants détermine donc automatiquement le second spectre et les fonctions d’onde

normées associées par l'intermédiaire des opérateurs A* (figure (1-6)).

H* HT
— ﬁ— —_— —
e pp— > S
—"q+

F1c. 1.6 — Correspondance entre les états propres supertenaires

Dans un systéme unidimensionnel, la fonction d’onde\Ifs;)l posseéde n + 1 noeuds.

Les opérateurs A= et AT apparaissent ainsi comme des opérateurs qui annihilent
ou créent un nceud, Les hamiltoniens H_ et H + et ayant des spectres identiques (au

)

fondamental Eé_ prés), ils sont dits partenaires supersymétriques.

1.4.2 La SUSY pour les potentiels de n-dimensions

Jusqu’ici nous avons discuté la MQ SUSY sur la ligne compléte (—oo < z < 00)

. Plusieurs de ces résultats sont analogues pour les potentiels & n-dimensions avec
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symétrie sphérique. Par exemple, dans trois dimensions on peut faire une expansion

partielle de 'onde en termes de fonctions d’onde [30, 31, 32, 33, 35] :

U (r,0,®) = %Rnl (r) Y™ (6, 9). (1.68)

Du fait que ¥ (1,6, ®) est solution de I’équation de Shrodinger et queY;™ (6, @)
est fonction propre de L?, on voit que Y;™ (6, ®) se sépare, ainsi aprés simplification,

on obtient I’équation radiale :

2 (14 1) K2
pr+( )

%4 R = FER 1.69
v DRy o)) B = BB ) (169
ou p? = —h2%j—7,227“.00mme nous l’avons déja signalé dans I'expression de I’'Hamil-

tonien que la valeur » = 0 n’est pas forcément valable. Il faudra donc s’assurer que le
comportement & l'originedes solutions R;(r) est suffisament régulier pour que (1.58)

soit effectivement une solution de ’équation de Schridinger. Posons en effet :

Ry, (r) = %Uk,l (7) (1.70)

L’indice k, qui peut étre discret ou continu, permet de repérer les différentes
valeurs propres associées & la méme valeur de [. En multipliant les deux membres de

(1.70) par r, on obtient pour Uy,(r) I’équation différentielle suivante :

K2 1+ 1)R
_%ﬁ+W+V(T) Ul@l (T) :EUk,l (7”) (171)
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dont on notera la ressemblance avec I’équation de Schrodinger & une dimension

[(—%j—; +V(r)¥ = E\If] sauf qu’a P’énergie potentielle V(r) s’ajoute un terme
1(I+1)h?

52— que 'on peut appeler terme de force centrifuge et qui disparait pour [ = 0.

On conclusion, la formulation SUSY sera la méme que pour une dimension sauf
qu’il faut avant de formuler trouver le comportement & 1’origine et asymptotique des

solutions (voir réf [28]).

1.4.3 Brisure de la Supersymétrie

Un modeéle supersymétrique phénoménologiquement réaliste doit contenir des
termes engendrant la brisure de la supersymétrie. On pourrait s’attendre a ce que
la supersymétrie soit une symétrie exacte de la théorie qui est brisée spontanément ;
c’est-a-dire que le vide ne doit pas étre invariant sous des transformations supersy-
métriques, méme si le modéle ultime ’est. De cette fagon la supersymétrie est cachée
aux basses échelles, notamment & 1’échelle électrofaible. Néanmoins il n’est pas facile

de briser cette symétrie spontanément.

La définition de ’algebre, implique que le hamiltonien est défini en fonction des

supercharges.

La supersymétrie n’est pas brisée si H|0) = 0, ce qui implique que 1’énergie de
I’état du vide est nulle. Inversement, si elle est spontanément brisée, 1’état du vide

aura une énergie positive.

Plusieurs modeéles avec une brisure spontanée ont été proposés dans la littérature.
Ils mettent toujours en jeu des extensions du modele afin d’inclure de nouvelles
particules et interactions & de trés hautes échelles d’énergie. On trouve par exemple
la brisure médiée par la gravité [36,37], par les interactions de jauge [38], par des

anomalies [39], brisure dans des dimensions supplémentaires [40]. . . Néanmoins, il
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n’existe pas de consensus sur la fagon selon laquelle la brisure doit avoir lieu. On doit

donc attendre plus de données expérimentales pour résoudre cette question.

D’un point de vue pratique, il est possible de paramétriser les effets du modeéle
de brisure choisi en introduisant tous les termes qui peuvent briser la supersymétrie
explicitement dans le lagrangien supersymétrique. Les nouveaux couplages doivent

étre doux afin de ne pas réintroduire de divergences quadratiques dans la théorie.

Le lagrangien Lg,,, renormalisable le plus général brisant explicitement la super-

symétrie doit contenir :
e des masses pour les scalaires
e des masses pour les jauginos
e des interactions scalaires trilinéaires
e et des termes scalaires bilinéaires

D’autre termes fermioniques pourraient exister mais ils seraient absorbés par une
redéfinition du superpotentiel, des masses scalaires et des couplages trilinéaires. Il a
été montré rigoureusement qu’une théorie avec brisure douce de la supersymétrie ne
contient pas de divergences quadratiques & tout ordre dans la série de perturbations

[41].

Il est clair que Ly, brise la supersymétrie, vu qu’il contient exclusivement des
scalaires et des jauginos mais pas leurs superpartenaires. Ces termes doux sont ca-
pables d’engendrer une masse a tous les scalaires et tous les jauginos, méme si les

bosons vecteurs et les fermions chiraux étaient sans masse [42].
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Exemples d’utilisation de la

MQSUSY

Ce chapitre traite trois exemples de construction réussie de superpartenaires et
de superpotentiel selon la méthode de la MQSUSY, & fin de trouver les énergies et

les fonctions d’ondes correspondantes de chaque potentiel étudié, ces exemples sont :

1. Le potentiel de 'oscillateur harmonique,
2. Puits rectangulaire infini de largeur L,

3. Potentiels périodiques auto-isospectraux.

2.1 Oscillateur harmonique quantique

2.1.1 Définition

De fagon générale, un oscillateur est un systéme dont 1’évolution dans le temps

est périodique. Il est dit de plus harmonique si les oscillations effectuées sont sinusoi-
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dales, avec une amplitude et une fréquence qui ne dépendent que des caractéristiques
intrinséques du systéme et des conditions initiales. Cela est le cas en mécanique clas-
sique pour une particule évoluant a une dimension dans un potentiel quadratique,

de forme générale :

V(z) = %k’xz (2.1)

k étant une constante positive.

Loin d’étre un cas particulier purement académique, cette forme de potentiel
est obtenue notamment dans le cas d’oscillations de faible amplitude autour d’une
position d’équilibre stable dans un potentiel quelconque, a l’exception notoire du
potentiel en % rencontré en gravitation ou pour des charges ponctuelles comme celle
des protons et électrons, car au voisinage de cette position d’équilibre le potentiel
prend cette forme. Pour cette raison, le concept d’oscillateur harmonique joue un

role majeur dans de nombreuses applications de la physique.

La mécanique quantique a révolutionné un grand nombre de concepts fondamen-
taux. L’oscillateur harmonique a aussi subi une reformulation dans ce cadre quan-
tique, ce qui a permis d’élucider plusieurs résultats expérimentaux, notamment en
physique de la matiére condensée. Son étude ameéne a introduire des outils mathé-
matiques d'un intérét considérable en physique, notamment en théorie des champs :

les opérateurs de création et d’annihilation de quanta.

2.1.2 Importance physique

Un oscillateur harmonique classique & une dimension est modélisé par un potentiel

quadratique, typiquement (m étant la masse du systéme) :
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v(x) = %mw2x2 (2.2)

ol w est une grandeur homogeéne & une fréquence (angulaire) appelée pulsation
propre de l'oscillateur. De fagon générale celle-ci est liée a la « force » ou « raideur

» du potentiel

L’énergie mécanique d’un oscillateur harmonique unidimensionnel est donc :

H=—+_-mwx (2.3)

L’oscillateur harmonique a un intérét considérable en physique, car tout systeme
évoluant dans un potentiel au voisinage d’une position d’équilibre stable, donc un
minimum de potentiel, peut étre modélisé par un oscillateur harmonique pour les

petites oscillations au voisinage de cette position d’équilibre.

En effet, dans le cas d’un potentiel quelconque unidimensionnel v(z), avec un

minimum en x = 1z , il vient au voisinage de celui-ci :

o) ~ (o) + 5 (;l_) (o 20’

avec nécessairement pour un minimum (%) > 0,ce qui correspond bien & un
xo

oscillateur harmonique tel que mw? = (%) , expression précédente du potentiel
xo

correspondant au choix de xy et v(zg) comme origines respectivement des coordon-

nées et des énergies.

L’approximation « harmonique » est valable au voisinage de la position d’équi-
libre stable du systéme : la figure ci-contre illustre, la modélisation par un oscillateur

harmonique de la courbe d’énergie potentielle d’une molécule diatomique.
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Energie

r.
&
Distance internucléaire (r)

Fic. 2.1 — Comparaison pour une molécule diatomique entre la courbe de potentiel
« réelle », représentée par le potentiel de Morse et celle d'un oscillateur harmonique.

Le caractére non-harmonique du potentiel réel conduit & un resserrement des

niveaux d’énergie, qui sont également espacés pour un oscillateur harmonique « pur

».

2.1.3 Les parteniares supersymétriques et le superpotentiel

L’oscillateur harmonique est I'un des exemples les plus fréquent dans la construc-

tion des partenaires supersymétriques et le superpotentiel,

(2.4)

Alors les deux partenaires supersymétriques du potentiel sont :
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Vi(r)

Va (r)

Exemples d’utilisation de la MQSUSY

REENTEIAY o
_ w4r N (l+1i2(l+2) B <l+%)w (2.6)

Ainsi, nous voyons que dans le cas d’oscillateur, une onde partielle données a pour

partenaire SUSY le méme potentiels d’oscillateur que pour la (I + 1) éme onde par-

tielle. En particulier, les potentiels d’oscillateur des ondes S et P sont les partenaires

SUSY l'un de l'autre [43].

2.2 Exemple de costruction d’un partenaire su-

persymétrique [44].

Considérons a titre d’exemple le cas du puits rectangulaire infini de largeur L

(figure2-2).

Vim V:

=]

V=0w V=0

=0
0 L

A

E"

F1c. 2.2 — Puit de potentiel infini de largeur L
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L’équation de Schrodinger s’écrit

R? d?
—— VU =5,V
2m dx? () n¥n (2)

Ou encore :

Vpp () + K20, (2) =0,  Ki=

Elle admet pour solution générale

U (x) = A, cos K,, + B,sin K,z

0<z=<1L

2mkE,
72

(2.8)

(2.9)

Les conditions aux limites déterminent la quantification du vecteur d’onde et la

forme des fonctions d’onde

U, (0)=0=>A, =0

U,(L)=0=, L =nm,nelN*

En ajoutant de plus la condition de normation

L
/ U (x)de =1
0
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on obtient finalement

E, = @( +1)> n=0,1,2 (2.13)
T TR .

B 2 . (n+ Dz
U, (x) = \/;smT

Le superpotentiel est défini a partir de :

h2m? 2 .
Bo= -1 Wy (z) =4/ = sin 2 2.14
0= gz Dole)=y/psinT (2:14)

. 2
Uy (x) = \/;cos 7T—Lx (2.15)

h = o TT

On en déduit le superpartenaire du potentiel

h? e R w (=1)
Vy = tgP— — —— 2.17
2" om2 Y L T am Lsin? L (217)
Ainsi que I’hamiltonien correspondant :
h? d*>  h*n? 1 1
H = - = 2.18
! 2m dx? +mL2 (SIHZTM 2) ( )
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h2m?

1 _ p@ _ I
Byt =By = Enpy = o= 0

[(n+2)?—1] (2.19)

Et les fonctions d’onde associées sont données par :

1 h d h T
y) = — )~ cotg— | v 2.2
@) \/ET)<%®+< )T cotg ) B, o) (220

n+1

_ ( fim” [(n+2)* - 1})1\2 (2.21)

ml?

h 2 (d T m;) . (n+2)7x
— sin ~—————

(2.22)

—1\2

2 2
{(n+2)cos (n +L)7m — sin (n+2)ma cotgﬂ—x}

- . (2.24)

L’état fondamental et le premier niveau excité sont en particulier donnés par :

oW (z) = \/2[2(303(27%)—2(:032(#—5)} (2.25)

M) () = = sme i
Ui () = 5T [3008( 7 )cotg(L)}

La figure (1-3) donne I’allure des niveaux d’énergie et des premiéres fonctions d’onde

des deux superpartenaires Hy et Hy [44].
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2.3 Potentiels périodiques auto-isospectraux et MQ-}

SUSY

Dans un article récent, Feinberg [45] a systématiquement discuté de divers aspects
de la mécanique quantique supersymétrique (SUSYQM) appliquée sur des potentiels
périodiques.Ils ont notamment défini et développé longuement le concept de poten-

tiels périodiques auto-isospectraux..

Fondamontalement, un potentiel unidimensionnel V_(x) de la période 2K est
dit auto-isospectral si son potentiel partenaire supersymétrique V. (z) n’est que le
potentiel d’origine jusqu’a une transformation discréte. En ce sens, un potentiel auto-
isospectral est quelque peu trivial, puisque I'application du formalisme SUSYQM [46]

ne lui apporte rien de nouveau.

V(z) =mj(j+ 1)sn*(x,m) ,j=1,2,3,.. (2.26)

Ici sn(x,m) est une fonction elliptique de Jacobi du paramétre de module ellip-
tique réel m(0 < m < 1). Désormais, pour simplifier, 'argument m est supprimé.
L’équation de Schrodinger du potentiel elliptique donné est ’equation de Lamé bien
connue [47]. En réf [45] on prétend que les potentiels donnés en éq (2, 26) sont auto-
isospectraux. Le but de ce commentaire est de souligner que bien que le potentiel
7 = 1 soit auto- isospectraux. ce n’est pas le cas pour des valeurs plus élevées de
7. En effet , pour j > 2 , nous affirmons que MQSUSY génére de noyveaux pro-
blémes périodiques exactement résolubles. En prenant le cas j = 2 , et en décalant
le potentiel d’une constante pour que I’état fondamental ait une énergie null, cela

donne
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V. (1) = =2 —2m+ 26 + 6msn*(x),5 = V1 — m +m? (2.27)

Le superpotentiel est :

W= o d log \Il(()_)(x) _ 6msn(r)en(x)dn()

dx 14+ m+0 — 3msn2(z)

(2.28)

Les potentiels partenaires supersymétrique Vi(x) sont liés a& W (z) via Vi(z) =

W?2(z) £ dW/dx par conséquent, V est donné par

72m?sn?(z)cen?(x)dn?(z) (2.29)

[1+m+3d —3msn?(x)]

En utilisant MQSUSY et les fonctions propres connues \II%_)(QS) de V_(x), on peut
immeédiatement noter les fonctions properes non normalisées Correspondantes\Il§1+) (x)

de Vi (z)

W = g W= (g W), (2.30)

Dans cet exemple les fonctions propres de V, (x) ont eté calculées (voir le tableau
1).

En notant qu’a la limite de m — 1, le potentiel V, () — 4 — 6sech?x , qui est

en effet le partenaire supersymétrique de V_(z,m = 1) = 4 — 6sech®z [46].

En procédant de la méme maniére, un nouveau potentiel périodique V, (z) cor-

respondant & 7 = 3 . Ici, la fonction d’onde de I’état fondamental est :
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\I/(()_)(x) = dn(z)[1 4+ 2m + &; — 5msn*(x)]

et le superpotentiel correspondant est :

~ msn(z)en(x) 2m + 61 + 11 — 15msn®(z)]

= 2.31
W dn(x) 2m + 61 + 1 — bmsn?(z)] (2:31)
Les potentiels partenaires Vo (x) s’avérent étre
V. (1) = =2 — 5m + 26, + 12msn*(x),5; = V1 — m + 4m?2
et
2.2 2 _ 2(,.\12
Ve(z) = —V_(x) + 2m*sn®(x)en(x) 2m + 61 + 11 — 15msn®(x)] (2.32)

dn?(x) [2m + 61 + 1 — bmsn?(z))?

De toute évidence, le potentiel V_(x) n’est pas auto-isospectral. En fait,V_(z) et
V. (z) sont des potentiels périodiques nettement différents qui ont les méme bords

de sept bandes correspondant a trois bandes liées et une bandes de continuum [47].

Bien que dans ce commentaire, I’exemple est concentré uniquement sur les cas
j = 2,3, il est clair que MQSUSY fournit un moyen de générer de nouveaux probléme
résolubles pour toutes les valeurs j supérieures. Il s’agit d’un résultat passionnant
étant donné 'extréme rareté des potentiels périodiques analytiquement résolubles.
En effet, une extension supplémentaire & des potentiels encore plus généraux im-
pliquant des fonctions elliptiques de Jacobi [47] donne des potentiels périodiques

supplémentaires presque exactement résolubles [48].
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Tableau II-1 : états propres des bords de bande de V.

pour j =2 [0 =v1—m+m? B=1+m+/]

n| E, ol [B — 3m sn2(z)]®5”
0 m+1+0—3msn?(x) |1
1120—1—m | en(z)dn(x) sn(z)[6m — (m +1)B
+m sn?(z)(2B — 3 — 3m)]
2120 —1+2m | sn(x)dn(zx) en(x)[B +m sn?(x)(3 — 2B)]
31204+2—m | sn(x)en(x) dn(z)[B + sn*(z)(3m — 2B))]
4| 40 m+1—40 —3m sn*(z) | sn(z)en(x)dn(z)
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Détermination des énergies et des

états liés au moyen de la MQSUSY

3.1 Introduction

Le potentiel de Kratzer est une combinaison du potentiel de Coulomb et du
potentiel carré inverse. En générale ce potentiel est utilisé pour étudier la structure
atomique et moléculaire [49; 50], il joue donc un role important dans le domaine
chimie quantique. En mécanique quantique, les problémes analytiquement résolubles
sont limités. Dans les systémes quantiques le potentiel de Kratzer est I'un des rares
potentiels qui ont une solution analytique exacte [51]. Les équations potentielles de
Kratzer dans lespace commutatif ont été étudiés dans ces références [52,53, 54]. Le

potentiel de Kratzer est défini par :
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3.2 FEtude analytique

La solution de I’équation de Schrodinger avec le potentiel V(r) s’écrit comme

suit :

U(r)=Uy (r)Us (1) Ususy (1) (3.1)

ot Up(r) est la solution au comportement a l'origine (r — 0),
Uso(r) est la solution au comportement asymptotique (r — 00)

et Ususy(r) la fonction inconnue que nous allons trouver par la méthode SUSY.

Cette solution est liée aux parameétres a , b du potentiel.

On injecte 'expression du potentiel V (r) dans I’équation de Shrodinguer, il vient :

d2+l(l+1)+2_m<£_9_3)]y(r):0 (3.2)

dr? r2 h \r2 r

La nécessité de prendre les unités : 2m = h = 1 n’est qu'un choix de convenance.

On pose | = 0 Pexpression (3.2) sera :

{d—2+(E—g+é>]U(r):O (3.3)

dr? r2 r
On pose :
U@ = (E- DU @) (34
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3.3 Les partenaires supersymétriques

3.3.1 L’hamiltonien H; et le superpotentiel 1V,

Nous pouvons proposer selon la MQ SUSY I’hamiltonien H; :

2
H\U(r) = Af A+ ESDU(r) = (—d— + vl) U (r)

2

d
Hy = At A, + EY = —5 V)

On peut écrire le potentiel sous la forme :

Vi(r) =Wi(r) = Wn(r)

de I'éq (3.3) et (3.6) on peut déduire :

a b
Vi) =—5 -~ B

On propose le superpotentiel W;(r) sous la forme :

1 1 1
Vi(r) = (A+A2+2BC2)(§)+2(B+AB)T—3+ (2AC2);+—
a b
Sy h
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Les relations entre les parameétres de cette équation satisfirent les définitions de

la SUSY

(( A+ A24+2BC =a )
2(B+ AB) =0
(2AC) = —b (3.10)
B*=0
2= —E

Les relations précedentes seront :

A+ A2=q
(2AC) = —b (3.11)
C? = —EY

A=} (ViTFT) -
B=0 (3.12)

C o b
T V4a+1+1

alors on peut écrire le superpotentiel comme :

(3.13)

Up = exp [—/ <(_§ 4ar+ L 3) + \/AT%[—Qle 1) dr] (3.14)
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Uy = NV exp {—/ <§ + C) dr} (3.15)

Aprés intégration :

1
m_ yol o
Ug =Ny e (3.16)

ou Nél) est une constante de normalisation ,
A et C sont définits selon ’équation (3-12),

Nous pouvons a présent calculer les valeurs des énergies suivant 1'éq (3-11) :

Tableau III-1:

_ _ b 1 _
o |b (A= b (AT 4| O gl | B = C?
1 1 | —1.618 0.30902 —9.5481 x 1072
5 3 | —2.7913 0.53739 —0.288 37
100 | 40 | —10.512 1.9025 —3.6176
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Ezxemple 3.1 : La fonction d’onde radiale Uél)(r) relative au cas

EY = —9.5481 x 102

um T
2 —
1 ——
0 + } + } + 1
0 10 20 ?O

Fic. 3.1 - Uél) SUSY non normalisée relative au cas Eél) = —9.5841 x 1072

Exemple 3.2 : La fonction d’onde radiale Uél)(r) relative au cas E(()l) = —0.28837

u(n)

0 Ho—————

LI M
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 %4

Fi1Gc. 3.2 - Uél)SUSY non normalisée relative au cas E(()l) = —0.28837
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Ezxemple 3.3 : La fonction d’onde radiale Uél)(r) relative au cas Eél) = —3.617

u()
1500 T
1000 T
500
O Il Il Il : + ]
0 2 4 6 8 0 B I
Fi1G. 3.3 - Uél)SUSY non normalisée relative au cas Eél) = —3.617

Conclusion

Les courbes Uél) (r) ne présentent aucun noeuds, donc elles correspondent & I’état

fondamental, d’énergie E(()l) .

On peut déja conclure que pour n = 0 et [ = 0, la fonction d’onde radiale décrit

seulement ’état fondamental.

3.3.2 La Factorisation de I’hamiltonien H;

La deuxiéme étape dans La MQ SUSY est de trouver les partenaires supersymé-
triques de H; et Vi, qui sont Hs, V5 et donc W5, Dans cette seconde approche, on va

(1)
0

commencer par enlever 1’état fondamental Uél) d’énergieF; ’ pour le potentiel V;(r),

afin de générer le potentiel SUSYpartenaire Va(r).

En combinant 1'¢q (1.30) et (1.31), on trouve :
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d2
ou :
> (1) & u®
‘/'2(7“) = Wl —+ W’l + EO = Vi(?”) + 2W/1 = ‘/1(7”) - 2@ In UO (318)

Qui a les méme valeurs propres que V; , sauf en ce qui concerne I’état lié d’énergie

EY

Et en méme temps on propose un nouveau superpotentiel qui va déterminer V5.

Vo (r) = W2(r) + Wiy (r) + EY (3.19)
On trouve
1 b
Va(r)=Vi(r) +2Wr = - (a —24) — - - EM (3.20)
1 b 0
‘/Q(T)—ﬁ(a+1((\/4a+1>+l>>—;—EO (3.21)

On propose

WQ(T) = 7 + T_ + CQ (322)
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Et de la méme maniére que Wj on arrive au relations suivantes :

A3 — Ay +2ByCy = a—2A (3.23)
B, = 0
24,Cy = —b (3.24)
3+ EY = —BY
Ay — %—%\/4a+4\/M+5 (3.25)
B, = 0
Cy = — b

(1—\/4a+4M+5>

2O _ ( b )2_ B b
O P
Via+T+1 <1—\/4a+4\/4a+1+5)

Donc :

<%—%\/4a+4\/4a7—|—1+5) b
) B (3.26)
; (1~ vda+ 4/aa+1+5)

(3-3V/4a+4vAat1+5)

UP = NPexp |- / " dr (3.27)

(1-V/4a+4vIa+1+5)
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Ué2) (r) = NéQ) exp [—/ (% + CQ) dr]

1
U (r) = N —e @ (3.28)

ra2

Le tabeau (II1.2) contient quelques résultats de E(()2) , sans oublier la relation

suivante : Eéz) = Efl)

Tableau III-2 :

. p
a b E(()2) — E]El) — (\/ZTL-H) - (_ (1\/4a+2¢m+5))
10 10 | 1.6008

100 | 90 |4.0551

200 | 160 | 4.5283

1000 | 700 | 7.7485

Ezxemple 3.4 : La fonction d’onde radiale UéZ) (r) relative au cas ESQ) = 1.6008

u() o7

08T
06T
04T

02T

0.0

Fi1G. 3.4 - Ué2)SUSY non normalisée relative au cas Eé2) = 1.6008
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FEzemple 3.5 : La fonction d’onde radiale Ué2) (r) relative au cas Eé2) = 4.0551

u(r)

03T

02T

0.0

Fi1G. 3.5 - UéQ)SUSY non normalisée relative au cas Eéz) = 4.0551

Exemple 3.6 : La fonction d’onde radiale UéZ) (r) relative au cas Eéz) = 4.5283

u(r) 08
067

04

0.0

F1G. 3.6 - Ué2)SUSY non normalisée relative au cas Eé2) = 4.5283
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Ezxemple 3.7 : La fonction d’onde radiale Ué2) (r) relative au cas Eé2) = 7.7485

U(r) 12 ]

10 T

o

FiGg. 3.7 - Ué2)SUSY non normalisée relative au cas Eéz) = 7.7485

Conclusion

Les courbes Ué2) (r) ne présentent aucun nceuds, donc elles correspondent a ’état
fondamental, d’énergie E(()2) . On peut conclure cette fois aussi que pour n = 0 et
[ =0, la fonction d’onde radiale décrit seulement 1’état fondamental, n’oublions pas

qu’on parle du partenaire SUSY H,.

3.3.3 La fonction d’onde Ul(l) correspondante a I’energie Efl)

Il ne faut pas nous s’éloigner de notre but, qui est de trouver la hiérarchie de Hy,

pour chaque n = 0.1.2.3...

Nous avons déja trouvé Efl) = E(()2) il réste a trouver la fonction d’onde Ul(l)

correspondante.
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Nous avons selon le principe supersymétrique que

Er(Ll+)1 = Er(?)a UTSZ) = (Er(zl+)1 - Eél))_l\Q AlUé?l (3:29)
U, = (EQ - B) 7 Aty (3.30)
n=0,00" = (B - Eél))1\2 AU (3.31)
v = (E((]Z) - ng)m (—d% + W (r)) Ul (3.32)

En remplacant tous les termes par leurs équations correspondantes, on trouve

alors :

M

Ul(l) (r) = N2 <<_\/ﬁ1> B (_ (1—\/4¢;+:\/4T+1+5)) ) (3.33)
+ (vt

1 3 exp(—b+>
_TE\/4a+4\/4a+1+5—§ 4a+4v4a+1+5-1

Vdat+4/FaF1+5—1

(2(1—\/4a+4\/4a—|—1+5—|—2\/4a—|— —br+3)

(~1vAari-1) b (334)
+ ( : r =+ V4aa+1+1
| (@wﬁm))’"

r(%f% 4a+4\/m+5) €
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Ezemple 3.8 : La fonction d’onde radiale Ul(l) (r) relative au cas Eé2) = 1.6008

U (1) = 054031 (A0 — ok (VAT +1)) r 7001857

u(r)
041

02T

02T

F1G. 3.8 - Ul(l)SUSY non normalisée relative au cas Eéz) = 1.6008

Exemple 3.9 : La fonction d’onde radiale Ul(l) (r) relative au cas Eéz) =4.0551

UL (r) = —0.21139 (12312 4 2806) 10-512¢ 428"

T

U(r) 020 T
0151

010 T

0.05T

0.00 +—+<—+—f——+—F+——F———+
\/2345

ﬂm_

FiG. 3.9 - Ul(l)SUSY non normalisée relative au cas Eéz) =4.0551
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Ezxemple 3.10 : La fonction d’onde radiale Ul(l) (r) relative au cas Eé2) = 4.5285

ULY (r) = —0.170 64514 65T¢ =546 (14651 _ 5 46 4)

u *°7

04T
03T
02T

01T

0.0 — : :
1 2 3 4 5

ﬂ@ A

Fi1G. 3.10 - Ul(l)SUSY non normalisée relative au cas ESQ) = 4.5285

Conclusion

Les fonctions d’ondes Ul(l)présentent un nceud, donc elles correspondent au pre-
mier état excité, d’énergie Efl). Alors pour n =1 et [ = 0 la fonction d’onde radiale

décrit le premier état excité.

Maintenant on peut dés lors aussi refactoriser Hy pour déterminer son partenaire

SUSY Hj comme dans 'éq (1.50 et 1.51).

Et continuer la factorisation pour le niéme état.
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Conclusion et Perspectives

L’une des extensions du modéle standard la plus populaire — tant sur le plan
phénoménologique que théorique — est la supersymétrie. De nombreuses expériences,
comme le LHC, visent & prouver sa validité et beaucoup d’espoirs reposent sur cette

derniére.

Dans le modele standard, les masses des fermions et des vecteurs sont "proté-
gées" grace aux symétries chirale et de jauge [55, 56, 57]. Par contre, rien ne préserve
la masse des scalaires, qui peuvent diverger jusqu’a la masse de Planck a cause des
corrections quantiques. L’idée de la supersymétrie est d’associer un partenaire fermio-
nique & chaque boson, et inversement : les boucles de fermions dans les diagrammes
de Feynman contribuent avec un signe opposé a celles des bosons, de sorte qu’en
ajustant des constantes de couplages, c’est a dire en permettant une symétrie entre
bosons et fermions (ou encore entre matiére et interaction), il est possible qu’elles se

compensent exactement [58].

Toutefois, la supersymétrie implique que les superpartenaires doivent avoir la
méme masse, ce qui en désaccord avec les données expérimentales : il faut donc
briser la supersymétrie. Hélas, il s’agit d’une symétrie difficile a briser, et beaucoup

d’efforts ont été consacrés a mieux en comprendre les mécanismes et les implications.

D’un point de vue pratique, et ce méme si la théorie de la supersymétrie était
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Conclusion et Perspectives

fausse, elle permet de faire beaucoup plus facilement certains calculs, et peut donc
servir pour obtenir des résultats préliminaires de théories plus réalistes [59]. Elle
a permis aussi plusieurs avancées en mathématiques et trouve des applications en

matiére condensée [59)].

Pour résumer, la supersymétrie est intéressante pour les raisons suivantes :

1. elle reégle le probléme de la hiérarchie et offre plus grande stabilité quantique;

2. elle unifie les constantes de couplage ;

3. elle offre un candidat pour la matiére noire;

4. elle propose un premier pas pour l'unification des théories de jauge avec la
gravité ;

5. elle est nécessaire pour la théorie des cordes.

La méthode supersymétrique en mécanique quantique, qui fut fondée dans le
but de rendre compte des symétries qui existent entre particules élémentaires est
tres efficace dans la résolution de ’équation de Schrodinger unidimensionnelle pour
des potentiels jouissant de la propriété d’invariance de forme et dans le cadre d’une

symétrie non brisée ; c’est-a-dire si la fonction d’onde déduite, suite a la factorisation

de 'hamiltonien, est acceptable physiquement.

Malheureusement tous les potentiels ne sont pas invariants de forme, et il est
parfois difficile d’éviter la brisure de symétrie, car on a affaire a ’équation de Riccati,

ou il n’existe aucune recette permettant son intégration de facon générale.

Sans ces deux difficultés majeurs (invariance de forme et brisure de symétrie), la
technique supersymétrique serait sans doute la plus géniale des méthodes permettant
d’intégrer ’équation de Schrodinger stationnaire unidimensionnelle avec élégance. 11

serait alors bon de penser un jour a trouver une alternative, en cas de non invariance
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de forme, ou de brisure de symétrie, sans recourir & d’autres méthodes.

Certain physiciens ont vue en cette méthode un moyen d’édifier une nouvelle
mécanique quantique non hermitienne. L’invariance des hamiltoniens non hermitiens,
ainsi que leurs fonctions propres sous la transformation PT' garantissent la réalité de

leurs spectres.

Nous avons essayer dans ce mémoire de donner un exposé généralisé sur cette
méthode dans un premier chapitre puis présenter briévement quelques exemples de
potentiels traités avec cette méthode pour obtenir un spectre d’énergie correspon-

dant.

Notre choix de potentiel dans le troisieme chapitre a été confirmé suite & une étude
d’un potentiel plus complexe dont I’étude a aboutit a des résultat quasi exactes avec

la MQSUSY [60], ce potentiel qui n’est autre que le potentiel de Kratzer.

Dans ce travail , nous avons réussie les étapes suivantes avec succes :

— Introduction d'un potentiel de type : V (r) = 5 — % dans I’équation de Schro-
dinger radiale indépendante du temps.

— La formulation de I’hamiltonien selon la MQSUSY.

— L’introduction du superpotentiel.

— Détermination des états liés (détermination des énergies).

— Description des états propres correspondantes.

Ce qu'il faut souligner ici que nous sommes arréter au premier état excité ( par
manque de temps en temps de pandémie ) et que nous aurions pu arriver au niéme

état éxcité en utilisant la factorisation de ’hamiltonien.

Nous pouvons donc conclure que la supersymétrie est une hypothése simplifica-

trice, c’est ce qui en fait I’attrait car la science cherche le simple et I'unité.
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Résumé

Nous avons présenté dans ce travail la mécanique quantique supersymeétrique
(MQSUSY) comme une premiéere étape.
Puis déterminer les énergies et |es états liés correspondants d’ un potentiel de la

forme Vv(r)= % —% , enintroduisant le superpotentiel suggére par laMQSUSY .

Mots clés : équation de Schrédinger, MQSUSY', superpotentiel.

Abstract

We presented in this work supersymmetric quantum mechanics (SUSY QM) like
afirst stage.
Then to determine energies and the corresponding dependant states of a

potentia of theform, Vv (r)= % —% , by introducing the superpotential suggested
by the SUSY QM.

Keywords : Schrodinger equation, SUSY QM, superpotential.



