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Introduction

es équations différentielles stochastiques (EDSs) représentent une généralisation
Ldes équations différentielles ordinaires (EDOs). Celles-ci ont été introduites pour

la premiere fois en 1946 par K.Itd6 pour étudier les trajectoires d’'un processus de diffu-
sion. Cette notion a été traitée de maniere profonde en relation avec la théorie des semi-
martingale. Des applications dans tous les domaines de sciences de l'ingénieur (féltrage
des processus, controle optimal, mathématiques financiéres, gestion des stoks etc...) cette

étude a porté sur le but les équations différentielles stochastiques sous la forme suivante :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
XQ =T,

ou b est appelée la derive (drift) et o appelé le coeffcient de diffusion, et B; un mouvement
Brownien.
Notre objectif est d’établir des conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour des
systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques. Ce travail, consiste a
minimiser (ou maximiser) sur ’ensemble des controles admissibles, une fonction de cott
J défini par

T

J(U) =F |:/ f(t, Xt, Ut>dt + g(XT) ,
0

et le couple (X, u) est dite solution optimale. Le systéme considéré dans ce travail est
gouverné par des équations différentielles (EDSs) avec des coefficients controllés. Nous

supposons le domaine du controle est convexe. La preuve de ce résultat est basée sur la



Introduction

perturbation convexe et la formule d’Ito.

Ce mémoire est structuré de trois chapitres :

Le premier chapitre est introductif et permet d’introduire les outils essentiels pour le
deuxieme et le troisiéme chapitres, ces deux derniers, contient 1’essentielle de notre travail.
Dans le deuxiéme chapitre consacré a 1’étude les équations différentielles stochastiques et
leur théoreme d’existence et d’unicité de solution.

Le dernier chapitre contient la contribution essentielle de ce travail, nous établirons les
conditions nécessaires ainsi que les conditions suffisantes d’optimalité satisfaites par un
controle optimal pour les équations différentielles stochastiques défini par

J(u(.)) = inf{J(u(.)),u(.) € U : convexe},

ueU

ou U est 'espace de controle admissible. La méthode de démonstration basée sur le principe

d’optimisation convexe.



Chapitre 1

Calcul stochastique

L’objet de ce chapitre est rappeler les définitions et les notions de base de calcul stochas-

tique pour I'utilisation dans les prochaines chapitres.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 (Filtration) Une filtration (F;)icr, sur un espace de probabilité (2, F, P)
est une suite croissante de sous-tribus de F (s < t ; Fs < F;), on appelle espace probabilisé

filtrée (Q, F, (Fi)ier, , P) tout espace probabilisé (2, F, P) muni d’une filtration (F;)icr, -

Définition 1.1.2 La filtration naturelle (ou canonique ) F;* associée a la processus X est
définie par :

FX=0(X;0<s<t),teT.
Définition 1.1.3 On dit que (F;)icr, est compléte (augmentée) si Fy contient tous les

ensembles négligeables de F .

Remarque 1.1.1 Lorsque on parlera de la filtration naturelle il s’agira toujours de filtra-

tion naturelle augmentée.

Définition 1.1.4 (Variable aléatoire) Soient (2, F) et (E, &) deuz espaces probabilisables

et P une loi de probabilité sur (2, F), on appelle variable aléatoire définie sur (2, F, P)

3



Chapitre 1. calcul stochastique

et o valeurs dans (E,€), tout application X de ) dans E est (F,§)—mesurable i.e :

XHA) e FVA €&

Définition 1.1.5 (Processus stochastique) Soit T' un ensemble, on appelle processus sto-
chastique sur un espace de probabilité (Q, F, P) indexé par T et a valeurs dans R, une
famille (X;);er d’applications mesurables de (2, F) dans (R, B(RY)), pour toutt € T, X;

soit une variable aléatoire.

Remarque 1.1.2 SiT est une variable dénombrable totalement ordonée (comme N et Q)
X est appelle un processus a temps discret, et pour T' =R, X est appeleé un processus

stochastique a temps continue.

On peut noter qu’un processus stochastique peut étre vu comme une fonction aléatoire a

chaque w, on associe la fonction ¢ — X;(w) qui est appelée trajectoire.

Définition 1.1.6 (Processus a trajectoire continue, cadlag et caglad) On dit que le proces-
sus est a trajectoires continues (ou est continu) si les application t — X, (w) sont continues

pour presque tout w.

Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites & gauche) si ses trajectoires

sont continues & droite, pourvues de limites & gauche. Méme définition pour caglad.

Définition 1.1.7 (Processus adapté) Un processus stochastique (X;)ier est adapté par

rapport a la filtration (Fi)icr, si Vt > 0, X, est F—mesurable pour tout t.

Définition 1.1.8 (Processus progressivement mesurable) Un processus (X;)ier est dit pro-
gressiement mesurable par rapport o F, si pour tout t € T application (s,w) — X(w)

est mesurable sur [0,t] x Q muni de la tribu produit B([0,t]) @ F;.

Remarque 1.1.3 Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.



Chapitre 1. calcul stochastique

Proposition 1.1.1 Si X = (X;)i>0 est un processus réel adapté, et o trajectoire continue

a droite (c-a-d) ou continue & gauche (c-d-g), alors X est progressivement mesurable.

Définition 1.1.9 (Modification d’un processus) Soient X et'Y deux processus définis sur
méme espace (2, F, P), on dit que X est une modification de Y si pour tout t > 0 les

variables aléatoires X; et'Y, sont égales P — p.s :
Vi > 0; P(X(t) =Y(t)) = 1.

Définition 1.1.10 (Indistingubilité d’un processus) X et Y sont indistinguables si P—p.s

les trajectoires de X et'Y sont les méme, c’est-a-dire :
P(X(t)=Y(t);Vt >0) = 1.

Proposition 1.1.2 Cette derniére définition est plus forte que la définition de modifica-
tion. Notons que si X est une modification de 'Y, et st X et'Y sont a trajectoires continue

a droite (ou a gauche) alors X et'Y sont indistinguables.

1.2 Martingale

Définition 1.2.1 (Martingale, sous-martingale et surmartingale) Soit (2, F, (Fi)ier, , P)
un espace probabilisé filtré, une martingale par rapport o la filtration (F;)icr, est un pro-

cessus stochastique (Xi)i>o tel que :

1. E(|X¢|) < oo, pour tout t > 0.
2. (Xi)i>0 est adapté a la filtration (F;)¢cr, -
3. BE(Xy| Fs) = X, pour tout 0 < s < t.

Si (X¢)i>0 est une surmartingale (respectivement une sous-martingale,), alors :

V0<s<t, E(XyFs) <X (respectivement E(X;| Fs) > Xj).



Chapitre 1. calcul stochastique

Définition 1.2.2 (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T : Q — [0, 400], i.e un temps
aléatoire, est appelé temps d’arrét par rapport & la filtration F = (F;)ier, st pour tout
t e R+ :

{r<t}={weYr(w) <t} eF.

Définition 1.2.3 (Martingale locale) Soit X un processus cadlag adapté, on dit que X

est une martingale locale s’il existe une suite de temps d’arrét (7,)n>1 telle que

lim 7, — o0 p.s,
n—-—+00

et le processus arrété X™ est une martingale pour tout n.

Proposition 1.2.1 (Inégalité de Doob) Si X est une martingale continue alors

E (sup \XS|2> <A4FE (\XT|2) :

s<T

1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.3.1 Un processus B; a valeurs réelles est appelé mouvement Brownien stan-

dard si :

1. t — B;(w) est continue P — p.s.
2. By =0P —p.s.
3. V0 < s <t,la variable aléatoire B;—B, est indépendante de F,.
4.V 0<s<t, B—B; est deloi N(0,t— s).
Autrement dit, le processus B part de 0 et de trajectoire continue, ses accroissements sont

indépendants du passé et sont de loi normale centrée et de variance égale a la longueur de

Iintervalle de temps.



Chapitre 1. calcul stochastique

Proposition 1.3.1 Soit (B;):>0 un processus stochastique tel que toutes les trajectoires

sont continues, et tel que By = 0, alors les propriétés suivante sont équivalentes :

1. Le processus B est un mouvement Brownien standard.

2. Le processus B est un gaussien avec espérence E(t) = 0 et covariance cov(s,t) =

min {s,t}.
Corollaire 1.3.1 Si (B;,t > 0) est un mouvement Brownien, alors :

1. Le processus B défini par B;= —B; est un mouvement Brownien.

2. Pour tout ¢ > 0 le processus B défini par [8; = %Bczt est un mouvement Brownien.

3. Le processus B défini par B, = tB1, Vt > 0; By = 0 est un mouvement Brownien.
t

Théoréme 1.3.1 (Représentation des martingales Browniennes) Soit M une martingale

(cadlag) de carré intégrable pour la filtration {]—"tB } alors il existe un unique processus

te[0,7]’

H))ciom1, appartenant ¢ M?*(RF), tel que :
[0,7]

t
vVt > 0; M; = M, +/ H,dB,, P—p.s.
0

1.4 Intégrale stochastique et formule d’Ito

1.4.1 Intégrale stochastique

Dans I'intégrale stochastique on cherche & défini de v.a de type :

t
1(6) = / 0,dB,,
0

ot (0;);>0 un processus stochastique et {B;},., est un mouvement Brownien, on note la

filtration naturelle de M.B par

FP=0{B,; s€[0,t]}.
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Définition 1.4.1 (Bon processus) On dit que {0; t > 0} est un "bon processus” s’il est

(FB)—adapté, caglad et si :

t
E[/ 92d8:| < oo; V> 0.
0

L’objectif c’est définir I'intégrale fot 0sdBs pour des processus 6 :

Cas étagé On dit que 0 est une processus étages s’il existe (t;) € R, 0 <ty <t; < ... <
t,, et une suite de variable aléatoire 0; telle que 0; est F;,-mesurables de carré intégrables

‘9t = ‘91 pour tout ¢ € ]tz, ti+1]7 soit

n—1
01 ]t17t1+1
1=0
on définit
n—1
/ 0.dB, =Y " 0:(Bi.,—B,),
0 =0
on montre

I
=
ty
B
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et
0o i 0o 27 0o 2
vor [ o] = ([ o) e[ [ )
0 | \Jo | 0
- N -
e[([ v
. 0 -
[ n—1 2
=F ( ei(BtHl Btz))
i 1=0
n—1 )
_ (91)2E[(Bti+l Btb)]
1=0
n—1 00
= (0% (tig1 —t;) = / 0%ds
=0 0
=F [/ des}
0
On a alors
t n—1
| 0B =3 0B i)
0 i=0

Cas général

Si 6 bon processus, il existe {6™, n > 0} suite de processus étagés telle que

t
E[/ (eg—es)st] — 0,
0 n——-~oo

ainsi, pour tout ¢t > 0 il existe une v.a I; (¢) de carré intégrable telle que

E[|1(67) = 1(6)]"] — 0,

n—-auoQo

on pose

t
I (0):/ 0sdBs,
0
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on a alors

E[L(0)] =0,

et

Var (I, (0)] = E {/000(98)%} .

Propriété 1.4.1 Il y’a quelque propriétés sur lintégrale stochastique les plus important

sont :

A. Linéarité :
¢ ¢ ¢
/(Xs—i—Y;)dBS:/ Xsst—i—/ Y,dB,,
0 0 0

et soit ¢ > 0;

t t
/ (cXs)dBs = c/ X,dBs.
0 0

B. Additivité, pour 0 < s <u <t <T;

t u t
/deBU:/ de8v+/ X,dB,.

C. Pour un temps d’arrét 7;

TAT T
/ XtdBt - / 1{t§T}XtdBt'
0 0

D. Si [} E(X?)dt < oo, alors pour tout ¢ < T;

t
E(/ X.dB,) =0,
0

et I'isométrie ;

E ((/Ot XSdBS)Q) = /;E(Xf)ds.

10



Chapitre 1. calcul stochastique

1.4.2 Formule d’Ito6

Définition 1.4.2 (Processus d’It6) Les processus d’Ito, ce sont des processus qui s’écri-

vant sous la forme suivante :

t t
Xi=x+ / bsds + / o.,dB;,
0 0

ot b, est un processus (FZ)—adapté tel que
t
/ |bs| ds < o0, p.s; Vit >0,
0

o, soit un "bon processus local"(caglad, (FP)—adapté et fo o2ds < 00 p.s), et © € R.

Proposition 1.4.1 (Formule d’intégration par parties) Si X et'Y sont deur processus
d’Ito, alors

t t
XY =XYoo+ | XdYs —I—/ YidX+ < X,V >, .
0 0
Théoréme 1.4.1 (1°¢ formule d’It6 ) Supposons que f de classe C* alors :
£(X, / F(X)dX, + & / F1(X)o%ds. (1.1)

Théoréme 1.4.2 (2™ formule d’It6) Soit f une fonction définie sur R, x R de classe

C* par rapport a t de classe C? par rapport & z, alors :

f(t, Xy) = £(0, Xop) —I—/ g(s,Xs)ds

/a sX)dX+ gé( LX) (X). (1.2)

Théoréme 1.4.3 (3™ formule d’It6) Soient X et Y deux processus d’Ito issus de x et

11



Chapitre 1. calcul stochastique

y, soit f une fonction de R? — R de classe C* a dérivées bornées, alors :

Lof Lof
f(Xt; Y;t) = f(‘rmy) + _<X37§/s)dXs + _(XS7 K)dlfs
0 Ox o Oy

1 t82f 1 t an

t 62]6
+ i m(Xs,}g)d(X,Y)s. (1.3)

s

1.5 Classes des controdles

Définition 1.5.1 (Controle) La dynamique X; de l’état du systéme est influencée par un
controle que nous modélisons comme un processus u; dont la valeur peut étre décidée a
tout instant t en fonction des informations disponibles o cet instant, c’est-a-dire que uy
est adapté par rapport a une certaine filtration, et prend ses valeurs dans un espace de

controle.

Définition 1.5.2 (Fonction de cott) L’objectif est de minimiser (ou maximiser) sur les

controles une fonctionnelle J(X, u).

Classes des controles

1. Controdle admissible : On appelle controle admissible tout processus u; ou t € [0, 7]
mésurable et F;—adapté a valeur dans un borélien U C R”. Notons par U 1’ensemble

de tous les controles admissibles

U={u:[0,T] x Q— U, tel que u est mésurable et F; — adapté} .

2. Controle optimal : Le probléme du controle optimal consiste & minimiser une fonction
de cott J(u ) sur un ensemble des contrdles admissibles U, on dit que le controle u
est optimal si :

J(u) < J(u), Yu eU.

12



Chapitre 1. calcul stochastique

3. Controle feed-back : Soit u; un controle F;-adapté, et soit {]iX } la filtration naturelle
engendrée par le pocessus X On dit que u; est feed-back controéle si u; est aussi
adapté par rappot la filtration {]—"tX } On dit aussi qu’un controle u est feed-back si

et seulement si u dépend de X.

1.6 Quelques inégalités

Lemme 1.6.1 (Lemme de Gronwalle) Soit g une fonction mesurable bornée sur [0,T,

telle que
t
W20 g atd [ gls)ds
0

avec a et b des constantes positives, alors :
g(t) < aexp(bt).

Définition 1.6.1 (Ensemble convexe) Un ensemble C' est dit convexe lorsque pour tout

x ety de C, le segment [x,y] est tout entier contenu dans C, i.e :
V(z,y) € C* Vte[0,1]; to+ (1 —t)y € C.

Définition 1.6.2 (Fonction conveze et concave) Soit E e.v sur R et C C E conveze, une

fonction f: C — R est dite convexe ssi
V(z,y) € C% V€ [0,1];5 f(ta + (1= t)y) < tf(x) + (1 —)f(y),

si (—f) est convexe on dit que f est concave.

Proposition 1.6.1 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy (BDG)) Soit p > 0 un réel, il

existe deux constantes c, et C, telles que, pour toute martingale locale continue X nulle

13



Chapitre 1. calcul stochastique

en zéro

%EFKX>Q§EFW&@§@E%XX>Q.

>0
Remarque 1.6.1 En particulier, st T > 0 :

%Ekxx>ﬂ§E%@Lmﬂ§@Ekxx>a.

0<t<T

Proposition 1.6.2 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) soient f et g deux fonctions de carré

intégrable, alors on a

E(f.9) < [E(f) E(#)]*.

Lemme 1.6.2 (Lemme de Fatou) Soit (E, A, ) un espace mesuré, pour toute suite ( f,)nen
de fonctions mesurables sur E a valeurs dans [0,00[, la limite inférieure de la suite est

mesurable et l'on a
/ lim inf f,dpy < lim inf/fndu.

Théoréme 1.6.1 (Théoréme de lévy) Un processus stochastique X = {Xy;t > 0} est

appelé processus de Lévy, si

1. X est cadlag.
2. Pour 0 < s <teT,ona X; — X laméme loi qui X, (accroissement stationnaire).

3. Pour 0 < s; < ... <s, <s<teT lesvariables aléatoire X; — X, sont indépendantes

de (X, X Xs,) -

S99+

14



Chapitre 2

Equations différentielles

stochastiques(EDSs)

On rappelle dans cette chapitre les équations différentielles stochastiques (EDSs) & co-
efficients aléatoires par rapport 4 un mouvement Brownien. Notre objective dans cette
section est d’établir I’existence et 'unicité des solutions des I’équations différentielles sto-

chastiques.

Définition 2.0.3 On appelle équation différentielle stochastique (EDS) une équation en

le processus X (a valeurs dans R? ) de la forme

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

(2.1)
Xo ==,
ce qui, en terme intégrale, s’écrit
X! :X5+/ bi(s,Xs)ds—i—Z/ 0ii(s, X)dBI, 1<i<d, (2.2)

ow, pour m et d des entiers positifs :

i) b(t,x) = (b;(t,7))1<i<a est un vecteur mesurable de R? définie sur R, x R? appelé

15



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques(EDS)

dérive ou drift de 'EDS.

ii) o(t,x) = (0,(t,x)) 1<i<a est une matrice d x m mesurable définie sur R, x R? appelé
1<j<m

coefficient de diffusion de I'EDS.

Et B = (B',...,B™) est un mouvement Brownien standard en dimension m.
2.1 Exemples d’EDS
Exemple 2.1.1 (Equation de Ornstein- Uhlenbeck)

b(t,z) = —bx(b > 0)eto(z) = o,

il s’agit de l’équation de Langevin :

dXt = —bXtdt -+ O'dBt, (23)
c’est a dire avec b(t,x) = —bzx, et o(x) = o, la solution est donnée par
t
X, = Xpexp(—bt) + o / exp(—b(t — 5))dB,. (2.4)
0
sans le terme odBB;, l’équation dX; = —bX, dt se résout immédiatement en X, = C exp(—bt),

pour tenir compte du terme, on fait « varier la constante C » :
dC exp(—bt) — bC exp(—bt)dt = dX; = —bX,dt + odB;,

dC = o exp(bt)dB;,
¢
C =X +/ o exp(bs)dBs,
0

et, avec X; = Cexp(—bt), lexpression [2.] est obtenue.

16



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques(EDS)

On peut observer directement que [2.4] est satisfaite en dérivant
t
X = Xoexp(—bt) + o exp(—bt) / exp(bs)dBs,
0

avec la formule d’It6 (sous la formule d’intégration par parties).

Exemple 2.1.2 b(t,z) = bx et o(t,x) = owx, on suppose les processus (b)i>o et (04)i>0

bornés ou vérifiant l'intégrabilité fOT by | dt < o0, fOT |o|* dt < oo soit ’EDS

dXt = Xt(btdt + O'tdBt), (2 5)

XO =,
avec o nouveau b et o des fonctions déterministes, nous pouvons alors écrire

dx
7: = bydt 4 0,dBy,

posons Yy = u(Xy) = In(Xy), alors par premiére formule d’Ito

1 1 )
dY, = ZdXt — 2—Xt2dXt
1
= b(t)dt + o(t)dB, — =o(t)*dt,

2

en intégrant et en reprenant l’exponentielle, on obtient donc la solution

X, = zexp { /0 t [b(s) - 30(5)2} ds + /0 ta(s)db’s} | (2.6)

Exemple 2.1.3 (Black et Scholes) C’est le cas particulier ou b(t,x) = bz et o(t,x) = ox,

7.e:

dXt = bXtdt + O'Xtch (2 7)

XOZ*%)
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la solution est un cas particulier de

t t
Xt:mexp{/ {b—laz} ds+/ ast}
0 2 0
1,
= Texp b—§0 t+oB;p,

2
X; = xexp(bt — %t + odBB).

alors

2.2 Existence et unicité

Comme d’habitude pour les équations différentielles, les notions d’existence et d’unicité
sont essentielles, dans le contexte des EDS, il existe plusieurs types d’existence et d’unicité

des EDS. Dans toute cette section, on considére 'EDS [2.1]
Définition 2.2.1 Pour l’équation [2.1], on dit qu’il y a

- Existence faible si pour tout # € R?, il existe une solution de [2.1]
- Existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de ont méme loi.

- Unicité trajectorielle si I'espace de probabilité filtré (2, F, (F)i>0, P) et le mouve-
ment Brownien B étant fixés, deux solutions X et X de telles que Xy = f(o p.s

sont indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de est une solution forte si X est adapté par rapport
a la filtration canonique de B, il y a unicité forte pour I’'EDS si pour tout mouvement

Brownien B, deux solutions fortes associées a B sont indistinguables.

Exemple 2.2.1 1[I peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité trajec-

torielle, soit {Wy,t > 0} un mouvement Brownien, on considére le processus

t
Zt:/ sgn(Ws)dWi,
0

18
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ol sgn est la fonction définie par

1; stx>0,
sgn(zx) =
-1 stx<O,

le théoréme de Lévy justifie que Z est un mouvement Brownien, on considére maintenant

I'EDS
dXt = Sgn(Xt)dBt,

Z est solution de cette équation, on voit que toutes les solutions de cette équation sont
des M.B et sont égaux en loi (on a l'existence et I'unicté faible) mais n’est pas 'unicité

fort car le processuse (—Z;);>o est solutions de cette équation mais

P(Zi # —7Z;) = P(2Z, #0) = 1,

(Z) et (—Z;) ne sont pas indistinguable donc n’est pas 'unicité forte.
Théoréme 2.2.1 Si b et osont des fonctions continues, telles qu’il existe k < 400, avec :

1. Condition de Lipschitz, Vo € R, Vy € R telle que

[b(t, 2) = b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < kle—yl.

2. Condition de croissance linéaire, Va € R telle que

b(t,z) + o(t,z)| < K(1+ |z|).

3. E(z?) < 4o0.

19
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Alors, pour tout 7' > 0, I’équation admet une solution unique dans I'intervalle [0, 7.

De plus cette solution (Xj)o<s<; vérifie :

E( sup |X,|?) < +oc.

0<s<T

preuve. Commencons par démontrer 'unicité, soient X; et Y; deux solutions fortes de

condition initiale z telle que

2

¢ t ¢ t
X, —V]* = / b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs — / b(s,Yy)ds — / o(s,Y;)dBs
0 0 0 0

2

Y

LAw@XQ—Mannw+[ﬂdaxa—danmws

on utilisant le fait que (z + y)? < 222 + 2y?, on a pour tout 0 <t <n < T

2
+2

2

Y

X, — Y|P <2 /0 [b(s, X,) — b(s,Y)] ds /0 [o(s, X,) — o(s,Y,)] dB,

ou

2

42 sup
0<t<T

sup | X; — Y;[* <2 sup
0<t<T 0<t<T

(Amxwwmmw 4w@m—mxwa

en passant aux ésperances

2
E(sup |X, —Yi[>) < 2E( sup

0<t<T 0<t<T

/O [0(87 Xs) - U(S, Yg)] dBS

)

),

/0 [b(s, X,) — b(s, Y3)] ds

+ E( sup
0<t<T

20
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Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques(EDS)

utilisant I'inégalité de Doob et I'isométrie d’Itd on trouve

T 2
B( sup th—m?)ng(/ b(s, X2) — b(s, Y.)ds| )
0

0<t<T

t
+ 8E(/ o(s, X,) — o(s,Ys) | ds),
0
I'inégalité de Cauchy Schwartz, donne alors

B(swp [X, - ¥i) < 27E / (Ib(s, X.) — b(s, Y)[* ds)
+ 8E(/O o(s, X,) — o(s,Y3) | ds),
— (T + 4)E( / (Ib(s, X.) — bls, Vo) ?

+ |o(s, X,) — o(s,Y,)|P)ds),
comme les fonctions b et o sont Lipschiz alors :

T
E( sup |X; — Vi) < 2K(T + 4) E( / X, — Yi[*ds)
0<t<T 0

T
< 2K(T + 4) / B(|X, - Y.P)ds
0

T
< 2K2(T+4)/ E( sup |X, —Y,[*)ds,
0

0<n<s

donc par I'inégalité de Gronwall
E( sup |X; —Yi[") < 0exp(2K*(T 4+ 4)T) =0,
0<t<T

ce si implique que X et Y sont indistinguables i.e

pX, =Y, VO<t<T)=1.
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Afin de prouver 'existence, on procéde comme pour les équations différentielles avec une

méthode d’approximation de Picard. Pour cela, on pose

X) =z,
¢ ¢

X! = x—i—/ b(s,x)ds+/ o(s,z)dBs,
0 0

t t
X2=a+ / b(s, X1)ds + / o(s, X1 dB,,
0 0

t t
X' == —i—/ b(s, X" 1)ds —|—/ o(s, X" 1)dB,. (2.8)
0 0

On peut déterminer (X;') pour tout n on montre que (X;) converge vers X; et X, vérifie
I'EDS 2.1]. D’abord on suppose que les fonctions o et b vérifient la condition de Croissance

linéaire et on prouve que

aC, E {sup|Xf]2} <,

t<T

sin=1ona
2

112
| X |

Y

t t
a:+/ b(s,x)d8+/ o(s,x)dBs
0 0

et comme (z +y + 2)? < 3(2% + y* + 2?) on trouve

A%@@ms AZ@JM&

2)
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout 0 <t <d <T

A}@mm&2>,

t
/ o(s,z)dBs
0

2
+

Lﬁfss(uf+

t
X! ° <3 <|$|2 +T/ b(s, 2)|* ds +
0

d
sup ‘Xt1|2 <3 <|$|2+T/ b(s, )|> ds + sup
0

t<d<T t<d<T

)
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en passant aux ésperances

t<d<T t<d<T

d
E < sup ‘Xt1‘2> <3E <|x]2 —i—T/ b(s, z)|> ds + sup
0

/Ota(s,m)st 2) |

d’ou 'on tire en utilisant 'inégalité de Doob et I'isométrie de l'intégrale stochastique, la

croissance linéaire de b et o

d d
E ( sup |X§\2) <3E (yx\2+T/ ]b(s,x)]2ds+4/ \J(s,x)|2ds)
0 0

t<d<T
d d
<3FE (W + TK2/ (14 |z])2ds + 4K2/ (1+ \a:y)%zs)
0 0
<3E (|2 + K2(1 + |z)X(T + 4)d)

= 3al* + K2(1+ [2])*(T + 4)d,
donc soit Cy = 3K?(1 + |=)*(T + 4)

E ( sup |Xt1|2) < 3|z]* + Cyd,

t<d<T

de la méme maniere on trouve que aprés (z + y + 2)? < 3(22 + y? + 2?) et l'inégalité de

Cauchy-Schwarz pour tout 0 <t <d < T

2

¢ t
|Xt2}2: 'x-i—/ b(s,Xsl)ds—i—/ o(s, X1)dB,
0 0

2

t t
<3|z + / b(s, XDds| + /O’(S,Xsl)st
0 0

)

t t
<3 |gj|2+T/ ‘b(S’X;)‘2d3+‘/ O’(S,Xsl)dBS
0 0

[ ot xtias, )
[ ots.xtias, ) |

d
sup | X2° <3 |m|2+T/ Ib(s, X)) ds + sup
0

t<d<T t<d<T

d
E ( sup ‘Xf|2> <3F <|a:|2 +T/ |b(s,X51)|2d5+ sup
0

t<d<T t<d<T

23



Chapitre 2. Equations diférentielles stochastiques(EDS)

et par utilisant I'inégalité de Doob et 'isométrie de I'intégrale stochastique, la croissance

linéaire de b et o

E ( sup |X3|2) <3E (W+T/Od|b(s,xg>|2ds+4/od|a(s,xg>|2ds)

1<d<T
=3 <|a:y2 +TE (/Od }b(s,X;)fds) +4E </0d \a(s,X;)fds))

<3 :|x|2 +TE (/Od K2(1 + \X;{)st) +4F (/Od K2(1 + \X;{)st)}
=3 :W + (T +4)K*E (/Od(l + }X;st)}

r d

<3 ||z’ + (T +4)K*E </ 2(1 + |X51|2)ds)},
L 0

soit Cy = (T + 4)K?

r d
E ( sup }Xff) <3 ||z +2C,E (/ (1+ \Xjf)ds”
t<d<T L 0
r d
< 3||z]* 4+ 2C,E <T+/ }Xslfds)]
L 0

r d
<3 ||z + 20, <T+/ E (Sup |X;\2ds>>]
L 0 tv<s

r d
<3 ||z + 20, <T+/ (3]x|* + Cid) ds)}
L 0

. 2
=3 ||z|)* + 2C, (T +3|z]*d+ Clgds)} :
et par une récurrence nous avons donc

E ( sup |Xt”|2) < |$\2Zi—‘0i,Vn > 1.
i=0

t<d<T
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Ensuit elle reste & montrer que la suite (X}");cjo,7] converge P-p.s uniformément sur [0, 7’|

vers un processus limite (X)o7

X2 - XH2 = ‘/Ot (b(s, X)) — b(s,z))ds + /Ot (o(s, X)) — o(s,z))dB;

2
+2

2
<2

/0 (b(s, X)) — b(s,x))ds /0 (o(s, X)) —o(s,2))dBs| ,

alors

2

+ 2 sup
t<d

2

2
sup | X2 — X}'|” < 2sup
t<d t<d

?

| (0t = blssis [ o65.52) — ot 2

en passant aux ésperances et par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'inégalité de Doob et

I'isométrie de 'intégrale stochastique, la croissance linéaire de b et o

2
) + 2F (sup
t<d

<9TE (/Od [(b(s, X1) - b(s,x)}2d5> +2F (Sup /Ot (o(5, X1) — (s, ))dB,

t<d

E (sup |th — th}2)

t<d

/0 (o(s, X3) — o(s,z))dB,

)

/0 (b(S,X;) —b(s,x))ds

2
<2F <sup )

t<d

< 2TE (/Od lb(s, X — b(s,x)|2ds) +8E (/Ot |o(s, X1) — a(s,x)|2d3)

d t
< 2TK’E (/ X! - x|2ds) +8K2E (/ X2~ x|2ds)
0 0

d
< 2TK? + 8K2)/ E (|X; - g;f) ds
0

d
< (2TK? —|—8K2)/ E <Sup }X; - :13|2> ds,
0

v<s
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alors

d d
E<sup|X2 ng)gz(zTK2+8K2 /E ) ds+ | E
0 0

t<d

(suplif*) )
[ (s ) o)
5 (s X))

)

=2(2TK? +8K?) (z

< 2(2TK*+ 8K?) O + C1d) ds

T

(

( 2d +
< 2(2TK*+8K?) <x2d +

< 2d +
< 2(2TK* + 8K?) <

d2
2d+Cd + Ol—> ,

donc pour n

/0 (b(s,Xsl) —b(s,x))ds

2
E (Sup Xt - Xp|2) <2E ( )
t<d
2
.y ( ) |

par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, 'inégalité de Doob et I'isométrie de I'intégrale stochas-

/0 (O'(S,Xsl) —o(s,z))dB;

tique, la croissance linéaire de b et o

E (Sup X — Xfy2>

t<d

t t
<2TE (/ |b(s, X7 — b(s,Xg—l)ﬁds) +8F (/ o(s, X7 — U(S,Xg—l)‘2ds)
0 0
t t
SQTKQE (/ |X;L_X:—1‘2ds> +8K2E (/ ‘Xg_X:—l‘QdS)
0 0

t
= (2TK* + 8K*)E (/ X — X1 ds)
0

t
< (2TK* + 8K2)/ E ( sup | X7 — X:—lf) ds
0

t<d<T

ainsi
dnJrl

E (sup | X+t — x» 2) < Cp——,
<t<g} ! i) = (n+1)!
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cela entraine que p.s

+o00 +o0 +oo dntl 2
sup | X — X7 < sup | Xt — X7 < (C —> < 400,
nZ:O t<d X 3 Lo o ll=a | 3 Lo nZ:U "(n+1)!

cela entraine que

et donc la suite (X}")¢cpo,r) converge p.s uniformément sur [0, 7] vers un processus limite
(Xt)eeo,rjqui est continu. Apres on vérifier que X; est solution de 'EDS , soit un sous

suite X* converge dans L?, en effet

m—1
X7 = X7l < || D sup | X — X
n L
m—1
S sup XkJrl - Xk
HZ:O sup | X, h B
+oo k1 3
< Ch—— 0
B Z( ’“(k+1>!) neo

en passant a la limite de [2.8, aprés le lemme de Fatou

T T
FE {/ |Xt” — Xt|2dt} < lim infF {/ |XZ‘ — X;”|2 dt} — 0,
0 oo 0

n—--+ m—00

aprés la condition de Lipschitziennes, I'inégalité de Cauchy Schartz, I'inégalité de Doob et

I'isométrie de 'intégrale stochastique

t 27] t
E /(b(s,Xﬁ)—b(s,Xs))ds < IKF V |X§‘—Xs|2ds] S
0 0 n—=aQo
t 2- t
E /(U(S,Xg)—a(s,xs))db’s < 4K*E [/ |X§—Xs|2ds] — 0,
0 0 n——-a=~o
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alors

t t
/ b(s, XMds = [ b(s, X,)ds,
0

n—:oo 0

t 9 t
/ o(s, XMdB, = [ o(s, X,)dBs,
0

n—-—aoo 0

on déduit que X; est une solution de 'EDS m
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Chapitre 3

Principe de maximum

3.1 Formulation du probléme et les hypothéses

Soit un espace de probabilité filtrée (2, F, (Fi)i<r, P) tel que Fy contient les ensembles
P-nuls, Fr = F pour un horizon temporel T arbitrairement fixé, et (F;);<r satisfait
’habituel conditions. Par suppose que (F;):<r est engendré par un mouvement Brownien
standard B de dimension d par note I I’ensemble de tous les controles admissibles. Tout
élément x € R" sera identifié & un vecteur de colonne avec n composantes, et de norme
lz| = |y*| + ... + |y"|- Le produit scalaire de deux vecteurs y et z sur R™ sont désignés
par yx ou y ., y'z'. Pour une fonction h, la notation de h, (resp. h,,) est le gradient ou

jacobien (resp. la hessienne) de h par rapport a la variable z.

Définition 3.1.1 Soit u: [0,T] x Q — U un controle admissible tel que

E MTu(s)ds} < .

Considérons le systéme controlé stochastique suivant :

d%t = b(t, T, ut)dt -+ O'(t, T, 'U/t)dBt, (31)

To =,
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o b:[0,T] xR*"x U — R" 0:[0,T] x R* x U — R™4 sont donnés.

Par suppose que donne une fonction de cott J(u) de la forme :

J(u)=F {/0 f(t, e, u)dt + g(ar) |, (3.2)

ou f:[0,T|xR"xU; —R, g:R"—R.

Le probléme de controle stochastique est de trouver un controle optimal u € U tel que :

J(u) = inf J(u). (3.3)

ueU

Soit les hypothéses suivantes sur les coefficients b, o, f, et g.

(H1) Les fonctions b, 0, et f sont différentiables continus par rapport a (z,u), et g est

différentiable continu en x.
(H2) Les dérives by, by, 0z, 0u, fz, fu €t g, sont continus en (x,u) et uniformément bornés.

(H3) b,0, f sont bornés par K;(1+ |x|+ |u|), et g est borné par K;(1+ |z|), pour certains
K, > 0.

3.2 Principe de maximum stochastique
La définition d’Hamiltonien H : [0,7] x R" x U x R" x R™? — R est :

H(t,a,u,p.0) = f(t.2.0) + phlt.a,w) + Y '’ (1, 0), (3.4)

oll ¢ et 07 pour j = 1, .., n, la notaion de j est colonne de la matrice q et o, respectivement.
Soit w un controle optimal et x la trajectoire optimale correspondante. Ensuite, une paire

(p, q) de processus adaptés intégrables carrés associés a @, avec des valeurs dans R x R™"*4
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tel que :
dpy = —H,(t, Ty, Uy, pr, qr)dt + qdBy,

pr = g:(%r).
3.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Le but de cette section est de trouver I'optimalité des conditions nécessaires satisfaites par
un controle optimal, suppose que la solution existe. L’idée est d’utiliser une perturbation
convexe pour controle optimal, conjointement avec quelques estimations de la trajectoire
de I'état et de la fonction de cofit, et en envoyant les perturbations & zéro, on obtient une
certaine inégalité, puis en complétant avec théoréme de représentation de la martingale,
le principe maximal est exprimé en termes d’un processus adjoint .

Peut énoncer le principe du maximum stochastique sous une forme plus forte.

Théoréme 3.3.1 (Conditions d’optimalité nécessaires) Soit u un contréle optimal mini-
misant la fonction de cotit J surU, et soit T la trajectoire optimale correspondante, alors

il existe un processus adapté
(p.q) € L*(([0,T];R™)) x L(([0, T]; R™%)),
qui est la solution unique du EDSR de telle sorte que pour tout v € U
H,(t, 2, U, pr, ) (v — uy) <0, P —p.s.

Afin de donner la preuve du théoréme[3.53.1], il convient de présenter ce qui suit.

3.4 Equation variationnelle

Soit v € U tel que (u+ v) € U, la condition de convexité du domaine de controle garantit

que, pour 6 € (0,1) le controle (u + fv) est aussi en U. On note 3? la solution du EDS
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correspond au contrdle (u + 0v), puis par des arguments standard du calcul stochastique,

il est facile de vérifier le résultat de convergence suivant.

Lemme 3.4.1 Sous l’hypothése (H1) il ya :

lim £
6—0

sup ‘xt — Ty ] 0. (3.6)

t€[0,T

Preuve. Soit
t
_g;t} ‘/ (5,27 u’ ds—l—/ o(s, 2% u’)dB,
0

t
—/ b(s,ms,us)ds—/ o(s, T, us)dBs
0 0

on ajoutant et retranchant les termes b(s, 2%, u,) et o(s, 2%, u,)

2

Y

!xt —xt‘ ‘/ (5,27, u?) — b(s, 2%, u,)]ds
b [ bs,28,0) ot 7 1)
0
t
+ [ lotsstul) = o2, )5,
0

t
+/ [U(S,l‘g,us) —o(s,Ts,us)]dBs|
0
comme (a + b+ c+ d)? < 4a® + 4b* + 4c* + 4d>

|:L‘9(t) <4/ |b( s, 27 u?) — b(s, 27, | ds

+4/ ‘b s, 2% 1) — (s,fs,ﬂs)fds
2
+4

/ lo(s, 2%, u!) — o(s, %, @,)|dB,
° 2
+4

b

t
/ [U(Sa xgv us) - O'(S, %sa as)]dlgs
0
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donc
t
sup |mf—mt‘ <4/ sup |b T,x,,,
t€[0,T 0 ref0,]
t
—|—4/ sup ‘b T, T,
0 re€0,s]
t
+4/ sup [o(r, x’
0 r€(0,s]
t
—|—4/ sup [o(r, 27
0 re€l0,s]
en passant aux ésperances, ona :
t
E| sup }xf—$t| §4/ E( sup |b(r,
t€[0,7] 0 rel0,s]
t
—I—4/ E( sup ‘b r,x
0 rel0,s]
t
+4FE / sup [o(
0 re€l0,s]
t
+4F / sup [o(r
0 re€l0,s]

par l'inégalité de Burkholder-Davis-Gandy :

2)§4/0
+4/

E( sup ‘xf - 55,5|
te[0,7)

+4M/
+4M/

rel0,s]

t
E( sup |b T,

rel0,s]

rel0,s]

rel0,s]

33

sup ’0 r

sup ‘0 r

0

u

, r,a?

Y T

ur)}st

) — b
W) = b(r, %, 1) ds

Txe

) T

0

7“1"

u,)|dBs

) —of

uy) — o(r, Z,, )| dBs

)

%) —b(r,2%,7,)|")ds

r ZL‘

) I

Ty U,

W) — b(r, T, 0| ) ds

7"7

x@

) r

7"136 Ue

) ry r

) —o(r,z,, u,)]dB;

176

7 T

o(r, T, u,)|dBs

Up) —

t
E Sup ‘b T? xr’“’r) - b(r7 ':C'/‘? )‘2)d8

W) = b(r, %, )| ")ds

7'7

71}?? uf) - O-(Tv r

! ur)|2)ds

m@

Y T

u.) —o(r, @,%)}2)(13,
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puisque b et o sont Lipschitzienne et croissance linéaire en x, ona :

B Jo ) < ¢ [ 0+ o]+ ] 1 of] s
t€[0,T]
2

—|—4K/ sup }x a:r‘ )ds—i—4MK/ sup |:1: ’x}‘

rel0,s] rel0,s]

)ds

+ 4MK/ sup (14 |20] + [ul| = 1= |22] — [a,])?)ds,
comme uf = u; + Ovy, alors on obtient :

t
E( sup ‘xf—'ft‘ <4K/ sup |Qv,|? ds—i—4K/ sup |2 —:CT‘ )ds
0

t€[0,T] rel0,s] r€[0,s]

—|—4MK/ sup |:c 37,,‘2)d8+4MK/ E( sup |91}T|2)ds,
0

rel0,s] rel0,s]

soit C =4M K + 4K ceci donne le résultat suivant :

t
E(sup |z —;z;t| <C’/ sup |2 5r}2)d5+092/ E(sup |v.|*)ds.
0

t€[0,T] rel0,s] r€(0,s]

De la définition [3.1.1} et le lemme de Gronwall on obtient :

t
E( sup ‘:ct - xt‘ ) < 092/ E(sup |v,|*)ds x exp(Ct),
0

t€[0,7] ref0,s]

et
¢
0 < lim E( sup }mf - act| ) < lim 092/ E(sup |v.")ds x exp(Ct) = 0,
0—0  “tefo,1) 6—0 0 ref0,s]
donc :
lim E( sup |35t 3N3t|2) = 0.
0—0  “tefo,17]
u
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Chapitre 3. Principe de maximum

Le définir le processus z(t) = z%*(t) par

dz = {by(t7 2t at)zt + bu(t> Ut ﬂt)vt} dt
d .
+> {0l (G )z + ot T Ty )ve} dBY, (3.7)

J=1

-

Z[):O.
\

De (H2) et de la définition on peut trouver une solution unique z qui résout 1’équation

variationnelle |3.7], et I'’estimation suivante est valable.

Lemme 3.4.2 Sous hypothése (H1), il soutient que :

0~ 2
lim £ U () (3.8)
Preuve. Laisser
0 -~
1"9(_[;) — wt 9 Tt — Zt.

Indiquant 2/ = 7, + 0(TY + z), et u! = u; + Ov;, pour la commodité de la notation. Nous

avons alors immédiatement que I'%(0) = 0, on a :
0 Lo o o~
dl(t) = é(d% —dzy) — dz,
donc I'?(t) remplit P’EDS suivant :

dT%(t) = =(b(t, 2%, ul) — b(t, 7y, 0y))dt

+ (O-(t7xf7u0> - U(tafhﬁt))dgt

—~

bx(t, ita ﬂt)Zt + bu(t, it; ﬂt)/l}t))dt

- (Ua;‘(ta ita ﬂt)zt + Oy (ta fta ﬂt)vt)dlgt? (39)
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Chapitre 3. Principe de maximum

puisque les dérivées des coefficients sont bornées, et de la définition [3.1.1], par le dévelop-

pement de Taylor avec réste intégral aux points (z,u) et I'ordre 0 des fonctions b(t, 2%, uf)

et o(t,zY,u?) on obtient :

b<t7 ZE?, u@) - b(ta %ta at)
1
= / bo(t, Ty + A — To), U + Muf — ) (2] — Ty)dA
0

1
+ / bu(t, B+ A2 — F0), T+ AW — @) (6 — T@0)d,
0
et
O-(t7 .CIZ'?, uo) - O_(tv ita ﬁt)

1
= / oo (t, Ty + M@ = Ty), Uy + Muf — ) (2] — Ty)dA
0

1
+ / O'U<t, gt + )\(flf? — 5t>7 at + )\(Uf — ﬂt))(U? — /I,It)d)\,
0

en remplaganat ces deux quantités dans 'EDS[3.9|et (2¢ —7;) = 0(T9 + 2,), (u? —u;) = vy,
soit A = 1 on obtient
1 1
dre(t) = [/ by (t, ), uf)TLdN]dt + [/ by (t, ], uf)z]dt
0 0
1 1
+ [/ bu(t, 28 u) v d\)dt + [/ o, (t, 28, uTYdN dB,
0 0
1 1
+ [/ o, (t, 27, u?) 2 d\dB, + [/ ou(t, 2 ul)v,d\dB;
0 0

— [ba(t, Ty, W) 2 + bu(t, Ty, Uy )ve] dt

- [0-1' (ta fta a15)'215 + O-u(tu fﬁ ﬂt)vt]ch

en passent aux ésperances carrées, on a :
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Chapitre 3. Principe de maximum

2

t
EW%M2SKE/‘ ds + KE|pf*
0

t
+KE/
0

1
/ ba(s, 22, u)%d\
0

2

1
/ o4(s, 22, u )TN ds,
0

ot p?(t) est donné par

t
pf = —/ b (8, T, Us)zsds
0

t
- / Ux(57 f87 63)236”38
0

~+

S— — — o F— S—

by (8, Ts, Us)vsds

~+~

Ju(37 %57 as)vsdlgs

~+

o— S— — S—

+

bo(s, 20, ul)z,d\ds

Y CR S

~+
—_

+

bu(s, 20, ul)v,d\ds

) R S

~
[aery

+

0. (s, 2%, u?)z,d\dBy

»Ys) s

~+
—

+

ou(s, 20 u?)v,drdB,.
Depuis par b,, o, sont bornés, alors

t
Em@ngg/w$$+MEwﬁ
0

ou M est une constante générique dépendant de la constante K et T'. Nous concluons du

lemme |3.4.2| que éir% p? =0, en appliquant lemme de Gronwall

2

R éin%ME‘pﬂQexp(Mt) =0,

lim B |T(t)|” = lim E | £
0—0 0—0
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Chapitre 3. Principe de maximum

alors on conclut

9 ~
. Ty — Ty
lim E |~
6—0

=0.

3.5 Inégalité variationnelle

Soit @ la solution fondamentale de ’équation matricielle linéaire, pour 0< s <t < T

d .
d(I)57t = bx(t, it, ﬂt)q)&tdt + Z Ug(t, %ta ﬁt)¢3,td8i,

J=1

<Ds,s - ]d>

ou I, est la matrice d’identité n X n, cette équation est linéaire avec des

puis elle admet une solution forte unique.

coefficients bornés,

A partir de la formule d’It6, peuvent facilement vérifier que d(®s,Vs,) =0, et @, U, =

1,4, ou W est la solution de I’équation suivante :

;

J

d .
\ = S0 (t T, 1) dBY,
=1

Jj=

\I[ss - Id;

\ )

d
dV,, = -V, {bx(t, T, uy) + . o (t, T, w)oi(t, @,ﬂt)} dt
=1

donc ¥ = &1 si s = 0, tout simplement écrire g, = @, et ¥y, = ¥,. En intégrant

par formule de partie nous pouvons voir que, la solution de 1’équation est donnée par

2(t) = ®ymy, o t est la solution de ’équation différentielle stochastique

( d

d/r/t = \Ijt {bu(ta §t7 at)vt + Z O-g;(ta §t7 at)o-i(tv ita ﬂt)vt
j=1

d , .
+ Z \Ilto-it(tv y§7 u?)vtngu
j=1

\ 770:07
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Chapitre 3. Principe de maximum

introduisons la perturbation convexe suivante du contréle optimal u par
u’ =+ O, (3.10)
pour tout v € U, et 6 € (0,1). Puisque @ est un controle optimal, alors
01 (J (") = J(@) > 0.
Ainsi, une condition nécessaire a I'optimalité est que :

lim 671 (J(u’) — J(@)) > 0. (3.11)

6—0

Le reste est consacré au calcul de la limite ci-dessus. Nous verrons que ’expression [3.1]]
conduit & une description précise du contrdle optimal u en termes de processus adjoint.

Tout d’abord, il est facile de prouver le lemme suivant :

Lemme 3.5.1 Sous hypothéses (H1), on a

I =1lim 6 (J(’) — J(u))

6—0

T
=L U {fa(5, T, Us) 26 + fuls, Ts, Us)vs } ds + go(Tr)2r | - (3.12)
0

Preuve. En utilisant les mémes notations que dans la preuve du lemme |3.4.2] Premiére-

ment, nous avons

I (”) = J(@)
|: / {fm S, I u Zs"‘fu(s,xs,us Us}d/\dS

1
+ / gx<xT>szA] + 8,
0
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Chapitre 3. Principe de maximum

ou

{/ / fa(s, 2, uQ)TodAds + /O 1gx(x9T)F9(T)dA}.

En utilisant le lemme [3.4.2] et puisque les dérivées f,, f.,, et g, sont bornés, nous avons
éir% B¢ = 0. Ensuite, le résultat suit en laissant 6 aller & 0 dans 1’égalité ci-dessus. m

Substituer par z(t) = @1 dans ce méne a

T
I-E { [t T+ R T s+ gz@T)@TnT} |

Considérez la bonne version continue de la martingale carrée intégrable

]

Par le théoréme de représentation, il existe Q = (@4, .., Q%) ou @7 € L2, pour j = 1, ..., d,

T
M@ =B | [ Ll 00ds + @0

T d t
M(t)=FE {/o Ju(s, T, Us)Dyds + gx(fT)q)T} + Z/o QdB.
j=1

Un peu plus de notation, écrivez par z(t) = M(t) — fot fu(s,Ts,us)Psds . La variable

adjointe est les processus définis par :

p(t) = 'fft\ljh

4 (3.13)
qj(t> = ngjt - p(t)o-aje(tjfh a15)7]701'”’ .]Zlvad

Théoréme 3.5.1 Sous hypothéses (H1), on a

I=F

T d
/0 {fu(s,fs,ﬁs) + p(s)bu(s, Ts, us) + quai(s, Ts, ﬂs)}] .

J=1

preuve. A partir de la formule d’intégration par partie, et en utilisant la définition de
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Chapitre 3. Principe de maximum

p(t), ¢’(t) pour j = 1,..,d, on vérifie facilement que

E[z(T)n(T)] = E

T d
/ {p<t>bu<s7 T )+ 3 (5)00 (5, T m)} o(t)dt
- /OT fu(8, Ts, Ug)m Pydt. (3.14)

Nous avons aussi

T T
f=E[x<T>n<T>+ [ s maigntde + [ als g ud]. (3.15)

substituant ’équation [3.14] dans [3.15], ceci compléte la preuve. m

3.6 Conditions suffisantes d’optimalité

Théoréme 3.6.1 Soit u un contréle admissible, T le processus d’état controlé associé, et
soit (p, q) une solution au EDSR correspondant l’équation . Supposons que H (t, x,u, pi, q;)

et (z) sont des fonctions concaves. Supposons en outre que pour tout t € [0,T7],
H(t, 2y, U, py, i) = 525 H{(t, %y, U, pr, qr), (3.16)

Alors u est un contréle optimal.

Preuve. Soit la différence

J(@) - J(u) = E { /0 (F(t, 70, T0y) — f(t, T, 00, )t

+ E[g(T) — g(or)].
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Chapitre 3. Principe de maximum

Puisque ¢ est concave, on obtient

Elg(rr) — g(or)] > E[(Fr — 27)g.(77)]

= E{(Zr — 2r)p(T)]

—&[[ G-+ [ st - )

+E OT i(aj(t, Ty, Uy) — 07 (t, x, ut))qj(t)dt] ,
E UOT@ - xt)dp(t)] _E UOT@ ) (= Ho (8, 5o, i, @)dt}
+E [ /0 G - xt)q(t)dBt] ,
et

E [ /0 ' p(t)d(; — :ct)} =F [ /0 ' p(&)(b(t, T, W) — b(t, ut))dt}
(

_I_

T
E |:/ p(t) (O' t, ?E/t, ﬁt) — O'(t, T, ut))dBt} .
0
D’un autre coté, le processus
T
E [/ {p(t)(o(t,z, uy) — o(t, x,ue) + (Tr — x7)q(t)} dBt} ,
0

est une martingale locale continue pour tous les 0 < ¢ < T, par le fait que (p,q) €
L2(([0, T]; R™)) x L2(([0, T ; R™*4)), on en déduit que les intégrales stochastiques par rap-

port aux martingales locales ont une attente nulle. Par la concavité de I’'Hamiltonien H,
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Chapitre 3. Principe de maximum

il devient

Eg(Tr) — g( [/ t%m%ﬂo_Mp%W%ﬂmﬂ
[/T b(t, T, ur) — b(tyxt,ut))dt}

[ o(t, Ty, u) — o(t, ze, ut))q(t)dt} .

Par la définition du Hamiltonien H, il obtient
J(u) = J(u) =0,

alors u est un controle optimal. m
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Conclusion

ans ce travail, nous avons étudié un probléme de controle optimal stochas-
Dtique pour des équations différentielles stochastiques (EDSs) avec des coefficients
controllés a été discuté, et leur conditions nécessaires et suffisantes. La méthode de dé-
monstration est basée sur le principe d’optimisation convexe qui est différente a la méthode
classique ou on utilise une perturbation convexe, inégalité variationnelle, ...,ect. A titre
d’illustration, en utilisant ces résultats, le probléme de sélection de fonction de coftit a été

discuté.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

(Q,F,P)
(}—t)teR+

(Qaf7 (ﬂ)tER.HP)

B,

E

< XX >p
exp

lim inf

H(t,z, p,u,p,q)

Espace de probabilité.

Filtration

Espace de probabilitéfiltré

Mouvement Brownien

Lrespérance par rapport a la probabilité P.
Variation quadratique de X sur [0, 7]
Exponentiel.

Limite inférieur

Presque stirment pour la mesure de probabilité P
min(s,t)

La fonction de cotit & minimiser

Controle optimal

Controle perturbé

Processus adjoint

Hamiltonian
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