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Introduction

<1 Nous avons tous une idée plus ou moins précise de se qu’implique le titre de ce document.
“Stochastique” est un mot un peu chic pour dire “aléatoire”, ce qui évoque bien sir

I'idée des probabilités; “processus” évoque I'idée d'un changement dans le temps.

< L’objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléatoires) est 1’étude des phénomeénes

aléatoires dépendant du temps.

< Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en physique sta-
tistique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de phases, etc), en biologie
(évolution, génétique et génétique des populations), médecine (croissance de tumeurs,
épidémie), et bien entendu les sciences de 'ingénieur. Dans ce dernier domaine, les
applications principales sont pour I’administration des réseaux, de 'internet, des télé-

communications et bien entendu dans les domaines économique et financier.

< Dans ce travail, nous présentons une introduction aux processus stochastique, par une

étude de quelques familles importantes :

e Mouvement brownien :

Un mouvement brownien a été étudié en Botanique, en Finance, et en Physique. Le botaniste
R. Brown observe d’abord vers 1828 le mouvement irrégulier de particules de pollen
en suspension dans ’eau. En 1877, Delsaux explique les changements incessants de
direction de trajectoire par les chocs entre les particules de pollen et les molécules

d’eau. Un mouvement de ce type est alors appelé mouvement au hasard. En 1900,
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L. Bachelier, en vue d’étudier les cours de la Bourse de Paris dans sa thése, met en
évidence le caractére markovien du mouvement brownien : la position d’une particule
a l'instant ¢ + s dépend de sa position en t, et ne dépend pas de sa position avant
t. Peu apres, vers 1905, A. Einstein détermine la densité de transition du Brownien
par l'intermédiaire de ’équation de la chaleur. La méme année, Smoluchowski décrit le
mouvement brownien comme une limite de promenades aléatoires. La premiere étude
mathématique rigoureuse du Brownien est faite par N. Wiener (1923), qui construit
une mesure de probabilités sur ’espace des fonctions continues sousla quelle le processus
canonique est un mouvement Brownien. Des recherches d’une influence considérable ont
ensuite été menées par P. Lévy (1948), lequel s’est intéressé aux propriétés fines des
trajectoires du Brownien. Ces objets ont été developpés par les potentialistes américains
a la suite de J. L. Doob, puis systématisés par les spécialistes de la “Théorie Générale

des Processus” de I’école de Strasbourg, autour de P.-A. Meyer.

e Processus de Poisson :

Un processus de Poisson, nommé d’aprés le mathématicien frangais Siméon Denis Poisson
( XIXeme siecle) et la loi du méme nom, est un processus de comptage classique dont

I’équivalent discret est la somme d’un processus de Bernoulli.

Un processus de Poisson est un modéle mathématique modélisant des événements aléatoires

qui se reproduisent au cours du temps : naissances, pannes, désintégration radioactive.
Nous allons présenter dans ce qui suit la description deux chapitres de ce mémoire :

<« Dans le premier chapitre nous donnons un rappel de calcul stochastique en énumérant

tous les outils mathématiques : tribu, espace mesurable, variable aléatoire,....

<« Dans le deuxiéme chapitre nous étudions le processus stochastique et nous donnons deux

exemples : le mouvement Brownien, processus de Poisson.



Chapitre 1

Généralités et notations

1.1 Définitions et exemples

1.1.1 Tribu

Définition 1.1 (tribu) : Soit  un ensemble, on appelle tribu (ou o-algébre) de parties de

Q, la donnée d’un ensemble A de parties de §2, possédant les propriétés suivantes :

a) Qe A;
b) A est stable par passage au complémentaire i.e A € A = A° € A,

c) A est stable par réunion dénombrable i.e pour tout ensemble {A,} C A, alors :
+o00o
JA. € A
n=0

Proposition 1.1 : Si A est une o-Algébre de parties de €2, il vient :

a) gc A
b) SiAc A ona: A€ A

c) A, Ay ...e A ona: ﬂAn € A

=0
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Exemple 1.1 :

o P(Q) la plus grand tribus est appelé tribu grossiére.

o {3, Q} la plus petite tribus sur §) est appelé tribu triviale.

Proposition 1.2 ( Tribu engendré) : Soit Q) un ensemble, et M un ensemble de parties
de Q (M C P (), lintersection de toutes les tribus sur §2 contenant M c’est le plus petit

des tribus A; telles que M C A; appelés tribu engendrée par M et se note :

O'(M) et O'(M) = ﬂ.AieI.

Exemple 1.2 : M = ({A}), ACQ, M CP(Q) eto(M)={2,0,A, A°}.

Définition 1.2 (Sous—Tribu ) : Une sous-tribu de A est une tribu G telle que si A € G

alors , A € A on note G C A

Exemple 1.3 : Soit {A;}ic; une famille quelconque de tribus sur Q Alors A = NA; est

icl

encore une tribu sur

Définition 1.3 (Tribu de Borel) : Soit (Q,T) un espace topologique, on appelle tribu de

Borel sur Q la tribu engendrée par les ouverts de Q) : A= o(T).

Proposition 1.3 : La tribu borélienne B (R) engendrée par ’ensembles des intervalles ou-

verts, semi -ouvertes, fermés.

1.1.2 Espace mesurable

Définition 1.4 : On dit que (2, A) est un espace mesurable et les éléments de A sont appelés

les parties mesurables de §2.

Définition 1.5 : Soit (2, A) un espace mesurable, on appelle mesure positive sur Q une

application p : A — [0, +00] vérifiant
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1. u(0) =0.
2. Additivité dénombrable : Si {A,}nen est une famille dénombrable d’ensembles mesu-

rables deux o deux disjoints, alors :

() = S

neN

Définition 1.6 : Si (2, FE) et (9, F') sont deux espaces mesurables, alors une application

f: E — F est dite mesurable si f~'(F) C E.

Définition 1.7 (mesure de probabilité) : Soit A une tribu sur Q. Une mesure de proba-

bilité sur (2, A) est une application P: A — [0, 1], telle que :
1. P(0) =0et P(Q2) = 1;

2. (An),en C A disjoints ( i.e.4, N A, =0,Yn # m), alors :

P(U A,) =) P(A,).

neN*
neN*

Un espace de probabilité est un triplet (€2, A, P).

1.2 Variable aléatoire (v.a)

Un triplet formeé (€2, A, P) d’un ensemble €2 d’une tribu A sur Q et d’une mesure PP sur cette

tribu tel que : P(Q2) =1.

Définition 1.8 : Soient (2, A,P) un espace probabilisé et (E, ) un espace mesurable. On

appelle variable aléatoire de ) vers E, toute fonction mesurable X de ) vers E.

Définition 1.9 ( Loi d’une variable aléatoire) : Soient (2, A,P) un espace probabilisé,
et X une variable aléatoire. On appelle loi de X la fonction Px qui a toute partie I de R qui

peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles associe :

Px(I)=P(Xel)=P({w; X (w)} €1I).
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Graphique ( (2, F,P) un espace probabilisé et (£, c) un espace mesurable) :

(&, F,P) (E,Ex)

Fi1G. 1.1 — Une variable aléatoire

Proposition 1.4 : L’application Px définit une probabilité sur R.

Définition 1.10 ( Fonction de répartition) : On appelle fonction de répartition d’une

variable aléatoire X la fonction F' définie sur R par :

Proposition 1.5 : On a les propriétés suivantes :

a) OSFXSL
b) lim Fx (z) =0,

r——00

c) lim Fx(x)=1,

T——+00

d) Fx est une fonction croissante,

e) Fx est continue a droite.

Proposition 1.6 : On a l'identité. Pour tous a, b € R et a < b,

Fx(b) — Fx(a) = Pla < X <1].
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1.2.1 Variable aléatoire discréte

Une variable aléatoire est dite discréte lorsque I’ensemble des valeurs qu’elle peut prendre est

fini ou infini dénombrable.

Définition 1.11 :

1. Une variable aléatoire réelle X a valeurs dans un ensemble ) fini ou dénombrable est

appelée variable aléatoire réelle discreéte.

X:0—N.

2. Dans ce cas, la loi de X est déterminée par l’ensemble des probabilités :

Ainsi, pour toute partie A de X, on a alors :

¢ Px(A)=P(XecA)=> P(X

T€EA

¢ Px()=P(XeQ) =) P(X

e
Exemple 1.4 : Par exemple, aprés n lancers successifs d’un dé, on peut noter X,, le nombre

de fois ot l'on a obtenu 6. X,, est alors une variable aléatoire discréte.

Exemple 1.5 : Construication de la variable aléatoire de bernoulli. Soient :

e l'espace des observales : = (wy, wa) ;
e la tribu définie sur Q: A =P (Q);
e la probabilité P définie sur Q : P(wy) = p, P(wy) =1 —poup € ]0.1].

La variable aléatoire de bernoulli de X de parameétre p est définie par :
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o X (w)=1et X (wy)=0.

e Py (1) =P(X (1) =P(wy) =pet Px (0) =P (X 1(0)) =P(wr) =1—p.
Exemple 1.6 : On lance deux dés, et on note X le nombre de 6 obtenus. On a :
X (2) ={0,1,2}.

e Déterminer la loi de probabilité de X revient a déterminer P (X =0),P(X =1) et P (X = 2).

e On prouve facilement que :

2 1 1
:3—2 P(X=1) =0 o P(Xx=92) =~

P(X =0) ~ 36 36

o Plus généralement, si X est une varitable aléatoire discréte, dont ['univers des possibles

ERRS)

Définition 1.12 : Une variable aléatoire X est dite intégrable si la quantité

> Ja|P (X =)

zeX ()

est finie.

1.2.2 Variables aléatoires continues.

Définition 1.13 : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R et f une densité de pro-
babilité sur R. On dit que X est une variable aléatoire continue de densité f si pour tout

intervalle I de R, on a :

IP’(XEI)_/If(x)dx.

( Une variable aléatoire continue peut prendre une infinité non dénombrable de valeurs, par

exemple dans un intervalle ou sur tout R.)
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Remarque 1.1 : La fonction de répartition Fx est continue.

Définition 1.14 : Une variable aléatoire posséde une densité si sa fonction de répartition F

est dérivable. La dérivée notée [ est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire X.

Proposition 1.7 :

a) Yz eR, f(z) > 0.

+oo

b) f(z)de =1.

QPM<X§H=H@—H®:/f@Mm

Définition 1.15 : Une variable aléatoire X est dite intégrable si la quantité
+oo
JREECE

est converge.

1.2.3 Espérance

Espérance mathématique d’une variable aléatoire réelle est, intuitivement, la valeur que ’on
s’attend a trouver, en moyenne, si ’on répéte un grand nombre de fois la méme expérience
aléatoire. Elle se note [E (X)) et se lit << espérance de X >>.

Définition 1.16 :

1. On appelle espérance mathématique ou moyenne d’une variable aléatoire réelle discréte

X, la quantité notée B(X) et définie par :

ol px est la fonction de masse de X.
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2. On appelle espérance mathématique ou moyenne d’une variable aléatoire réelle absolu-

ment continue X, la quanité notée B(X) et définie par :

BX) = [ afs(a)da,

ol fx est la fonction de densité de X.

Remarque 1.2 : Ce nombre peut s’interpréter comme une valeur moyenne de X si [’on

répéte un grand nombre de fois l’expérience.

Définition 1.17 : Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle variance de X, la quantité
notée Var(X) et définie par :
1. Cas discréte : Var(X) = B[(X —E(X))?) = Y (k—E(X))*px(k).

kEX ()
2. Cas absolument continue :

Var(X) =E[(X —E(X))?] = B(X?) — (B(X))?
= [ 5@ - BE0)P,

Propriétés de lespérance
Soient X, Y deux v.a. intégrables. On a :

e Linéarité : E(cX +Y) = cE(X) +E(Y),ceR.

e Positivité : Si X > 0 p.s., alors : E(X) > 0.
e Positivité stricte : Si X > 0 p.s. et BE(X) =0, alors : X =0 p.s.

e Monotonie : Si X > Y p.s., alors : E(X) > E(Y).

Inégalitées importantes

e Inégalitées de Cauchy-Schwarz : Soient X, Y deux v.a. de carré intégrable. alors : XY
est intégrable et

(E(XY])* < B(X")E(Y?).

10
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e Inégalitées triangulaire : Soient X,Y deux v.a. intégrables. Alors :
B(IX +Y]) <B(X]) + B(Y]).

e Inégalitées de Jensen : Soient X une v.a. et ® : R — R une fonction borélienne et

convexe, telle que : E(|®(X)|) < oo, alors :
(E(X)) < B(2(X)).

e Inégalitées de Chebychev (ou Markov) : Soient X une v.a. et ¥ : R — R, telle que
U est borélienne et croissante sur Ry, ¥(a) > 0, pour tout a > 0 et E(¥(X)) < oc.
Alors :

P({X > a}) <

Espérance conditionnelle

On définit Pespérance conditionnelle d’une variable X ( intégrable) par rapport a Y
comme étant 'espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu o(Y). On la note E(X|Y').
C’est une variable mesurable par rapport a la tribu engendrée par Y, donc c’est une fonction

de Y : il existe ) de R dans R borélienne, telle que :

E(X]Y) = (Y).

¢ Esperance conditionnelle dans le cas discret :

Supposons que E (| X]) < +oo. L’esperance d’une v.a. dont la loi est la loi conditionnelle
de X a levénement [Y = y;| est appelée espérance conditionnelle de X a I’evénement

[Y = y;]. Elle est notee :

E(X|Y =) Zx] X=z;|Y=y).

11
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e Esperance conditionnelle dans le cas continu :

Supposons que E (|X|) < 4+00. L’esperance conditionnelle de X a I’événement [Y = y;] est

le reel

EY=v (X) = /Ra: Y () d.

L’esperance conditionnelle de X sachant Y est la variable aléatoire réelle :
E" (X) = E(X[Y) = h(X),

avec h : R — R la fonction definie par h(z) = E¥=Y (X), z € R.
L’espérance conditionnelle E(X|Y") est caractérisée par :

» c’est une variable o(Y’) mesurable.
> /]E(X|Y)dIP _ /XdIP, VA € o(Y).
A A

Exemple 1.7 : On lance deux fois une méme piéce. On gagne un euro a la fin si on obtient
deux piles, on perd un euro sinon. On note X la variable aléatoire égale au gain. L’espace

des événéments correspondant est
Q={(P,R),(P,F), ([, R),(FL )}

e La tribu associée est P (), elle comporte 16 éléments. Maintenant, on suppose qu’on a déja
lancé une premiére fois la piéce. Dans ce cas, on ne peut pas distinguer l’événement

(P, Py) de l’événement (Py, Fy), ni l’événement (Fy, Py) de l’événement (Fy, Fy).

e La tribu associée doit en tenir compte, et la tribu qui porte l'information que l’on a aprés

le premier tirage est la tribu engendrée par les deux ensembles :

{(P1, ), (P, FR)} et {(Fh, Pa), (B, Fa) )

12
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Elle est donc égale a :

B:{Qﬂﬁv{(PbP?)7(P17F2)}7{(F17P2)7(F17F2>}}‘

Calculons maintenant l’espérance conditionnelle de X par rapport a B. Comme E(X|B) doit

étre B-mesurable, on a nécessairement

E(X[B) (P1, P2) = E(X|B) (P, F2) .

La deuziéeme condition donne

E(X|B) (P, P2) = B(X|[B) (P1, F2) = 0.

Ceci exprime que, si on a simplement l’information donnée par le premier lancer de la piéce,

et que le résultat est pile, alors le jeu est équitable.

De la méme facon, on a :

E(X|B) (P, P,) = B(X[B) (P, F3) = —1.

Ceci exprime que, si on a simplement l’information donnée par le premier lancer de la piéce,

et que le résultat est face, alors le jeu est perdant a tous les coups.

Propriétés de ’espérance conditionnelle

Proposition 1.8 : Soient X, Y deux v.a. intégrables :

a) Linéarité : Vb,c € R, B(bX + ¢Y|G) = DE(X|G) + cE(Y|G), p.s.

b) Positivité-monotonie : X > Y p.s. = E(X|G) > E(Y|G)p.s.

Proposition 1.9 : Soit X une variable aléatoire :

a) Si X est G-mesurable : E(X|G) = X.

13
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b) SiY est G -mesurable : E(XY|G) = YE(X|G).
c) Si X est indépendante de G : E(X|G) = E(X).
Proposition 1.10 : Si G et H sont deux tribus telles que H C G, alors :
E(X[H) =E(EX[H)|g)
= E(E(X|G)|H).

On note souvent

EE(X|H)|G) = B(X|H|G).

1.2.4 Variable Gaussien

Définition 1.18 : Soit m € R et 0®> > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi

2

gaussienne N'(m,0?) de paramétres m et o* si elle admet la densité

1 (x —m)®
X — exp| ————1.
V2mo P 202
On dit qu’une variable gaussienne est centrée réduite lorsque m = 0 et 0 = 1.
Remarque 1.3 : En particulier, si X ~ N(m,0?) : alors :

X—-m
o

~ N(0,1)

et si X ~ N(0,1), alors :

oX +m ~ N(m,do?).

14
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Définition 1.19 : Un vecteur aléatoire X = (X, ..., X,,) est gaussien ssi toutes les combi-

naisons linéaires de ses coordonnées :
<CL,X> = CLle + ...+ aan

suivent une loi gaussienne dans R ( pour tout a = (ay, ..., a,) € R™).

Proposition 1.11 : La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien X = (X,..., X,,) est

donnée par :

px(a) = o ifo BIX]) - J(o'eon (X))

— exp (i BIX]) — 2(z, cov (X)) ) .
(st 800 - )

15



Chapitre 2

Processus stochastique

2.1 Généralités et notations

On qualifie de processus stochastique tout phénomeéne d’évolution temporelle dont I’ana-
lyse peut étre soumise au calcul des probabilités. Du point de vue de 1’observation, un pro-

cessus stochastique est constitué par ’ensemble de ses réalisations.

Pour représenter I’état d’un systéme dépendant du temps et du hasard, le modéle ma-
thématique se présente naturellement sous la forme d’un espace de probabilité (Q2, F,P) et

d’une fonction (¢,w) — X;(w) représentant I’état du systéme.

Pour t fixé, I'état du systéme est une variable aléatoire X,;(w), en revanche, pour une
évolution particuliere du systéme (i.e & w fixé) les états successifs sont représentés par la

fonction ¢ — X;(w) que 'on nomme par abus de langage une trajectoire.

Définition 2.1 :Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires { X (t,w), t € T}
définies sur un espace de probabilité (2, F,P) , et a valeur dans un espace mesurable (I, ()

,00 T un sous-ensemble (qui représente le temps).

Définition 2.2 : Un processus stochastique {X (t,w), t € T} est dit a temps discret ( res-
pectivement & temps continu) si T est un ensemble infini dénombrable ( respectivement un

ou plusieurs intervalles).

16



Chapitre 2. Processus stochastique

Définition 2.3 : Un processus stochastique dépend de deux paramétres : t et w.

1. Sit est fixé, application w — X; (w), Yw € § est une variable aléatoire a valeur dans

R.
2. Si w est fixé, Papplication t — X; (w), Vt € T est appelé trajectoire du processus.
Graphique du processus stochastique

Espace témoin €

AW N A X(t,wy)

S 4 X (tw2)
l “n b S~ \‘ ti, i) 1
4 e ~
\‘ ol iy SN VN o
3 t
1‘-.\\
\\_\ A -\‘ ‘f- W J
"
. W:-r
X (te, wn) )

F1G. 2.1 — Processus stochastique

Exemple 2.1 : On considére une séquence infinie de tirage (pile ou face) de Bernoulli. Ces

tirages sont supposés indépendants. L’ensemble des résultats possibles est :

o~ {3}

ot P(P)=p; P(F)=¢=1-p;0<p< 1

Pour tout w € 2 et pour tout n € N, on définit des variables aléatoires X,, comme suit :

1 si w=P
VneN: X, (w) =

0 si w=F

donc : {X,;n € N} est un processus défini par :
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e X, X,, ... indépendantes.

e P(X,=1)=petP(X,=0)=¢,p+q=1.

Continuité des trajectoires

Définition 2.4 : On dit que les trajectoires d’un processus sont continues ssi, pour P presque

toutw, t € T — Xy(w) est continue i.e P{w € Q : Uapplication t — Xi(w) est continue} = 1.

Définition 2.5 : Un processus est dit cadlag ( continu & droit, limité o gauche) si ses tra-

jectoires sont continues a droit, pourvues de limites a gauche.

Notation 1 : Pour tout tempst > 0 et X processus, on note :

o Limite a gauche ent : X;- = lim X,.
s—t,s<t

o Limite a droite ent : X+ = lz%m th.
s—t,8>

e Sauts de X a Uinstantt : ANX; = X+ — X4—.

Proposition 2.1 :
i) Un processus est cadlag si pour tout t , X4+ = X; et X,- € R%
i1) Dans ce cas : ANX; = X; — Xy-. Un processus est continu si pour tout t, AX; = 0.

Définition 2.6 : Pour deux processus stochastiques X = (Xy)ier et Y = (Y)ier. On dit que

X etY sont indistingables ssi presque toutes les trajectoires coincident i.e :

P({w:Vt > 0: X;(w) =Yy (w)}) =

Lemme 2.1 : Soient X et Y deux processus & valeurs R ¢ trajectoires p.s continues a

droite. Si, pour chaque t, X; =Y; p.s, X; et Y; sont indistinguables.

Filtrations, processus adapté

Définition 2.7 (Filtration) : Une filtration est une famille croissante F = {F;,t > 0} de

sous-tribus de F : Fs C F; CF pour 0 < s <t < 4o00.
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On pose F, =0 (tgo}"t) .
Remarque 2.1 :

e La filtration naturelle (canonique) est la filtration engendrée par un processus X est donnée
par :

F¥=F =0(X,0<s5<1).

e Une filtration F = {F;,t > 0} est dite complete si V¢ € R*, F; contient les ensembles

négligeables N de F ou
N={NCcLIAecF,NCA:PA) =0}
Définition 2.8 : Une filtration est continue & droite (resp. a gauche) si : ¥V t > 0,
Fi=Fpr = Qt]-"s (resp. Fy =Fp- =0 <Sgt.7-"t)).
Définition 2.9 : Un processus X = {X;}, . est dit mesurable si [’'ensemble :
{(t,w) € TxQ: X} (w) € B} € By ® F,VB € (.

C’est a dire I'application :

(OxT, F @ Br,P) — (E,()

(w,1) — X (w1)
est mesurable.

Définition 2.10 : Un processus X est dit progressivement mesurable par rapport & (]:t)tzo ,

st pour tout t > 0, Uapplication :

(Qx[0,t], @ BI0,t],P) — (E,()

(w,s) — X (w, s)

19
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est mesurable.

Exemple 2.2 : On dit que {X;,t > 0} est une bonne processus s’il est (F;) -adapté, cadlag,

et si :

t
E {/ stds] < oo pour tout t>1.
0

Définition 2.11 : Un processus stochastique X = (Xt)tzo est adapté a la filtration F =

(Fi)iso 81 VL >0, X; est une v.a. F-mesurable.

Définition 2.12

1. Un processus stochastique X est dit Fy-prévisible si X comme fonction de (t,w) €
TxQ— R est mesurable par rapport a la tribu sur T X engendrée par les processus

adapté et continu a gauche.

2. Un processus (X, )nen est dit prévisible pour la filtration F,, ou F,-prévisible si pour

tout n € N, X,, est F,_1-mesurable.

Définition 2.13 : Soit une filtration (F;),s, sur un espace de probabilité (2, F,P) et (X),,
un processus adapté a (Fy),sq, le processus (Xi),5, est a variation finie si P-presque toutes
les trajectoires t — X; (w) sont & variation finie. Ou si la variation totale de (X;),., eviste
et est fini, ie

Pn
Vior) (X) = SUPZ )Xt;l - Xty_l‘ < +o0, P-p.s
o =1

I, = (t7,t5, ... t"

") une subdivision de [0,T).

Définition 2.14 : Un processus X est & variation bornée sur [0, T] s’il est a variation bornée

trajectoire par trajectoire :

Pn
supz ‘Xt? — Xt;z_l‘ < 400, P-p.s.

" og=1
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Indépendace et stationnarité d’une processus

Définition 2.15 : Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :
1. Xy =0, P-p.s.

2.Vn > 1,Vty, .. t, e Ry telque : 0 <ty <1y < ...<tp, lesv.a (Xh,Xt2 — Xy, Xy, — Xy, 1)

n —

sont indépendantes.

Définition 2.16 : Un processus stochastique (X;)ier+ est un processus accroissements in-
dépendants stationnaires si : Vs,t € Ry, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X, a la

méme loi que X;_s. Autrement dit :
L
Vh Z 0: Xt+h - X5+h = Xt—s-

Lemme 2.2 : Soit X = (X;;t € RT) un processus a valeurs R? tel que Xy = 0. Alors X,
est un processus & accroissements indépendants (P.A.I) ssi pour tous s < t, X; — X est

indépendant de o(X,,u < s).

Preuve.

=) Si Xyest un PPAL et si0 =1ty < t1 < ... < t, <s <t X, — X, est indépendant de
(X4, Xy — Xi4yy oo, Xy, — Xy, ) donc il est indépendant de (Xy,, ..., Xy, ) et de o( X, u <
s).

<) Si, Vs <t, X; — X, est indépendant de o(X,,u < s),on apour 0 <ty <t <..<t,

et f; € B(Rd),

5 (05 (- %) ) = .00 (5 -5 )= (T (- )
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Continuité,convergence et dérivabilité d’un processus

Notions de continuité, dérivabilité et intégrabilité devront étre définies selon des critéres

de convergence. Le critére le plus utilisé est celui de la convergence en moyenne quadratique

Définition 2.17 :

1. Un processus X = (X;;t € R™) est continu en probabilité au point ¢ si Vt € Rtet e > 0

on a :
limt]P’(\Xt —Xs|>¢)=0.
2. Un processus X = (X;;t € RT) est localement continu en probabilité au point ¢ si

Xiin hLOXt. Cest adire:Ve>0:h>0:
hlimOP(|Xt+h — Xt| Z 5) = 0.

Définition 2.18 : Un processus X = (X;;t € R") converge en moyenne quadratique au
point ty st

Jim E{(X; — X))’} = 0.
—1t0

Théoréme 2.1 : Un processus X = (X;;t € RT) est continu en moyenne quadratique si et

seulement si sa fonction d’autocorrélation, a savoir :
Y (th t2) =E (thth)

est continue a t; =ty =1, Vt > 0.

Preuve. Supposons que 7 (t1,12) est continue & t; = t5 = t. Nous avons :
E{(X,, — X;,)’} =E (X7) +B (X7) — 2B (X, X,,)

=E (X}?)+E (X2) — 2y (t1,t2) .
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Par conséquent, si t; =ty = t, alors :

limE{(X;, — X;,)°} = 0.

t—to

Ce qui démontre que le processus X; est continu en moyenne quadratique. Inversement, si le

processus est continu en moyenne quadratique, alors :
E (X Xp,) — E(XeXy) =EB{(Xy, — X)) (Xp, — X4)}
+E{(X}, — Xo) Xo} + B{(X:, — Xt) Xi}.

Ensuite, en appliquant trois fois I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtient :

B (X Xo) — B(XX0)| < /B{(X, — X*1/B{(X, - X0)%)

Y B{(X, — X0)"H/EOX) + \/B{(Xi, — X0)"}/B(XD).

Puisque X; est continu en moyenne quadratique, on en déduit que :

lim |E (thXt2) —E (XtXt)| = 0,

t1,ta—t

d’ou
lim E (thXt2) =K (XtXt) .

t1,to—t

Donc, E (X}, X;,) est une fonction continue a t; =ty =¢. m

Le concept de dérivabilité en moyenne quadratique est défini de fagon semblable. Nous dirons

qu’un processus aléatoire X; est dérivable en moyenne quadratique au point ¢y s’il existe un

X, — X, \?
Mﬂ{GL—ﬁ>—E$:O
t—to t— 1ty

Si X, est dérivable en moyenne quadratique pour tout ¢ € [a,b], alors il est dérivable en

processus Y; tel que :

moyenne quadratique sur [a, b]. Cette dérivabilité est caractérisée par le théoréme suivant.
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Théoréme 2.2 : Un processus X; est dérivable en moyenne quadratique si et seulement si
82

———y (t1,12) existe et est continue a t1 =1ty = 1t.
815181527( 1, t2) 1 2

Nous procédons comme pour l'intégrale de Riemann, en considérant des suites de fonctions

en escalier et le passage a la limite sera pris au sens de la moyenne quadratique.

Processus Gaussien et quelques propriétées

Définition 2.19 : Un processus gaussien est un processus (X;;t € RY) tel que (Xy,, ..., Xy,)
est un vecteur aléatoire gaussien ¥n > 1 et ty,...,t, € RT. Ceci revient a dire que a; Xy, +

.+ ap,X;, est une v.a. gaussienne ¥ n > 1, ty,....,t, € R" et ay,...,a, € R.

e La fonction m : R™ — R donnée par m(t) = E(X;) et appelée la moyenne du processus.

e La fonction K : Rt x R* — R donnée par :

K(t7 S) = OOU(Xh Xs) =k [(Xt - E(Xt)) (Xs - E(Xs))]

= B[(X; —m(t)) (X5 —m(s))]

est appelée la covariance du processus.

Proposition 2.2 : Un processus gaussien X; est stationnaire ssi B(X;) est constante,

et K(t,s)=K(|t—s]).

2.2 Exemples de processus

2.2.1 Mouvement Brownien (MB)

Historiquement, il s’agit du mouvement irrégulier de particules de pollen en suspension
dans I’eau, observées par Robert Brown en 1828. Il en résulte une dispersion des micropar-
ticules dans ’eau, on dit aussi une “diffusion” du pollen dans ’eau. De fait, ce mouvement

sert actuellement & beaucoup d’autres modélisations de phénoménes dynamiques :
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e Prix d’actions en bourse.

e Erreurs de mesures physiques.

Le mouvement Brownien est en général noté (Wi, t > 0) en référence & Wiener ou

(B;,t > 0) en référence & Brown.

Définition 2.20 : Un processus stochastique réel B = {B; : t > 0} est appelé mouvement

Brownien (standard) si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. Bg =0 p-s.
2. B; est a accroissements indépendants et stationnaires.

3. Pour chaque t la v.a.r By suit la loi N'(0,t).

4. Les trajectoires t — By(w) sont continues pour presque tout w.

Remarque 2.2 : De cette définition, il suit que pourt > s> 0: i.e :
L] Bt — Bs A Bt—s V‘N(O,t— S).

o E[(B;— B,)]=0etE[(B; — By)*| =1t — s.
Proposition 2.3 Les 3 propriétés suivantes sont équivalentes

2. (By;t € RY) est a accroissements indépenants,

3. V0 < s <t, By — By suit une loi normale N'(0,t — s),

i) 2.Vt > 0, B, suit une loi normale N(0,t),
ii

3.V0 < s <t B, — By et B; sont indépendants,

i) 2. (By)i>0 est un processus gaussien, centré,
iii
3. Vs,t € Rt cov(By, Bs) = E[B;Bs] = s At.
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Graphique du mouvement Brownien
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Fic. 2.2 — Mouvement Brownien

Proposition 2.4 : Un mouvement Brownien standard (By,t € RY) est un processus a tra-
jectoires continues et gaussien avec moyenne m (t) = E(B;) = 0, var(B;) =t et covariance

K(t,s) =tAs=min(t,s).

Preuve. Il faudrait vérifier que ¢1 By, +...+ ¢, By, est une v.a. gaussienne. Vérifions seulement

que B; + B, est gaussienne :
B; + B, = (Bt - Bs) + 2B57

c’est donc une v.a. gaussienne, car la somme de deux v.a. gaussiennes indépendantes est

encore gaussienne.
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Soit maintenant ¢ > s >0 :

m(t) =E(B,) = 0
K(t,s) = Cou(B,, B,) = B(B,B,) = E((B, — B, + B,)B,)
= E((B; — B,)B,) + E(B?)

=0+4s.

car (B; — Bs) L B;. On a donc K (t,s) = min (t,s). =

Exemple 2.3 : Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite. Pour tout
t >0, nous posons X, = \/1Z. Le processus stochastique X = {X;,t > 0} a des trajectoires
continues et ¥t > 0, X; est de loi N (0,t). Est-ce que X est un mouvement Brownien ?.

Justifiez votre réponse.

Réponse : Non, puisque pour 0 < s <t < o0 :

Var [X; — X,] = Var [VtZ — \/sZ]
= (ﬂ - \/5)2Var [Z]
=t —2Vt\/5+s

#1t—s.
Proposition 2.5 : Le vecteur (By,, ..., By,) est centré et sa matrice des covariances est don-
née par :
th t1 1 ... 11
t1 ta ta ... 1o

toty ty .. tn
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Propriétés du mouvement Brownien

Propriétés en loi. Systématiquement, pour vérifier qu’on a un mouvement Brownien,
il s’agit de vérifier qu'on a un processus gaussien, centré, a trajectoires continues et avec
la bonne fonction de covariance. En général, il est facile de constater que le processus est

gaussien, centré et a trajectoires continues.
Proposition 2.6 : Soit B ={B;;0 <t < 400} un mouvement Brownien.

i) Symétrie : Si B est un MB alors (—B) en est un aussi.

ii) Propriété d’échelle (autosimilarité) : Si B est un mouvement Brownien alors pour

tout ¢ > 0, B} = %Bot est encore un mouvement Brownien (standard).

iii) Invariance par translation : Le mouvement Brownien translaté de h > 0, B} =
By, — By, est encore un mouvement Brownien standard, indépendant du mouvement

Brownien arrété en b (By)o<t<n-

iv) Comportement analogue en 0 et en +oco : B, = tB1 est encore un mouvement
t

Brownien standard
Preuve. D’aprés la définition (2.3) et la proposition (2.3) on a :
i) Symeétrie :
1. (—By) =0, P.p.s.

2. On a : (—B;) est de méme loi que B;. En effet : By ~ N(0,t), donc —B; est

symétrique, ainsi — B, 4 B, alors :

3. Vs, t € R, cov((—B;)(—Bs)) = B[(—By;)(—Bs)] = B[B;Bs] = min (¢, s).
4. L’application t — (—B;) est continue P.p.s.
ii) Propriété d’échelle (autosimilarité) :
1. Ve >0, B§ = \/LEB0 =0, Pp.s.
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2. Il est clair que (Bf):>o est un processus gaussien, continu et centré.

3. Vt,s e RT:

1
Cov (Btc7 Bg) = <\/E>2 Cov (Bctv Bcs)

= = min (ct
cmm(c,cs)

= min (¢, s) .
4. L’application ¢t — By est continue P.p.s.
iii) Invariance par translation : Soit h > 0, alors :
1. Bg = Bon — B = Bf =B, — B, =0, Pp.s.
2. Vt >0, B! suit la loi normale N(0,1).

3. Pour s <'t,

Cov (Bf,Bg) =Cov (Bt+h — Bh, Bs+h — Bh)
=K({t+h,s+h)—K({t+hh)—K(h,s+h)+ K(h)

=s+h—h—h+h=s=min(s,t).

4. Les deux applications s — B;.s et s — — By, P.p.s sont continues donc ’applica-

tion t +— B, — B, 'est aussi.
iv) Comportement analogue en 0 et en +00 : B, =tB 1.

1. By =0, Pp.s.
2. Il est clair que (Bt)tzg est un processus gaussien, continu et centré.

3. Vt,s e Rt :
Cov (Bt,és) = tsCov <B% ,B1>

= tsmin (%, %)

S = min(t,5)
= ———— =min(t,s).
max (, s) ’
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4. L’application ¢ — B, est continue, P.p.s.

Propriétés des trajectoires du mouvement Brownien

Détaillons maintenant les propriétés des trajectoires d’un mouvement Brownien de dimension

1. On sait déja qu’elles sont continues.

Proposition 2.7 : Si B est un mouvement Brownien, alors presque stirement :

limsupB; = +o0 et liminfB; = —occ.
t—4o00 t—+00

B
De plus, la vitesse de convergence est moins grande que celle de ¢ : Tt — 0, quand t — +00.

Proposition 2.8 (Comportement a linfini) : Si B est un mouvement Brownien, alors
presque surement :

. By
limsup— = 400 et hmmf— = —00.
oo /1 t—too /2

Preuve. On a :

({mnts o) 2 ()

=P (ADN {limnsup% > M}) .

Or

B, .
VM eN: P ({limsupT > M}> > limsupP (B,, > M+\/n),
n n n

et

P (B, > My/n) =P (B, > M) > 0.

B, : .
D’autre part {lim sup T > M } est un événement de la tribu asymptotique des va (B,, —
n
By,_1)n qui sont indépendantes donc a pour probabilité 0 ou 1, et vu ce qui précéde cela ne

peut étre que. m

30



Chapitre 2. Processus stochastique

Proposition 2.9 : Presque sirement, les propriétés suivantes sont vérifiées :
i) supeq) Be > 0.
ii) infte[oﬂ B; > 0.

iii) Il existe t €]0,1[, tel que B, = 0.

Preuve. Les deux premiers points sont équivalents par symétrie £(B) = L(—B). S'ils sont
faux, ils le sont donc simultanément. Mais alors on aurait B; = 0, cequi est absurde. Ils
sont donc vrais. Par continuité, le troisiéme est une conséquence du théoreme des valeurs

intermédaires et des deux premiers points. m
Proposition 2.10 : Pour tout e > 0 : By a un zéro p.s sur |0,¢].
Bet

%7

to € 10,1] tel que : By, = 0, c’est a dire B (etg) = 0. Le point t; = ety €]0,¢[ vérifie la

Preuve. Le processus B, = t € ]0,1] est un mouvement Brownien pour lequel il existe

proposition. m
On a une conséquence immeédiate de ce résultat :
Proposition 2.11 : Les trajectoires du M B ne sont p.s pas dérivables.

Preuve. Par la propriété de translation, il suffit de montrer la non dérivabilité en 0, c’est a

dire montrer que :

. By
——— = lim —.
t—0 t—0 t—0 ¢

n’existe pas. Or par retournement du temps % =B 1 ol B est encore un MB. Mais d’aprés
la proposition précédente( proposition 2.7) :
limsupB, = 400 et liminfB, = —o0,

s—+00 s§——+o00

avec s = %, ce qui montre que la limite cherchée n’existe pas. m
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2.2.2 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est un processus stochastique qui a des formes différentes et
des définitions. I peut étre défini comme un processus de comptage, qui est un processus
stochastique qui représente le nombre aléatoire de points ou d’événements jusqu’a un certain
temps. Le nombre de points du processus qui sont situés dans lintervalle de zéro & un
moment donné est une variable aléatoire de Poisson qui dépend de ce moment-la et d’autres

N s 12 2 92
parametres. Ce procédé présente les nombres naturels que son espace d’état et les nombres
non négatifs que ’ensemble d’indices. Ce processus est aussi appelé le processus de comptage

de Poisson, car il peut étre interprété comme un exemple d’un processus de comptage.

Définition 2.21
(N(t))i>0 telles que :
i) N(0)=0;

ii) V£ >0, N(t) € N*;

iii) ¢+ N(t) est croissante.

Graphique du processus de comptage

Proposition 2.12 : Du point de vue de la modélisation :

N

: Un processus de comptage est une suite de variables aléatoires réelles

y©-

Fic. 2.3 — Processus de comptage
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représente le nombre de « tops » se produisant dans l'intervalle de temps [a, b].
Définition 2.22 : Un processus de comptage est un processus discret a temps continu.

Définition 2.23 : 5i le nombre moyen d’occurrences dans un intervalle de temps firé est

A, alors la probabilité qu’il existe exactement k occurrences (k étant un entier naturel, k =

0,1,2,...) est

plk) = B(X = k) = Zre™,

ol \ est un mombre réel strictement positif. On dit alors que X suit la loi de Poisson de

parameétre A, noté X ~ Pois(\).

Définition 2.24 : Un processus de Poisson de densité A > 0 est un processus de comptage

(N(t))e>o tel que :

1. Le processus est a accroissemet indépendants :

\V/to <t <. < g,

les variables aléatoires :

sont indépendantes.

2. Pour tout (s,t) € R% : N(s+t) — N(s) suit la loi de Poisson de paramétre \t.

Exemple 2.4 : (Guichet) Ici, N, représente le nombre de clients qui sont arrivés au gui-
chet avant linstant t. L’hypotheése sur les sauts d’amplitude 1 exprime le fait que les clients
arrivent un par un au guichet. En revanche, les hypothéses i) et ii), qui posent des conditions
sur Niys — N (le nombre de clients arrivés au guichet dans l'intervalle de temps ]s,t + s]),
sont plus discutables. Malgré cela, une telle modélisation est une approximation raisonnable

de la réalité, qui a en plus la vertu de pouvoir donner des solutions quantitatives simples.
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Théoréme 2.3 : Le temps d’attente entre deur événements successifs suit une loi exponen-

tielle d’espérance %, c’est-a-dire que si : To = 0 et pour tout n € {1,2,...},
T, := linstant auquel se produit le n-iéme événement,
alors pour tout entier positif n et pour tout nombre réel positif t :
PT, —T, 1 <tj=1—e".

Preuve. : Soit X, le temps d’attente avant que le premier événement survienne. Pour tout

nombre réel positif x,

PX <z] =1-P[X > 7]

Plus généralement,

— 1 P[N(Tjy +1) — N(Tp_y) = 0]
=1—P[N(t) = 0], D’apres la stationnairétée.

=1—eM

Proposition 2.13 : Si N est un processus de Poisson alors :

i) la somme :

VE>0, Ni=) lin<y

n>0

est presque strement finie pour tout t > 0.
ii) les trajectoires de N sont constantes par morceaux, avec des sauts de taille 1 seulement.
iii) les trajectoires sont cadlag.
iv) Vvt >0, P(V;. = Ny) = 1.

34



Chapitre 2. Processus stochastique

v) Vt > 0, N, suit une loi de Poisson de paramétre A\t :

VneN, P(N,=n)=e MM (2.1)

n!
En particulier on a :
E[N;] = M = Var (N;) et E[e™N] = exp (At(e™ — 1)).
Remarque 2.3 : On a :
N(1) ~P(\) et BIN(1)] =2,
ce qui signifle que le nombre moyen d’événements survenant en une unité de temps est égal

a A

Proposition 2.14 : Un processus de Poisson est localement continu :

lim P(N(t + h) — N(t) > 1) = 0.

h—0t

Proposition 2.15 : Les relations suivantes sont triviales o vérifier :
a) N(t) =sup{n e N: T, <t}.

c) P(N(t)=n)=P(T, <t <Th1).

d) P(N(t)>n)=P (T, <1).

e) P(s<T,<t)=P(N(s) <n<N(t)).

Théoréme 2.4 :

1) Lorsquet — oo :

2) Lorsque n — o0 :
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Processus de Poisson composés

Définition 2.25 : Un processus de Poisson composé est un processus aléatoire indexé par le

temps qui s’écrit
Ny
Zy = § Y’m
n=1
ou :
. (Nt)te[o oo €St un processus de Poisson.

e Y, est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées et indé-

pendantes de (Ny) .

Remarque 2.4 : Le processus de Poisson composé est une généralisation du processus de

Poisson permettant des sauts de hauteur aléatoire.

Définition 2.26 : Un processus de Poisson composé {Z; : t > 0} a des accroissements sta-

tionnaires et indépendants. Sa fonction caractéristique est donnée par :

b2 () = e (on)

)

ot
e ¢y, est la fonction caractéristique des variables Y.

o v est Uintensité du processus {Y; : t > 0} sous-jacent au processus {Z; :t > 0} .

Exemple 2.5 : Arrivées d’avion dans un aéroport : chaque avion tramsporte un certain

nombre de passagers.

Proposition 2.16 : Un processus de Poisson composé est clairement un processus cadlag et

constant par morceaux.

Proposition 2.17 : Soit (Z;),~, un processus de Poisson composé, on a :

E(Z)=ME(Y) et Var(S) = ME(Y?).
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Chapitre 2. Processus stochastique

Théoréme 2.5 : Si Y} admet un moment d’ordre 1, alors pour tout t € [0, 4+00| la variable

aléatoire Z; posséde un moment d’ordre 1 et

E(Z) = ME (Y1),

ou A est Uintensité du processus de Poisson (Ni),c(o 4 oo -

Preuve. Fixons ¢t et montrons que Z; est intégrable.

On a:
B(Z) = [ Zn ®
n>1
< ZE (1 Nien ) .
n>1 k=1
Mais 1y,—, et ZYk sont indépendants, d’ou
k=1

S

k=1

<Y P(Ne=n)nP (V1))

n>1

<SE(N)E (V).

E(|Z]) < ZIP’ <

n>1

)

Or N; suit une loi de Poisson de parameétre A\t d’ou E (|Z;|) < ME (|Y:]) < oo
De la méme facgon et en utilisant le Théoréme de convergence dominée, on peut montrer cette
fois que

E(Z,) = ME (V)
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Conclusion

<« Un processus stochastique est un modeéle probabiliste permettant d’étudier un phénomeéne

aléatoire au cours du temps.

<« La théorie des processus aléatoires concerne 1’étude mathématique de phénomeénes phy-
siques, biologiques ou économiques évoluant dans le temps, et dont 1’évolution est de

caractére aléatoire, c’est-a-dire non prévisible avec certitude.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
N, R Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.
F Filtration.
o (M) La tribu engendrée par M.
N (m,o?) Loi normale de paramétre m et 0.
P(A) La probabilité d’événement A.
P Une mesure de probabilité sur {2.
T Intervalle de temps, ou ensemble d’indices.
14 Fonction indicatrice de A : vaut 1 si w € A et 0 sinon
Var (X) Variance de la variable aléatoire X
Cov(X,Y) Covariance des variables aléatoires X et Y.
P—p.s Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
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Annexe B : Rappel

A Lemme de Fatou

Soit (£2,.A,IP) un espace mesuré. Pour toute suite (A,), .y de fonctions mesurables sur €2 &

valeurs dans [0, +o00[, la limite inférieure de la suite est mesurable et l'on a :
P [lim iann] < liminfP [A,].

A Lemme de Borel-Cantelli

Si la somme des probabilités d’une suite (A,,),, d’événements d’un espace probabilisé (2, A, P)
est finie, alors la probabilité qu'une infinité d’entre eux se réalisent simultanément est nulle.
A Inégalité de Cauchy-Schwartz

L’inégalité de Cauchy-Schwartz est I'inégalité de Holder pour p = 2, ¢ = 2 et
E(XY] < (B[X*))* (B [v?)*.

A Inégalité de Tchebychev

Soit Y une variable aléatoire positive définie sur un espace probabilisé (£2,.4,[P). On note

E (Y) lespérance de Y. Alors, pour tout a > 0 :

EY)

P(Y > <
(v >a) <=
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Annexe : Rappel

A Convergence presque sire

On dit que X,, converge presque stirement vers X si

P(lim Xn:X):l.

n—-+4o0o

A Théoréme de convergence dominée

Théoréme 2.6 : Soit (fy), oy une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré (E, A, 1),

a valeurs réelles ou complexes, telle que :

e la suite de fonctions (fn), .y converge simplement sur E vers une fonction f;

e il existe une fonction intégrable g telle que
Vne N\Vz € E:|fu(x)] < g(x).

Alors f est intégrable et

n—-4o00

[ 1f, = fldu =0

En particulier :

lim /fndu:/ lim fnd,u:/fd,u.
n—-+00 B En~>+oo B
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Résumé

Dans notre travail, nous nous intéressons a certaines propriétés d'une
classe de processus stochastiques a accroissements stationnaires,

processus adapté, dérivabilité et intégrabilité.....

Le but principal est d'étudier deux exemples de processus stochastique :

Mouvement Brownien et Processus de Poisson.

Abstract

In our work, we are interested in certain properties of a class of
stochastic processes with stationary increments, adapted process,

differentiability and integrability....

The main goal is to study two examples of stochastic processes:

Brownian movement and Poisson Process.
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