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Introduction

Nous sommes constamment environnés de signaux : radio, télévision, téléphone portable (smart-

phone), photo numérique, ..., et le mode de vie contemporains repose chaque jour d�avantage sur

la transmission de tels signaux. Ceci implique di¤érentes opérations, à savoir, l�acquisition (sou-

vent analogique), la numérisation (c�est-à-dire la discrétisation et l�encodage en langage binaire),

la compression (les signaux sont de plus en plus volumineux), la transmission avec un minimum

de distorsion, et en�n la réception et la reconstruction du signal avec niveau de �délité acceptable.

Parmi les techniques utilisées, l�analyse de Fourier et l�analyse en ondelettes.

Joeseph Fourier révéla sa fameuse théorie[8; 18] qui stipule que toute fonctions pèriodique peut

être représe par une série in�nie de sinusoïdes.

La transformée de Fourier dans L1 (R) et L2 (R) [8; 11; 18] est une généralisation des séries de

Fourier sur la base expenetielle. L�analyse de Fourier présenté des inconvénients majeurs qui ne

permettent pas une analyse satisfaissante de toutes les sortes de signaux [18].

A cause de la manque de la localisation temporelle de l�analyse de Fourier, dans les années 1940,

le physicien D.Gabor [11; 8; 18] découvre la première forme de représentation temps-fréquence.

Il obtient une analyse temporelle en découpant arbitrairement le signal en plages de longueur

limitée[5; 1], chaque plage centrée autour du paramètre � de localisation en temps.

Les ondelettes ont été créées par J. Morlet [18] et A. Grossmann comme une alternative à l�analyse

de Fourier. Il s�agit d�une famille de fonctions déduites d�une même fonction (applée ondelette

mère) [14; 1] par opérations de translations et de dilatatations. L�analyse par ondelettes donne une

représentation des signaux permettant la mise en valeur simultanément des informations tempo-

relles et fréquentielles[11] (localisation temps-fréquence). Grâce à la notion d�analyse Multiréso-
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Introduction

lution (AMR) introduite par S. Mallat et Y. Meyer, [13; 15; 14; 11] la théorie des bases d�onde-

lettes à pu être développée, notamment leur construction[13], leurs propriétés[9; 3], et algorithmes

associés[11; 3; 15]

Le but de ce mémoire est l�étude des ondelettes et de l�analyse multirésolution. Il a structuré de

la manière suivante :

� Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels sur l�analyse de Fourier et on explique la

décomposition d�un signal f (t) en fréquence pour obtenir une meilleure approximation f̂ pour

f dans la base exponentielle imaginaire.

� Dans le deuxieme chapitre, on inroduit l�analyse temps-fréquence. On commence par la trans-

formée de Fourier glissante puis la transformée en ondelettes continues, dyadique et discrète

� Dans le troisème chapitre, on donne une explication théorique détaillée concernant l�analyse

multirésolution de L2 (R) et la construction d�une base orthonormée d�ondelettes:

2



Chapitre 1

Analyse de Fourier

Ce chapitre donne une explication théorique concernant l�analyse de Fourier, on a rappelé les séries

de Fourier et on a expliqué la théorie de la transformée de Fourier dans L1 (R) et L2 (R) :

1.1 Rappels sur les série de Fourier

Cette section donne des rappels sur les séries de Fourier, et on a expliqué comment approximé la

fonction f (t) par un polynôme trigonométrique telle que






f �
NX

n=�N
xnen







2

soit le minumim.

1.1.1 Polynômes trigonométriques

Dé�nition 1.1.1 Une fonction f est dite périodique de période "a" avec a 2 R�+ si :

8t 2 R; f(t+ a) = f(t):

Dé�nition 1.1.2 On dit que la fonction p est un polynôme trigonometrique d�ordre N si elle

s�ecrit sous la forme suivante :

p(t) =
NX

n=�N
Cne

2i�n t
a ; Cn 2 C: (1.1)

3



Chapitre 1. Analyse de Fourier

On note en(t) = e2i�n
t
a . Cette fonction est de période "a", il en est donc de même pour le polynôme

p .

On peut écrire p(t) sous forme d�une combinaison linéaire de sinus et cosinus :

p(t) =
1

2
a0 +

NX
n=1

(an cos 2�n
t

a
+ bn sin 2�n

t

a
):

avec 8><>: an = Cn + C�n

bn = i(Cn � C�n)
:

Notons TN l�espace des polynômes trigonométriques de degré inferieur ou égale à N dé�nis par

(1:1) quand les Cn varient. On munit cet espace vectoriel du produit scalaire :

(p; q) =

Z a

0

p(t)q (t) dt;

où �q le conjugué complexe de q:

On a bien sûr

(en; em) =

8><>: a si n = m;

0 si n 6= m:

Cela exprime le fait que les (en) sont orthogonales. Ces fonctions forment donc une famille libre,

il est par ailleurs clair qu�elle est génératrice. C�est donc une base de l�espace TN qui est par

conséquent de dimension 2N + 1:

Nous avons donc (en; em) = 0 si n 6= m et kenk2 =
p
a: Alors (p; en) = aCn: Donc

Cn =
1

a

Z a

0

p(t)e�2i�n
t
adt (formule de Fourier), (1.2)

4



Chapitre 1. Analyse de Fourier

ce qui donne une expression des coe¢ cients Cn en fonction de p: Pour la version réelle de la

décomposition, on obtient :

8><>:
an =

2

a

Z a

0

p(t) cos(2�n t
a
)dt:

bn =
2

a

Z a

0

p(t) sin(2�n t
a
)dt:

Remarque 1.1.1 A cause de la périodicité de p; l�intégrale Cn = 1
a

Z a

0

p(t)e�2i�n
t
adt peut être

prise sur tout intervalle de longueur a: Par exemple [�a
2
; a
2
]: On a alors dans ce cas les propriétés

suivantes :

si p est paire alors pour tout n, Cn = C�n et donc pour tout n, bn = 0:

si p est impaire alors pour tout n, Cn = �C�n et donc pour tout n, an = 0:

1.1.2 Séries de Fourier

Soit f 2 L2P (0; a) une fonction périodique de période "a", on peut approximer la fonction f par

un polynôme trigonométrique fN (N est un entier �xé) dans l�espace TN c-à-d fN est une solution

du problème suivant :

Min
xn2C






f �
NX

n=�N
xnen







2

:

Le minimun est atteint lorsque xn = Cn ,et pour cette valeur seulement, alors

fN(t) =
NX

n=�N
Cn(f)e

2i�nt

a ;

ou

fN(t) = 1
2
a0 +

NX
n=1

(an cos
2i�nt
a
+ bn sin

2i�nt
a
):

et on a le théorème suivant :

Théorème 1.1.1 (voir [8]) Si f 2 L2P (0; a), la meilleure approximation fn de f ,dans TN :

5



Chapitre 1. Analyse de Fourier

fN(t) =
NX

n=�N
Cne

2i�nt

a ;

où les Cn sont dé�nis par (1.2), tend vers f dans L2p(0; a) quand N �! +1. Autrement dit :

Z a

0

j f(t)� fN(t) j2 dt �! 0 quand N �! +1.

Si la fonction f n�est pas périodique, on utilise la transformation de Fourier qui est une généralisa-

tion des série de Fourier. La transformation de Fourier repose sur la décompositon de la fonction

suivant une base continue de cosinus et sinus ou de l�expentielles imaginaires.

1.2 Transformation de Fourier

Cette section donne l�explication théorique de la transformée de Fourier dans L1 (R) et dans L2 (R) ;

et sa propriétés pricipales.

1.2.1 Transformation de Fourier dans L1(R)

Dé�nition 1.2.1 Etant donnée f 2 L1(R);on pose :

Ff(�) = f̂(�) =

Z
R
e�

2i��t
a f(t)dt;

Ff(�) = f̂(�) =

Z
R
e
2i��t
a f(t)dt:

Ff est la transformée de Fourier (T.F) de f:

Ff est la transformée de Fourier conjuguée.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Rieman_Lebegue) (V oir [8]) Etant donnée f 2 L1(R); on

a :

1. F est une fonction continue et bornée sur R

6



Chapitre 1. Analyse de Fourier

2. F est un opérateur linéaire continu de L1(R) dans L1(R) et

kf̂k1 � kfk1.

3.

lim
j�j!+1

���f̂(�)��� = 0.
(de même pour �F)

Théorème 1.2.2 (Inversion dans L1(R)) (Voir [8])Si f et f̂ sont dans L1(R) on a F f̂(t) =

f(t) en tout point t où f est continue.

Proposition 1.2.1 Soit f 2 L1(R): Alors, on a les relations congugaison-parité :

F(f) = F( �f);

(F(f))� = F(f) = F(f�):

On en déduit les propriétés de parité :

Si f est paire (resp impaire) ) f̂ est paire (resp impaire),

Si f est réelle paire(resp imaginaire impaire) ) f̂ est réelle paire(resp imaginaire impaire).

Proposition 1.2.2 Soit f 2 L1(R). Alors, on obtient :

�af(�) = e�2i�a� f̂(�);

�af̂(�) = \e2i�atf(t):

Proposition 1.2.3 1. Si tkf(t) est dans L1(R); k = 0; 1; :::::n, f̂ est un fois dérivable et on a

pour

k = 0; 1; :::::n f̂ (k)(�) = \(2i�t)kf(t).

7



Chapitre 1. Analyse de Fourier

2. Si f 2 Cn(R) \ L1(R) et si toutes les dérivées f (k); k = 1; : : : N sont dans L1(R) alors pour

k = 1; : : : N; df (k)(�) = (2i��)kf̂(�):
3. Si f 2 L1(R) est à support borné, alors f̂ 2 C1(R):

1.2.2 Transformée de Fourier dans L2(R)

La transformée de Fourier de la fonction indicatrice f = 1[�1;1] vaut

f̂(�) =

Z 1

�1
e�2�i�tdt = 2

sin �

�
:

Cette fonction n�est pas intégrable car f n�est pas continue, mais elle est de carré intégrable. Le

théorème 1.2.2 sur la transformée de Fourier inverse n�est pas applicable. Ceci conduit à étendre

la transformée de Fourier à l�espace L2(R) des fonctions f d�énergie �nie
R +1
�1 j f(t) j2 dt < +1 .

Théorème 1.2.3 ( Parseval-Plancherel) (Voir [8]) Si h ét f sont dans L1(R) \ L2(R) alors :

Z +1

�1
f(t)h(t)dt =

Z +1

�1
f̂(�)ĥ(�)d�; (1.3)

Pour h = f; on déduit :

Z +1

�1
j f(t) j2 dt =

Z +1

�1
j f̂(�) j2 d�: (1.4)

Théorème 1.2.4 (Voir [8]) La transformation de Fourier F(respectivemet la transformation inverse F)

se prolonge en une isométrie de L2(R) sur L2(R). Désignons toujours par F(resp F) ce prolonge-

ment on a :

1.

8f 2 L2(R) F
�
Ff
�
= F(Ff) = f p:p:

8



Chapitre 1. Analyse de Fourier

2.

8f; g 2 L2(R)
Z
R
f(t)�g(t)dt =

Z
R
(Ff)(�)(Fg)(�)d�.

3.

8f 2 L2(R) kfk2 = kFfk2:

Propriété 1.2.1 (Voir [8])

ii) Si f 2 L2(R), F(f) est la limite dans L2(R) de la suite gn dé�nie par

gn (�) =

Z +n

�n
e�2i��tf(t)dt:

iii) Si f 2 L2(R);Ff est limite dans L2(R) de la suite hn dé�nie par :

hn(�) =

Z +n

�n
e2i��tf(t)dt:

1.2.3 Inconvénient de la transformée de Fourier

Malgré son immense succès, cette technique a plusieurs défauts, en particulier son manque évident

de localisation temporelle. En e¤et, l�analyse de Fourier permet de connaitre les di¤érentes fré-

quences excitées dans un signal, c�est-à-dire son spectre, mais ne permet pas de savoir à quels

instants ces fréquences ont été émises. Cette analyse donne une information globale et non locale,

car les fonctions d�analyse utilisées sont des sinusoïdes qui oscillent indé�niment sans s�amortir.

Cette perte de localité n�est pas un inconvénient pour analyser des signaux dont la structure sta-

tistiquement stationnaires, mais devient un problème pour l�étude de signaux non stationnaires.

9



Chapitre 2

Transformée en ondelettes

Dans ce chapitre, nous proposons des méthodes qui permettent des localisations temporelles des

fréquences via une analyse de Fourier local. La transformée de Fourier à fenêtre et la transformée

en ondelettes sont deux exemples importantes de décomposition temps-fréquence qui utilisent un

ensemble continu de fonctions analysantes. Nous introduissons les transformations en ondelettes

continue, dyadique et discret. Nous étudions la régularité locale et la régularité ponctuele d�un

signal à travers la décroissance de ses coe¢ cients d�ondelettes.

2.1 Analyse de Fourier locale

En 1946, Gabor introduit les atomes de Fourier à fenêtre a�n de mesurer les variations fréquen-

tielles. L�idée est d�utiliser une fonction «fenêtre» g pour localiser l�analyse de Fourier, puis de

faire glisser la fenêtre sur une autre position, et ainssi de suite. Les points les plus marquants de

cette analyse sont caractère local de l�analyse de Fourier.

Pour obtenir de l�information de Fourier locale on a utilisé la fonction g à qui on demonde d�être

localisée à la fois en fréquence et en temps.

10



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

2.1.1 Principe d�incetitude de Heisenberg

Le principe d�incertitude nous dit que l�énergie d�une fonction et sa T.F ne peuvent être simultralu-

ment concentrée sur des intervalles arbitrairement petits.Le Dirac �(t�u) (au sens des distribitions)a

un support ponctuelle t = u, mais sa T.F e�iu! a une énergie uniformément répartie sur toutes

les fréquences. on montre que
���f̂(!)��� décroit rapidement dans hautes fréquences seulement si f a

des variations régulières dans le temps.par conséquence, l�énergie de f doit s�étaler sur un domaine

relativement étendu.

Pour réduire l�étalement temperelle de f , on peut dilater la fonction par un facteur s < 1, sans

changer son énergie totale, si

fs(t) =
1p
s
f(
t

s
); kfsk2 = kfk2:

Comme la T.F f̂s(!) =
p
sf̂(s!) est dilatée d�un facteur 1=s, on perd en localisation fréquentelle ce

qu�on a gagné en localisation temperelle. Cela met en évidence un compromais entre la localisation

en temps et celle en fréquence.

Les concentrations en temps et en fréquence son limitées par le principe d�incertitude d�Heisenberg.

Ce principe a une interprétation importante en mécanique quantique(Gabor,1946), comme une

incertitude de la position et de la vitesse d�une particule libre. L�état d�une particule libre se

trouve unidimentielle est décrit par une fonction d�onde f 2 L2(R).

La densité de probabilité pour cette particule se trouve en t est
1

kfk2 jf(t)j
2 : La densité de pro-

babilité pour que sa quantité de mouvement soit ! est
1

2�kfk2
���f̂(!)���2. La position moyenne de la

particule est

u =
1

kfk2
Z
R
t jf(t)j2 dt

et sa quantité de mouvement moyenne est

� =
1

2�kfk2
Z
R
!
���f̂(!)���2 d!:

11



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

Les variances autour de ces valeurs moyennes sont, respectivement :

�2t =
1

kfk2
Z
R
(t� �)2 jf(t)j2 dt

et

�2! =
1

2�kfk2
Z
R
(! � �)2

���f̂(!)���2 d!:
Plus �t est grand , plus il y a d�incertitude sur la position de la particule libre, plus �! est grand,

plus d�incertitude sur sa quantité de mouvement .

Théorème 2.1.1 (Incertitude de Heisenberg) (voir [11]) La variance temporelle et la variance

fréquentielle de f 2 L2 (R) satisfont

�2t �
2
! �

1

4
:

Cette inégalité est une égalité si et seulement s�il existe (u; �; a; b) 2 R2 � C2 telle que

f(t) = a exp(i�t� b(t� u)2):

2.1.2 Atomes temps-fréquence

Une transformée temps-fréquence linéaire corrèle le signal avec une famille de fonctions bien concen-

trées en temps et en fréquence. Ces fonctions sont appelées atomes temps-frequence, considérons

une famille générale d�atomes temps-frequence f�
g
2T , òu 
 peut être un indice de dimension

supérieur à 1. On suppose que �
 2 L2(R) et que k�
k2 = 1. L�opérateur linéaire correspodant

associe à f 2 L2(R) la valeur

Tf(
) =

Z +1

�1
f(t)�
(t)dt = (f; �
) :

12



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

Le théorème de Persevale (1:3) montre que

Tf(
) =

Z +1

�1
f(t)�
(t)dt =

Z +1

�1
f̂(!)�̂
(!)d!:

Si �
(t) est pratiquement nul pour t en dehors du voisinage d�une abcisse u; alors (f; �
) ne dépend

que des valeurs de f dans ce voisinage.

Boites d�Heisenberg associées aux atomes temps-fréquence

La tranche d�information contenue dans (f; �
) est représentée dans le plan temps-fréquence (t; !)

par une région dont la position et la taille dépendent de l�étalement de �
: en temps et en fréquence.

Comme

k�
k2 =
Z +1

�1
j�
(t)j2 dt = 1;

on interprète j�
(t)j2 comme une densité de probabilité centrée en

u
 =

Z +1

�1
tj�
(t)j2dt:

Son étalement autour de u
 est mesuré par la variance

�2t (
) =

Z +1

�1
(t� u
)2j�
(t)j2dt:

La formule de Pancherel (1:4)montre que l�on a
Z +1

�1
j�
(!)j2d! = 2� k�
k2 : La fréquence médiane

de �̂
 est donc dé�nie par

�
 =
1

2�

Z +1

�1
!j�̂
(!)j2d!:

et son étalement autour de �
 vaut

�2!(
) =

Z +1

�1
(! � �
)2j�
(!)j2d!:

La résolution temps-fréquence de �
 est représentée dans le plan temps-fréquence (t; !) par une

13



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

boîte de Heisenberg, centrée en (u
; �
) ; de largeur temperelle �t(
); et dont la largeur fréquentielle

vaut �!(
):

Fig. 2.1 �Boite de Heisenberg représentant un atome temps-fréquence �


2.1.3 Transformée de Fourier à Fenêtre glissante

Un atome de Fourier à fenêtre s�obtient à partir d�une fenêtre g, que l�on translate de u et que l�on

module à la fréquence � :

�
 (t) = gu;� (t)) = e
i�tg (t� �) :

Bo{̂tes de Heisenberg de deux atomes de

Fourier �a fenêtre g�; � et g�; 


14
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Fonction fenêtre :

une fonction fenêtre est une fontion régulière, qui est bien localisée c-à-d qui est nulle en dehors

certaine zone qui appelle son support.

La première idée consiste à tronquer le signal en ne le considérant que sur un intervalle �ni [�A;A]

c�est ça pour on multiplie le signal f(t) par le créneau �[�A;A] et on va calculer sa transformeé de

Fourier, alors :

ĝ(�) = \rA:f(�) =
�
sin
2�A�

��

�
� f̂(�) = (sA � f̂)(�):

Fig. 2.2 �Le sinus cardinal

L�approximation de f̂ par ĝ est d�autant meilleure que A est grand, c�est-à-dire que sA approche

mieux l�impulsion de Dirac. Mais les calculs deviennent vite trés volumineux. Surtout, le sinus

cardinal s�amortit très lentement et présente des lobes importants près de l�origine. A�n de les di-

minuer, on utilise de préférence des fonctions plus régulières, toutes appelées fenêteres, concentrées

autour de l�origine :

Fenêtre triangulaire : Elle est de la forme

g(t) =

�
1� j t j

A

�
�[�A;A](t); A > 0:

la fontion g(t) est bien régulère sur [�A;A] mais sa transformée de Fourier ĝ(t) = 1

A
(
sin �A�

��
)2est

15
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lente.

C�est pour ça on cherche autre fenêtre qui est bien localisée.

titre

5:jpg

Fig. 2.3 �Fenêtre de gauss en temps et fréquence

Fenêtres de Hamming et Hanning :

Elles sont de la formes

g(t) =

�
a+ (1� a) cos 2�t

a

�
rA(t):

Si a = 0:54; on obtient la fenêtre de Hamming.

Si a = 0:5; on obtient la fenêtre de Hanning.

Fig. 2.4 �Fenêtre de Hamming et Hanning

Fenêtre de Gauss Elle est de la forme g(t) = Ae�at
2
(a;A > 0) cette fenêtre est très utilisée

16
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La constante A est choisie de façon à avoir que

Z
R
jg(t)j2 dt = 1, g 2 L2(R):

Cette fenêtre est utilisée par Gabor dans sa transformée.

Fig. 2.5 �Fenêtre de Causs

Formules de D.Gabor

D.Gabor, dans les années 1940, a utilisé essentiellement la fenêtre de Gauss g(t) = �1=4e�
1
2
t2 : Un

des mérites de D.Gabor a été d�expliciter la formule inverse dannant f à partir des Sf(�; b): On a

le résultat suivant :

Théorème 2.1.2 (voir [8]) Soit g 2 L1(R) \ L2(R) une fenêtre telle que jĝj soit une fonction

paire et kgk2 = 1 on pose :

g�b(t) = e
2i��tg�b(t� b) ,(�; b 2 R):

pour tout signal f 2 L2(R) on considère les co¤ecients :

Sf (�; b) =

Z
R
f(t)�g�b(t)dt;

Alors on a :

a) Conservation de l�energie :

17
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Z Z
R2
jSf (�; b)j2 d�db =

Z
R
jf(t)j2 dt:

b) La formule de reconstruction

f(x) =

Z Z
R2
Sf (�; b)g�b(x)d�db:

au sens suivant : si

gA(x) =

Z Z
j�j<A
b2R

Sf (�; b)g�b(x)d�db:

Alors limA!+1 gA(x)! f(x) dans L2 quant A! +1:

Fig. 2.6 �Transformée de Fourier à fenêtre glissante

Inconvénient de la TFFg L�étude d�un signal avec la (TFFg) permet d�obtenir à la fois une

information sur le temps et sur la fréquence, mais la résolution d�analyse est �xée par le choix de

la taille :

� Si la fenêtre est trop petite, les basses fréquences n�y seront pas contenues

� Si la fenêtre est trop grande, l�information sur les hautes fréquences est noyée dans l�information

concernant la totalité de l�intervalle contenu dans la fenêtre.

Donc la taille �xe de la fenêtre est un gros inconvénient. L�outil idéal serait une fenêtre qui s�adapte

aux variations de fréquence dans le signal à analyser. Cet outil existe, il s�agit de la récente analyse

en ondelettes.

18
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On a vu qu�il n�y avait pas de base de L2 (R) qui une bonne localisation unifonrme à la foit en

temps et en fréquence. De plus, les fonctions analysantes g�b oscillent de plus en plus grand � tend

vers +1; et cela conduit à des instabilités numérique.

Pour ces raisons J.Morlet a inroduit au débus des années 80 une autre repréntation en ondelettes :

2.2 Analyse par transformée en ondelettes

Pour analyser des composantes transitoires de durrées di¤érentes, il est nécessaire d�utiliser des

atomes dont les supports temporelles ont des tailles variables. Pour cela, la transformée en onde-

lettes décompose les signaux sur une famille d�ondelettes translatées et dialatées.

Dé�nition 2.2.1 (Ondelette mère) On appelle ondelette mère (analysante ) une fonction 	 :

R! C qui est dans L2(R) et satisfait les conditions suivantes

1.

C	 =

Z
R

���	̂(�)���2
j�j d� <1.

Ce qui implique
R
R	(x) dx = 0.

2.

k	k2 = 1:

La famille des fonctions ou ondelettes est dé�nie par :

	u;s(x) =
1p
s
	(
x� u
s
); s 2 R�+; u 2 R:

avec :

� s : paramètre d�échelle donne la taille de support d�ondelette.

� u : paramètre de position.

Ainsi, on a dé�ni une famille d�atomes temps fréquence en dilatant l�ondelette 	 par un facteur s,

et en translatant par u.
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Exemple 2.2.1 Ondelettes de Shannon, Meyer, Battle-Lémarié...

Remarque 2.2.1 La T.F des ondelette est donnée par :

	̂u;s(�) =

Z
R
e�2i��x	u;s(x)dx =

p
s	̂(s�)e�2i�u�:

2.2.1 Transformée en ondelettes continue

Dé�nition 2.2.2 La transformée en ondelettes continue (TOC) utilisant l�ondelette 	 est dé�nie

comme :

8(s; u) 2 R�+ � R;Wf(u; s) =
1p
s

Z
R
f(t)	

�
t� u
s

�
dt: (2.1)

avec Wf(u; s) sont des co¢ cients d�ondelettes.

Remarque 2.2.2 La transformée en TOC;utilisant l�ondelette 	 est équivalent à :

8(s; u) 2 R�+ � R;Wf(u; s) =
p
s

Z
R
f̂(�)	̂(s�)e2i�u�d�:

Preuve. Il su¢ t d�appliquer la formule de Perseval :

Wf(u; s) = (f;	u;s) = (f̂; 	̂u;s):

Remarque 2.2.3 Si on pose :

~	s(x) =
1p
s
	(
�x
s
);
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On obtient d�aprés (2.1) :

8(s; u) 2 R�+ � R;Wf(u; s) =
Z
R
f(t) ~	S(t� u)dt;

Donc :

8(s; u) 2 R�+ � R;Wf(u; s) = f(t) � ~	s(u):

Fig. 2.7 �Transformée par ondelettes (TO)

Exemple 2.2.2 Soit S(t) = sin(2�!t). Alors Ŝ(�) =
1

2i
(�! + ��!)

WS(u; s) =
1p
s

Z
R
S(t)	

�
t� u
s

�
dt =

p
s

Z
R
Ŝ(�)	̂(s�)e2i�u�d�;

=

p
s

2i

Z
R
(�! + ��!)	̂(s�)e

2i�u�d�;

=

p
s

2i

h
e2i�b�	̂(s!)� e�2i�u�	̂(�s!)

i
;

Si 	̂ est paire

WS(u; s) =
p
s	̂(s!) sin(2�!u); s > 0; u 2 R:
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Ondelettes réelles et complexes :

Les ondelettes réelles sont bient adaptées pour détection de changements brusques dans un signal.

Les ondelettes complexes (ou analytique) sont utilisées pour séparer la phase et l�amplitude des

composantes d�un signal.

Inversion de la transformée en ondelettes continue Le théoréme suivant montre que la

TOC est une transformation inversible qui conserve l�énergie du signal si l�ondelette véri�e la

condition d�admissibilité suivante :

C	 =

Z +1

0

���	̂ (!)���
!

d! < +1:

Si 	 véri�e la condition ci dessus, alors l�ondelette est dite admissibilité. On peut remarquer que

la condition d�admissible. impose nécessairement que 	̂ (0) =
R +1
�1 	(t) dt = 0 c�est à dire que

l�ondelette soit de moiyenne nulle.

Théorème 2.2.1 Soit 	 2 L2 (R) une ondelette admissible alors pour tout f 2 L2 (R) ona :

f (t) =
1

C	

Z +1

0

Z +1

�1
Wf (u; s)

1p
s
	

�
t� u
s

�
duds

s2
:

De plus, la TOC conserve l�énergie du signal

Z +1

�1
jf (t)j dt = 1

C	

Z +1

0

Z +1

0

jWf (u; s)j2
duds

s2
:

2.2.2 Transformée en ondelettes dyadique

La transformée en ondelettes dyadique est une représentation invariante par translation car le

paramètre de translation u n�est pas échantillonné. Pour construire cette réprésentation, l�échelle

s est discrétisée, mais pas le paramétre de translation u, l�échèlle est échantillonée sur une suite

dyadique f2jgj2Z.
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Dé�nition 2.2.3 La transformée en ondelettes dyadique de f 2 L2(R) est dé�nie par

Wf (u; 2
j) =

Z
R
f(t)

1p
2j
	(
t� u
2j

)dt = f � ~	2j(u);

avec

~	2j(u) = 	2j(�t) =
1p
2j
	2j(�

t

2j
):

Fig. 2.8 �Transformée en ondelettes dyadique Wf (u; 2
j) :calculée aux échelles 2j calculée aux

échelle 2�7 � 2j � 2�3, avec le banc de �ltree section 5:5:2 de 11.

2.2.3 Transforme en ondelette discrète

On restreint les paramètres de dilatation-translation (a; b) à un sous-ensemble dicret, ce qui est

étudiés par I.Daubechies, A.Grossman et Y.Meyer, on choisit

am=a�m , bn = n�a�m , (a > 1; � 6= 0) avec 	ambn = am=2	(amx� n�):

Pour des �ns de strabilité numérique, I.Daubecheis a étudié dans quelles conditions l�aplication

W : f ! Wf = Wf (am; bn) =

Z
R
f(x)	am;bn(x)dx
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de L2(R) dans l2(Z2) est injective, mais aussi d�inverse continue sur son domaine. Cette condition

se traduit par l�existence de deux constantes positives A et B telles que

Akfk2 �
X
m;n2Z

j	am;bn ; f j2 � Bkfk2:

et on a la formule de reconstruction dé�nie par

f =
2

A+B

X
m;n2Z

Wf(am; bn)	am;bn +Rf :

où le reste Rf est estimé par kRfk � 
(BA �1)kfk: Si
B
A
� 1; le terme d�ereur Rf peut être négligé

et la reconstruction est numériquement satisfaisante.

Pour d�autres types d�aplications on péfère utiliser des bases orthonormées d�ondelettes dans le

but de réduire autant que possible la redondance de la famille (	am;bn)(m;n)2Z2.

Compte tenu de la redondance d�informations données par les coe¢ cients Wf (a; b) sur la base des

	a;b:

Soit 	 2 L2(R); régulière telle que (	j;k) j; k 2 Z soit une base orthonormée de L2(R); on peut

décomposer tout signal f 2 L2(R) en série double

f(x) =
X
j2Z

X
k2Z

(f;	j;k)	j;k(x)

avec

	j;k(x) = 2
j=2	(2jx� k):

Ces co¢ cient sont dé�nies par

Wj;k = (f;	j;k) = 2
j=2

Z
R
f(x)	(2jx� k)dx

et qui sont indépondantes les uns des autres.
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Les paramétres de dilatation-translation (a; b) = (2j; 2�jk) correspondent à la discétisation de

R+ � R.

Le réseu des paramètres de dilatation-tanslation considéré dans ce cas est la collection de tous les

intervelles diyadique

I(j; k) = [k2j; (k + 1)2�j[; (j; k 2 Z):

2.2.4 Analyse de régularité

L�analyse de Fourier permet de caractériser la régularité globale d�une fonction. La transformée en

ondelettes permet d�analyser la régularité ponctuelle d�une fonction.

Un signal est régulier si on peut l�aproximer localement par un polynome.

Supposons que f soit déférentiable m foit sur [v � h; v + h], Soit pv son polynome de taylor au

voisinage de v :

pv(t) =
m�1X
k=0

f (k)(v)

k!
(t� v)k:

Dé�nition 2.2.4 Une fonction f est ponctuellement lipschitz � > 0 en v; s�il éxiste K > 0 et un

polynome pv de degré m = [�] tels que

8t 2 R; jf (t)� pv (t)j < K jt� vj� : (2.2)

� Une fonction f est uniformément Lipshitz � sur [a; b] si elle véri�e (2:2) pour tout v 2 [a; b] ;

avec une constante K indépandante de v

� La régularité lipschitzienne de f en v ou sur [a; b] est le sup des � pour lesquels f est lipschitz

�:

Dé�nition 2.2.5 On dit que 	 a q = [�] moments null si

Z
R
	(t)tkdt = 0;8k < q: (2.3)

On va mesurer � à partir de jWf (u; s)j lorsque u est au voisinage de v:

25



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

On suppose que L�ondelette 	 a n moments nuls et qu�elle est Cn avec des dérivées à décroissance

rapide. On a pour tout 0 � K � n et m 2 R; il existe Cm telle que

8t 2 R; j	(K)(t)j � Cm
1 + jtjm : (2.4)

Le théorème suivant lie la régularité lipschitzienne de f sur un intervalle à l�amplitude de sa

transformée en ondelettes aux �nes échelles .

Théorème 2.2.2 (voir [11]) Si f 2 L2(R) est uniformément Lipschitz � � n sur [a; b] alors il

éxiste A > 0 tel que

8(u; s) 2 [a; b]� R+; jWf (u; s)j � As�+1=2: (2.5)

Réciproquement, supposons que f soit bornée et que Wf(u; s) véri�e (2:5) pour un � < n non

entier. Alors f est uniformément Lipschitz �sur [a+ �; b� �] ; pour tout � > 0:

Théorème 2.2.3 (voir [11]) Si f 2 L2(R) est Lipschitz � � n en v; alors il existe A tel que

8(u; s) 2 R� R+; jWf (u; s)j � As�+1=2(1 + j
u� v
s
j�):

Réciproquement, si � < n n�est pas entier et s�il existe A et �0tels que

8(u; s) 2 R� R+; jWf (u; s)j � As�+1=2(1 + j
u� v
s
j�0)

alors f Lipschitz � en v:

Ce théorème donne une condition nécéssaire et une condition su¢ sante sur la transformée en

ondelettes pour estimer la régularité lipschitzienne ponctuelle de f en un point v:
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Analyse mulirésolution et ondelettes

orthogonales

L�analyse multirésolution permet de décomposer des signaux mono ou multidimensionnels sur une

base orthonormée des fonctions d�échelles et sur une base des fonctions ondelettes. Par consé-

quent, cette famille d�ondelettes orthonormales par analyse multirésolution réduit à néant toute

redondance.

Dans ce chapitre, on explique comment la théorie des ondelettes a été développée et comment on

construit une base orthonormée de L2(R) grâce à l�analyses multirésolution. On présente quelques

familles des ondelettes orthogonales, et un algorithme qui permet de calculer les coe¢ cients d�on-

delettes.

3.1 Analyse multirésolution

L�idée de l�AMR d�un signal consiste à le représenter comme une limite de ses approximations

successives, où chaque approximation est une version de la précédente. Cette section présenté les

principes de multirésolution, et quelques exemples sur l�analyse multirésolution isuelles.

Dé�nition 3.1.1 (Analyse multirésolution) Une analyse mutirésolution (A:M:R) est par la

dé�nition de Yves Meyer, une suite croissante de sous-espace fermé (sevf) Vj de L2(R) ,j 2
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Z;véri�ant les proprietés suivantes :

1. les Vj sont omboités, c�est a dire :

8j 2 Z; Vj � Vj+1; (3.1)

2. l�intersection de tous Vj est une fonction nulle,et L2(R) est l�union fermé de tout Vj c�est à

dire :
1\

j=�1
Vj = f0g ,

1[
j=�1

Vj dense dans L2(R); (3.2)

3. dilatation :

8j 2 Z;8f 2 L2(R); f(x) 2 Vj , f(2x) 2 Vj+1; (3.3)

4. translation :

8j 2 Z;8f 2 L2(R); f(x) 2 V0 , f(x� k) 2 V0; (3.4)

5. base de Riesz :

il existe une fonction g 2 S(R)telle que la suite g(x� k) soit base de Riesz (3.1.2) de V0:

(3.5)

3.1.1 Base de Riesz

Dé�nition 3.1.2 (Base de Riesz) Si H est un espace de hilbert,une famille j 2 J , de vecteurs

de H est une base de Riesz de H si ej est une famille totale dans H (les combinaisons linéaires

�nie des ej forment une partie dense dans H) et s�il existe deux constantes C2 � C1 > 0 telle

que, pour tout suite �nie des co¢ cients �j; j 2 J on ait

C1(
X
j2J
j�jj2)1=2 �






X
j2J
�jej






 � C2(X
j2J
j�jj2)1=2: (3.6)

Proposition 3.1.1 (voir [3]) Une famille fg(x� k)gk2Z forme une base de Riesz de l�espace V0
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qu�elle engendre si et seulement si il existe A > 0 et B > 0 telle que

8! 2 [��; �] ; 1
B
�

+1X
k=�1

jĝ(! � 2k�)j2 � 1

A
:

3.1.2 Fonction échelle

Dans les conditions de multirésolution et à partir de g, on montre qu�il éxiste une fonction '

appartient à l�espace V0 telle que la suite ' (x� k) soit une base orthonormée de V0 appelée

fonction d�échelle.

Le théorème suivant orthogonalise la base de Riesz fg (x� k)gk2Z est construit une base orthonor-

mée de chacun des espaces Vj en dilatant et en translatant une unique fonction d�échelle ':

Théorème 3.1.1 Soit fVjg j 2 Z une approximation multirésolution et ' la fonction d�échelle

dont la transformée de Fourier est

'̂ (!) =
g(!) 

+1X
k=�1

jĝ(! � 2k�)j2
!1=2 ;

On pose

'j;k(t) =
1p
2j
'

�
x� k
2j

�
;

Alors la famille f'j;ngn2Z est une base orthonormée de Vj pour tout j 2 Z:

Proposition 3.1.2 (voir [4]) La fonction ' véri�e deux propriétés importantes :

1. Z
R
'(x)dx = '̂(0) = 1 qui liée à la propriété (3.2) .

2. ' satisfait l�identité

X
k2Z

��'̂ (! + 2k�)2�� = 1;
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ou encoure Z
j'̂(!)j2 eik! = 2��0;k:

qui expriment l�orthonormalité de la suite f'(x� k)gk2Z analyse multirésolution.

3.1.3 Analyse multirésolution r-réguliére

Dé�nition 3.1.3 A.M.R est dite r-reguliére (r 2 N) si l�on peut choisir la fonction g intervenant

dans (3.5); l�on ait

j( d
dx
)qg(x)j � Cm(1 + jxj)�m

pour 0 � q � r; et pour tout entier m � 0 et tout x 2 R:

3.1.4 Exemples d�analyse multirésolution de L2 (R)

Analyse multirésolution de Haar

Un exemple plus simple d�analyse multirésolution est celle de Haar. Les Vj sont des sous-espaces de

L2 (R) formés des fonctions continues surR dont la restriction à chaque intervalle [k2�j; (k + 1) 2�j[ ; k 2

Z est une fonction constante. La fonction g de V0 est alors la fonction caractéristique de l�intervalle

[0; 1] :

Espaces embôités de spline d�ordre r

Un second exemple d�analyse mulitrésolution (r-régulière) est celle venant de suites emboitées de

fonctions splines d�ordre r, r 2 N� associées à des ra�nements de maillages. Dans ce cas, les Vj

sont des sous-espaces de L2 (R) formés des fonctions continues sur R et dont la restriction à chaque

intervalle [k2�j; (k + 1) 2�j[ ; k 2 Z est un polynôme de dégré � r:

Un choix possible de la fonction g de V0 est fourni par le produit de convolution g = � � � � ::: �

�; (r + 1) fois, où � est le créneau centré en 0 de longeur 1:

Pour beaucoup d�applications, on souhaite avoir une approximation régulière, alors, on augmente
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simutanément le dégré des polynômes et la régularité globale de l�approximant en choisissant r

grand.

Analyse multirésolution de Shanon

Un troisième exemple est l�analyse multirésolution de Shanon. Ici, V0 est le sous-espace fermé de

L2 (R) formé de fonction dont la transformée de Fourier est portée par l�intervalle
�
�1
2
; 1
2

�
. La

fonction g est alors g (x� k) ; k 2 Z forment une base orthonormée de V0:

Cet exemple ne conduit pas à une analyse multitésolution régulière, car la fonction g n�a pas la

décroissance nécessaire.

Analyse mulirésolution dite de Littewood-Paley

Cette exemple est une correction de l�exemple (3.1.4). V0 est dé�ni de sorte que la fonction g

appartienne à la classe S (R) de Schwartz des fonctions à déroissance rapide.

On part d�une fonction � 2 D (R), réelle paire, telle que

� (�) = 1; si � 2
�
�1
3
; 1
3

�
� (�) = 0; si � 2

�
�1;�2

3

�
[
�
2
3
;+1

�
�2 (�) + �2 (� � 1) = 1; si � 2 [0; 1]

On construit alors [14] l�analyse multirésolution à partir de �; et la fonction g est dé�nie telle que

ĝ = �; ie, g = F�1� où F�1 est la transformée de Fourier inverse (1.2.2).

C�est cette analyse multirésolution qui conduit à l�ondelette C1 de Meyer.

3.1.5 Décomposition de l�espace L2 (R)

On dé�nitWj comme le supplémentaire orthogonal de Vj dans Vj+1, alors ona les résultat suivant :

Vj+1 = Vj �Wj: (3.7)
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On a donc les décompositions de L2 (R) suivantes :

L2 (R) = V0 �j�0Wj;

et

L2 (R) =
M
j2Z

Wj: (3.8)

L�espace Wj véri�e également la propriété d�invariance par échelle

8f 2 L2 (R) ; 8j 2 Z; f (x) 2 Wj , f (2x) 2 Wj+1: (3.9)

Fig. 3.1 �schématise la décomposition : les sous-espaces sont réprésentés symboliquement par des
rectangles.

3.2 Ondelettes orthogonales

On sent bien maintenant que, eu égard à la redondance d�informations donnée par les coe¢ cients

Wf (a; b) sur la «base» des 	a;b; le dé� était de trouver une famille, que nous noterons encore 	j;k

pour simpli�er (j; k 2 Z) ; d�ondelettes orthogonales sur lesquelles on pourrait décomposer tout

signal f 2 L2 en série double :

f (x) =
X
j;k2Z

(f;	j;k)	j;k (x) ;

avec

	j;k (x) = 2
j=2	

�
2jx� k

�
:

32



Chapitre 3. Analyse mulirésolution et ondelettes orthogonales

On aurait ainsi une base orthogonale, au sens usuel, de l�espace de Hilbert L2; avec des coe¢ cients

Wf (j; k) indépandants les uns des autres.

3.2.1 Où L�on voit en�n des ondelettes orthogonales ?

Les ondelettes orthogonales contiennet les détails nécessaires à l�augmentation de l�approximation

de la résolution de l�approximation d�un signal. L�approximation de f aux échelles 2j est donnée

par la projection orthogonale de f sur Vj :

PVJf (x) =
X

hf; 'j;ni'j;n;

puisque Vj�1 � Vj chacun des espaces Vj peut être décomposés en

Vj = Vj�1 �Wj�1: (3.10)

On note par PWj
la projection orthogonale sur Wj. De (3:10) nous voyons que

PVjf (x) = PVj�1f (x) + PWj�1f (x) :

Le PWj
f fournit les «détails» de f qui existent à échelle 2j�1 et qui sont absents échelle plus

grossière 2j:

Le théoreme suivant montre que l�on peut construire une base orthonormée de Wj par translation

et dilatation d�une ondelette 	 :

Théorème 3.2.1 (voir [11]) Soit ' une fonction d�échelle et h son �ltre miroir conjugué (3:3:1).

Soit 	 la fonction dont la transformé de Fourier vaut

	̂(!) =
1p
2
ĝ
�!
2

�
'̂
�!
2

�
;

33



Chapitre 3. Analyse mulirésolution et ondelettes orthogonales

avec

ĝ(!) = e�i!ĥ(! + �);

on pose

	j;n(t) =
1p
2j
	

�
t� 2jnp
2j

�
;

pour tout échelle 2j; f	j;ngn2Z forme base orthonormée deWj: sur l�ensemble des échelle f	j;ngn2Z2

forme une base orthonormée de L2(R):

Le lemme suivant donne des condition nécessaires et su¢ santes sur ĝ pour construire une base

orthonormale d�ondelettes.

Lemme 3.2.1 La famille f	j;ng est une base orthonormée de Wj si et selement si

jĝ (!)j2 + jĝ (! + �)j2 = 2:

3.2.2 Comment choisir une ondelette

Moments nuls

On rappelle que 	 a r moments nuls si elle véri�é (2:3). Ceci signi�e que 	 est orthogonal à tout

polynôme de degré r� 1: Le théoréme suivant relié le nombre de moments nuls de 	 aux dérivées

de 	̂ (!) qui s�annulent en ! = 0 et au nombre de zéro de ĥ (!) en ! = �: Il montre également

que les polynômes de degré r � 1 sont alors reproduits la foncion d�échelle.

Théorème 3.2.2 ( Moments nuls) (voir [11])Soit 	 et ' une ondelette et une fonction d�échelle

qui générent une base orthogonale. On suppose que j' (t)j = O
�
(1 + t2)

�r=2�1
�
: Les quatre propo-

sition suivant sont équivalent

i) l�ondelette 	 a r moment nuls

ii) 	̂ (!) et ses r � 1 premuères dérivées sont nulles ! = 0:

iii) ĥ (!) et ses r � 1 premuères dérivées sont nulles ! = �:
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iv) pour tout 0 � k � p;

qk =
+1X
n=�1

nk' (t� k) est un polynome de dégré k.

Taille du support

Si f a une singularité isolé en t0 et si t0 est dans le support de 	j;n (t) = 2�j=2	
�
2�j=2t� n

�
;

alors hf;	j;ni peut être de grande amplitude. Si 	 un support compact de taille K; il exsiste, à

chaque échelle 2j; K ondelettes 	j;n dont le support contienne t0. Pour minimiser le nombre de

coe¢ cients de grande amplitude de la transformée en ondelettes d�un signal f , il est possible de

diminer la taille du support 	. Ainsi, si le support de h (et de la fonction d�échelle ') est [N1; N2] ;

alors le support de 	 est
h
(N1�N2+1)

2
; (N2�N1+1)

2

i
:

Si 	 a r moments nuls alors son support est au moins de taille 2r � 1: Il y a donc lieu de faire un

compromis entre la taille du support et le nombre de moments nuls.

Régularité

La régularité de 	 est liée au nombre de ĥ (!) en ! = �.

Pour illustrer la nation de régularité d�une ondelette, nous quali�erons une ondelette «trés lisse»

par terme «ondelette régulière» . Cette notion de régularité d�une ondelette ou «douceur» de l�on-

delette est évidement liée au nombre de ses dérivées continues appelé parfois «l�ordre de régularité» .

La régularité de l�ondelette joue un rôle appréciable lors de la réconstruction d�un signal.

3.2.3 Bases orthonormées de L2(R)

Soit m 2 N un entier. Une fonction 	(x) d�une variable réelle sera appelée une ondelette (de base)

de classe m si les quatre propriétes suivantes, en apparence contradictoires, sont satisfaites

a) si m = 0; 	(x) appartient à L1 (R) et, si m � 1,	(x) ; ainsi que toutes ses dérivées, jusqu�a

l�ordre m, appartient à L1 (R)

b) 	(x), ainsi que toutes ses dérivées jusqu�a l�ordre m, est à décroissance rapide à l�in�ni.
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c)
R
R x

k	(x) dx = 0 pour 0 � k � m

d) la collection des 2j=2	(2jx� k) ; j 2 Z; k 2 Z est base orthonormée de L2 (R) :

3.2.4 Construction des base orthonormée de L2(R)

Pour construire une ondelette à partir de l�AMR on commence par remplacer g par une fonction

' (x� k) ; k 2 Z; soit une base orthonormée de V0:

En désignant par '̂ et ĝ les transformées de Fourier de ' et de g; on a alors

'̂ (�) = � (�) ĝ (�)

" 1X
k=�1

jĝ (� + 2k�)j2
#�1=2

;

oú j� (�)j = 1; � (� + 2�) = � (�) étant par ailleurs arbitraire. La condition (3:6) impique c1 ��P1
k=�1 jĝ (� + 2k�)j

2�1=2 � c2 et le choix � (�) = 1 conduira à ' 2 S (R) :
Désignons par Wj le complémentaire orthogonal de Vj dans Vj+1: On a d�aprée (3:7), (3:8), (3:9)

La construction des ondelettes à partir des analyses multirésolutions découlé du lemme évident

suivant :

Lemme 3.2.2 Si 	(x) appartient à la classe S(R) et si 	(x�k); k 2 Z; est une base orthonormée

de W0; alors 	(x) est une ondelette.

En e¤et, par simple changement d�échelle, on en déduit que 2j=2	(2jx � k); k 2 Z; est une base

orthonormée de Wj: Par construction, L2(R) est la somme hilbertienne directe des Wj; j 2 Z;

Il en résulte que 2j=2	(2jx � k); j 2 Z; k 2 Z; est une base orthonormée de L2(R). Il reste à

construire 	(x): Nous déterminerons, en fait, la transformée de Fourier par une fonction arbitraire

�(�) véri�ant j�(�)j = 1; �(� + 2�) = �(�) et indé�niment dériable. La fonction 	(x) n�est pas

unique .

Pour construire 	(x); on observe queW0 � V1 et que
p
2'(2x�k); k 2 Z; est une base orthonormée

de V1: On a donc

	(x) = 2
1X

k=�1

�k'(2x+ k);
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ou

�k =

Z 1

�1
	(x)'(2x+ k)dx:

Si 	 et ' appartiennent à S(R); la suite �k; k 2 Z; est à décroissance rapide et m1(�) =
1X

k=�1

�ke
ik�

est indé�niment dérivable.

En passant aux transformée de Fourier, il vient

	̂(2�) = m1(�)'̂(�): (3.11)

Nous avons de méme V0 � V1 et donc

'(x) = 2
1X

k=�1

�k'(2x+ k)

ou

�k =

Z 1

�1
'(x)'(2x+ k)dx:

On pose m0(�) =
1X

k=�1

�ke
ik� et l�on obtient

'̂(2�) = m0(�)'̂(�):

Nous disposons maintenant de deux bases orhonormée de V1; à savoir
p
2'(2x� k); k 2 Z; d�une

part et f	(x� k); '(x� k); k 2 Zg d�autre part. Ces deux bases orthonormées conduisent à un

opérateur unitaire échangent les cordonées dans ces deux base.Il en résulte que la matrice

S(�) =

0B@ m0(�) m1(�)

m0(� + �) m1(� + �)

1CA
est unitaire pour tout � 2 R:

Réciproquement, Si S(�) est unitaire, (3:11) d�é�nit une ondelette 	(x) véri�ant les conditions
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du lemme (3:2:2). Un choix possible est donné par m1(�) = e�i�m0(� + �): Il revient à choisir

�k = (�1)k+1��k�1 et les autres choix consiste multiplierm1(�) par une fonction �(�); indé�niment

dérivable sur R; periodique de periode � telle que j�(�)j = 1;8� 2 R:

posons 'k(x) = '(x� k): alors l�ensemble constitué des fonctions 'k; puisque L2(R) = V0 �W0 �

W1 � :::�Wj � :::

Il en résulte que l�on a, pour tout fonction f 2 L2(R);

f(x) =
1X

k=�1

hf; 'ki'k(x) +
X
j�0

1X
k=�1

hf;	j;ki	j;k(x): (3.12)

L�algorihme (3:12) est beucoup plus performent que la version rudimentaire fournie par

f(x) =
1X

j=�1

1X
k=�1

hf;	j;ki	j;k(x):

3.2.5 Calcule pratique des ondelettes orthogonales

Ondelette splines

Les ondelettes splines sont des ondelettes qui à décroissance exponentielle et sont numériquement

à support compact. Pour ces ondelettes, l�analyse multirésolution consédérée est le sécond exemple

(3.1.4), celle construite à partir des fonctions spline d�un dégré r impair, c�est à dire des fonctions

de classe Cr�1, et qui sont des polynôme de dégré � r par morceaux.

Vj =
�
f 2 L2 (R) : f 2 Cr�1 (R) et f[k2�j ;(k+1)2�j [ est un polynôme de dégré � r

	
:

Ondelette spline de dégré 1 On a cas splines d�ordre 1,

g (x) = sup (1� jxj ; 0) et ĝ (�) = sin2 �=2

(�=2)2
:
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Cela conduit à

� (�) =
1X
�1

(ĝ (� + 2k�))2 =
2 + cos �

3
:

A parir de l�identité � (�) = 2+cos �
3
, deux voies s�o¤rent à nous. On peut d�abord observer que

2 + cos � =

 
1 +

p
3

2

!��1 + rei���2 oú r = 2�
p
3:

Cela fournit une base orthonormée de V0 de la forme ' (x� k) ; k 2 Z; oú

'̂ (�) =
�
3 +

p
3
� 1

1 + rei�
ĝ (�) ;

c�est-à-dire

' (x) =
�
3 +

p
3
� �
g (x) + rg (x+ 1) + r2 (x+ 2) + :::

�
:

Le support de ' (x) est inclus dans ]�1; 1] : Quitte à relplacer ' (x) par ' (x+ 1) ; on peut assurer

que le support de ' (x) soit inclus dans ]�1; 0] :

Passons au calcul de l�ondelette correspondante.

On commonce par expliciter la fonction m0 (�) : On a

m0 (�) = cos
2 �=2

1� rei�
1� re2i� ;

et

m1 (�) = e
i�m0� + �) = e

�i� sin2 �=2
1 + re�i�

1� re2i� :

Finalement 	 2 V1 est dé�nie par

	̂ (2�) = m1 (�) '̂ (�) :

Cette fonction 	(x) est l�ondelette de Strömberg (découvert par J.O. Strömberg en 1981) :
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Ondelettes de Shannon, Meyer, et Battle-Lémarié

On étudie queleques classes impotrantes d�ondelettes dont les traonsformées de Fourier se calculent

se formule générale de théoreme (3:2:1) :

	̂ (!) =
1p
2
ĝ
�!
2

�
'̂
�!
2

�
=

1p
2
exp

�
�i!
2

�
ĥ
�!
2
+ �
�
'̂
�!
2

�
: (3.13)

Ondelette de Shannon L�ondelette de Shannon se construit à partir de l�approximation multi-

résolution du même nom, qui approxime les fonctions par leur restriction à des intervalles à basses

fréquences. Elle correspond à '̂ = 1[��;�] et ĥ (!) =
p
21[��=2;�=2] pour ! 2 [��; �] : De (3:13) on

déduit que

	̂ (!) =

8><>: exp (�i!=2) si ! 2 [�2�; �] [ [�; 2�] ;

0 sinon.

d�ou

	(t) =
sin 2� (t� 1=2)
2� (t� 1=2) � sin � (t� 1=2)

� (t� 1=2) :

Cette ondelette est de classe C1 mais décroit lentement à l�in�ni. Ceci vient du fait que 	̂ (!) est

a support compact mais a discontinuités en �� et �2�: Comme 	̂ (!) est nul sur un voisinage de

! = 0; toutes ses dérivées sont nulles en ! = 0; et a un nombre in�ni de moment nuls.

Ondelette de Meyer Ce sont ondelettes réguliéres, indé�niment dérivables et à décroissance

rapide. En e¤et, ' et 	 sont de classe C1 car leur transformée de Fourier est à support compact,

	̂ (!) = 0; ou voisinage de ! = 0, toutes ses dérivées sont nulles en ! = 0; ce qui montre que 	 a

une in�nité de moments nuls.

L�ondelette de Meyer est orthogonale et symétrique mais n�est pas à support compact.

Ces ondelettes se construisnt dans le demaine fréquentiel avec des �ltres miroirs conjugués ĥ (!)

qui sont de classe Cn et qui véri�ent :

ĥ (!) =

8><>:
p
2 si ! 2 [��=3; �=3] ;

0 si ! 2 [��;�2�=3] [ [2�=3; �] :
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La fonction d�échelle '̂ (!) =
Q+1
P=1 2

�1=2ĥ
�
2�P!

�
peut véri�er que

'̂ (!) =

8><>: 2�1=2ĥ (!=2) si j!j � 4�=3;

0 si j!j � 4�=3:

L�ondelette correspondante (3:13) vaut

	̂ (!) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

0 si j!j � 2�=3;

2�1=2ĝ (!=2) si 2�=3 � j!j � 4�=3;

2�1=2 exp (�i!=2) ĥ (!=4) si 4�=3 � j!j � 8�=3;

0 si j!j > 8�=3:

L�ondttette de Battle-lémarié Les ondelettes splines polynômiales, dues à Battle et Lemarié

se calculent à partir les approximations multirésolution par splines.

Les expressions '̂ (!) et de ĥ (!) sont données respectivement par

'̂ (!) =
exp (�i�!=2)

!m+1
p
S2m+2 (!)

avec Sn (!) =
+1X
k=�1

1

(! + 2k�)n
;

ĥ (!) = exp

�
�i!�
2

�s
S2m+2 (!)

22m+1S2m+2 (2!)
;

Pour des splines de degré m, ĥ (!) et ses m premiéres dérivées sont nulles en ! = �:

On montre que 	 a m+ 1 moments nuls. On déduit de (3:13) que

	̂ (!) =
exp (�i!�)
!m+1

s
S2m+2 (!=2 + �)

S2m+2 (!)S2m+2 (!=2)
:

Cette ondelette 	 est à décroissance expentielle. Comme c�est un spline polynômial de dégré m;

elle est m�1 fois contunûment dérivable. Les ondelettes splines polynômiales sont moins réguliéres

que les ondelettes de Meyer mais décroissent plus vite à l�in�ni. Pour m impair, 	 est symétrique

par rapport à 1=2: Pour m pair, elle est antisymétrique par rapport à 1=2:
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3.3 Calcul des coe¢ cients d�ondelettes

Dans ce section on a calculée rapidement les coe¢ cients d�ondelettes on a utilisée l�algorithme

pyramidal (3.3.2) qui basée sur un �ltre de méroires conjugues.

3.3.1 Filtres miroirs en quadratiques (conjugues)

Le calcul suivant montre que toute fonction d�échelle est déterminée par un �ltre numérique appelé

"filtre m�eroir conjugu�e";

De l�équation (3:3) et des inclusions V0 � V1; W0 � V1; on déduit l�éxistance de �ltres discrets

h = (hn)n2Z et g = (gn)n2Z véri�ant :

' (x) =
p
2
X
k2Z

hk' (2x� k) avec hk =
Z +1

�1
' (x) �

p
2' (2x� k) dx:

	(x) =
p
2
X
k2Z

gk' (2x� k) avec gk =
Z +1

�1
	(x) �

p
2' (2x� k) dx:

Un choix possible pour le �ltre g est (le �ltre h étant imposé par les espace Vj)

gk = (�1)k h1�k:

h et g sont appelés �ltres miroirs en quadrature.

3.3.2 Algorithme pyramidal

Les algorithmes d�analyse et de synthèse sur bases orthonormées d�ondelettes des algorithmes

rapides, baséss sur des convolutions avec des �ltres dicrets. Le calcul de N coe¢ cients s�e¤ectue en

O (N) opérations si les ondelettes sont à support compact[11], sinon en O (N log2N) opérations si

les ondelettes sont à support compact, sinon en O (N log2N) opérations (dans ce dernier cas, les

convolutions sont é¤ectue à l�aide de la FFT).
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Le calcul de la transformée d�une fonction suivant une base d�ondelettes
�
	jk; j 2 Z; k 2 Z

	
uti-

lise la structure multiéchelle des espaces (Vj)j2Z d�une analyse multirésolution. Dans le cas des

ondelettes à support compact, ils ont logueur �nie L:

Les �ltres miroirs en quadrature (3:3:1) vont permettre de calculer les coe¢ cients d�ondelettes de

la fonction f à l�aide du schéma suivant :

Soient sjk et d
j
k respectivement les coordonnées de f dans la base

�
	jk = 2

j=2	(2jx� k) ; k 2 Z
	

de Wj: Comme ces bases sont orthonormées, s
j
k et d

j
k sont donnés par les produit scalaires :

sjk =

Z +1

�1
f(x)'k (x) dx et d

j
k =

Z +1

�1
f(x)	jk (x) dx:

Les coe¢ cents
�
sj�1k

�
k2Z et

�
dj�1k

�
k2Z se déduissent de

�
sjk
�
k2Z par les convolutions dicrétes suivies

de décimations avec avec les �ltres h et g (convolution habituelle mais on décale l�entrée de deux

points à chaque étape) :

sj�1k =
X
n2Z

hns
j
2k+n:

dj�1k =
X
n2Z

gns
j
2k+n:

Ces formules permettent de calculer les coe¢ cients de f sur les bases
�
	j�1k

�
k
de Wj�1 et

�
'j�kk

�
k

de Vj�1 à partir des coe¢ cients de f sur le base
�
'jk
�
k
de Vj: Connaissant la décomposition

(s0k)k=0;N�1 d�une fonction de l�espace V0 suivant les ' (x� k) ; on peut calculer N coe¢ cients

d�ondelettes dans les espaces Wj; j � 0 par l�algorithme récursif suivant :

Fig. 3.2 �Algorithme pyramidal
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Chapitre 3. Analyse mulirésolution et ondelettes orthogonales

Cette étape sera appelé analyse, l�opération inverse sera appelée synthése.

La formule de synthése, déduite de (3:7) est la suivante :

sj+1k =
X
n2Z

hk�2ns
j
n +

X
n2Z

gk�2nd
j
n:

et l�on utilise l�algorithme pyramidal (3:2) dans le sens inverse. A cette étape, les co¢ cients

d�ondelettes "omis" dans l�analyse entraînent des erreues lors de la synthése aux bords de l�intervalle

d�étude [0; N ] :
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :

Abréviations

TF : Transformée de Fourier.

TFFg : Transformée de Fourier à fenêtre.

TO : Transformée en ondelettes.

TOC : Transformée en ondelttes continue.

AMR : Analyse mulirésolution.

Notation

f (t) : Signal en temps contenue.

� (t) : Distribution de Dirac.

1[a;b] : Fonction indicatrice, valant 1 dans [a; b] et 0 en dehors.

f� (x) : La symetrisée f� de f est dé�nié par f� (x) = f (�x) :

�af (x) : la translate de �af (�) de f est la fonction dé�nie par �af (x) = f (x� a) :

Ff (�) : Transformée de Fourier.

Ff (�) : Transformée de Fourier conjugue.

f̂ (�) : Transformée de Fourier Ff (�) = f̂ (�) :

Sf (u; s) : Transformée de Fourier à fenêtre.

Wf (�; b) : Transformée en ondelettes de f:

48



Annexe B : Abréviations et Notations

TN :
L�ensemble des polynômes trigonométriques p de dégrée � N dé�nié par :

TN =
nPN

n=�N Cne
2i�nt=a; Cn2C;8n 2 [�N;N ]

o
:

:

L2p (0; a) :

L�espace des fonctions pèriodiques de periode a telle que

L2p (0; a) =
�
f : R! C; f de periode a et

R a
0
jf (t)j2 dt � 1

	
on le munit de produit scalaire (f; g) =

R a
0
f (t) �g (t) dt

le produit scalaire associée kfk2 =
p
(f; f) =

�R a
0
jf (t)j2 dt

�1=2
:

L1 (R) :
L�espace des fonctions intégrables telle que :

L1 (R) =
�
f : R! C;

R
R jf (t)j dt � 1

	
.

L2 (R) : Espace des fonctions d�énergies �nies :
R
R jf (t)j

2 dt <1:

l2 (Z) : Signaux discrets d�énergies �nies :
P+1

n=�1 jf [n]j
2 <1:

C1 : Fonctions indé�niment dé¤érentiables.

S (R) : Espace de Schwartz.

U � V : Somme directe de deux espaces vectoriels.L
j2Z Uj : Somme directe de suite des espaces vectoriéles.

g�;b (t) : La fonction fenêtre.

	u;s : Ondelette de mère.

PVj : Opérateur de projection orthogonal de Vj sur V:

f � g : Produit de convolution en temps contenu.

(f; g) : Produit scalaire.�
d
dx

�k
f (x) : Dérivée de f à l�ordre p:
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     On s’intéresse à l’étude de la transformée en ondelettes qui est une alternative à la transformée de Fourier. 

Les coefficients d’ondelettes réalisent une analyse à la fois en temps et en fréquence. 

    Dans ce mémoire, on explique comment les ondelettes sont calculées à partir d’une ondelette mère qui est 

développée sur la base d’une analyse multirésolution. 

    Cette dernière permet de décomposer l’espace des fonctions de carré intégrable en somme discrète 

orthogonale de sous espaces d’ondelettes. A la fin, on donne un algorithme pour le calcul rapide des coefficient 

d’ondelette. 

   Mots clés :  Ondelettes, Analyse multirésolution, Fonction échelle. 

 

     We are interested in the study of the wavelet transform, which is an alternative to the Fourier transform. 

Wavelet coefficients perform both time and frequency analysis. 

     This paper explains how wavelets are calculated from a mother wavelet that is developed based on a 

multiresolution analysis. 

This last one allows decomposing the space of function of the intégrable square in the orthogonal discrete sum 

of subspaces of wavelets. At the end, we give an algorithm for the quick calculation of wavelet coefficient.   

 Keywords: Wavelet, multiresolution analysis, scale function. 

.والتردد الوقت بتحلٌل  تقوم اتجٌالمو  معاملت. فورٌٌه لتحوٌل بدٌلا  ٌعد الذي اتالموٌجب التحوٌل بدراسة نهتم       

.الدقة متعدد تحلٌل أساس على تطوٌرها ٌتم التى  أصلٌة ةجٌمو خلل من  اتجبالمو حساب كٌفٌة تشرح هذه المذكرة       

 نعطً النهاٌة، فً .اتجبمولل جزئٌة  لفضاءات متعامد مباشر مجموع إلى للتكامل القابلة فضاءات المربعاتبتفكٌك  الأخٌر هذاوٌسمح      

.الموٌجة لمعامل السرٌع للحساب خوارزمٌة  

    الكلمات  المفتاحية:  الموبجات, تحلٌل متعدد الدقة, دالة نطاق.



 


