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Introduction

Nous sommes constamment environnés de signaux : radio, télévision, téléphone portable (smart-
. . . . ,

phone), photo numérique, ..., et le mode de vie contemporains repose chaque jour d’avantage sur

la transmission de tels signaux. Ceci implique différentes opérations, a savoir, I'acquisition (sou-

vent analogique), la numérisation (c’est-a-dire la discrétisation et 'encodage en langage binaire),

la compression (les signaux sont de plus en plus volumineux), la transmission avec un minimum

de distorsion, et enfin la réception et la reconstruction du signal avec niveau de fidélité acceptable.

Parmi les techniques utilisées, ’analyse de Fourier et ’analyse en ondelettes.

Joeseph Fourier révéla sa fameuse théorie[8, 18] qui stipule que toute fonctions periodique peut

étre représe par une série infinie de sinusoides.

La transformée de Fourier dans L' (R) et L* (R) [8,11,18] est une généralisation des séries de
Fourier sur la base expenetielle. L’analyse de Fourier présenté des inconvénients majeurs qui ne

permettent pas une analyse satisfaissante de toutes les sortes de signaux [18].

A cause de la manque de la localisation temporelle de I'analyse de Fourier, dans les années 1940,
le physicien D.Gabor [11,8,18] découvre la premiére forme de représentation temps-fréquence.
Il obtient une analyse temporelle en découpant arbitrairement le signal en plages de longueur

limitée[5, 1], chaque plage centrée autour du parameétre p de localisation en temps.

Les ondelettes ont été créées par J. Morlet [18] et A. Grossmann comme une alternative a l’analyse
de Fourier. Il s’agit d’une famille de fonctions déduites d’'une méme fonction (applée ondelette
mere) [14, 1] par opérations de translations et de dilatatations. L’analyse par ondelettes donne une
représentation des signaux permettant la mise en valeur simultanément des informations tempo-

relles et fréquentielles[11] (localisation temps-fréquence). Gréace a la notion d’analyse Multiréso-



Introduction

lution (AMR) introduite par S. Mallat et Y. Meyer, [13,15,14, 11] la théorie des bases d’onde-
lettes & pu étre développée, notamment leur construction[13], leurs propriétés|9, 3], et algorithmes
associés[11, 3, 15]

Le but de ce mémoire est I’étude des ondelettes et de I’analyse multirésolution. Il a structuré de

la maniére suivante :

— Dans le premier chapitre, on donne quelques rappels sur 'analyse de Fourier et on explique la
décomposition d’un signal f (¢) en fréquence pour obtenir une meilleure approximation f pour
f dans la base exponentielle imaginaire.

— Dans le deuxieme chapitre, on inroduit I'analyse temps-fréquence. On commence par la trans-
formée de Fourier glissante puis la transformée en ondelettes continues, dyadique et discréte

— Dans le troiseme chapitre, on donne une explication théorique détaillée concernant ’analyse

multirésolution de L? (R) et la construction d’une base orthonormée d’ondelettes.



Chapitre 1

Analyse de Fourier

Ce chapitre donne une explication théorique concernant I’analyse de Fourier, on a rappelé les séries

de Fourier et on a expliqué la théorie de la transformée de Fourier dans L' (R) et L? (R).

1.1 Rappels sur les série de Fourier

Cette section donne des rappels sur les séries de Fourier, et on a expliqué comment approximé la
N

f_ Z Tptn

n=—N

fonction f (¢) par un polynéme trigonométrique telle que soit le minumim.

2

1.1.1 Polynémes trigonométriques

Définition 1.1.1 Une fonction f est dite périodique de période "a" avec a € R si :

Vt € R, f(t+a) = f(t).

Définition 1.1.2 On dit que la fonction p est un polynéme trigonometrique d’ordre N si elle

s’ecrit sous la forme suivante :

N

p(t) = > Cue¥™i C, eC. (1.1)
n=—N



Chapitre 1. Analyse de Fourier

On note e, (t) = 2™ . Cette fonction est de période a”, il en est donc de méme pour le polynome
p .

On peut écrire p(t) sous forme d’une combinaison linéaire de sinus et cosinus :

N
1 t t
p(t) = 00 + nEZI(an oS 27m5 + b, sin 27m5).
avec

by = i(Ch—Cy)

Notons Ty 'espace des polynomes trigonométriques de degré inferieur ou égale & N définis par

(1.1) quand les C,, varient. On munit cet espace vectoriel du produit scalaire :
(pq) = / p(t)g () dt,
0

ol ¢ le conjugué complexe de gq.

On a bien sir

a si n=m,
(en, em) ==

0 si n#m.
Cela exprime le fait que les (e,) sont orthogonales. Ces fonctions forment donc une famille libre,
il est par ailleurs clair qu’elle est génératrice. C’est donc une base de I'espace T qui est par
conséquent de dimension 2N + 1.

Nous avons donc (e, €,) = 0sin # m et |le,||, = va. Alors (p,e,) = aC,,. Donc

1 [ o
c,=~- / p(t)e‘z’””Edt (formule de Fourier), (1.2)
a.Jo



Chapitre 1. Analyse de Fourier

ce qui donne une expression des coefficients C),, en fonction de p. Pour la version réelle de la

décomposition, on obtient :

2 a

a, = —/ p(t) cos(2mnt)dt.
aJo
2 a

b, = —/ p(t) sin(2wnt)dt.
aJo

a

Remarque 1.1.1 A cause de la périodicité de p, l'intégrale C, = %/ p(t)e_%’m%dt peut étre
0

prise sur tout intervalle de longueur a. Par exemple [—5,5]. On a alors dans ce cas les propriétés

sutvantes :

st p est paire alors pour tout n, C, = C_,, et donc pour tout n, b, = 0.

si p est impaire alors pour tout n, C,, = —C_,, et donc pour tout n, a, = 0.

1.1.2 Séries de Fourier

Soit f € L%(0,a) une fonction périodique de période "a", on peut approximer la fonction f par
un polynéme trigonométrique f (NN est un entier fixé) dans 'espace Ty c-a-d fy est une solution

du probléme suivant :
N

f_ Z Tptn

n=—N

2

Le minimun est atteint lorsque z,, = C,, ,et pour cette valeur seulement, alors

N
2imnt
) = > Culflee,
n=—N
ou
N
In(t) = %Go + Z(an oS @ + b, sin _21'7;“)_
n=1

et on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.1 (voir [8]) Si f € L%(0,a), la meilleure approzimation f, de f ,dans Ty :
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fn(t)= > Cpe o,

oil les C, sont définis par (1.2), tend vers f dans L2(0,a) quand N — +o0. Autrement dit :

/“ | f(t) — fn(t) | dt — 0 quand N — +o0.
0

Si la fonction f n’est pas périodique, on utilise la transformation de Fourier qui est une généralisa-
tion des série de Fourier. La transformation de Fourier repose sur la décompositon de la fonction

suivant une base continue de cosinus et sinus ou de I’expentielles imaginaires.

1.2 Transformation de Fourier

Cette section donne Pexplication théorique de la transformée de Fourier dans L' (R) et dans L? (R)
et sa propriétés pricipales.
1.2.1 Transformation de Fourier dans L!(R)
Définition 1.2.1 Etant donnée f € L'(R),on pose :
; _2imct
FIO = fO = [
R

FIC) = f(¢) = / e F (1)t

Ff estla transformée de Fourier (T.F) de f.

Ff est la transformée de Fourier conjuguée.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme de Rieman Lebegue) (Voir[8]) Etant donnée f € L'(R), on

a !

1. F est une fonction continue et bornée sur R
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2. F est un opérateur linéaire continu de L'(R) dans L*(R) et

1 lloo < [1£1ls-

(de méme pour F)

Théoréme 1.2.2 (Inversion dans L'(R)) (Voir [8])Si f et f sont dans L*(R) on a Ff(t) =

f(t) en tout point t ot f est continue.

Proposition 1.2.1 Soit f € L'(R). Alors, on a les relations congugaison-parité :

F(H = F),

~—

On en déduit les propriétés de parité :

Si f est paire (resp impaire) = f est paire (resp impaire),

Si f est réelle paire(resp imaginaire impaire) = f est réelle paire(resp imaginaire impaire).

Proposition 1.2.2 Soit f € L'(R). Alors, on obtient :

. f(Q) = e ¥ f((),
Q) = ermaf().

Proposition 1.2.3 1. Sit*f(t) est dans L*(R),k = 0,1, ....n, f est un fois dérivable et on a

pour

k=0,1,n  f®C) = 2int)5f(t).



Chapitre 1. Analyse de Fourier

2. Si f € C*(R) N LY(R) et si toutes les dérivées f* k=1,...N sont dans L*(R) alors pour
k=1,...N, fR(C) = 2im¢)* f().

3. Si f € LY(R) est a support borné, alors fe C>(R).

1.2.2 Transformée de Fourier dans L*(R)

La transformée de Fourier de la fonction indicatrice f = 1;_; ) vaut

f(o) = / llemftdt - 25129

Cette fonction n’est pas intégrable car f n’est pas continue, mais elle est de carré intégrable. Le

théoréme 1.2.2 sur la transformée de Fourier inverse n’est pas applicable. Ceci conduit a étendre

la transformée de Fourier & I'espace L?(R) des fonctions f d’énergie finie fj;o | f(t) |2 dt < +oo .

Théoréme 1.2.3 ( Parseval-Plancherel) (Voir [8]) Si h ét f sont dans L'(R) N L*(R) alors :

“+o00 +o00

FORWd = | FOMOC, (1.3)

Pour h = f, on déduit :

/Wwwﬁﬁa/WMwPM (1.4)

(o.¢] o

Théoréme 1.2.4 (Voir [8]) La transformation de Fourier F (respectivemet la transformation inverse F)
se prolonge en une isométrie de L*>(R) sur L*(R). Désignons toujours par F (resp F) ce prolonge-

ment on a :

VfeL*(R) F(Ff)=FFf=Ff pp
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Vi.g e IA(R) / F(t)g(t)dt = / (FHOFDN Q).

VfeL*R) Ifll2 = 1711
Propriété 1.2.1 (Voir [8])

ii) Si f € L3(R), F(f) est la limite dans L?(R) de la suite g, définie par

“+n

gn (€) :/_ e~ 2T £ (t)dt.

n

iii) Si f € L%(R), Ff est limite dans L?(R) de la suite h,, définie par :

+n
hn(C) = /_ X f(t)dt.

1.2.3 Inconvénient de la transformée de Fourier

Malgré son immense succes, cette technique a plusieurs défauts, en particulier son manque évident
de localisation temporelle. En effet, 'analyse de Fourier permet de connaitre les différentes fré-
quences excitées dans un signal, c’est-a-dire son spectre, mais ne permet pas de savoir a quels
instants ces fréquences ont été émises. Cette analyse donne une information globale et non locale,
car les fonctions d’analyse utilisées sont des sinusoides qui oscillent indéfiniment sans s’amortir.
Cette perte de localité n’est pas un inconvénient pour analyser des signaux dont la structure sta-

tistiquement stationnaires, mais devient un probléme pour ’étude de signaux non stationnaires.



Chapitre 2

Transformée en ondelettes

Dans ce chapitre, nous proposons des méthodes qui permettent des localisations temporelles des
fréquences via une analyse de Fourier local. La transformée de Fourier & fenétre et la transformée
en ondelettes sont deux exemples importantes de décomposition temps-fréquence qui utilisent un
ensemble continu de fonctions analysantes. Nous introduissons les transformations en ondelettes
continue, dyadique et discret. Nous étudions la régularité locale et la régularité ponctuele d’un

signal a travers la décroissance de ses coefficients d’ondelettes.

2.1 Analyse de Fourier locale

En 1946, Gabor introduit les atomes de Fourier & fenétre afin de mesurer les variations fréquen-
tielles. L’idée est d’utiliser une fonction «fenétre» g pour localiser ’analyse de Fourier, puis de
faire glisser la fenétre sur une autre position, et ainssi de suite. Les points les plus marquants de

cette analyse sont caractére local de I’analyse de Fourier.

Pour obtenir de 'information de Fourier locale on a utilisé la fonction g & qui on demonde d’étre

localisée a la fois en fréquence et en temps.

10



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

2.1.1 Principe d’incetitude de Heisenberg

Le principe d’incertitude nous dit que I’énergie d’une fonction et sa T.F ne peuvent étre simultralu-

ment concentrée sur des intervalles arbitrairement petits.Le Dirac §(t—u) (au sens des distribitions)a
un support ponctuelle ¢ = u, mais sa T.F e~™“ a une énergie uniformément répartie sur toutes
les fréquences. on montre que ‘ f (w)‘ décroit rapidement dans hautes fréquences seulement si f a
des variations réguliéres dans le temps.par conséquence, I’énergie de f doit s’étaler sur un domaine

relativement étendu.

Pour réduire 1’étalement temperelle de f, on peut dilater la fonction par un facteur s < 1, sans

changer son énergie totale, si

70 = <= QLR = IR

Comme la T.F f,(w) = /5f(sw) est dilatée d'un facteur 1/s, on perd en localisation fréquentelle ce

qu’on a gagné en localisation temperelle. Cela met en évidence un compromais entre la localisation

en temps et celle en fréquence.

Les concentrations en temps et en fréquence son limitées par le principe d’incertitude d’Heisenberg.
Ce principe a une interprétation importante en mécanique quantique(Gabor,1946), comme une
incertitude de la position et de la vitesse d’une particule libre. L’état d’une particule libre se

trouve unidimentielle est décrit par une fonction d’onde f € L*(R).
1
17112
2

f (w)‘ . La position moyenne de la

La densité de probabilité pour cette particule se trouve en ¢ est |£(t)]*. La densité de pro-

1
babilité pour que sa quantité de mouvement soit w est pNTIE E
T

particule est

1

Hfu?/ﬂi'f OF

u =

et sa quantité de mouvement moyenne est

1
$= 27r|\f||2/R°"

11

f(w)| dw.

‘ 2
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Les variances autour de ces valeurs moyennes sont, respectivement :

P B R
: ||f||2/R‘t W2 () dt

et

2

f(w)| dw.

2 _ 1 Y
%= 2w||f||2/R(“ 2

Plus o; est grand , plus il y a d’incertitude sur la position de la particule libre, plus o, est grand,

plus d’incertitude sur sa quantité de mouvement .

Théoréme 2.1.1 (Incertitude de Heisenberg) (voir [11]) La variance temporelle et la variance

fréquentielle de f € L? (R) satisfont

PN

2 2
UtawZ

Cette inégalité est une égalité si et seulement s’il existe (u,&,a,b) € R? x C? telle que

f(t) = aexp(iét — b(t — u)?).

2.1.2 Atomes temps-fréquence

Une transformée temps-fréquence linéaire corréle le signal avec une famille de fonctions bien concen-
trées en temps et en fréquence. Ces fonctions sont appelées atomes temps-frequence, considérons
une famille générale d’atomes temps-frequence {¢,},er, Ou 7 peut étre un indice de dimension
supérieur & 1. On suppose que ¢, € L*(R) et que ||¢,|l2 = 1. L'opérateur linéaire correspodant

associe a f € L*(R) la valeur

“+o00

Tf(n) = Ft)o,(t)dt = (f,¢,) .

—0o0

12



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

Le théoreme de Persevale (1.3) montre que

—+00 +o00 R -

~

Ti = [ 1060 = f@)d(w)dw.

Si ¢ (t) est pratiquement nul pour ¢ en dehors du voisinage d’une abcisse u, alors (f, ¢-) ne dépend

que des valeurs de f dans ce voisinage.

Boites d’Heisenberg associées aux atomes temps-fréquence

La tranche d’information contenue dans (f, ¢,) est représentée dans le plan temps-fréquence (¢, w)

par une région dont la position et la taille dépendent de I’é¢talement de ¢.,. en temps et en fréquence.

Comme

+oo
HmW=[ 6, (D2 dt = 1.

on interpréte |, (t)|> comme une densité de probabilité centrée en
+o00 )
w= [ oo
—00

Son étalement autour de u., est mesuré par la variance

—+00

w0) = [ = Plon) i

—0o0

+o00
La formule de Pancherel (1.4) montre que I'on a /

de gZAxY est donc définie par

1 [T .
G= gl

et son étalement autour de ¢, vaut

aﬂw:[mw—gmmwww.

[ee]

[ (w) P = 27 ||, |*

. La fréquence médiane

La résolution temps-fréquence de ¢, est représentée dans le plan temps-fréquence (t,w) par une

13
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boite de Heisenberg, centrée en (u., ¢,), de largeur temperelle 0;(y), et dont la largeur fréquentielle

vaut o, (7).

F1G. 2.1 — Boite de Heisenberg représentant un atome temps-fréquence ¢,

2.1.3 Transformée de Fourier a Fenétre glissante

Un atome de Fourier a fenétre s’obtient a partir d'une fenétre g, que ’on translate de u et que ’on

module & la fréquence ( :

65 (1) = guc (1) = g (t — p).

a0
oy e
0] Vg ey (D)
0 i

i v

Boites de Heisenberg de deux atomes de

Fourier a feneétre g, et gy,

14
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Fonction fenétre :

une fonction fenétre est une fontion réguliére, qui est bien localisée c-a-d qui est nulle en dehors
certaine zone qui appelle son support.

La premiére idée consiste & tronquer le signal en ne le considérant que sur un intervalle fini [— A, A]
c’est ca pour on multiplie le signal f(¢) par le créneau X[_4 4] et on va calculer sa transformeé de

Fourier, alors :

2A

F1G. 2.2 — Le sinus cardinal

L’approximation de f par g est d’autant meilleure que A est grand, c’est-a-dire que s4 approche
mieux 'impulsion de Dirac. Mais les calculs deviennent vite trés volumineux. Surtout, le sinus
cardinal s’amortit trés lentement et présente des lobes importants prés de l'origine. Afin de les di-
minuer, on utilise de préférence des fonctions plus réguliéres, toutes appelées fenéteres, concentrées

autour de l'origine :

Fenétre triangulaire : Elle est de la forme

g(t) = ( - %) X[-a,4](t), A > 0.

1 sinmAM

2
A(—m\ )2est

la fontion g(t) est bien régulére sur [—A, A] mais sa transformée de Fourier §(t) =

15



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

lente.

C’est pour ca on cherche autre fenétre qui est bien localisée.

titre

5.JPg

F1G. 2.3 — Fenétre de gauss en temps et fréquence

Fenétres de Hamming et Hanning :

Elles sont de la formes

g(t) = a+(1—a)cos% ra(t).

Si a = 0.54, on obtient la fenétre de Hamming.

Si a = 0.5, on obtient la fenétre de Hanning.

-

il ‘h"h_—
A 0 A
2 Z

-y

Fic. 2.4 — Fenétre de Hamming et Hanning

Fenétre de Gauss Elle est de la forme g(t) = Ae=*’(a, A > 0) cette fenétre est tres utilisée
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Chapitre 2. Transformée en ondellettes

La constante A est choisie de fagon a avoir que
[la0rd=1.9e )
R

Cette fenétre est utilisée par Gabor dans sa transformée.

K
/-A\/_t
0 T 0 g

F1G. 2.5 — Fenétre de Causs

Formules de D.Gabor

D.Gabor, dans les années 1940, a utilisé essentiellement la fenétre de Gauss g(t) = 7+/4¢~2"". Un
des mérites de D.Gabor a été d’expliciter la formule inverse dannant f & partir des Sf(\, ). On a

le résultat suivant :

Théoréme 2.1.2 (voir [8]) Soit g € L'(R) N L*(R) une fenétre telle que |§| soit une fonction

paire et ||g|l, =1 on pose :
g)\b(t> = 62i7r)\tg)\b(t — b) ,()\, be ]R)

pour tout signal f € L*(R) on considére les coffecients :

Sp(Ab) = /R FOFw()dt,

Alors on a :

a) Conservation de ’energie :

17
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au sens suivant : si

//Rz|Sf(>\,b)|2d>\db—/R|f(t)|2dt.

b) La formule de reconstruction

f(ac):/ RQSf()\,b)Q/\b(SE)d/\db.

QA(HJ):///\<A5f()\,b)g,\b(x)d)\db.

beR

Alors limy o0 ga(2) — f(z) dans L? quant A — +o0.

/
L

TRANSLATION
ET MODULATION

TRANSLATION
ET MODULATION
HAUTE FREQUENCE

FONCTION MERE

Inconvénient de la TFF, L’étude d'un signal avec la (T'F'F,;) permet d’obtenir & la fois une

information sur le temps et sur la fréquence, mais la résolution d’analyse est fixée par le choix de

la taille :

Fia. 2.6 — Transformée de Fourier & fenétre glissante

— Si la fenétre est trop petite, les basses fréquences n’y seront pas contenues

— Si la fenétre est trop grande, I'information sur les hautes fréquences est noyée dans l'information

concernant la totalité de 'intervalle contenu dans la fenétre.

Donc la taille fixe de la fenétre est un gros inconvénient. L’outil idéal serait une fenétre qui s’adapte

aux variations de fréquence dans le signal a analyser. Cet outil existe, il s’agit de la récente analyse

en ondelettes.

18



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

On a vu qu’il n’y avait pas de base de L? (R) qui une bonne localisation unifonrme & la foit en
temps et en fréquence. De plus, les fonctions analysantes gy, oscillent de plus en plus grand ¢ tend

vers +00, et cela conduit & des instabilités numérique.

Pour ces raisons J.Morlet a inroduit au débus des années 80 une autre repréntation en ondelettes :

2.2 Analyse par transformée en ondelettes

Pour analyser des composantes transitoires de durrées différentes, il est nécessaire d’utiliser des
atomes dont les supports temporelles ont des tailles variables. Pour cela, la transformée en onde-

lettes décompose les signaux sur une famille d’ondelettes translatées et dialatées.

Définition 2.2.1 (Ondelette mére) On appelle ondelette mére (analysante ) une fonction U :

R — C qui est dans L*(R) et satisfait les conditions suivantes

Ce qui implique [, ¥ (x) dz = 0.

[l = 1.

La famille des fonctions ou ondelettes est définie par :

avec :

— s : parameétre d’échelle donne la taille de support d’ondelette.
— wu : paramétre de position.
Ainsi, on a défini une famille d’atomes temps fréquence en dilatant ’ondelette ¥ par un facteur s,

et en translatant par wu.
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Chapitre 2. Transformée en ondellettes

Exemple 2.2.1 Ondelettes de Shannon, Meyer, Battle-Lémarié...

Remarque 2.2.1 La T.F des ondelette est donnée par :

U, s(A) = / e 2Ny, (x)dr = \/g\j;(s)\)e—zmux.
R

2.2.1 Transformée en ondelettes continue

Définition 2.2.2 La transformée en ondelettes continue (TOC') utilisant l'ondelette ¥ est définie

comme :

S

V(s,u) € Ry x R, W f(u,s) = %/Rf(t)ﬁ <t — “) dt. (2.1)

avec W f(u, s) sont des cofficients d ondelettes.

Remarque 2.2.2 La transformée en T'OC utilisant l’ondelette V est équivalent & :

V(s,u) € RY x R, W f(u,s) = /s / FO)VT(sA)eHm AN,
R

Preuve. Il suffit d’appliquer la formule de Perseval :

Remarque 2.2.3 Si on pose :



Chapitre 2. Transformée en ondellettes

On obtient d’aprés (2.1) :

V(s,u) e RT x R, W f(u,s) = /Rf(t)\ilg(t — u)dt,

Donc :

V(s,u) € RL x R, W f(u,s) = f(t) * Ws(u).

TRANSLATION
ET DILATATION

TRANSLATION
ET CONTRACTION

al

e
\Jv\d/ \/\M

FONCTION MERE

TRANSFORMEE PAR ONDELETTES (T.0))

Fia. 2.7 — Transformée par ondelettes (T°0O)

Exemple 2.2.2 Soit S(t) = sin(2rwt). Alors S(\) = %(&J +0 )

Ws(u, s) = f/ ( u)dt\/E/RS’()\)\IJs)\

2iTuU
= 21 (5 + 6. ) T (sA)em A,

— g [€2i7rb)\€(8w) o B_QMUAE(—SW)] ’
1

Si U est paire

Ws(u, s) = v/s¥(sw) sin(2rwu), s > 0,u € R.

21
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Chapitre 2. Transformée en ondellettes

Ondelettes réelles et complexes :

Les ondelettes réelles sont bient adaptées pour détection de changements brusques dans un signal.
Les ondelettes complexes (ou analytique) sont utilisées pour séparer la phase et 'amplitude des

composantes d'un signal.

Inversion de la transformée en ondelettes continue Le théoréme suivant montre que la
TOC est une transformation inversible qui conserve I’énergie du signal si l'ondelette vérifie la

condition d’admissibilité suivante :

oo ‘\if(w)‘
. :/ P < 1o
0

w

Si W vérifie la condition ci dessus, alors I'ondelette est dite admissibilité. On peut remarquer que
la condition d’admissible. impose nécessairement que ¥ (0) = fj;o U (t)dt = 0 c’est a dire que

I’ondelette soit de moiyenne nulle.

Théoréme 2.2.1 Soit ¥ € L? (R) une ondelette admissible alors pour tout f € L* (R) ona :

1 [t [T 1 t—u\ duds
£) = — W —v .
f( ) C\IJ A - f (u’ S) \/g ( s ) 52

De plus, la TOC' conserve l’énergie du signal

oo Y A 5 duds
e A A AT

o0

2.2.2 Transformée en ondelettes dyadique

La transformée en ondelettes dyadique est une représentation invariante par translation car le
. . , ) . ) . . . )
parameétre de translation u n’est pas échantillonné. Pour construire cette réprésentation, I’échelle
s est discrétisée, mais pas le paramétre de translation u, I’échélle est échantillonée sur une suite

dyadique {27}, ;.
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Définition 2.2.3 La transformée en ondelettes dyadique de f € L*(R) est définie par

—Uu

Wy, 2) = [ FOZ w5 = ()

avec
~ 1 t
\Ijgj (U) = \112]<—t) = —\1123(——)
A/ 27
Signal
P
[ W
— \\___ _J/\\\_ I| \_\“f‘"\f\ ~
i |
277 1 i 4 My b hs b fo o A
= — — [ L BT o AR e
h
I
276 _NA A — = I\ n, -
|llﬁlll
2 — A
S B
-4 e _ P
- TS Py T _' —
_ — T— -~
2-3 = =
- — —
Approximation
- = "'\-.._\__H _ B o ~—

0

Fic. 2.8 — Transformée en ondelettes dyadique W; (u,2’) .calculée aux échelles 27 calculée aux
échelle 277 < 27 < 273 avec le banc de filtree section 5.5.2 de 11.

2.2.3 Transforme en ondelette discréte

On restreint les parametres de dilatation-translation (a,b) & un sous-ensemble dicret, ce qui est

étudiés par I.Daubechies, A.Grossman et Y.Meyer, on choisit
am=a"" | by=nBa"™ , (a>1,3#0)avec U, ;, =a™?¥(a™x —np).

Pour des fins de strabilité numérique, I.Daubecheis a étudié dans quelles conditions I'aplication

W f —Wr=Wi(am,by,) = /Rf(ﬂﬁ)ﬁam,bn(%)dl”
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de L*(R) dans [*(Z?) est injective, mais aussi d’inverse continue sur son domaine. Cette condition

se traduit par l'existence de deux constantes positives A et B telles que

AIFIP < ) ey, f12 < B

m,nEL
et on a la formule de reconstruction définie par

2

=478

Z Wf(a”ﬂU bn)\]:]awubn + Rf

m,neL

ol le reste Ry est estimé par ||Ry|| < O(2 —1)||f]|. Si £ ~ 1, le terme d’ereur R; peut étre négligé

et la reconstruction est numériquement satisfaisante.

Pour d’autres types d’aplications on péfere utiliser des bases orthonormées d’ondelettes dans le

but de réduire autant que possible la redondance de la famille (¥, 5, ) (m.n)cz2-

Compte tenu de la redondance d’informations données par les coefficients W(a, b) sur la base des

Wb

Soit ¥ € L*(R), réguliere telle que (¥;x) j, k € Z soit une base orthonormée de L*(R), on peut

décomposer tout signal f € L*(R) en série double

F@) =3 (%), k()

JEL ke

avec

U p(2) = 22202 — k).

Ces cofficient sont définies par

Wis = (050) =2 | ()0~ bydo
R

et qui sont indépondantes les uns des autres.
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Les paramétres de dilatation-translation (a,b) = (27,277k) correspondent & la discétisation de
R, xR.
Le réseu des parameétres de dilatation-tanslation considéré dans ce cas est la collection de tous les

intervelles diyadique

I(5,k) = [k27, (k 4+ 1)277[, (j, k € Z).

2.2.4 Analyse de régularité

I’analyse de Fourier permet de caractériser la régularité globale d’une fonction. La transformée en

ondelettes permet d’analyser la régularité ponctuelle d’une fonction.
Un signal est régulier si on peut I’aproximer localement par un polynome.

Supposons que f soit déférentiable m foit sur [v — h,v + hl, Soit p, son polynome de taylor au

voisinage de v :
m—1
f® (v
po(t) = STy
k=0

Définition 2.2.4 Une fonction f est ponctuellement lipschitz o > 0 en v, s’il éxiste K > 0 et un

polynome p, de degré m = [« tels que
Vie R, |f () —p, (t)] < K|t —v|*. (2.2)

— Une fonction f est uniformément Lipshitz « sur [a,b] si elle vérifie (2.2) pour tout v € [a,b],
avec une constante K indépandante de v
— La régularité lipschitzienne de f en v ou sur [a, b] est le sup des a pour lesquels f est lipschitz

Q.

Définition 2.2.5 On dit que U a q = [a] moments null si
/ U(t)thdt = 0,Yk < q. (2.3)
R

On va mesurer « & partir de |Wy(u, s)| lorsque u est au voisinage de v.
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On suppose que L’ondelette ¥ a n moments nuls et qu’elle est C™ avec des dérivées & décroissance

rapide. On a pour tout 0 < K <n et m € R, il existe C,, telle que

Con
vt € R, |TB) (1) <

—r 2.4
14t (24)

Le théoréme suivant lie la régularité lipschitzienne de f sur un intervalle & I'amplitude de sa

transformée en ondelettes aux fines échelles .

Théoréme 2.2.2 (voir [11]) Si f € L*(R) est uniformément Lipschitz o < n sur [a,b] alors il
éxiste A > 0 tel que

V(u,s) € [a,b] x RY, [Wy(u,s)| < As*H1/2, (2.5)

Réciproquement, supposons que f soit bornée et que W f(u,s) vérifie (2.5) pour un o < n non

entier. Alors f est uniformément Lipschitz asur [a 4+ (,b — (], pour tout ¢ > 0.

Théoréme 2.2.3 (voir [11]) Si f € L*(R) est Lipschitz o < n en v, alors il existe A tel que
+ a+1/2 U—v,
V(u,s) € Rx RT, |We(u,s)| < As (1+]——1%).
s

Réciproquement, si o < n n’est pas entier et s’il existe A et o'tels que

!

Y(u,s) € R x RT, [Wy(u, s)| < As*H/2(1 4 |—2 |
S

)

alors [ Lipschitz o en v.

Ce théoréme donne une condition nécéssaire et une condition suffisante sur la transformée en

ondelettes pour estimer la régularité lipschitzienne ponctuelle de f en un point v.
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Chapitre 3

Analyse mulirésolution et ondelettes

orthogonales

L’analyse multirésolution permet de décomposer des signaux mono ou multidimensionnels sur une
base orthonormée des fonctions d’échelles et sur une base des fonctions ondelettes. Par consé-
quent, cette famille d’ondelettes orthonormales par analyse multirésolution réduit & néant toute
redondance.

Dans ce chapitre, on explique comment la théorie des ondelettes a été développée et comment on
construit une base orthonormée de L?(R) grace a l’analyses multirésolution. On présente quelques
familles des ondelettes orthogonales, et un algorithme qui permet de calculer les coefficients d’on-

delettes.

3.1 Analyse multirésolution

L’idée de PAMR d’un signal consiste & le représenter comme une limite de ses approximations
successives, ol chaque approximation est une version de la précédente. Cette section présenté les

principes de multirésolution, et quelques exemples sur ’analyse multirésolution isuelles.

Définition 3.1.1 (Analyse multirésolution) Une analyse mutirésolution (A.M.R) est par la

définition de Yves Meyer, une suite croissante de sous-espace fermé (sevf) V; de L*(R) ,j €
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Z,vérifiant les proprietés suivantes :

1. les V; sont omboités, c’est a dire :

Vj € Z,V} C V}-&-la (31)

2. Uintersection de tous V; est une fonction nulle,et L*(R) est l'union fermé de tout V; c’est a

dire :
ﬁ V; ={0}, G V; dense dans L*(R), (3.2)
j=—o00 j=—oco
3. dilatation :
VjeZNf e L*(R), f(z) € V; & f(2z) € Vjyu, (3.3)
4. tramslation :
Vj e Z,Vf € L*(R), f(z) € Vo & f(z — k) € V, (3.4)

5. base de Riesz :

il existe une fonction g € S(R)telle que la suite g(x — k) soit base de Riesz (3.1.2) de Vj.
(3.5)

3.1.1 Base de Riesz

Définition 3.1.2 (Base de Riesz) Si H est un espace de hilbert,une famille j € J, de vecteurs
de H est une base de Riesz de H si e; est une famille totale dans H (les combinaisons linéaires
finie des e; forment une partie dense dans H) et s’il existe deux constantes Cy > Cy > 0 telle

que, pour tout suite finie des cofficients oj,j € J on ait

Ci(D a2 <

jeg

E :ijej

jeJ

< Co(Y ). (3.6)

jeg

Proposition 3.1.1 (voir [3]) Une famille {g(x — k)},, forme une base de Riesz de I’espace Vj
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qu’elle engendre si et seulement si il existe A >0 et B > 0 telle que

+
8

1

—<
B —
k

1
19(w — 2km)|* <

Yw € [-m, 7], <3

—00

3.1.2 Fonction échelle

Dans les conditions de multirésolution et a partir de g, on montre qu’il éxiste une fonction ¢
appartient a l'espace Vj telle que la suite ¢ (x — k) soit une base orthonormée de V, appelée

fonction d’échelle.

Le théoréme suivant orthogonalise la base de Riesz {g (x — k)}, ., est construit une base orthonor-

mée de chacun des espaces V; en dilatant et en translatant une unique fonction d’échelle ¢.

Théoréme 3.1.1 Soit {V;}j € Z une approzimation multirésolution et ¢ la fonction d’échelle

dont la transformée de Fourier est

On pose

pik(t) = %w (:’32—] k) ,

Alors la famille {¢jn}, o est une base orthonormée de V; pour tout j € Z.

Proposition 3.1.2 (voir [4]) La fonction ¢ vérifie deux propriétés importantes :

/ e(x)dxr = $(0) =1 qui liée a la propriété (3.2) .
R

2. ¢ satisfait l'identité
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ou encoure

/ B(w)? ¢ = 20,

qui expriment I'orthonormalité de la suite {¢(z — k)}, ., analyse multirésolution.

3.1.3 Analyse multirésolution r-réguliére

Définition 3.1.3 A.M.R est dite r-reguliére (r € N) si l’on peut choisir la fonction g intervenant
dans (3.5), Uon ait

[(==)9(2)] < (L + [2])7™

pour 0 < g < r, et pour tout entier m > 0 et tout x € R.

3.1.4 Exemples d’analyse multirésolution de L? (R)
Analyse multirésolution de Haar

Un exemple plus simple d’analyse multirésolution est celle de Haar. Les V; sont des sous-espaces de
L? (R) formés des fonctions continues sur R dont la restriction a chaque intervalle [k277 (k + 1) 277[, k €
Z est une fonction constante. La fonction g de V; est alors la fonction caractéristique de I'intervalle

0,1].

Espaces embbités de spline d’ordre r

Un second exemple d’analyse mulitrésolution (r-réguliére) est celle venant de suites emboitées de
fonctions splines d’ordre r, r € N* associées a des rafinements de maillages. Dans ce cas, les V;
sont des sous-espaces de L? (R) formés des fonctions continues sur R et dont la restriction & chaque
intervalle [k277, (k + 1) 277, k € Z est un polynome de dégré < r.

Un choix possible de la fonction g de V{ est fourni par le produit de convolution g = y * x * ... %

X, (r + 1) fois, ou x est le créneau centré en 0 de longeur 1.

Pour beaucoup d’applications, on souhaite avoir une approximation réguliére, alors, on augmente
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simutanément le dégré des polyndémes et la régularité globale de 'approximant en choisissant r

grand.

Analyse multirésolution de Shanon

Un troisiéme exemple est 'analyse multirésolution de Shanon. Ici, Vj est le sous-espace fermé de

L? (R) formé de fonction dont la transformée de Fourier est portée par l'intervalle [—%, %] La
fonction g est alors g (x — k), k € Z forment une base orthonormée de V5.

Cet exemple ne conduit pas & une analyse multitésolution réguliére, car la fonction g n’a pas la

décroissance nécessaire.

Analyse mulirésolution dite de Littewood-Paley

Cette exemple est une correction de l'exemple (3.1.4). V, est défini de sorte que la fonction g

appartienne a la classe S (R) de Schwartz des fonctions a déroissance rapide.

On part d’une fonction 6 € D (R), réelle paire, telle que

0(¢) =1, sioCe[-53]
0(¢) =0, si CG]—OO,—%]U[%,—FOO[
?()+0*(C—-1)=1, si (€]|0,1]

On construit alors [14] Panalyse multirésolution a partir de 6, et la fonction g est définie telle que

G=10,ie, g=F 0 ou F~! est la transformée de Fourier inverse (1.2.2).

C’est cette analyse multirésolution qui conduit & I'ondelette C*° de Meyer.

3.1.5 Décomposition de ’espace L’ (R)

On définit W; comme le supplémentaire orthogonal de V; dans V};, alors ona les résultat suivant :

Vin=V; & W;. (3.7)
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On a donc les décompositions de L? (R) suivantes :
L* (R) =V @0 W},

et

L*(R) =P W

JET

L’espace W; vérifie également la propriété d’invariance par échelle

VFfeL*(R), Vj€Z f(z)eW, s f(2r) € Wiy

Wi W,

WJ_'_-[

(3.9)

Fic. 3.1 — schématise la décomposition : les sous-espaces sont réprésentés symboliquement par des

rectangles.

3.2 Ondelettes orthogonales

On sent bien maintenant que, eu égard a la redondance d’informations donnée par les coefficients

Wy (a,b) sur la «base» des U, , le défi était de trouver une famille, que nous noterons encore V¥, ;

pour simplifier (j,k € Z), d’ondelettes orthogonales sur lesquelles on pourrait décomposer tout

signal f € L? en série double :

F@) = (f %) Ui (),

J,kEL

avec

U, (1) = 2020 (Yz — k).
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On aurait ainsi une base orthogonale, au sens usuel, de ’espace de Hilbert L?, avec des coefficients

Wy (4, k) indépandants les uns des autres.

3.2.1 Ou L’on voit enfin des ondelettes orthogonales ?

Les ondelettes orthogonales contiennet les détails nécessaires a ’augmentation de I’approximation
de la résolution de ’approximation d’un signal. L’approximation de f aux échelles 2/ est donnée

par la projection orthogonale de f sur V; :
PVJf ('I) = Z <f? (70],71> (pj,nv

puisque V;_; C V; chacun des espaces V; peut étre décomposés en
Vi=Vi_1®W,_,. (3.10)
On note par Py, la projection orthogonale sur ;. De (3.10) nous voyons que
Py, f (z) = Py,_, f () + Pw,_, f (2) .

Le Py, [ fournit les «détails» de f qui existent a échelle 2/~1 et qui sont absents échelle plus
grossiére 27,
Le théoreme suivant montre que ’on peut construire une base orthonormée de W; par translation

et dilatation d’une ondelette W :

Théoréme 3.2.1 (voir [11]) Soit ¢ une fonction d’échelle et h son filtre miroir conjugué (3.3.1).

Soit ¥ la fonction dont la transformé de Fourier vaut

b= ()5 (3)
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avec

on pose

pour tout échelle 27, {U; .} _, forme base orthonormée de W;. sur 'ensemble des échelle {¥; . }

nez nez?

forme une base orthonormée de L*(R).

Le lemme suivant donne des condition nécessaires et suffisantes sur ¢ pour construire une base

orthonormale d’ondelettes.

Lemme 3.2.1 La famille {¥;,} est une base orthonormée de W; si et selement si

G (w)[* + g (w+m)* =2.

3.2.2 Comment choisir une ondelette
Moments nuls

On rappelle que ¥ a r moments nuls si elle vérifié (2.3). Ceci signifie que ¥ est orthogonal a tout
polynéme de degré » — 1. Le théoréme suivant relié le nombre de moments nuls de ¥ aux dérivées
de ¥ (w) qui s’annulent en w = 0 et au nombre de zéro de h (w) en w = 7. Il montre également

que les polynomes de degré » — 1 sont alors reproduits la foncion d’échelle.

Théoréme 3.2.2 ( Moments nuls) (voir [11])Soit ¥ et ¢ une ondelette et une fonction d’échelle
qui générent une base orthogonale. On suppose que | ()] = O <(1 + t2)_T/2_1) . Les quatre propo-
sitton sutvant sont équivalent

i) londelette ¥ a r moment nuls

ii) W (w) et ses r — 1 premueéres dérivées sont nulles w = 0.

iii) h(w) et ses ™ — 1 premueéres dérivées sont nulles w = .
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iv) pour tout 0 < k < p,

“+oo
qr = Z nFo (t — k) est un polynome de dégré k.

Taille du support

Si f a une singularité isolé en t( et si to est dans le support de VU;, (t) = 212§ (2‘” 2 — n) ,
alors (f,¥;,) peut étre de grande amplitude. Si ¥ un support compact de taille K, il exsiste, a
chaque échelle 27, K ondelettes ¥;,, dont le support contienne to. Pour minimiser le nombre de
coefficients de grande amplitude de la transformée en ondelettes d’un signal f, il est possible de

diminer la taille du support W. Ainsi, si le support de h (et de la fonction d’échelle ) est [N, Na],

(Ni—=Na+1) (Na—Ni+1)
alors le support de ¥ est [ o, } .

Si ¥ a r moments nuls alors son support est au moins de taille 2r — 1. Il y a donc lieu de faire un

compromis entre la taille du support et le nombre de moments nuls.

Régularité

La régularité de W est liée au nombre de h (w) en w = 7.

Pour illustrer la nation de régularité d’une ondelette, nous qualifierons une ondelette «trés lisse»
par terme «ondelette réguliere». Cette notion de régularité d’une ondelette ou «douceur» de ’on-
delette est évidement liée au nombre de ses dérivées continues appelé parfois «1’ordre de régularité.

La régularité de ’ondelette joue un role appréciable lors de la réconstruction d’un signal.
g J

3.2.3 Bases orthonormées de L*(R)

Soit m € N un entier. Une fonction ¥ (x) d’une variable réelle sera appelée une ondelette (de base)

de classe m si les quatre propriétes suivantes, en apparence contradictoires, sont satisfaites

a) sim =0, ¥ (x) appartient & L> (R) et, si m > 1,¥ (z), ainsi que toutes ses dérivées, jusqu’a
I'ordre m, appartient a L> (R)

b) V¥ (z), ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a ordre m, est & décroissance rapide a 'infini.

35



Chapitre 3. Analyse mulirésolution et ondelettes orthogonales

) [pa"¥ (z)dz=0pour 0 <k <m

d) la collection des 2/2W (2/x — k), j € Z,k € 7 est base orthonormée de L? (R).

3.2.4 Construction des base orthonormée de L?(R)

Pour construire une ondelette & partir de ’AMR on commence par remplacer g par une fonction

o (x — k), k € Z, soit une base orthonormée de V4.

En désignant par ¢ et g les transformées de Fourier de ¢ et de g, on a alors

00 —1/2
¢><<>=x<<>g<<>lz m<<+2zm>\2] ,

ou |x(¢)] = 1,x(¢+27m) = x(¢) étant par ailleurs arbitraire. La condition (3.6) impique ¢; <

(3500 19 (¢ +2km) ] V2 < ¢y et le choix y () = 1 conduira a ¢ € S (R).
Désignons par W; le complémentaire orthogonal de V; dans V;;;. On a d’aprée (3.7), (3.8), (3.9)

La construction des ondelettes & partir des analyses multirésolutions découlé du lemme évident

suivant :

Lemme 3.2.2 SiV(x) appartient a la classe S(R) et si U(x—k), k € Z, est une base orthonormée

de Wy, alors WU(x) est une ondelette.

En effet, par simple changement d’échelle, on en déduit que 27/ 2U(27z — k), k € Z, est une base
orthonormée de W;. Par construction, L?(R) est la somme hilbertienne directe des W;,j € Z,
Il en résulte que 2//20 (22 — k),j € Z,k € 7Z, est une base orthonormée de L%(R). II reste a
construire ¥ (). Nous déterminerons, en fait, la transformée de Fourier par une fonction arbitraire
x(¢) verifiant |x(¢)| = 1, x(¢ + 27) = x(¢) et indéfiniment dériable. La fonction ¥(x) n’est pas
unique .

Pour construire ¥(z), on observe que Wy C V; et que v/2¢(2x—k), k € Z, est une base orthonormée
de V4. On a donc

U(zr) =2 Z Bre(2z + k),

k=—o00
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ou

Br = /OO U(x)e(2x + k)dz.

o0
Si W et o appartiennent a S(R), la suite (3, k € Z, est a décroissance rapide et m;(¢) = Z Bre*e
k=—0o0

est indéfiniment dérivable.

En passant aux transformée de Fourier, il vient
W (20) = mi (O)$(C)- (3.11)
Nous avons de méme Vy C V; et donc

olx) =2 Z arp(2z + k)

k=—o00

ou

ap = /00 o(z)p(2z + k)dx.

o0

On pose my(¢) = Z ae’s et 'on obtient

k=—00

¢(2¢) = mo(¢)&(¢)-

Nous disposons maintenant de deux bases orhonormée de Vi, a savoir \/ﬁap(%v — k), k € Z, d'une
part et {V(z — k), p(x — k), k € Z} d’autre part. Ces deux bases orthonormées conduisent a un

opérateur unitaire échangent les cordonées dans ces deux base.Il en résulte que la matrice

mo(C) mi(¢)
mo(¢ +7m) my(C+ )

S(¢) =

est unitaire pour tout ¢ € R.

Réciproquement, Si S(() est unitaire, (3.11) d’éfinit une ondelette W(x) vérifiant les conditions
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du lemme (3.2.2). Un choix possible est donné par m;(¢) = e “mg(¢ + m). Il revient & choisir

Br = (=1)*1a_;_; et les autres choix consiste multiplier m;(¢) par une fonction x(¢), indéfiniment

dérivable sur R, periodique de periode 7 telle que |x(¢)| = 1,V( € R.

posons ¢, (z) = ¢(x — k). alors 'ensemble constitué des fonctions ¢y, puisque L?(R) = Vo & Wy @

Wie...oW; ..

Il en résulte que l'on a, pour tout fonction f € L*(R),

o

f@)=>" (foen@) + D)) (f ) Uu(x).

k=—00 720k=—00

L’algorihme (3.12) est beucoup plus performent que la version rudimentaire fournie par

F@) =" (%) Uk(a).

j=—o0ok=—00

3.2.5 Calcule pratique des ondelettes orthogonales

Ondelette splines

(3.12)

Les ondelettes splines sont des ondelettes qui & décroissance exponentielle et sont numériquement

a support compact. Pour ces ondelettes, I’analyse multirésolution consédérée est le sécond exemple

(3.1.4), celle construite a partir des fonctions spline d'un dégré r impair, c’est a dire des fonctions

de classe C"!, et qui sont des polynéme de dégré < r par morceaux.

Vi = {f cL’R): fec O (R) et Jik2—3 (k4+1)2-3[ est un polynome de dégré < r} )

Ondelette spline de dégré 1 On a cas splines d’ordre 1,

_ sin2§/2.
(¢/2)°

g(x) =sup (1 —lz|,0) et §(C)
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Cela conduit a
o0

o (¢) = (3 (¢ +2km))?

—00

_ 2+cos(
= T

A parir de l'identité o (¢) = %, deux voies s’offrent & nous. On peut d’abord observer que

3 ,
2+ cos( = <1+\/_> ‘14—7’6152 oir=2—+3

2

Cela fournit une base orthonormée de V4 de la forme ¢ (x — k) , k € Z, ou

#0 = (3+V8) 1 (O,

c’est-a-dire

o (z) = (3—1—\/§> g(@)+rg(z+1)+r*(x+2)+..].

Le support de ¢ (z) est inclus dans |—oo, 1] . Quitte & relplacer ¢ (x) par ¢ (x + 1), on peut assurer

que le support de ¢ (x) soit inclus dans |—o0, 0] .
Passons au calcul de 'ondelette correspondante.

On commonce par expliciter la fonction mg (). On a

1 —re
2
= 22—
mo (¢) = cos™ ¢/ [ o

et
1+ re ™

T — o in? (/2 '
my (¢) = e*mol + ) = e "“sin”(/ T

Finalement W € V; est définie par
W (20) = ma (O) ¢ (Q) -

Cette fonction ¥ (z) est 'ondelette de Stromberg (découvert par J.O. Stromberg en 1981) .
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Ondelettes de Shannon, Meyer, et Battle-Lémarié

On étudie queleques classes impotrantes d’ondelettes dont les traonsformées de Fourier se calculent

se formule générale de théoreme (3.2.1) :

b= i (3)5(3) - o (F)i(5em)5(3) o

Ondelette de Shannon L’ondelette de Shannon se construit & partir de 'approximation multi-
résolution du méme nom, qui approxime les fonctions par leur restriction a des intervalles & basses
fréquences. Elle correspond a ¢ = 1_ - et h(w) = V21[_rjox/2) Pour w € [—m, 7. De (3.13) on
déduit que

. exp (—iw/2) si w € [-2m, 7| U [m, 27],

U (w) =
0 sinon.

d’ou
_sin2w (t—1/2) sinw(t—1/2)
V)= or(t—1/2)  w(t—1/2)

Cette ondelette est de classe C* mais décroit lentement & Pinfini. Ceci vient du fait que ¥ (w) est
a support compact mais a discontinuités en +7 et +27. Comme 0 (w) est nul sur un voisinage de

w = 0, toutes ses dérivées sont nulles en w = 0, et a un nombre infini de moment nuls.

Ondelette de Meyer Ce sont ondelettes réguliéres, indéfiniment dérivables et a décroissance
rapide. En effet, ¢ et ¥ sont de classe C'™ car leur transformée de Fourier est a support compact,
T (w) = 0, ou voisinage de w = 0, toutes ses dérivées sont nulles en w = 0, ce qui montre que ¥ a
une infinité de moments nuls.

L’ondelette de Meyer est orthogonale et symétrique mais n’est pas a support compact.

Ces ondelettes se construisnt dans le demaine fréquentiel avec des filtres miroirs conjugués h (w)

qui sont de classe C" et qui vérifient :

V2 si we[-n/3,7/3],
0 si wel—m—27/3]U[27/3,7].
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La fonction d’échelle ¢ (w) = [[5=5, 27" 2], (27Pw) peut vérifier que

27120 (w/2) si |w| < 4m/3,

¢ (w) =
0 st |w| > 4m/3.
L’ondelette correspondante (3.13) vaut
(
0 st |w| < 2m/3,
. 27124 (w/2) st 21/3 < |w| < 4m/3,

2712 oxp (—iw/2) h (w/4) si 4n)3 < |w| < 87/3,

0 st |w| > 8m/3.

\

L’ondttette de Battle-1émarié Les ondelettes splines polynomiales, dues & Battle et Lemarié

se calculent & partir les approximations multirésolution par splines.

Les expressions ¢ (w) et de h (w) sont données respectivement par

exp (—iCw/2)

Plw)=—"5 Somra (@) Sn ( _Z (w+ 2k7r

7 —1 C Sm
h(w) zexp< Zzw ) \/ 22m+fsi+(jz2w)’

Pour des splines de degré m, h (w) et ses m premiéres dérivées sont nulles en w = .

On montre que ¥ a m + 1 moments nuls. On déduit de (3.13) que

¥ (w) =

exp (—iw() \/ Sz (/2 + )

wm Som2 (w) Sam+2 (w/2)°

Cette ondelette ¥ est & décroissance expentielle. Comme c’est un spline polynémial de dégré m,
elle est m — 1 fois contuntiment dérivable. Les ondelettes splines polyndémiales sont moins réguliéres
que les ondelettes de Meyer mais décroissent plus vite a I'infini. Pour m impair, ¥ est symétrique

par rapport & 1/2. Pour m pair, elle est antisymétrique par rapport a 1/2.
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3.3 Calcul des coefficients d’ondelettes

Dans ce section on a calculée rapidement les coefficients d’ondelettes on a utilisée I'algorithme

pyramidal (3.3.2) qui basée sur un filtre de méroires conjugues.

3.3.1 Filtres miroirs en quadratiques (conjugues)

Le calcul suivant montre que toute fonction d’échelle est déterminée par un filtre numérique appelé
” filtre méroir conjugué”,
De I’équation (3.3) et des inclusions Vo C Vi, Wy C Vi, on déduit I'éxistance de filtres discrets

h = (hn),ez €t g = (n) ey Vérifiant :

() = V2) i (20 — k) avec hy, = / w@ (2) - V2¢ (22 — k) dx.
U (z) = ﬂngw (2x — k) avec gy = / h T (z) - V20 (20 — k) d.

Un choix possible pour le filtre g est (le filtre h étant imposé par les espace V;)

gk = (—1)" hy_p.

h et g sont appelés filtres miroirs en quadrature.

3.3.2 Algorithme pyramidal

Les algorithmes d’analyse et de synthése sur bases orthonormées d’ondelettes des algorithmes
rapides, baséss sur des convolutions avec des filtres dicrets. Le calcul de N coefficients s’effectue en
O (N) opérations si les ondelettes sont a support compact[11], sinon en O (N log, N) opérations si
les ondelettes sont & support compact, sinon en O (N log, N) opérations (dans ce dernier cas, les

convolutions sont éffectue a 'aide de la FFT).
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Le calcul de la transformée d’une fonction suivant une base d’ondelettes {\Ili, JEZLk € Z} uti-

lise la structure multiéchelle des espaces (V;).., d’une analyse multirésolution. Dans le cas des

JEL
ondelettes a support compact, ils ont logueur finie L.
Les filtres miroirs en quadrature (3.3.1) vont permettre de calculer les coefficients d’ondelettes de

la fonction f & I'aide du schéma suivant :

Soient s et dj respectivement les coordonnées de f dans la base {¥], = 2/ (21 — k) ,k € Z}

de ;. Comme ces bases sont orthonormées, sj, et dj, sont donnés par les produit scalaires :

sy = f(x)pr (z)dx et d], = f(x)¥) () du.

J—1

i1 , . ; . ., ..
Les coefficents (s, et (&), "), _, se déduissent de (s7) yez, Par les convolutions dicrétes suivies

)kGZ keZ

de décimations avec avec les filtres h et g (convolution habituelle mais on décale 'entrée de deux

points a chaque étape) :

j—1 __ J
S = E :hn52k+n'

nez

j—1 _ J
dy, = E :9n52k+n-

nez

Ces formules permettent de calculer les coefficients de f sur les bases (‘I’f:l) , de Wiy et (gof:k> .
de V;_; a partir des coefficients de f sur le base ((pfg)k de V. Connaissant la décomposition
(80)—o.n_; d'une fonction de l'espace V; suivant les ¢ (z — k), on peut calculer N coefficients

d’ondelettes dans les espaces W;, j < 0 par I'algorithme récursif suivant :

-1 -2 -3
(sﬁ)kzo,,v_, - (5 )k=0,§—1 — (5 )k=o,%’—l — (s, )k=0,%—l“'
N N N

(de Doy (A heeo ¥y (4 Doy o

Fic. 3.2 — Algorithme pyramidal
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Cette étape sera appelé analyse, 'opération inverse sera appelée synthése.

La formule de synthése, déduite de (3.7) est la suivante :

5?_1 = Z hk,gnsfl + Z gk,gndfl.

neZ nez

et lon utilise 'algorithme pyramidal (3.2) dans le sens inverse. A cette étape, les cofficients
d’ondelettes ”omis” dans ’analyse entrainent des erreues lors de la synthése aux bords de I'intervalle

d’étude [0, N].
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées ci-

dessous :
Abréviations
TF . Transformée de Fourier.
TFF, : Transformée de Fourier a fenétre.
TO : Transformée en ondelettes.
TOC : Transformée en ondelttes continue.
AMR : Analyse mulirésolution.
Notation
f(t) : Signal en temps contenue.
(1) . Distribution de Dirac.
Lia . Fonction indicatrice, valant 1 dans [a,b] et 0 en dehors.
fo (2) : La symetrisée f, de f est définié par f, (z) = f (—x).
Tof () : la translate de 7, f (¢) de f est la fonction définie par 7, f (x) = f (z —a) .
Ff(¢) . Transformée de Fourier.
Ff0) : Transformée de Fourier conjugue.
70 : Transformée de Fourier Ff (¢) = 7).
St (u, s) . Transformée de Fourier & fenétre.
We (A, D) . Transformée en ondelettes de f.
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Annexe B :

Abréviations et Notations

Ty

L;(0,a)

L’ensemble des polynomes trigonométriques p de dégrée < N définié par :

In = {ZnszN

L’espace des fonctions périodiques de periode a telle que

Cpemtla ) C,Vn € [N, N]} .

L2(0,a) = {f : R — C, f de periode a et fo \f \ dt<oo}
on le munit de produit scalaire (f, g fo
le produit scalaire associée | f|l, = /(f (fo |f )2 dt)l/Q.

L’espace des fonctions intégrables telle que :

={f:R—C, [,|f®)]dt<oo}.
Espace des fonctions d’énergies finies : fR |f (1) dt < co.
Signaux discrets d’énergies finies : 37 | f [n]]* <

Fonctions indéfiniment défférentiables.

Espace de Schwartz.

Somme directe de deux espaces vectoriels.
Somme directe de suite des espaces vectoriéles.
La fonction fenétre.

Ondelette de mere.

Opérateur de projection orthogonal de V; sur V.
Produit de convolution en temps contenu.
Produit scalaire.

Dérivée de f a l’ordre p.
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Résume

On s’intéresse a I'étude de la transformée en ondelettes qui est une alternative a la transformée de Fourier.
Les coefficients d’ondelettes réalisent une analyse a la fois en temps et en fréquence.

Dans ce mémoire, on explique comment les ondelettes sont calculées a partir d’une ondelette mére qui est

développée sur la base d’une analyse multirésolution.

Cette derniere permet de décomposer |'espace des fonctions de carré intégrable en somme discrete
orthogonale de sous espaces d’ondelettes. A la fin, on donne un algorithme pour le calcul rapide des coefficient

d’ondelette.

Mots clés : Ondelettes, Analyse multirésolution, Fonction échelle.

Abstract

We are interested in the study of the wavelet transform, which is an alternative to the Fourier transform.

Wavelet coefficients perform both time and frequency analysis.

This paper explains how wavelets are calculated from a mother wavelet that is developed based on a

multiresolution analysis.

This last one allows decomposing the space of function of the intégrable square in the orthogonal discrete sum
of subspaces of wavelets. At the end, we give an algorithm for the quick calculation of wavelet coefficient.

Keywords: Wavelet, multiresolution analysis, scale function.
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