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Introduction

Les espaces de Sobolev portent le nom du savant Serguei Lvovitch Sobolev
qui est un mathématicien et un physicien atomique russe de 1’époque Soviétique (né le

06 octobre 1908 et décedé le 03 janvier 1989).

Au cours des années 30, Sobolev a introduit des notions qui sont fondamentales dans le
développement de plusieurs domaines des mathématiques. Tout en travaillant & Mos-
cou, Sobolev a construit la méthode standard pour résoudre les problémes elliptiques
avec conditions aux limites en introduisant ses espaces fonctionnels. Il a donné les in-
égalités sur les normes relatives a ces espaces qui étaient importants dans la théorie de
Iintégration des espaces fonctionnels, il a de plus appliqué ses méthodes pour résoudre
les problémes difficiles de la physique mathématique.

En 1939, Sobolev a été élu membre & part entiére de 'académie des sciences
d’URSS.
Il n’avait que 31 ans au moment de son élection qui a été une réalisation remarquable
et a fait de lui le plus jeune membre.
Sobolev a recu de nombreux honneurs pour ses contributions fondamentales aux mathé-
matiques. Il a été élu & de nombreuses sociétés scientiffiques, y compris I’académie des
sciences d’'URSS, 'académie des Sciences de France et I'académie nationale dei Lincei.

Il a recu de nombreux prix, dont trois prix d’état et la médaille d’or

1988 Lomonosov de 'académie des sciences d’'URSS. Les espaces de Sobolev sont des



Introduction

espaces fonctionnels modelés pour la plupart & partir des espaces de Lebesgue et munis
des normes combinant celle de la fonction en question et de celles des dérivées faibles
jusqu’a un certain ordre. Les espaces de Sobolev sont les espaces les plus importants
utilisés pour résoudre les équations aux dérivées partielles. Cela la caractérise par de

meilleures propriétés pour exprimer la solution et ses avantages.

Intuitivement, un espace de Sobolev est un espace de Banach ou un espace
de Hilbert de fonctions pouvant étre dérivées su¢ samment de fois (pour donner un sens
par exemple & une équation aux dérivées partielles) et muni d’une norme qui mesure a
la fois la taille et la régularité de la fonction, ce qui fait d’eux des outils trés importants

et trés adaptés a ’étude des équations aux dérivées partielles.

En effet, les solutions d’équations aux dérivées partielles, appartiennent plus
naturellement & un espace de Sobolev qu’a un espace de fonctions dérivables dont les

dérivées sont comprises dans un sens classique.

L’objectif de cette recherche est de donner un apergu de ’espace Sobolev. Dans
notre modeste travail, nous donnons dans le premier chapitre contient des définitions
et des concepts élémentaires tels que (les espaces LP; les espaces réflexifs,les espaces
séparables et....... ). Le deuxiéme chapitre est le principal dans ce travail qui est espace
de Sobolev en dimension N > 1; on présente les principaux résultats concernant les
espaces de Sobolev, on commence par définir formellement les espaces de Sobolev, on
définit les espaces W'P(Q), W™P(Q), W, (), et on donne les proprietiés de chaque

espace avec bien sir des théorémes ,propositions et résultats liés a chacun.



Chapitre 1

Rappels et préliminaire

Pour bien comprendre ce que sont les espaces de Sobolev, il est important
d’étre familié avec la théorie des distributions et rappels sur les espaces L? ; les espaces

réflexifs, les espaces séparables et les espaces de Hilbert.
Notons € est un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dx.
1.1 Deéfinitions généralités

1.1.1 Fonction mesurable

Une fonction f : 2 — R est dite mesurable si Vo € R, 'ensemble E, = {x € Q@ /f(z) > a}

est mesurable au sens de Lebesgue.

1.1.2 Fonction intégrable

On dit qu’'une fonction mesurable f : 2 — R est intégrable au sens de Lebesgue si

JEE



Chapitre 1. Rappels et préliminaire

1.1.3 Espace de Lebesgue

Soit p € R, 1 < p < 00.0On appelle 'espace de Lebesgue LP(2) I'espace

LP)={f:Q@— R / f — mesurable et |f|" intégrable. (|f|" € L' (Q))}

Pour toute fonction f € L? (Q2), on pose

-

= [ [ers] (1)
Proposition 1.1.1 (Ezposant conjugué)
Soit 1 < p < 0o; on désigne par q 'exposant conjugué de p qui vérifie }D + % =1
p, q des exposants conjugués p,q > 1
pP+q=pq et g =p—1
Proposition 1.1.2 (Inégalité de Young)

Soit 1 < p < oo et ¢ son exposant conjugué. Alors pour tout a,b > 0 on a

al b
ab < —+ —
p q

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Holder)

soient f,g: €} — R des fonction mesurable et p, g > 1 deux nombres réels tels que
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Alors on a :

[ 1@ e < {}Q|f<a»V’dw]; [/Q\g<x>r7dx]; (12)

Théoréme 1.1.1 (Convergence Dominée)

Soit (fy,),>1une suite de fonctions mesurables telles que |f,| < ¢ p.p, ol g est une

fonction intégrable. Supposons de plus que lim f,(x) = f(x) p.p.

i [ f,(2) = [ 7(2)

Théoréme 1.1.2 LP est un espace vectoriel et ||.||;, est une norme pour tout 1 < p <

Alors f est intégrable et

0.
Définition 1.1.1 ( Espace de Banach )

Soit E un espace vectoriel sur R muni d’une norme ||.||. On dit que E est un espace de

Banach si E est complet.
Définition 1.1.2 Soit 1 < p <

On dit qu’une fonction f : Q) — R appartient a L7 () si :

loc

flgx € LP(Q) pour tout compact K C
Définition 1.1.3 (Support d’une fonction continue)

Soit f : @ — R une fonction continue, le support de f; et on note supp(f) est le

sous-ensemble fermé de RY (N € N) définie par :

supp(f) ={r € Q: f(z) # 0}



Chapitre 1. Rappels et préliminaire

Remarque 1.1.1 1l est important de mettre en évidence [’existence de fonctions numé-
riques, non identiquement nulles, indéfiniment dérivables, de support compact. (c’est-

a-dire : 3 un compact K C Q tel que f =0 sur Q/K ).
Proposition 1.1.4 on a les propriétés du support

Soit f et g € C(Q)
1) f=0 < suppf =9

2) supp(f.g) CsuppfNsuppy

3) supp(f + g) CsuppfUsuppg

4) suppg—ai Csuppf, i=1,...,n,si feC(Q)
Définition 1.1.4 (L’espace C.(2))
On désigne par C. (€2) espace des fonctions continues sur €2 a support compact, c’est-
a-dire
Ce () ={f : supp(f) C 2}
Théoréme 1.1.3 (Théoréme de densité)

Pour tout 1 < p < oo, 'espace C'° () est dense dans LP(Q); c’est-a-dire que pour
toute fonction f € LP(2) et pour tout € > 0, il existe une fonction f. € C () telle

que Hf - f€||LP <Eé&.

Remarque 1.1.2 Le théoréme ci-dessus n’est pas vrai si p = 0.

En effet, si f. € C2° (§2) converge vers une fonction f dans L*>°(2), alors f est continue.

En effet,
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Ife = Fll= <&

et donc f, converge uniformément vers f, ce qui nous assure la continuité de f. Ainsi
une fonction dans L discontinue sur un ensemble de mesure non nul ne posséde aucune

suite f. € C° (§2) convergente vers f dans L.

Définition 1.1.5 (Forme linéaire)

Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire f : ' — R.
Définition 1.1.6 (Continuité d’une forme linéaire)

Une forme linéaire f dans E est continue si et seulement s’il existe C' > 0 une constante

telle que||f||; < C.

1.2 Espaces réflexifs- espaces séparables

1.2.1 Espaces réflexifs

Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E”, ou E” est le

dual du dual de F . On dit que F est reflexif si J est surjective, c¢’est-a-dir

J(E)=E"
— Si E est un espace réflexif = F est un espace de Banach.
— Si E est un espace de Banach = [E réflexif <= E"est réflexif .|.  preuve [2]

— L’espace L! n’est pas réflexif.

— LP est réflexif pour 1 < p < oc.
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1.2.2 Espaces séparables

Un espace métrique séparable est un espace métrique qui contient un sous ensemble

D C F dense et dénombrable.

Théoréme 1.2.1 Soit E un espace de Banach séparable =toute suite bornée (fn)n>1

dans Eladmet au moins une sous-suite faiblement convergente

Théoréme 1.2.2 On a les propriétés suivantes :

1. Soit E un espace de Banach, si E/ est séparable =—> FE est séparable. La réci-

proque est en général fausse.
2. Soit E un espace de Banach = [F est réflexif et séparable <= FE”est réflexif et séparable].
3. LP(Q) est séparable pour 1 < p < o0

4. L’espace L™ n’est pas séparable.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3.1 Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit

scalaire est appelé espace de Hilbert.

Proposition 1.3.1 Soit H un espace vectoriel réel. Un produit scalaire noté (,) ou

(x;y) est une forme bilinéaire de H x H dans R.
symétrique [c’est-a-dire : ¥(x;y) € H x H, (z,y) = (y,2)],

définie positive [c’est-a-dire : (z;y) > 0 Ve € H et (x;x) > 0 si x # 0]

Rappelons qu'un produit scalaire vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[z, y)| < V(& 2)V(yy)  V(ry) e HxH (1.3)
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Remarque 1.3.1 En considérant que l”établissement de ['inégalité de Cauchy-Schwarz

on n'utilise pas l'hypothése (z;x) > 0 si x # 0.

Revenant sur le point que || = \/(z, x) est une norme sur H

2 2 2 2 2
[En effet [z +ylI” = 2"+ lylI” + 2(z:y) < llzlI” + lyl” + 2|2l ly]

Remarque 1.3.2 L’inégalité de Cauchy-Schwarz exprime la continuité du produit sca-

laire.

1.3.1 Identité du parallélogramme

Proposition 1.3.2 Soit H un espace préhilbertien réel.

Alors on a

— L’identité du parallélogramme

V(wy) € Hx H, o +yl® + o —yl* =2 |l* + 2|yl

— L’identité de la médiane

2

x—l(y+2)

V(z;y,2) EHx Hx H, |o—yl>+[lz—z2*=2 5

T
—|ly—=
5 )

Les deux identités sont équivalentes.

1.3.2 Identité de polarisation

Proposition 1.3.3 Soit H un espace préhilbertien

si H est réel, alors on a
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L’identité de polarisation

V(zy) € Hx H,(x [ y) = 7 [le+yl” = llz = yll’] (1.4)

NN

Proposition 1.3.4 Les espaces de Hilbert sont des espace de Banach dont la norme

dérive d’un produit scalaire.

1.4 Les fonctions convexes

Définition 1.4.1 (Ensemble convexe)

Un ensemble € RY est dit convexe si

V(z,y) € QYA€ [0,1]: [ A+ (1= N)y] € Q

Définition 1.4.2 (Fonction convezxe)

Soit © C R¥un ouvert convexe. Une Fonction f : 2 — R est dit convexe si pour tout

z,y dans Q avec f(r) < o0, f(y) < +00 et tout A € [0, 1], on a

[z + 1 =Ny <Af(2)+ (1 =XN)f(y)

Définition 1.4.3 (Fonction strictement conveze)

Soit Q C R¥un ouvert convexe. Une Fonction f : Q — R strictement convexe si pour

tout x,y € Q,x # y et tout A € [0, 1], elle vérifie

S+ (1= Nyl < Af (@) + (1= N)f(y)

10
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Définition 1.4.4 (Caractérisation des fonctions convezes)

Soit f: RN — R, f € C* (RY) et (.;.) le produit scalaire usuel dans R". Les assertions

suivantes sont équivalentes.

1) La fonction f est convexe.

2) Pour tout z,y € RY, I'inégalité suivante est vérifice :

flx) > fy) +(Vf(y);z—y).

3) Pour chaque z,y € RY, I'inégalité suivante est satisfaite

(Vf(x) =V f(y)sz—-y) =0
Si feC? (RN), alors on a de plus

4) Pour tout z,v € RV, I'inégalité suivante est vérifiée

(V2 f(z)v;v) >0

1.5 Deéfinitions et dérivées au sens des distributions

1.5.1 Espace des fonctions test D

Soit 2 un ouvert non vide de R" ; on appelle espace des fonctions test et on note D((2)

I’ensemble :

D) ={p:Q—RY |peCrQ)}

11
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Exemple 1.5.1 La fonction f : R — R définie par :

—1 .
exp —z six > 1
flz) =

0 sizx<1

est de classe O® 7777

Exemple 1.5.2 La fonction ¢ : R — R définie par :

exp 5 si |z <1
p(r) =
0 si|z|>1

¢ € D(R).

1.5.2 Espace des distributions

Soit © un ouvert de RY.On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D(£2).

L’espace de toutes les distributions définies sur €2 est noté D'(€2) ou simplement D’.

T:D—Q

o — (T, ) =T(p)
— Linéarité :

(T, o1+ @) = (T, p1) + (T, p2)

(T, o) =A(T,¢) , XeR

12
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— continuité :

si o, = @,n — o0 (dans D)

La suit (T, p,) — (T,¢), n — o

1.5.3 Distribution réguliére

Soit  un ouvert de RY, f un élément de L} (). La distribution :

loc

(f.g) = / f(@)p@)ds Ve e D)

est appelée distribution réguliére associée a la fonction f.

(Les distributions qui sont définie par des fonctions localement intégrables sont appelées

distributions réguliéres).
Exemple 1.5.3 f(z) = cosz € Lj,.(R)

donc elle définit une distribution : (cosz, ¢(x)) = [, cosz ¢(x)dx V(z,¢) € D

R

Proposition 1.5.1 Les distribution forment une espace vectoriel que ’'on note D! (es-

pace dual de D) .

1.5.4 Dérivation des distributions
Définition de la dérivation

On va définir une dérivation qui rendra toute distribution indéfiniment dérivable; qui

coincidera de plus, par isomorphisme, & la dérivée des fonctions de classe C* et C.

1

1e(£2). Comme on cherche a

Ceci permettra, entre-autres, de dériver les éléments de L

étendre la dérivée des éléments de C'(Q),

13
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on considére un exemple en dimension un.

Soit :
b b
0 =lad].f €C' @)V € D@ : [ F@olalds = = [ fa)y (@)
= (f0) = (%)
= <f/, g0> =— <f, g0/> quelque soit ¢ € D(Q) (%)
On s’inspire de 'égalité (x) pour définir la dérivée d’une distribution :  [3].

Définition 1.5.1 Soient f;g € L} () et pour tout a = (ay

loc

ay) [cest-a-dire : Yo € NV]

--------

avec oi; > 0 entier; on pose o = SN

On appelle dérivée d’ordre o de f et on note 9* f 'application :
Voe D), [ foredo = (-1 (1. )
Q

1.6 L’espace de Sobolev en dimension 1

1.6.1 Définitions et propriétés élémentaires et exemple

Soit a < b et I =|a,b[ un intervalle dans R (pas forcément borné) et 1 < p < occ.
Définition 1.6.1 (Espaces de Sobolev (W'P(I))

On dit queW'?(I) est un espace de Sobolev si :
Whe(I) ={ue LP(I);3g € LP(I) tel que [u¢’ =— [,90 Vo e CHI)}
posons H'(I) = W2(I)

14
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pour u € W'P(I) on note v’ = g.
Exemple 1.6.1 Soit I =]—1,+1[. Vérifier a titre d’exercice que :

La fonction u(z) = £ (|z| + =) appartient & W*'?(I) pour tout 1 < p < co et que v’ = H

ol

H() +1 si O<a<xl1l
€Tr) =
0 si —1<xz<0

Proposition 1.6.1 On a les trois propositions suivantes :

Pour tout p € [1, 00|, L’espaceW?(I) est un espace de Banach.
Pour tout p € |1, 00|, L’espaceW (I est réflexif.

Pour tout p € [1, 00[, L'espaceWW (1) est séparable.
Théoréme 1.6.1 ( Théoréme opérateur de prolongement et de densité )
Définition 1.6.2 (Théoréme opérateur de prolongement)

Soit p € [1, 00]. Il existe un opérateur de prolongement, P : W'?(I) — W'P(R) linéaire

et continue tel que :

i) Puy=u YueWh(I)
i) [|Pullppm < Cllullpey  Yue WH(I).

iii) ||Pu||W17P(]R) <C ||u||W17P(]) Yu € WHP(I).

(Ou C' dépend seulement de |/] < o0).

Définition 1.6.3 (Théoréme de densité)

15



Chapitre 1. Rappels et préliminaire

Soit u € WP(I) avec p € [1, 00|

Alors il existe une suite (U,) dans C°(R) telle que uy, , — u dans W'?(I).
Remarque 1.6.1 C° nest pas dense dans W'P(I) sauf si [ =R
Définition 1.6.4 (Espaces de Sobolev (W™P(I))).

Soient m € N tel que m > 2 et p € [1, 0]

On définit par récurrence ’espace :
WmP(Q) = {u e W P(I),u' € Wmfl’p(f)}

on pose :

H™(I) = W™(I)

On vérifie facilement que u € WP (I) si et seulement s’il existe m fonctions gy, ...., gm €

LP(I), telles que :

/uD”ipz (—1)j/gj<p Vo € C®(I),Vj =1,2,...,m.

ot DIy désigne la j°™¢ dérivée de o.
Lorsque u € W™P(I) on peut donc considérer les dérivées successives : u' = gy
(u') = ga,.....Jjusqu’a Porder m.

On les note Du, D?u, ....., D™u

L’espace W™P est muni de la norme :

m
el ygms = [l o + > 1D%u]
a=1

16
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Et 'espace H™ est muni du produit scalaire :

(u,v)gm = (u,v),, + Z(Dau, D%v)
a=1
Remarque 1.6.2 La norme ||.||yym., est équivalente a la norme ||u|| = ||ul| ., +[| D%/, -

1.6.2 Espaces de Sobolev W, (1)

Définition 1.6.5 Soit p un réel,p € [1,c0].

On désigne par W, ”(I) la fermeture de C}(I) dans WhP(I).

On note H(I) = Wy (I)

L’espace I/VO1 P est muni de la norme induite par WP,

L’espace H{ est muni du produit scalaire induit par H*.

L’espace VVO1 P est un espace de Banach séparable; il est aussi réflexif pour p € |1, 0o].

L’espace Hj est un espace de Hilbert séparable.
Remarque 1.6.3 Si [ = RY

On sait que C}(RY) est dense dans W'P(R); (D’aprés théoréme de la densité) et par

conséquent :

Wy (R) = W'P(R)
Remarque 1.6.4 En utilisant une suite régularisante (p,) on vérifie facilement que :

i) C(I) est dense dans W, 7(Q).

i) Siu e WyP(I)NC.(I) alors u € Wy (I).

17
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Proposition 1.6.2 (Inégalité de Poincaré)

Si I est borné alors il existe une constante C' (dépendant de |I|) telle que :

lulwrn < Cll Nl Yu € WyP(D)

Autrement dit :

1 "y o .
Sur W, (1) la quantité ||u'||;, est une norme équivalente a la norme de Wh?

18



Chapitre 2

Espace de Sobolev en dimension

N >1

Apres avoir rappelé quelques notions et concepts fondamentales de certains définitons
et propriétés de 'espace LP et distribution, aussi sur l’espace de Sobolev en dimension

1, On va aborder dans ce chapitre au ’espace de Sobolev en dimension N > 1.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1 ( Espaces de Sobolev d’ordre 1 (W'?(Q)) )

Soient 2 un ouvert de RV et p € R avec 1 < p < 0.

On dit que u € WP(Q) est un espace de Sobolev et on note espace de Sobolev d’ordre

1si:

391,92, 93, ..., gy € LP(Q)) tels que
W) = Ju e 1@ 91, 92, 93, -, g € LP(Q2) tels g

Op __

GUSE=—[qgp  VpeCX(Q) Vi, 1<i<N

19



Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

L’espace W'P(£2) est muni de la norme

Jullyrs = Tl "
ull i, = |Ju
Wwlp Lr axl .
p 11
Ou parfois de la norme équivalente [||u||i,, + Zf\il i } "sil<p<oo
|| p

Pouru € Wh(Q),Onnote Vu =g¢g; et Vu= 8% = (&, fu Ou 8:13 ©) =gradient

Ox1’ Oxg? Ox3’

de u

si p = 2; alors on note

HY(Q) = W3(Q)
Remarque 2.1.1 Comme d’habitude, dans le cas ou p = 2 on utilise la notation

HY(Q) = Wh2(Q) et on définit sur l'espace H*(Q) le produit scalaire :

ou 0
(u,v) g1 = usz—l—Z a;f (9;:}

la norme associée

=

0u

Z

lull g = [

est équivalente & la norme de WhH2,

|

Remarque 2.1.2 En d’autre terme WP (Q) est l’ensemble des fonctions u : Q — R,
u € LP(Q) dont les dérivées pcmfzelles - prises au sens faible, sont dans LP(2) pour

touti=1,....,n

Remarque 2.1.3 On définit de maniére analogue & la dimension une les espaces de

Sobolev d’ordre entier quelconque.
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

Si k > 0 est un entier, on note W*? (Q) 'ensemble des fonctions u : Q — R, dont les
dérivées partielles prises au sens faible D%u sont dans LP(£2), pour tout multi-indice

a € N" vérifiant |a| < k
Propriété 2.1.1 Soit Q C RY un ouvert, p € [1,00[ et k > 1.

1) W*?(Q2) muni de la norme |||+, est un espace de Banach, séparable si p € [1, 00|
et réflexif si p € |1, o0.

2) Wh2(Q) est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire

(U5 ) 1,2 :/Qu(x)v(:v)d:v+[)(Vu(x);Vv(x))dx.

Théoréme 2.1.1 Pour tout p € [1,00], pour tout Q ouvert de RN on a les propriétés

sutvantes :

1. L ’espace de Sobolev W'?(Q) est un espace de Banach pour la norme :

1
} sil<p<oo

[lul, + X,

du
8$i L

8%

u— ull =
1§z’§N]sip:oo

max |l -, |

2. Pour p =2, H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) = (u Jv) = / uodx + Z g;i g;jz

3. Pour tout p € ]1, 00, L’espaceWW!*(Q) est réflexif.

4. Pour tout p € [1,00[, L’espacelV?(£2) est séparable.

Preuve. La démonstration de la proposition 1

On montre facilement que 'application ||.|| est une norme. L’espace WP () est complet

pour cette norme. En effet :
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

soit (uy)ken, une suite de Cauchy de W'P(Q) .Alors les suit (uy)ren et pour tout entier

i, 1<i<n, <%)k sont de Cauchy dans LP(£2).
i/ keN

Par suite, il existe (u, vy, ..., v,) dans LP(Q)" ™!, vérifiant :

u=LP(Q) — limuy et v; = LP(2) — lim (%) 1<i<n,
keN

k—o0 k=00 \ OTi -

ce qui entraine :u = D'(2) — lim uy et v; = D'(2) — lim (%) 1<i<n

k—o00 koo \ 9Ti
Comme dans D'(£2) la dérivée de la limite d’une suite qui converge est la limite de la

suite des dérivées, on en déduit pour tout 7, 1 < < n, v; = %. D’ou u appartient a

WhP(Q), de plus u = W'?(Q) — lim u;. =

k—o00

Notation 2.1.1 w CC Q signifie que w est un ouvert tel que w C ) et w est compact.
Théoréme 2.1.2 (Friedrichs)

Soit u € WP(Q) avec p € [1,00[. Alors il existe une suite (u,) de C=°(RY) telle que

1) upo —u dans LP()

2) YV, — Vuy, dans LP(w)Y  pour tout w CC Q

Proposition 2.1.1 On a les trois propositions suivantes :

Dérivation d’un produit
Soient u,v € WHP(Q) N L>(Q) avec p € [1,00]. Alors
ou v

a:/Ui(uv) = axiv+ua—$i, 1<i<N

uv € WHP(Q) N L=(9),
Dérivation d’un produit de composition

Soit G un élément de C*(R); (G € C*R)) vérifiant G(0) = 0, de dérivée bornée

[Vs eR ‘G/(s)| < M], p un réel, p € [1,00], alors on a :
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

3 ’ 8u
(Gou)=(G Ou)axi

Yu € WH(Q), Goue WHP(Q), o

Formule de changement de variables

Soient © et Q' deux ouverts de RY et soit H : Q — Q une application bijective,

x = H(y), telle que

He oY), H e CY(Q), jacH € (L®(Q )N, jacH™! € (L=(Q))V*N

Soit u € WP(Q), alors

(wo m)(y) =S L (mw) Ly, 1< j< N

uoH € Wl’p(Q/)etai

Définition 2.1.2 ( Espaces de Sobolev d’ordre m (W™P((Q))).

Soient © un ouvert de RY et m > 2 un entier, p un réel avec p € [1,00]; on appelle

espace de Sobolev d’ordre m, et on note W™P(Q) (resp H™(Q2) si p = 2) 1 ’ensemble :

W™mP(Q) = {u e W™ (Q); gg EW™ Q) Vi, 1<i< N}

Il revient au méme d’introduire

Va avec |a| < m Jg, € LP(N) tels que

JquD = (=) [Lgap Vo € C(Q)

Wme(Q) = { u € LP(Q)

on note D%u = g,.

Remarque 2.1.4 On pose H™(Q) = W™2(Q) ; H™(Q) muni du produit scalaire
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

(u,v)gm = Z (D%, D) 2

0<|a|<m

Remarque 2.1.5 H™ = W™? et les normes sur W™? et sur H™ sont équivalentes .

Proposition 2.1.2 On a deux propositions

1. L’espace W™?(Q) est muni de la norme

=

el = (Cosiaicm 1 Dullto))?  sip e [1,00]
HuHWWW = MaXp<|a|<oo HDuHLoo(Q) si p =00

2. Muni de la norme précédente :

Pour tout p € [1, o0, 'espace (W™P(Q), |||l yyma()) est un espace de Banach.

— Pour tout p € [1, o0o[, 'espace W™P(Q) est réflexif.

— Pour tout p € |1, 00[, L’espace W1?(Q) est séparable.

Preuve. L'espace (W™ (€2), [|.[lyym.n(q)) est un espace de Banach, Pour tout p € [1, 0o
Soit (ug)ren une suite de Cauchy dans I’espace fonctionnel W™P(Q) c’est-a-dire :Ve >
0,3N € Ntelleque l,g > N = |lu; —ul,, , <e.

Comme || D%y — D%y, < [lw — uqll,,, , V]| <m

Alors pour tout multi-indice d’ordre inférieur ou égal & m, (D%ug)ren est de Cauchy
dans LP(Q).(D“u € LP(Q))

Rappelons alors que l'espace LP(2) est complet V |a| < m et de ce fait, il existe des
fonctions u et u, pour tout multi-indice o, 0 < || < m, telles que (uy) et (D%uy)ren
convergent vers u et u, respectivement vers dans LP(2) et ceci pour tout multi-indice.
De plus, vu que LP(Q) C L,.(Q) chacune des fonctions u détermine une distribution

T, € D'(Q) ainsi, pour toute fonction ¢ € D(Q)

Ona:
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

T (9) = Tu()] < /Q |u(x) — u(@)] | ()| da

< ||90($)||Lp'(gz) [ — uHLP(Q)

Gréace a l'inégalité de Holder ou p’ est 'exposant conjugué a p ainsi, Ty, (¢) — Tu(p)
pour toute fonction ¢ € D(Q2) lorsque k — +00.

Par un méme raisonnement, T'pay, (¢) — Tpay(p) pour toute fonction ¢ € D(€2) et

tout multi-indice d’ordre compris entre 0 et m. Il en découle :

Tua(9) = Im Tpey,(¢)

= Jim (=1)°T,, (D%)
= (=1)*Tu(D"p)

= D(T,,)(p), pour toute fonction ¢ € D(Q) ainsi,

us = D*u au sens des distributions pour tout multi-indice vérifiant 0 < |a < m.
Finalement, on a lim [lur — ullyymaiq) = 0.
k—+o00

L’espace W™P()) est donc complet. m
Théoréme 2.1.3 (Théoréme de prolongement et de densité)

On veut établir un théoreme de densité qui nécessite d’imposer des hypotheses de

“régularité” sur €2 et son bord.
Définition 2.1.3 (Théoréme de prolongement)

On suppose que  est de classe C! avec T' borné (ou bien Q = Rﬂ\rf ). Alors il existe un
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

opérateur de prolongement borné

P: WY (Q) — WP (RY)

P linéaire et continue de W'?(Q) dans W1P(RY)), vérifiant :

(i) Si: 1q désigne la fonction caractéristique de 2, Yu € WP(Q), P(u)lg = u .

(i) 3C >0, Yu € W), |Pulp, < Clul 0

(iif) 3C >0, Vu € W (Q), [|Pully1 @) < Cllullyroq)

L’exemple suivant montre que si ’ouvert €2 n’est pas assez régulier il est alors impossible

de prolonger de facon réguliere des fonctions qui sont pourtant tres réguliéres sur €.

Exemple 2.1.1 Soit Q le rectangle | — 1,2[x]| — 1, 1] privé du segment |0,2[x{0}. On

définit la fonction u sur Q) par

—_

exp(=z) sixy >0 ,190>0

%
= D)

—_

u(ry,72) = —exp(=2) sizg >0, <0

2
=

0 sinon

Il est facile de voir que u € C* et que D% pour tout o € N2,

Ceci entraine par conséquent que v € H™(Q)) pour tout m € N. Cependant, il est

impossible de prolonger u en une fonction réguliére sur tout R2.

Lorsque €2 = I est un intervalle borné dans R, on a vu que

CNT) c W (I) c ¢(T), p € [1, ]

Définition 2.1.4 (Théorémes de densité )

Soient un réel p, p € [1,00[ et u € WHP(Q).
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

On suppose €2 de classe C*.Alors il existe une suit (u,) de C>°(R") telle que u, /0 — u

dans W1P(Q)

Autrement dit les restriction & © des fonction de C>°(R") forment un sous-espace dense

de WhP(Q).
Théoréme 2.1.4 (Théoréme d’inclusion de Sobolev )

Soit € RY un ouvert lipschitzien.

1) Sip e [1, N alors

WP(Q) C L)

pour tout ¢ € [1,p*] ou p* = g

Plus précisément, pour tout ¢ € [1,p*] il existe v = v (2, p, q) tel que

||UHLq <7 HUHWLJ, Yu € Wl,p(Q)

2) Sip= N alors

WY (Q) c LYQ), pour tout g € [1, 00

3) Sip> N alors

_ 1—-N
WHN(Q) c C**(Q)), pour tout o € [0, —]
p
Voici une généralisation du théoréeme de compacité dans la dimension V.

Théoréme 2.1.5 (Théorémes de Rellich-Kondrachov.)
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

Soit Q2 C RY un ouvert lipschitzien.

1) Sip € [1, N| alors I'inclusion de W'? est compacte, pour tout ¢ € [1, p*|

2) Si p = N alors 'inclusion de WV dans L? est compacte, pour chaque nombre
q € [1,00]

3) Si p > N alors l'inclusion de W' dans C%%(Q)) est compacte, pour tout a €

Corollaire 2.1.1 Si Q est lipschitzien alors C*(Q) est dense dans W™P ().

2.2 Espaces de Sobolev W, ”(1)

Définition 2.2.1 Soient p un réel, p € [1,00] et Q un ouvert de RY.

On désigne par W, 7(Q) la fermeture de C1(Q) dans W'*(€).

On note HY(Q) = W,?(Q)

L’espace W, est muni de la norme induite par W,

L’espace Hj est muni du produit scalaire induit par H'.

L’espace T/VO1 P est un espace de Banach séparable; il est aussi réflexif pour p € |1, oo].

L’espace H{ est un espace de Hilbert séparable.
Remarque 2.2.1 Si Q = RY
On sait que C!(RY) est dense dans W'P(RY); (D’apres théoréme de la densité) et par
conséquent :
Wy P (RY) = WP (RY)

Remarque 2.2.2 En utilisant une suite régularisante (p,) on vérifie facilement que :
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

i) C=(Q) est dense dans W, 7(Q).
ii) Dans la définition de W, () on peut utilise C°(Q) ou C1(9).

Soit u € WHP(Q)
Lemme 2.2.1 p € [1,00] — ue Wy (Q)

avec supp(u) compact inclus dans 2

Théoréme 2.2.1 Soient Q € C' et u € W'P(Q) N C(Q) avec p € [1, 00|

Alors :

u=0surI' <= uc W;"(Q)
Proposition 2.2.1 Soient Q € C* et u € LP(2) p € ]1, 00|

Les propriétés suivantes sont équivalentes

i) ueW,”(Q)

ii) 3C telle que ‘fﬂ ug—;i <Ol Yo € CHRY), Vi=1,..,N.

;

u(z) x€Q
iii) La fonction u(x) =
0 zeRM\Q
\
appartient a W (RV) et dans ce cas 22 = 2.

Corollaire 2.2.1 ( Inégalité de Poincaré)

On suppose que {2 est un ouvert borné. Alors il existe une constante C' ( dépendant de

Q et p) telle que

Jullp < Clp, N) | Vull, YueWyP(Q) (pellof)
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

En particulier I'expression ||[Vu||,, est une norme sur Wy*(Q) qui équivalente a la
norme |[ully, ; sur Hg(Q) Vexpression [, VuVu est un produit scalaire qui induit la

norme ||Vul|;, équivalente & la norme ||ul| ;1

Preuve. Pour tout v de D({2),

v(xz +th) :/<Vv(x+7h),h> dr

a

De l'inégalité de Schwarz on déduit pour p € |1,00[, = + % =1: |v(z+th) <

SRl

b
(t—a)g/|Vu(x+7'h)|pd7'

b
lo(z +th)[P < (t —a) / \Vu(z + 7h)|" dr

Soit P T’hyperplan orthogonal & h; alors pour toute fonction f de support dans (2,
prolongée

par 0 hors de €2, on a :

/Q!f(y)\pdyZ/b/!f(a:+7h)|pda:d¢

On en déduit :

]
(b—a)i”
0] o) < T1rz IVull oy P €L, 00]
q

[0l 1) < (0= a) [[Vull iy p=1
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Chapitre 2. Espace de Sobolev en dimension N>1

Notation 2.2.1 Soit h de RN wérifiant |h| = 1, a et b réels vérifiant —co < a < b <

+00.

On appelle bande de RV d’épaisseur b — a, dans la direction h, et on note :

Bd(h) = {z € RY| a < (z,h) < b}.

Corollaire 2.2.2 Soit p un réel, 1 < p < oo, Q un ouvert de RY inclus dans une bande

Bd(h) ; alors 1 ’application de :

W (Q) - R, u — ||VU”(Lp(Q))“
définit sur W, ”(Q) une norme équivalente a celle de W'?(Q).
Exemple 2.2.1 (Probléme de Dirichlet homogéne)

Soit © € RYun ouvert borné; on cherche une fonction u : Q — R vérifiant

—Au+u=f sur
u=>0 sur ['=0Q

ou

N
82
Au = Z a_; = Laplacien de u,

2
i=1 1

et f est une fonction donnée sur {2 La condition aux limites © = 0 sur I' s’appelle la

condition Dirichlet (homogene) .[2]
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Conclusion

En analyse mathématique, il existe de nombreux problémes dans lesquels nous
avons besoin de fonctions lisses, c¢’est-a-dire simultanément dérivable et intégrable, et
cela est étudié dans les espaces de Sobolev, qui sont considérés comme 'un des espaces

les plus importants utilisés pour résoudre les équations aux dérivées partielles.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont ex-

pliquées ci-dessous :

R

Ensemble des nombres réels.

Espace euclidien de dimension N.

Un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dx.

La norme associée aux produits scalaires.

Presque partout.c’est-a-dire par tout sauf éventuellement sur un ensemble de mesure
La norme associée aux produits scalaires.

La norme de z.

L’espace des fonctions de puissance p-éme intégrable pour la mesure de Lebesgue dx
L’espace des fonctions carré intégrable pour la mesure de Lebesguedz.

{u : © — R mesurable;sup |u ()| < +o0}.

Convergence

Le dual topologique de E ou 'espace des formes linéaire et continue sur £ .
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Annexe A : Abréviations et Notations

E" Bidual de F (Le dual topologique de E') .
(Ol : Espace des fonctions infiniment dérivables.
°(Q) : L’espace des fonctions de classe C'*° a support compact inclue dans {2 .
D%p : Dérivée de ¢ d’ordre a.
WhP(Q)
espace de Sobolev des fonctions de LP dont les dérivées partielles au sens faible
jac H
désigne la matrice jacobienne %Iy{;; il s’agit donc d'une fonction de L>(2)V*¥
&
espace des fonctions m fois contintiment dérivable & support compact
T
X opérateur de WP dans E.
Lloc
espace des fonctions localement intégrable.
Wy Wy,
Wm,p’ Hl,
espaces de Sobolev.
H™ H}
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Résumé

Ce travail comprend une classe d’espace importante, et cette importance vient du fait
que Daffiliation de u a I'espace (ou I un domaine ouvert de R et 2 un domaine ouvert de
RY), ne signifie pas une affiliation dérivée du concept distributionnel de cet espace. La
dérivée de la fonction d’un ordre spécifique de l'espace LP(I) ou LP(S), s’il appartient

au méme espace, ce type d’espace est appelé espace de Sobolev.

Mots clés : espace de Sobolev, espace de Lebesgue, espace de Banach, espace séparable,

espace réflexif,........
Abstract

This work includes an important class of space, and this importance comes from the fact
that the affiliation of the u subordinate to the space (where I an open domain of R and
Q) an open domain of R") does not meanan affiliation derived from the distributional
concept of this space. Therefore, it was necessary to search for a class of space the
allows the extension of belonging to the derivative of the function with a specific order
of space LP(I) or LP(2) if it belongs to the same space, this type of space is called

sobolev space.

Key words : Sobolev spaces, Lebesgue space, Banach space, reflective space, separable

space, ...
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