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Résumé 

L’objectif de cette étude consiste à mesurer l'évolution de la température et le suivi du schéma de son 

évolution au niveau d'une plaque carrée métallique en vue de son utilisation notamment dans le 

domaine industriel. L'étude a été réalisée dans le cas de la convection naturelle où la valeur du 

Coefficient de transfert de chaleur par convection est égale à               , et en appliquant la 

méthode des différences finies, elle nous a permis de calculer la température de chaque point de la 

plaque de manière précise. Puis on expose les résultats avec une étude numérique (étude graphique et 

simulation par le code fluent). 

Mot clé : transfert de chaleur ; évolution de température ; méthode des différences finies. 

Abstract 

The objective of this study consist to measure the evolution of the temperature and follow the way 

of its evolution at the level of a metal plate, for its use especially in the industrial sector. The study was 

carried out in the case of natural convection where the value of the heat transfer coefficient by 

convection is equal to                , and by applying the finite differences method, it allowed us to 

calculate the temperature of each point of the plate in a precise way. Then we expose the results with a 

numerical study (graphic study and simulation by the fluent code). 

Keywords: heat transfer; evolution of the temperature; finite difference method. 

 صةالخلا

وذلك لغرض  معدنيةمربعة قياس تغير درجة الحرارة و تتبع نمط تغيرها على مستوى صفيحة  إلىتهدف هذه الدراسة 

ن قيمة معامل الحمل الحراري إاستعمالها خاصة في المجال الصناعي و تمت الدراسة في حالة الحمل الحراري الطبيعي حيث 

, و بتطبيق طريقة الفروق المحدودة سمحت لنا بحساب درجة الحرارة في كل جهة من الصفيحة 5            تساوي

 (.Code de fluent)  بواسطة هاومحاكاة الأخير تم عرض النتائج التحليلية بيانيا  في .دقيقةبطريقة 

 المحدودة الفروق طريقة،  تغير درجة الجرارة ، الحمل الحراري :  المفتاحية الكلمات
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Introduction générale 

Dans la présente étude on s’intéresse à l’étude de l’évolution de température sur une plaque carrée à 

chaque point. Tandis que, une plaque est un solide bidimensionnel, défini par une surface de référence 

plane (plan) et par une petite épaisseur par rapport aux autres dimensions (longueur et largeur) elle peut 

être constituée d’un matériau homogène ou peut être obtenue par l’empilement de différentes couches 

de matériaux [1]. Les plaques sont des structures très utilisées dans l'industrie sous-marine, aérospatial, 

le génie civil, dans le domaine de l'énergie, et dans la conception industrielle (turbines, pièces de 

mécanique, carrosserie de voiture, carrosserie d’ordinateur, ...). 

Puisque notre objectif est d'étudier l’évolution de température, nous avons étudié la théorie du 

transfert de chaleur, qui est une science qui étudie comment la chaleur se déplace d'une région à une 

autre sous l'influence de la température et nous nous sommes concentrés sur la convection est un des 

trois modes (conduction, convection, rayonnement) de transfert de chaleur qui a une importance vitale 

aussi bien dans le domaine fondamental que dans les domaines des applications telles que : le 

refroidissement des composants électroniques, la climatisation, les échangeurs de chaleur, les centrales 

nucléaires, les capteurs solaires…etc [2]. 

Compte tenu de la complexité du problème (T dépend de x, y, t), on ne sait pas le résoudre 

analytiquement et le domaine de calcul est très difficile nous pouvons donc choisir la méthode des 

Différences Finis, est une méthode de résolution des Equations aux Dérivées Partielles (EDP) très 

puissante [3]. 

Elle est caractérisée par [3] : 

 Sa facilité à discrétiser les EDP et les Conditions aux Limites (CL). 

 Sa difficulté à discrétiser les domaines complexes sous forme de grille. 

 Sa rapidité en temps de calcul. 

Ce mémoire s'articule autour de l’introduction générale, en plus de trois parties suivies à une 

conclusion générale : 

La première partie du mémoire, purement théorique, présente le formalisme de résolution du transfert 

de chaleur par conduction et convection, rayonnement. 

La deuxième partie, est dévolu aux méthodes de déférence finis, la méthode consiste à remplacer les 

dérivées partielles par des différences divisées ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction 

en un nombre fini de points discrets ou nœuds du maillage. 
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La troisième partie, sera réservé à une application de la méthode des différences finis  pour rechercher 

des solutions approchées d'équations aux dérivées partielles qui consiste à résoudre un système de 

relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment 

proches les uns des autres. Puis on expose les résultats avec une étude numérique (étude graphique et 

simulation par le code fluent). 

Finalement, ce mémoire sera terminé par une conclusion générale qui résumé les principaux résultats 

obtenus. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Approximation
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
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I.1.Introduction  

Lorsque deux systèmes sont à des températures différentes, le système le plus chaud cède de la 

chaleur au plus froid. Il y a échange thermique ou encore transfert thermique entre ces deux systèmes. 

Cette situation se rencontre dans de nombreuses situations industrielles (moteurs thermiques ou même 

électriques, centrales électriques au fuel au gaz, etc.., électronique) ou domestique (chauffage de 

l’habitat). Un transfert d’énergie donne lieu à un flux de chaleur qui correspond à un déplacement de 

l’énergie du plus chaud vers le plus froid. Il existe trois modes essentiels de transferts de chaleur : la 

conduction, le rayonnement et la convection [4]. 

Un transfert de chaleur au sein d’un système ne se produit que s’il existe des gradients de température 

entre les différentes parties du système, ce qui implique que celui-ci n’est alors pas à l’équilibre 

thermodynamique (la température n’est pas uniforme dans tout le système). Au cours de la 

transformation du système vers un état d’équilibre final, la température va évoluer à la fois en temps et 

en espace [5]. 

I.2. Définitions  

I.2.1. Champ de température  

Les transferts d’énergie sont déterminés à partir de l’évolution dans l’espace et dans le temps de la 

température :                La valeur instantanée de la température en tout point de l’espace est un 

scalaire appelé champ de température [6]. L’unité de température est le degré Kelvin (K) ou encore le 

degré Celsius (°C) [7]. 

Distinguer deux cas [6] : 

 Champ de température indépendant du temps : le régime est dit permanent ou stationnaire. 

 Evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou instationnaire. 

I.2.2. Gradient de température  

Si l’on réunit tous les points de l’espace qui ont la même température, on obtient une surface dite 

surface isotherme. La variation de température par unité de longueur est maximale le long de la 

normale à la surface isotherme. Cette variation est caractérisée par le gradient de température [6].  

    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗       ⃗ 
  

  
                                                                                                                                    (I.1) 

 ⃗  : Vecteur unitaire de la normale. 



Chapitre I.                                                                Généralités sur les modes de transferts de chaleur 

 

Page | 4  

 

   

  
 : Dérivée de la température le long de la normale. 

I.2.3. Flux de chaleur  

Flux de chaleur c’est la quantité de chaleur qui traverse une surface (S) par unité de temps [7] : 

  
  

  
                                                                                                                            (I.2) 

Densité de flux elle représente la puissance qui traverse l’unité de surface. Pour une surface 

perpendiculaire au flux de chaleur [7] : 

   
  

  
                                                                                                                           (I.3) 

  : Flux de chaleur par conduction (W). 

S : L’aire de la section de passage du flux de chaleur (m²). 

  : Densité de flux (W.   ). 

Si le flux est homogène en tout point de la surface alors [7] : 

   
 

 
                                                                                   (I.4) 

Pour une surface dont la normale  ⃗  est orientée de manière quelconque par rapport au flux alors [7] :  

    ⃗    ⃗                                                                                                         (I.5) 

Le flux à travers une surface quelconque s’écrira donc [7] : 

  ∫  ⃗    ⃗    
 

                                                                                                             (I.6) 

I.2.4. Formulation d’un problème de transfert de chaleur  

I.2.4.1. Bilan d’énergie  

Il faut tout d’abord définir un système (S) par ses limites dans l’espace et il faut ensuite établir 

l’inventaire des différents flux de chaleur qui influent sur l’état du système et qui peuvent être [6] : 
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   Flux de chaleur stocké 

   : Flux de chaleur généré     dans le système (S) 

   : Flux de chaleur entrant 

  flux de chaleur sortant 

 

Figure I.1 : Système et bilan énergétique [6]. 

On applique alors le     principe de la thermodynamique pour établir le bilan d’énergie du système 

(S)[6] : 

                                                                                                                  (I.7) 

I.3. Modes de transfert de chaleur  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.2 : Illustration des différents types de transferts thermiques [8]. 

I.3.1. Transfert par conduction  

La conduction est définie comme étant le mode de transmission de la chaleur (ou l’échange d’énergie 

interne) provoquée par la différence de température entre deux régions d’un milieu solide, liquide ou 
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gazeux ou encore entre deux milieux en contact physique (Gradient de température dans un milieu), 

elle est étudiée dans les milieux solides, puisque dans les milieux fluides (c'est-à-dire liquide ou 

gazeux), il y a souvent couplage avec un déplacement de matière et donc mécanisme de convection[9]. 

La conduction est le seul mécanisme intervenant dans le transfert de chaleur dans un solide homogène, 

opaque et compact [9]. 

La conduction s’effectue de proche en proche : 

 Si on chauffe l’extrémité d’un solide il y a transfert progressif. 

 Si on coupe le solide, on stoppe le transfert. 

On comprend donc intuitivement que la conduction a une origine microscopique. Il s’agir d’un 

mécanisme de diffusion de la chaleur [9]. 

En tout point d’un milieu s’applique une équation dite « équation de chaleur » qui traduit le mécanisme 

local du transfert, elle lie les grandeurs suivantes : la température T, le temps t et les variables d’espace 

       [10]. 

L’équation de la chaleur est donnée sous une forme unidimensionnelle par [11] : 

   

   
 

 

 

  

  
                                                          (I.8) 

Ou « 𝑎 » est la diffusivité thermique du matériau. 

La théorie de la conduction repose sur l’hypothèse de Fourier : la densité de flux est proportionnelle au 

gradient de température [6] : 

 ⃗⃗            ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗                                                                                                                                   (I.9) 

Ou sous forme algébrique :                    

        
  

  
                                                                                                                (I.10) 

Avec : 

   Flux de chaleur transmis par conduction (W). 

   Conductivité thermique du milieu (W.   .    ). 

   Variable d’espace dans la direction du flux (m). 

    Aire de la section de passage du flux de chaleur (  ). 
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Figure I.3 : Schéma du transfert de chaleur conductif [6]. 

On trouvera dans le tableau (I.1) les valeurs de la conductivité thermique de certains matériaux parmi 

les plus courants.  

Tableau I.1 : Conductivité thermique de certains matériaux [6]. 

Matériau                         (W.m
-1

. 
◦
C

-1
) Matériau                                (W.m

-1
. 

◦
C

-1
) 

Argent                                             419 Plâtre                                                     0.48 

Cuivre                                             386 Amiante                                                0.16 

Aluminium                                      204 Bois (feuille-résineux)                  0.12-0.23 

Acier doux                                        45 Liège                                         0.044-0.049 

Acier inox                                         15 Laine de roche                          0.038-0.041 

Glace                                              1.88 Laine de verre                           0.035-0.051 

Béton                                               1.4 Polystyrène expansé                 0.036-0.047 

Brique terre cuite                             1.1 Polyuréthane (mousse)             0.030-0.045 

Verre                                                1.0 Polystyrène extrudé                            0.028 

Eau                                                 0.60 Air                                                       0.026 

 

I.3.2. Transfert de chaleur par rayonnement  

C’est une propagation d’énergie à distance, entre deux corps séparés ou non par un milieu matériel 

(transformation d’énergie thermique d’un émetteur en énergie électromagnétique, propagation, 

transformation partielle en énergie thermique sur un corps récepteur). C’est le cas de l’énergie qui nous 
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vient du soleil. Son interprétation physique est tout corps émet des particules désignées par ’’photons’’ 

; ceux-ci se déplaçant à la vitesse de la lumière et transportent une énergie fonction de leur ’’longueur 

d’onde’’ [10]. 

Un corps émettant des photons dans toutes les directions possibles, certains d’entre eux sont reçus par 

l’autre corps est éventuellement absorbés, en tout ou en partie. Bien entendu, ce corps émet aussi des 

photons dont certains seront reçus et absorbés par le premier corps. Le bilan net se traduit par un 

échange d’énergie entre les deux corps. La densité du flux thermique (rayonnement) émis par une 

surface dont la température est (T), est donné par la loi de Stéphane Boltzmann [10]. 

                                                                                                                            (I.11) 

Le rayonnement pur à grande longueur d’onde entre deux surfaces i et j portées respectivement à deux 

différentes températures est évalué par la relation [10] : 

                
     

               
     

                                                              (I.12) 

  : La température de la surface (K°). 

   : Facteur de forme entre les surfaces i et j. 

𝛔 : Constante de Stéphane Boltzmann. (  = 𝟓. 𝟔𝟕    W/ ²k⁴). 

S : Superficie de la surface (m²). 

   : Flux de rayonnement à grande longueur d’onde entre les surfaces i et j. 

Si le coefficient d’émission   du corps est différent du facteur     peut admettre que [10] : 

    
 

 

  
      

 

   
   

  
  

  
 

  
     

                                                                                               (I.13) 

Peut également trouver dans la littérature [10] :  

 

                                                                                                                     (I.14) 

     
            

     
   

 

  
      

 

   
   

  
  

  
 

  
     

                                                                                             (I.15) 

I.3.3. Transfert de chaleur par convection  

Le transfert de chaleur par convection s’effectue dans les milieux fluides, plus précisément dans les 

échanges thermiques entre une paroi et un fluide en mouvement [11]. 



Chapitre I.                                                                Généralités sur les modes de transferts de chaleur 

 

Page | 9  

 

Suivant la nature du mécanisme qui provoque le mouvement du fluide on distingue [11] : 

 La convection naturelle (libre) : ou le mouvement du fluide est dû à l’action simultanée des 

différences des températures qui existe dans le milieu et d’un champ de forces massiques. 

 La convection forcée : ou le mouvement du fluide est induit par un moyen mécanique (pompes, 

ventilateur, etc…).  

I.3.3.1. Régime d’écoulement  

a. En régime laminaire  

L’écoulement s’effectue par couches pratiquement indépendantes entre deux filets de fluides 

adjacents entre deux filets fluides adjacents les échanges de chaleur s’effectuent donc [12] : 

 Par conduction uniquement si l’on considère une direction normale aux filets fluides. 

 Par convection et conduction (négligeable) si l’on considère une direction non normale aux 

filets fluides. 

 

 

 

  

Figure I.4 : Ecoulement d’un fluide en régime laminaire [12]. 

b. En régime turbulent  

L’écoulement n’est pas unidirectionnel : L’échange de chaleur dans la zone turbulente s’effectue par 

convection et conduction dans toutes les directions. Que la chaleur transférée par conduction est 

généralement négligeable par rapport à celle transférée par convection [12]. 

 

 

 

 

Figure I.5 : Ecoulement d’un fluide en régime turbulent [12]. 
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Le transfert thermique convectif est régi par la loi de Newton [13] : 

            –                                                                                                              (I.16) 

Q : Flux de chaleur par convection (W). 

  : Coefficient de transfert de chaleur par convection (         . 

   : Température de surface du solide (°C). 

  : Température du fluide (°C). 

  : Aire de la surface de contact solide/fluide (m²). 

I.3.3.2. En convection naturelle  

Dans le cas de la convection naturelle le flux est une fonction des caractéristiques du fluide, de la 

longueur de la paroi et l’écart de la température. 

En introduisant l’analyse adimensionnelle on déduit une relation entre trois nombres [10] : 

                                                                                                                      (I.17) 

Ou      
   

 
           Nombre de Nusselt. 

   
        

  
        Nombre de Grashof. 

   
    

 
                 Nombre de Prandtl. 

Le calcul de flux de chaleur transmis par convection naturelle suit les étapes suivantes [10] : 

 Calcul des nombres adimensionnels Gr et Pr. 

 Suivant la valeur du nombre de Gr on choisit de la corrélation correspondante. 

 Calcul du nombre de Nu en appliquant la corrélation choisie. 

 Calcul du coefficient d’échange par convection h :  

  
    

 
                                                                  (I.18) 

 Calcul du flux transmis φ : 

                                                                                                                (I.19) 

En résolvant le problème de façon analytique, pour un nombre de Prandtl quelconque et pour une paroi 

de température imposée, on trouve une formule unique [14] : 
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Figure I.7 : Convection naturelle le long d’une 

plaque plane verticale pour       [14]. 

 

     
    

 
      

     

            
    

   
                                                             (I.20) 

     
   

 
      

     

            
    

   
                                                             (I.21) 

Les formules ci-dessus ne sont valables qu’en régime laminaire c’est à dire quand         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.6 : Convection naturelle le long 

d’une plaque plane verticale pour        [14]. 

Pour        , le régime est turbulent et MAC ADAMS propose la corrélation [14] : 

                         Valable pour  𝑎 ∈                                                            (I.22) 

Ou     𝑎        
      

  
     Nombre deRayleigh 

 

Figure I.8 : Convection naturelle le long d’une plaque verticale : transition à la turbulence [14]. 
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a. Convection naturelle sur plaque plane verticale chauffée à flux constant 

Cette situation se rencontre lorsque la paroi contient par exemple une source de chaleur   électrique 

dont la puissance est évacuée par la paroi : le flux `a la paroi est alors imposé. Les résultats suivants 

seront alors utilisés [14] : 

 Pour        
           (régime laminaire) : 

                                                              (I.23) 

 Pour           
           (régime turbulent) : 

             
                                              (I.24) 

 Le nombre de Grashof local modifié s’écrit dans ce cas : 

   
  

    

  

   

 
 

      

   
                                                (I.25) 

Dans cette expression,    désigne le flux à la paroi. 

I.3.3.3. En convection forcée  

Dans le cas de la convection forcée la relation liant le flux de chaleur transféré aux différentes 

variables peut être simplifiée à la forme d’une relation entre trois nombres adimensionnels [10] : 

                                                                                                                       (I.26) 

a. Expressions exactes - Flux total échangé (en laminaire) 

Le calcul complet tenant compte du profil de vitesse réel dans la couche limite est en fait possible 

pour certains écoulements et notamment celui sur plaque plane. On trouve [14] : 

 Pour        :             
   

                                                                 (I.27) 

(Les propriétés du fluide sont à prendre à la température du film  
     

 
 ) 

Nombre de Nusselt global :     
   

 
  
 

 
∫     

 

 

   
 ∫

    
  
 

   

   
 ∫    

  

 

 

 

 

 
 

Soit :     ∫             
    

 
     

  

 
        

   
      

 
                            (I.28) 

Avec :       
    

 
        Nombre de Reynolds 
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 Pour        :             
   

                                                                 (I.29) 

 De même :             
   

                                                                                 (I.30) 

Le tableau suivant synthétise les résultats : 

 Tableau I.2 : Nombre de Nusselt pour un écoulement laminaire d’un fluide 

sur une plaque plane [14]. 

       𝑳        𝑳
   

      

                 
   

       

 

b. Convection forcée turbulente sur plaque plane 

Corrélations usuelles : Lorsque le nombre de Reynolds local     excède la valeur    > 3.    on 

adopte les résultats suivants [14] : 

Pour               avec un écoulement turbulent sur toute la plaque : 

            
   

                                                                                                                                          

            
   

                                                                                                                                          
 

Le calcul de flux de chaleur transmis par convection forcée suit les étapes suivantes : 

 Calcul des nombres adimensionnels    et   . 

 Suivant la valeur du nombre de Reynolds Re on fait le choix de la corrélation correspondante [11]. 

 Calcul du nombre Nu en appliquant la corrélation choisie. 

 Calcul du coefficient h à partir de l’équation (I.18). 

 Calcul du flux transmis φ à partir de l’équation (I.19). 

Ou     
       

 
                                                                                                           (I.33) 
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Figure I.9               Métaux liquides 

[14]. 
Figure I.10               Liquides usuels 

[14]. 

 

I.3.3.4. Convection mixte  

Il existe une cause externe au mouvement du fluide mais insuffisante pour que la poussée 

d’Archimède puisse être négligée (frontière entre la convection libre et la convection forcée) c’est le 

cas des transferts de chaleur dans un habitacle d’automobile : 

L’air est soufflé dans l’habitacle par un ventilateur, mais la poussée d’Archimède n’est pas négligeable, 

surtout lorsqu’on se place loin des entrées d’air [15]. 

Le groupe adimensionnel qui détermine laquelle de ces convections est dominante est le nombre de 

Richardson Ri qui est le rapport du nombre de Grashof sur le carré du nombre de Reynolds [15] : 

   
  

   
                                                                                                                        (I.34) 

 Si : 
  

        c’est la convection forcée qui domine. 

 Si : 
  

       c’est la convection naturelle qui domine. 

 Si :      
  

        c’est le domaine de la convection mixte (naturelle et forcée). 

La ”gamme des valeurs” de h (unité          ) est [16] : 

 Convection libre (air)   5-25  

 Convection libre (eau)   100-900  

 Convection forcée (air)   10-500  

 Convection forcée (eau)   100-15000  

 Convection forcée (huile)   50-2000  
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 Conv. f. (métaux fondus)   6000-120000 

 Eau bouillante   2500-25000 

 Vapeur d’eau se condensant   50000-100000 

  Rayonnement (linéarisé a 300K)   1 

I.4.  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté un aperçu général sur les modes de transferts thermiques ainsi 

que les grandeurs liées à ces phénomènes physiques et les principales lois régissent ces modes. 

L’analyse des transferts de chaleur est d’identifier quels sont les modes de transfert mis en jeu au 

cours de la transformation et de déterminer quantitativement comment varie la température en chaque 

point du système au cours du temps [5].
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Méthode des différences finis
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II.1.  Introduction 

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique courante de recherche de 

solutions approchées d'équations aux dérivées partielles qui consiste à résoudre un système de relations 

(schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment proches 

les uns des autres. 

Cette méthode apparaît comme étant la plus simple à mettre en œuvre car elle procède en deux 

étapes : d'une part la discrétisation par différences finies des opérateurs de dérivation/différentiation, 

d'autre part la convergence du schéma numérique ainsi obtenu lorsque la distance entre les points 

diminue. 

II.2. Interpolation et l’extrapolation  

Il arrive souvent que la fonction qu’on doit traiter (détermination en certains points, sa valeur, sa 

dérivée, ……etc) soit définit d’une façon qui rende sa manipulation mal aisée (expression algébrique 

compliquée, définition sous forme implicite ou par un développement en séries). Il est donc nécessaire 

de remplacer la fonction à traiter par une fonction approchée plus simple      ou plus généralement 

par un ensemble de fonctions       puis de traiter non pas      mais       

On appelle l’interpolation, l’ensemble des points               ou la fonction est connue. 

L’approximation peut être globale si      est définit à partir de tous les    ou par morceaux si      

estdéfinit à partir de sous ensemble de points  . 

Une fois      est déterminée il est souvent nécessaire de déterminer      en un ou plusieurspoints ne 

coïncidant pas avec    C’est le problème de l’interpolation si   est dans l’intervalle         et de 

l’extrapolation si   est extérieur à                        [17]. 

II.2.1. Forme polynômiale développée en puissance de 𝒙 

Etant donné  (x) définit par les valeurs    qu’elle prend en                   On remplace  (x) par le 

polynôme       de degré   passant par les points (     ). Ce polynôme peut s’écrire sous diverses 

formes. On peut écrire       sous la forme [17] : 

      𝑎  𝑎   𝑎  
    𝑎                                                                         (II.1) 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_num%C3%A9rique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Approximation
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
https://fr.wikipedia.org/wiki/Diff%C3%A9rence_finie


Chapitre II.                                                                                                  Méthode des différences finis 

 

Page | 17  

 

II.2.1.1. Calcul des coefficients du développement  

{
 
 

 
 

             𝑎  𝑎    𝑎   
    𝑎   

                                                                              

             𝑎  𝑎    𝑎   
    𝑎   

                                                                               
 
 
 

             𝑎  𝑎    𝑎   
    𝑎   
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𝑎 ]
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  ]

 
 
 
 
 
 

                                                                                          (II.5) 

On a un système de (n+1) équations de (n+1) inconnus. La résolution de ce système linéaire se fait soit 

par une méthode directe (élimination de Gauss, méthode de décomposition de A, méthode d’inversion 

de A ou bien par une méthode itérative ex : Jacobi, Gauss‐Hill, méthode avec relaxation…) [17]. 

II.2.2. Forme polynômiale de Lagrange  

II.2.2.1. Expression du polynôme d’interpolation  

Le polynôme       qui passe par les (n+1) points                  s’écrit alors [18] : 

       ∑            
                                 

                                   

  (  )                                                                      (II.6) 

     : S’appelle polynôme de Lagrange. 

      Peut s’écrire, de façon plus condensée : 

j = 0, . . ., n                

       

                  

   
   

                                                                                                        (II.7) 

      
                   (        )(        )          

                                                      
                                               (II.8) 
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II.2.3. Interpolation par les différences divisées  

II.2.3.1. Définition de l’opérateur différence divisée  

On peut définir les différences divisées d’ordre « 0 » (zéro), 1, 2, 3, …, n de la façon suivante [18] : 

{
 
 
 

 
 
 

                                                                                                   

  (     )        
 (  )       

       
                                                                              

 (        )          
         

       
                                                                              

 (                 )                  
               

       
                               ‐           

 

II.2.3.2. Polynôme d’interpolation par les différences divisées  

                                                                           

                                                                                                        (II.13) 

Il faut utiliser le 1èr point le point le plus proche du point d’interpolation et ainsi de suite. 

Si utilise un seul point, on a une interpolation linéaire, deux points c’est l’interpolation parabolique et 

trois points c’est l’interpolation cubique [18]. 

II.2.4. Interpolation polynomiale de Newton sur un pas constant   𝒙   𝒙    

II.2.4.1. Interpolation utilisant les différences à droite (formule de Gregory‐Newton)  

L’opérateur « différence à droite » pour la différence progressive noté   est défini par [19] : 

  =         

{
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Lorsque   =  (x est un point de la base d’interpolation). 

{
 
 
 

 
 
 

   (  )        (     )   (  )                                                                                                

  
  (  )    

     (      )    (    )   (  )                                                        
 
 
 

  
  (  )    

         ∑
 

   
     

  

        
                                                                                       

 

Le tableau (II.1) donne les 5 premières différances à droite. Il se lit, par exemple : 

  
                              

Tableau II.1 : Différancee à droite    
    pour     à 5 [19]. 

                           𝟓 

     -1 1     

  
    1 -2 1    

  
    -1 3 -3 1   

  
    1 -4 6 -4 1  

  
𝟓   -1 5 10 10 -5 1 

 

Dans la formule progressive de Gregory‐Newton on prend les points situés à droite du point considéré : 

          

L’abscisse x est repérée par rapport à l’un quelconque des points    de la base d’interpolation, et on 

pose :  

Ou h est le pas.     
      

         
 

      

 
                                                                             (II.20) 

Si   
      

 
  alors : 

                
      

  
  

      
           

  
  

       
                   

  
  

                       (II.21)
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II.2.4.2. Interpolation utilisant les différences à gauche (Formule régressive de 

Gregory‐Newton) 

L’opérateur « différence à gauche » pour la différence régressive noté   est défini par [19] : 

{

                                                                                                                     
 
 

  
            

                                                                                                                

 

Lorsque   =    

{
  
 

  
 
   (  )                                                                                                                                             

  
  (  )    

     (      )    (    )   (  )                                                        
 
 

  
  (  )    

    ∑
 

   
     

  

        
                                                                                                  

 

Les premières différences sont indiquées tableau (II.2) ci-dessous. 

Tableau II.2 : Différence à gauche   
    pour     à 5 [19]. 

                           𝟓 

     1 -1     

  
    1 -2 1    

  
    1 -3 3 1   

  
    1 -4 6 -4 1  

  
𝟓   1 -5 10 -10 5 -1 

 

Dans la formule régressive de Gregory‐Newton on prend les points situés à gauche du point 

considéré   . 

      

 
       / Ou h est le pas. 

          Alors 

                 
      

  
  

      
           

  
  

      
                     

  
  

                      (II.27) 
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II.2.4.3. Interpolation utilisant les différences centrées sur base entière (Formule de 

Stirling)  

L’opérateur différence centré noté    est définit par [19] : 

{
 
 

 
         (  

 

 
)    (  

 

 
)                                                                                       

 
 

  
            

                                                                                                                  

 

Pour x, point du support d’interpolation   =    

{
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)    (     
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(         )   

 

 
(         )                                                                                                         

  
      [    ]     [ 

   
 

 

    
   

 

 

]         
 

 

         
 

 

                                                                         

           (       )  (         )                                                                                            
 
 

  
    

    ∑
  

   
     

     

         
                                                                                                            

  
      

    
 

 
∑

    

   
     

       

           
                                                                              

 

Tableau II.3 : Différences centrées   
 fj  sur une base entière [19]. 

                                  

        -1 0 1   

  
      1 -2 1   

   
     -1 2 0 -2 1  

  
     1 -4 6 -4 1  

   
𝟓   -1 4 -5 0 5 -4 1 

 

Dans la formule d’interpolation par les différences centrées : 
      

 
         Ou h est le pas.
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Si                 

Si                -è » 

 
 

 
   

 

 
|      |  

 

 
 

                
  

  
  

      
       

  
  

     
        

  
  

    
             

  
  

                         (II.34) 

II.2.4.4. Interpolation utilisant les différences centrées sur base entière (Formule de 

Bessel)  

{
 

 
     

 

 

  
   

  
 
                                                                                                                                             

    

  
  

  
 

 

  ∑
 

   

     
  

        
 

    
   

 

                                                                                                       

 

Il faut à aussi distinguer les cas n pair et n impair [19] : 

{
 
 

 
   

      
 
  

 

 

  ∑
    

   
     

       

           
                                                                                       

  
    

 
  

 

 

  
 

 
∑
  

   
     

     

         
                                                                                       

 

II.2.4.5. Interpolation utilisant les Différences centrées sur base demi entière 

(formule de Bessel)  

Les différences centrées sur base demi entière        sont construites comme précédemment [19] : 

{
 
 

 
      

 

 

                                                                                                                                          

    

  
  

 
  

 

 

  ∑
 

   
     

   

         
 
    

   

 

                                                                                   

 

Il faut à aussi distinguer les cas n pair et n impair : 

{
 
 

 
   

      
 
  

 

 

  ∑
    

   
     

       

           
                                                                         

  
    

 
  

 

 

  
 

 
∑
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Le tableau (II.4) donne les premiers termes : 

Tableau II.4 : Différences centrées    
        sur base demi centrées [19]. 

                             

       -1 1   

  
     1 -1 -1 1  

   
     -1 3 -3 1  

  
    1 -3 2 2 -3 1 

   
𝟓   -1 5 -10 10 -5 1 

 

Peut obtenir les formules de Gauss (cf. ouvrage de Hacques), d’où on déduit la situé au milieu d’un 

segment joignant deux valeurs tabulées (base demi entiers) : 

     
 

 
(       )        

 

 

 
    

 

 
 

  
  

  
  

 

 

 
     

 

 
 

  
  

  
  

 

 

 
    

 

 
     

 

 
 

  
  

  
  

 

 

           (II.43) 

II.2.5. Utilisation des formules d’interpolation  

Pour que la précision soit la meilleur possible, il faut utiliser le maximum de terme dans le 

développement de ( ). 

La fonction est tabulée pour les valeurs              

 Si   est voisin des premières valeurs tabulées          on utilise la formule 

d’interpolation par les différences à droite. 

 Si  est voisin des dernières valeurs tabulées           , on utilise la 

formuled’interpolation par les différences à gauche. 

 Si   est situé au milieu de la table, on utilise la formule d’interpolation par les 

différences centrées. 

Lorsque le pas n’est pas constant, on utilise les différences divisées ou Lagrange ou un développement 

en puissance de   [20]. 
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II.2.6. Erreur d’interpolation 

Le polynôme      représente une approximation de ( ). On peut montrer que l’erreur faite vaut : 

                                                                                        (II.44) 

         Le dérivé d’ordre (n+1) de la fonction  au point ξ. 

                                                                                (II.45) 

ξ  est la valeur de x ∈  [  ,  ] intervalle d’interpolation. 

Il est impossible d’évaluer l’erreur si ( ) n’est pas connue [20]. 

II.3. Dérivée numérique d’une fonction 

Les formules pour les dérivées peuvent être obtenues à partir des formules d’interpolation de Newton 

pour un pas constant, mais peuvent aussi être établies en utilisant les développements en séries de 

Taylor. 

II.3.1. Utilisation des différences à droite (ou progressive)  

II.3.1.1. Dérivées successives de     en 𝒙 à l’ordre 1 en h  

a. Calcul de  
 
: l’erreur commise est de l’ordre de h [21]. 

                        
  

 
         

  

 
           

       
           

 
   

 

 
        

  

  
                                                          (II.46) 

Donc         
           

 
                                                                                   (II.47) 

Si       alors 

  
   

        

 
        

    

 
                                                                                 (II.48) 

b. Calcul de   
   : 

(-2)  ,                    
  

 
        

  

 
         ……… 

+ ,                                
   

 
        ……… 

                                           +………. 
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                                                                 (II.49) 

Ou encoure, en faisant      

  
    

               

  
        

  
   

  
                                                                  (II.50) 

  
  

  
   

  
       

     

  
∑
 

   
       

                                                            (II.51) 

Le tableau (II.5) ci-dessous donne les coefficients jusqu’à l’ordre 4. Par exemple, on lit sur le tableau 

(II.5) : 

  
   

 
 

  
(                         )       

Tableau II.5 : Dérivées à l’ordre 1 à partir des différences à droite [21]. 

                        
 

 

    
 
 -1 1    

    
  1 -2 1   

    
  

 -1 3 -3 1  

    
   

 1 -4 6 -4 1 

 

II.3.1.2. Les dérivées successives de   𝒙  en   à l’ordre 2 en h  

On obtient une meilleure précision en prenant plus de termes dans le développement en séries, ainsi 

pour trouver   
  on utilise le développement jusqu’à l’ordre 2 [21]. 

                    
  

  
        

  

  
         ……………… 

       
           

 
  

 

 
        

  

 
                                                           (II.52) 

             
           

 
 

 

 
[
                    

  
           ]   
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                                                        (II.53) 

Ce qui s’écrit, pour      

  
  

                 

  
                                                                                          (II.54) 

Par des démonstrations similaires on obtient                 à l’ordre 2 en h 

Le tableau (II.6) donne les dérivées ainsi calculées jusqu’à l’ordre 4 : par exemple :  

  
  

 

  
(                    )        

Tableau II.6 : Dérivées, à l’ordre 2, à partir des différences à droite [21]. 

                           𝟓 
 

2h   
  -3 4 -1    

    
 
 2 -5 4 -1   

2h
3  

   
 -5 18 -24 14 -3  

h
4  

    
3 -14 26 -24 11 -2 

 

II.3.2. Utilisation des différences à gauche (ou régressive)  

Cette méthode permet d’obtenir la dérivée d’ordre n au point   (  
   comme combinaison linéaire 

des                     [21]. 

II.3.2.1. Dérivées successives de   𝒙  en 𝒙 à l’ordre 1 en h [21] 

                    
  

  
       ………                                                               (II.55) 

       
           

 
  

 

 
       …………                                                                           (II.56) 

Donc       
           

 
       

Soit, en          alors      
 
     

       (    )

 
                                                          (II.57) 
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                                                                                                             (II.58) 

Pour trouver la dérivée à l’ordre 1 en h d’ordre (n), on utilise (n+1) points. Pour la dérivée première à 

l’ordre 1 en h, on prend les deux premiers termes du polynôme. 

Le tableau (II.7) ci-dessous donne les coefficients jusqu’à l’ordre 4. Par exemple : 

  
   

 
 

  
(                         )       

Tableau II.7 : Dérivées à l’ordre 1 à partir des différences à gauche [21]. 

                        
 

   
 
 -1 1    

    
  1 -2 1   

    
   

 -1 3 -3 1  

    
   

 1 -4 6 -4 1 

 

II.3.2.2. Dérivées successives de   𝒙  en 𝒙 à l’ordre 2 en h  

Les premières dérivées à l’ordre 2 en h sont données dans le tableau suivant : 

Tableau II.8 : Dérivées au 2
ème

 ordre à partir des différences à gauche [21]. 

                           𝟓 
 

2h  
  3 -4 1    

    
  

 2 -5 4 -1   

2h
3  

   
 5 -18 24 -14 -3  

h
4  

    3 -14 26 -24 11 -2 

 

Pour trouver la dérivée nième du polynôme à l’ordre 2 en h, on utilise (n+2) points ou bien pour la 

dérivée première à l’ordre 2 en h, on prend les trois premiers termes du polynôme [21].
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II.3.3. Utilisation des différences centrées  

Pour calculer   
  on utilise les points situés de part et d’autre de    [21]. 

,                    
  

  
        

  

  
        

  

  
        …                            (II.59) 

,                    
  

  
        

  

  
        

  

  
       …                             (II.60) 

                       
  

 
                                                           (II.61) 

      
             

  
 

  

 
                                                                             (II.62) 

Pour        obtient : 

  
   

          

  
 

  

 
  

   
+… 

Malgré utilise deux points, l’erreur est de l’ordre 2 en h (plus précise) : 

  
   

          

  
                                                                                                    (II.63) 

                           
  

  
                                              (II.64) 

D’où  

       
                   

  
 

  

  
                                                                (II.65) 

C’est-à-dire, que      

  
    

               

  
                                                                                            (II.66) 

Lorsque n est paire   = 2  : 

  
    

 
  

         
  

    

   
                                                                                       (II.67) 

Lorsque n est impaire   = 2  +1 

  
      

 
  

           
    

    

      
                                                                             (II.68)



Chapitre II.                                                                                                  Méthode des différences finis 

 

Page | 29 

 

Les tableaux (II.9) et (II.10) donnent les quatre premières dérivées, à l’ordre 2 et à l’ordre 4 en h. 

Tableau II.9 : Dérivées au 2
ème

 ordre à partir des différences centrées [21]. 

                         

    
   -1 0 1  

    
    1 -2 1  

     
    -1 2 0 -2 1 

    
   

 1 -4 6 -4 1 

Tableau II.10 : Dérivées au 4
ème

 ordre à partir des différences centrées [21]. 

II.3.4. Incertitude sur le calcul des dérivées  

Peut montrer que lorsque      est approchée par un polynôme        on a [21] :  

     

  
 

      

  
 

      

  

          

       
      

          

       
                                                     (II.69) 

Ou    et    appartiennent à l’intervalle d’interpolation [a, b] où ont été choisis les            , et 

      est le polynôme : 

                                                                                                       (II.70) 

Lorsque         donc    (  )     

*
     

  
 

      

  
+
    

 
          

      
 
 

   
   

                 (II.71)

                                   

     
   1 -8 0 8 -1  

      
    -1 16 -30 16 -1  

𝟖    
    1 -8 13 0 -13 8 -1 

    
   

 -1 12 -39 56 -39 12 -1 
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II.4. Classification des équations aux dérivées partielles  

II.4.1. Définition  

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une relation faisant intervenir les variables 

indépendantes              , la fonction   et ses dérivées partielles. 

Par exemple, si   est une fonction de deux variables, une EDP peut s’écrire par la relation [22] : 

      
  

  
 
  

  
 
   

   
 
   

   
 

   

    
 

   

    
 
   

   
 
   

   
 

   

     
 

  

     
                                 (II.72) 

 On appelle ordre de l’EDP l’ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant dans l’EDP, 

par exemple : 

  

     
  

   

     
   

    
  

  
         Est d’ordre 3                                                        (II.73) 

(
   

    
   

   )
 

 (
   

    
)

 

                  Est d’ordre 2                           (II.74) 

 L’EDP est dite linéaire si F est linéaire par rapport à ses arguments  et ses dérivées partielles, et 

si les coefficients qui les lient ne dépendent que de     ; sinon elle est non linéaire. Par 

exemple, l’EDP du second ordre : 

𝑎 
   

    𝑎 
   

    𝑎 
   

    
 𝑎 

  

  
 𝑎 

  

  
 𝑎   𝑎                                                    (II.75) 

Est linéaire si les 𝑎 ne dépendent que de ( ,  ) 

II.4.2. Classification mathématique des EDP linéaires du second ordre (cas de deux 

variables indépendantes)  

De très nombreux phénomènes physiques se traduisent par les EDP linéaires du second ordre du type 

(II.75) qui peuvent s’écrire sous la forme [23] : 

𝑎
   

   
  

   

    
  

   

   
                                                                                                       (II.76) 

Ou, a,  ,   et e sont des coefficients peuvent dépendre de          

  
   

  
) 

Il y a trois types d’équations aux dérivées partielles représentés par l’équation (II.76) : 

 Lorsque la quantité        𝑎     l’équation (II.76) est dite du type elliptique. 

 Lorsque la quantité        𝑎     l’équation (II.76) est dite du type parabolique. 

 Lorsque la quantité        𝑎     l’équation (II.76) est dite du type hyperbolique.
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Ainsi, selon le signe du discriminant   (    𝑎 ), nous obtenons différentes formes géométriques : 

        𝑎   0 l’équation (II.76) est dite elliptique, un exemple typique d’équation 

elliptique est    
   

   
 

   

   
        

C’est l’équation de Poisson lorsque   est   , de Laplace lorsque      

        𝑎     L’équation (II.76) est dite parabolique, l’exemple de telle équation est 

l’équation de diffusion ou équation de la chaleur de la forme   
   

   
 

  

  
 

  : Diffusivité thermique     
 

  
 

  : Conductivité thermique des matériaux. 

  : Masse volumique. 

  : Chaleur massique des matières.  

        𝑎     L’équation (II.76) est dite hyperbolique. Avec pour exemple type de 

l’équation de propagation ou des cordes vibrantes :  

   

   
 

 

  

   

   
   ,          ( 

 

  )  
 

 
 

   

   
        

   

   
         

  

  
 
  

  
                                                                      (II.77) 

L’équation (II.76) est hyperbolique si | |  | |, parabolique si | |  | | et elliptique si | |  | | 

certaines équations sont encore compliquées par le fait que les coefficients des dérivées secondes 

peuvent dépendre de la solution cherchée         

II.4.3. Résolution des équations aux dérivées partielles  

II.4.3.1. Méthodes de résolution des E.D.P paraboliques  

Elles se rencontrent typiquement dans le problème diffusion on régime transitoire, telle que l’équation 

de la chaleur [24] : 

 
   

   
 

  

  
                                                                                                                            (II.78) 

Nous désignerons par t la variable par rapport à laquelle apparait la dérivée d’ordre au plus égale à un, 

car dans les situations pratique elle est relative au temps. 
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Il existe essentiellement trois méthodes de base pour la résolution de telles équations : 

 Méthodes explicites. 

 Méthodes implicites. 

 Méthodes mixtes (type Crank‐Nicholson). 

Nous exposerons chacune d’elle en prenant l’exemple d’une équation linéaire à une d’espace x. 

{
 
 

 
 
       

  
     

        

   
     

       

  
                                                                         

    𝑎         

              
}                                                                          

              }                                                                               

 

Afin de résoudre l’équation (II.78) nous divisons l’intervalle [𝑎,  ] en (  + 1) intervalles Δ  par les 

points : 

   𝑎                                                   

Nous choisirons de même un pas de temps Δt. Notons qu’en générale ces pas sont différents et ne 

s’expriment même pas avec les mêmes unités. 

II.4.3.1.1. Méthodes explicite de résolution [24] 

Considérons l’équation (II.79) et supposons connue        en tout point    𝑎       à l’instant t : 

on peut calculer 
       

  
 et 

        

    de sorte que le second membre de (II.79) est connue et on peut écrire : 

{
       

  
       

              
                                                                                                                         (II.80) 

Ou        est connue ou est ramené à une équation différentielle avec condition initiale par rapport à t 

la résolution cette équation par l’une des méthodes exposées (connue). Effectuée séparément en chacun 

des points            donne la solution cherchée. 

De façon plus précise si l’indice   repère les variables x et l’indice k repère la variable t l’équation 

(II.79) discrétisée peut s’écrire en utilisant les différences centrées sur x et les différences à droite sur t. 

            
  

   

                     

     
   

              

   
           

Ce qui donne  

       *
    

     
 

    

   
+        *  

     

     
     +      *

    

     
 

    

   
+                                   (II.81)
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On obtient    à l’instant (k+1) comme combinaison de                 à l’instant k : la molécule de base 

est représentée figure (II.1). 

La résolution de l’équation (II.81) faut progresser cette molécule vers           ,etc…… 

 

Figure (II.1) : Schéma explicite [24]. 

La méthode s’applique, sans aucune modification de principe aux équations dont les coefficients 

A,B,C,D dépendent non seulement de x mais aussi t et de f, ainsi fonctions de plusieurs variable 

d’espace. 

L’inconvénient principale de la méthode explicite est qu’elle nécessite de choisir    suffisamment petit 

sinon la solution de l’équation devient instable. En fait, il faut que le coefficient de      soit positif 

c’est-à-dire [24] : 

(
   

     
   )      

A cause de ce risque d’instabilité, il est préférable lorsque cela est possible d’utiliser l’une des 

méthodes suivantes : 

II.4.3.1.2. Méthode implicite de résolution [25] 

L’équation explicite (II.80) a été obtenue en écrivant le second membre de l’équation (II.81) à 

l’instant    où la solution est connue on obtient une équation implicite en écrivant le second membre 

de l’équation (II.79) à l’instant      où la solution n’est pas connue, ce qui donne : 

            
  

   

                           

     
   

                  

   
             

Ou encore  
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*
  

     
 

  

   
+          *

 

  
 

   

     
   +        *

  

     
 

  

   
+           *

    

  
   +                  (II.82) 

 

 On obtient    connue à l’instant k comme combinaison de                 inconnue à l’instant 

       la molécule de base est représentée figure (II.2). 

 L’équation obtenue peut s’appliquer en chaque point aux temps      . On obtient ainsi un 

système d’équations linéaires dont la résolution nous donne les valeurs de   au temps      . 

 On procède de la même manière pour avoir les valeurs de   au temps      ;         

 Un avantage essentiel de cette méthode est qu’elle est universellement stable. 

 

 

Figure (II.2) : Schéma implicite [25]. 

II.4.3.1.3. Méthodes du type Crank‐Nicholson [26] 

Dans la méthode explicite, le second membre de l’équation (II.79) est écrit à l’instant k (figure 2). 

Dans la méthode implicite, le second membre est écrit à l’instant (k+1) (figure 3). Dans les deux cas la 

dérivée  
  

  
  est écrite sous la forme  

            

  
  c’est-à-dire en fait à l’instant   

 

 
. 

La méthode de Crank‐Nicholson consiste à écrire le second membre de (II.79) au point (k+
 

 
) 

En l’exprimant comme la demi somme des seconds membres des méthodes implicite et explicite, on 

obtient alors la molécule de la figure (II.3). 
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Figure (II.3) : schéma Crank‐Nicholson [26]. 

            
  

 
 

 
[

  

     
                              

  

   
                            ] 

 
 

 
*

  

     
                        

  

   
                          +                                       (II.83) 

Le second crochet de l’équation (II.83) étant connu, on voit que l’équation est (II.83) en fait une 

équation implicite, qui se traite exactement comme il a été indiqué au paragraphe précédent. 

 L’avantage principal de ce schéma est que pour une valeur donnée de Δ , l’erreur de troncature 

sur le terme en Δ  est nettement plus petite que dans les méthodes implicite et explicite. 

 La méthode de Crank‐Nicholson est inconditionnellement stable et converge quel que soit 

  

     
 

II.4.3.2. Méthodes de résolution des E.D.P elliptiques 

II.4.3.2.1. Expression à l’aide des différences finies 

La mise en équation à l’aide des différences finies comporte les étapes suivantes [27] : 

 Définir un maillage couvrant le domaine et sa frontière. 

 En tout nœud intérieur au domaine, exprimer les dérivées à l’aide des différences finies. Ces 

termes contiennent des points situés sur la frontière. 

 Exprimer les valeurs de la fonction en tout point sur la frontière en tenant compte des conditions 

aux limites. On obtient alors un système de n équations à n inconnus dont on résout par l’une des 

techniques de résolution. 

Déterminer la fonction   ( ,  ) dans le domaine rectangulaire          𝑎           .           

  satisfait l’équation de Laplace
   

   
 

   

   
                                                                    (II.84) 
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Avec les conditions aux limites suivantes : 

{
 
 
 

 
 
 

           
    𝑎      

      𝑎                                                  
  

  
                                                      𝑎  

  

  
                                                                           

 

 Définit un maillage qui coïncide avec les frontières du domaine. 

 Choisit ( + ) pas sur 𝒙 de valeur    
 

   
.  

 ChoisitΔ𝒙 sous multiple de 𝒂 et de (𝒂– ) de façon que 𝒙=  corresponde au       pas sur 𝒙. 

 Choisit le maillage de telle façon que : 

     𝑎 

      𝑎     

Ce qui veut dire une ligne du maillage qui passe par le point  . Si on trouve une discontinuité des 

limites, on procède de la même manière. 

 Choisit ( + ) pas sur 𝒚 de valeur    
 

   
 

 Choisit Δ𝒙 sous multiple de 𝒂 et de (𝒂– ) de façon que 𝒙=  corresponde au      pas sur 𝒙. 

 En chaque nœud interne                       , on exprime l’équation aux D.P de 

Laplace à l’aide des différences finies (différences centrées), ce qui donne : 

                   

     
 

                   

     
                                                                       (II.85) 

L’équation obtenue fait intervenir les points à la frontière ( =0 ;  = + 1 ;  = 0 ;  = + 1). 

 Il faut maintenant exprimer les conditions aux limites, elle porte sur  =1 ;  =  ;  = 1 ;  = . 
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II.5.  Conclusion  

Dans ce chapitre après avoir maîtrisé le phénomène de transfert de chaleur et la méthode numérique. 

Les équations et les dérivées partielles (équation de la chaleur) seront résolues et étudiées par réalisant 

la méthode des différences finies.  

Cette méthode consiste à remplacer les dérivées partielles par des déférences divisées ou 

combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou nœuds du 

maillage.  

Et s’avantages : grande simplicité d'écriture et faible coût de calcul [28].
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III.1.  Introduction  

Le terme convection est habituellement connu sous le nom de transport d’énergies par gradients 

potentiels et mouvement du fluide. La convection est un mode de transfert de chaleur qui est le 

mécanisme le plus important de transfert d’énergie entre une surface solide et un liquide ou un gaz[29]. 

Compte tenu de la complexité du problème (T dépend de t), on ne sait pas le résoudre analytiquement 

et le domaine de calcul est très difficile nous pouvons donc choisir la méthode des Différences Finis[3]. 

Pour rechercher des solutions approchées d'équations aux dérivées partielles qui consiste à résoudre 

un système de relations (schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points 

suffisamment proches les uns des autres. 

On commence par une description et présentation de la géométrie étudiée et les conditions aux limites 

et on passe après à discrétisation de l'équation de Laplace Cette discrétisation permet de résoudre le 

problème sur un nombre fini de points du milieu solide, qui forme le domaine d’étude. 

Après on représente un extrait des principaux résultats graphiques obtenus, sous forme de courbes qui 

montrent l’évolution de température.  

III.2.  La géométrie du problème étudié 

S’agissant d’une géométrie 2D, la géométrie du problème considéré est schématisée par la figure 

(III.1). Elle consiste une plaque plane mince en aluminium. 

 

Figure (III.1) : La géométrie du problème étudié.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Approximation
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quation_aux_d%C3%A9riv%C3%A9es_partielles
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III.3. Modélisation mathématique  

III.3.1.  Modèle thermique  

La détermination de l’évolution de la température en fonction du temps dans les deux dimensions        

(x et y) est régie par l’équation de Laplace. 

   

   
 

   

   
   

III.3.2.  Les Conditions aux limites 

- A                       T = 1                         Dirichlet 

- A                       
  

  
                         Newman 

- A                     
  

  
                         Newman 

- A                     
  

  
                   (Fourier ou Mixte) 

Le coefficient de convection est considéré uniforme sur toute la surface :                 

(Convection naturelle). 

III.3.3. Maillage Utilisé 

La spécification du maillage dépend de la complexité de la géométrie. Il est donc très intéressant de 

chercher le maillage convenable qui assure la convergence de la méthode du calcul, car il peut y’avoir 

une certaine limite sur la taille de la maille qui provoque la divergence du schéma. Cela nécessite une 

étude sur le choix de la densité de maillage convenable [30]. 

Cette étude nous a conduit à retenir un maillage de 10 nœuds suivant la direction (x) et 10 nœuds dans 

la direction (y) ce qui correspond aux pas suivants : 

{
                 𝑎       𝑎            

                  𝑎       𝑎            
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Figure (III.2) :  le maillage du problème étudié. 

III.3.4. Discrétisation de l’équation 

L'objectif de la discrétisation de l’équation de Laplace est de parvenir à un système matriciel de type : 

[A].X = B, ou [A] est une matrice, X est le vecteur inconnue et B est le vecteur qui contient la solution 

à un instant t donné. 

La méthode retenue pour implémenter ce problème est une méthode aux différences finies  

 Equation de Laplace 

   

   
 

   

   
                                                                                                (III.1)  

Pour la discrétisation de l’équation de Laplace on a utilisé la méthode des différences centrées à l’ordre 

2 en     . 

                   

    
                  

             (III.2)



Chapitre III.                                                      Etude le comportement thermique d’une plaque carrée 

Page | 41 

 

Remplacent le numérotage de chaque nœud dans l’équation (III.1) on trouve :        

Pour :     𝒌     

 Nœud (1,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
       

         
 

         

         
 

         

   (
 

 
     

 

 
    )                                

   

 
     

   

 
                                                                                                            

                                                                                                               (ΙΙΙ.3) 

 Nœud (2,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                                (ΙΙΙ.4)
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 Nœud (3,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                                (ΙΙΙ.5) 

 Nœud (4,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
     

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                                (ΙΙΙ.6) 

 Nœud (5,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
     

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                                (ΙΙΙ.7) 
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 Nœud (6,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
     

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                                (ΙΙΙ.8) 

 Nœud (7,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
     

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                                (ΙΙΙ.9) 

 Nœud (8,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
     

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

                                                                                                              (ΙΙΙ.10) 
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 Nœud (9,1)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

                

   
 

               

   
     

 

   
     

 

   
      (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

       

  

  
|
    

            

 

   
(                 )            

 (                 )            

                               

                        

                      

      
  

  
     

 

  
      

                       

                                                                   

                                                          

                                                                                                                        (ΙΙΙ.11) 

Pour :     𝒌     

 Nœud (1,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     
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D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
       

         
 

         

         
 

         

   (
 

 
     

 

 
    )                                     

   

 
     

   

 
                                                                                                          

                                                                                                        (ΙΙΙ.12) 

 Nœud (2,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                          (ΙΙΙ.13) 

 Nœud (3,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                          (ΙΙΙ.14) 

 



Chapitre III.                                                      Etude le comportement thermique d’une plaque carrée 

Page | 46  

 

 

 Nœud (4,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                              (ΙΙΙ.15) 

 Nœud (5,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                              (ΙΙΙ.16) 

 Nœud (6,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                              (ΙΙΙ.17) 

 Nœud (7,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                     (ΙΙΙ.18) 
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 Nœud (8,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                              (ΙΙΙ.19) 

 Nœud (9,2)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

                

   
 

               

   
    

 

   
      

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                             

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
    

            

 

   
(                 )            

 (                 )            

                               

                        

                      

      
  

  
     

 

  
      

                       

                                                                

                                                       

                                                                                                                             (ΙΙΙ.20) 
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Pour :     𝒌     

 Nœud (1,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
       

         
 

         

         
 

         

   (
 

 
     

 

 
    )                                     

   

 
     

   

 
                                                                                           

                                                                                                        (ΙΙΙ.21) 

 Nœud (2,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
           

                                                                                                         (III.22) 

 Nœud (3,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
           

                                                                                                         (III.23) 
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 Nœud (5,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
           

                                                                                                         (III.24) 

 Nœud (6,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
           

                                                                                                         (III.25) 

 Nœud (7,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
           

                                                                                                         (III.26) 

 Nœud (8,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
           

                                                                                                         (III.27) 

 Nœud (9,3)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
      (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
           

                                                    

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
    

            

 

   
(                 )           
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 (                 )            

                               

                        

                      

      
  

  
     

 

  
      

                       

                                                                

                                                       

                                                                                                                             (III.28) 

Pour :     𝒌     

 Nœud (1,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
      

   (
 

 
     

 

 
    )                                     

   

 
     

   

 
                                                                                           

                                                                                                   (ΙΙΙ.29) 
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 Nœud (2,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
         

                                                                                                         (ΙΙΙ.30) 

 Nœud (3,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.31) 

 Nœud (4,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.32) 

 Nœud (5,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.33) 

 Nœud (6,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.34) 

 Nœud (7,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.35) 
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 Nœud (8,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.36) 

 Nœud (9,4)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
      (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                    

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
    

            

 

   
(                 )            

 (                 )            

                               

                        

                      

      
  

  
     

 

  
      

                        

                                                                

                                                       

                                                                                                                             (ΙΙΙ.37) 

Ou     𝒌   𝟓 

 Nœud (1,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
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     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
      

   (
 

 
     

 

 
    )                                     

   

 
     

   

 
                                                                                           

                                                                                                   (ΙΙΙ.38) 

 Nœud (2,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.39) 

 Nœud (3,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.40) 

 Nœud (4,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.41) 

 Nœud (5,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.42) 
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 Nœud (6,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.43) 

 Nœud (7,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.44) 

 Nœud (8,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.45) 

 Nœud (9,5)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
      (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                                                   

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
    

            

 

   
(                 )            

 (                 )            
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                                                                                                                             (ΙΙΙ.46) 

Pour :     𝒌   𝟔 

 Nœud (1,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
      

   (
 

 
     

 

 
    )                                     

   

 
     

   

 
                                                                                           

                                                                                                        (ΙΙΙ.47) 

 Nœud (2,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.48) 

 Nœud (3,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     
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                                                                                                         (ΙΙΙ.49) 

 Nœud (4,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.50) 

 Nœud (5,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.51) 

 Nœud (6,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.52) 

 Nœud (7,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.53) 

 Nœud (8,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.54) 

 Nœud (9,6)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
      (

 

   
 

 

   
)      
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D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
    

            

 

   
(                 )            

 (                 )            

                               

                        

                      

      
  

  
     

 

  
      

                       

                                                                

                                                       

                                                                                                                             (ΙΙΙ.55) 

Pour :     𝒌   𝟕 

 Nœud (1,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
      

   (
 

 
     

 

 
    )                                     
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                                                                                                      (ΙΙΙ.56) 

 Nœud (2,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.57) 

 Nœud (3,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.58) 

 Nœud (4,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.59) 

 Nœud (5,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.60) 

 Nœud (6,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.61) 

 Nœud (7,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     
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                                                                                                         (ΙΙΙ.62) 

 Nœud (8,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.63) 

 Nœud (9,7)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
      (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                                                 

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
    

            

 

   
(                 )            

 (                 )            

                               

                        

                      

      
  

  
     

 

  
      

                    

                                                                

                                                       

                                                                                                                             (ΙΙΙ.64) 
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Pour :     𝒌   𝟖 

 Nœud (1,8)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

               

   
 

               

   
    

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)     

 

   
     

 

   
        

                                            

D’après les conditions aux limites : 

  

  
|
   

      
 

   
(                 )     

        
 

 
     

 

 
      

   (
 

 
     

 

 
    )                                     

   

 
     

   

 
                                     

                                                                                                        (ΙΙΙ.65) 

 Nœud (2,8)  
   

   
|
   

  
   

   
|
   

   

 

   
     

 

   
     (

 

   
 

 

   
)      

 

   
     

 

   
        

                                                                                                         (ΙΙΙ.66) 

 Nœud (3,8)  
   

   
|
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D’après les conditions aux limites :                          
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D’après les conditions aux limites :                          
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                                                                                                           (ΙΙΙ.82) 

III.4. Etude numérique 

La discrétisation des équations de Laplace à l’aide de la méthode différences finies conduit à un 

système matriciel de type [A].X = B que nous avons résolue en utilisant la méthode de l’inverse : 

                 

Pour la validation des résultats, un programme de calcul a été développé à l'aide du logiciel 

MATLAB Ver.R2016a.
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 La matrice [A] est matrice carrée de dimensions         
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 Le vecteur B : 

B=[-100 ; -100 ; -100 ; -100 ; -100 ; -100 ; -100 ; 

100;100;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0

;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0;0] 

On utilise la méthode de Cramer (La méthode de l’inverse de matrice sur Matlab) on obtient les solutions suivantes :   

 La solution est le vecteur X = T 

X=[1.0780 ;0.9860 ;0.9220 ;0.8806 ;0.8482 ;0.8129 ;0.7626 ;0.6810 ;0.5485 ;1.2174 ;0.9438 ;0.8213 ;0.7

522 ;0.6992 ;0.6409 ;0.5564 ;0.4131 ;0.1346 ;0.8597 ;0.7506 ;0.6674 ;0.6076 ;0.5555 ;0.4949 ;0.4092 ;0

.2802 ;0.0941 ;0.5748 ;0.5315 ;0.4900 ;0.4553 ;0.4204 ;0.3741 ;0.3052 ;0.2046 ;0.0721 ;0.3186 ;0.3108 

;0.3057 ;0.3032 ;0.2965 ;0.2761 ;0.2327 ;0.1610 ;0.0628 ;0.0676 ;0.0875 ;0.1188 ;0.1552 ;0.1864 ;0.200

9 ;0.1887 ;0.1440 ;0.0675 ;0.1966 ;0.1473 ;0.0732 ;0.0124 ;0.0931 ;0.1525 ;0.1771 ;0.1587 ;0.0945 ;0.4

936 ;0.4069 ;0.2768 ;0.1255 ;0.0213 ;0.1389 ;0.2084 ;0.2191 ;0.1645 ;0.8485 ;0.7098 ;0.5017 ;0.2590 ;0

.0215 ;0.1734 ;0.2986 ;0.3450 ;0.3291] 
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III.4.1.  Etude graphiques  

III.4.1.1.  Cas de l’évolution de température en fonction de l’abscisse x  

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1
 T ( x) pour y =0.1( première ligne )

Figure III.3 - L'évolution de la température en fonction de l'abcisse x 

T
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C

 ]
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III.4.1.2.  Cas de l’évolution de température en fonction de l’abscisse y  

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

0.6

0.7

0.8
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1.0

1.1

y [ m]

T
 [
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C

 ]
 T ( y) pour y =0.1( Première colonne )

Figure III.6 - L'évolution de la température en fonction de l'abcisse y 
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Figure III.7 - L'évolution de la température en fonction de l'abcisse y 
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Figure III.8 - L'évolution de la température en fonction de l'abcisse y 
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III.4.2.  Simulation par le code fluent  

III.4.2.1. Introduction au CFD 

L’analyse des phénomènes complexes tels que le transfert de chaleur, les écoulements d’eau et d’air 

nécessitent une bonne compréhension du système analytique des mécaniques des fluides, et les champs 

d’application de ces systèmes, voire les différentes étapes de traitement du code CFD afin d’obtenir les 

résultats qui expliquent notre phénomène en question. Le choix du logiciel de simulation dépend de nos 

données d’entrée (inputs) et de la nature de notre expérience et les conditions dans lesquelles elle est 

inscrite [31]. 

III.4.2.2.  Définition du CFD  

La dynamique des fluides computationnelle ou CFD (Computationnel Fluide Dynamics) est l’analyse 

des systèmes d’écoulement des fluides, le transfert de la chaleur et tous les phénomènes associés tels 

que les réactions chimiques en utilisant la simulation par ordinateur. La technique est très puissante et 

couvre un large champ d’applications industrielles et non industrielles tels que : l’aérodynamique, 

hydrodynamique, centrale électrique, turbomachines, de l’ingénierie de processus chimique, génie 

maritime, génie de l’environnement, de la métrologie, de l’ingénierie biomédicale, l’hydrologie et 

l’océanographie voire l’environnement externe et interne des bâtiments [32]. 

III.4.2.3.  Présentation du logiciel de simulation « ANSYS Fluent » 

ANSYS FLUENT est un logiciel de simulation CFD qui permet de modéliser l’écoulement du fluide, 

le transfert de chaleur, et les réactions chimiques dans des géométries complexes. Ce programme est 

écrit dans le langage C de programmation et permet d’utiliser pleinement la flexibilité et la puissance 

offerte par cette langue. ANSYS FLUENT utilise une architecture client/serveur, ce qui lui permet 

d’exécuter des processus simultanés distinctes sur plusieurs postes de travail client et serveurs de calcul 

puissants.  Cette architecture est essentielle pour une exécution efficace, un contrôle interactif, et une 

flexibilité totale entre les différents types de machines ou de systèmes d’exploitation [32][33]. 

 

Figure (III.9) : ANSYS Fluent. 
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III.4.2.4.  Menu principal du logiciel  

L’interface graphique de Workbench ANSYS est montrée sur la (Figure III.10). Dans cette étude, 

nous utilisons mécanique des fluides (fluents) qui se trouve en la barre d'outils. 

 

Figure (III.10) : La fenêtre principale du logiciel ANSYS Workbench. 

 Les différentes étapes  

Géométrie : Utilisé pour importer ou de créer ou de modifier ou de mettre à jour un modèle qui peut 

être utilisé pour l’analyse. 

Maillage : Cette cellule est liée à la définition de la géométrie, systèmes de coordonnées et réseau de 

communication dans le module de simulation mécanique. 

Configuration : Permet de définir les charges et conditions aux limites et une autre configuration pour 

l’analyse. 

Solution : La solution cellulaire permet d’accéder aux données. 

Résultats : Cette cellule combine les résultats de l’analyse. 
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III.4.2.5.  Dessin de la géométrie 

Dans cette étape pour créer une géométrie avec ANSYS Workbench double clique sur géométrie pour 

ouvrir le module de création géométrique « Design Modeler ». Il faut préciser que l’on va travailler en 

2D ou 3D. On a réalisé une plaque c’est forme ont été réalisé à partir d’une esquisse (une plaque carrée 

dimension        ). 

 Hypothèses simplificatrices   

- L’écoulement d’air se fait avec transfert de la chaleur (convection naturelle).  

- Il est supposé bidimensionnel (x et y). 

- L’écoulement permanent. 

- Incompressible. 

 Les conditions aux limites du problème sont 

- A                      T = 1                         Dirichlet 

- A                       
  

  
                        Newman 

- A                    
  

  
                        Newman 

- A                    
  

  
                 (Fourier ou Mixte) 

 

 

Figure (III.11) : Vu 3D de plaque carrée. 
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III.4.2.6.  Présentation graphique des résultats obtenus par le code fluent

 

 

Figure (III.12) : La variation de flux de chaleur total sur la plaque carrée. 

Figure (III.13) : La variation de flux de chaleur directionnel sur la plaque carrée. 
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Figure (III.14) : L’évolution de la température dans la plaque carrée. 

 

III.5.  Discussion et interprétation des résultats 

La figure III.3 : présente l’évolution de la température en fonction de l’abscisse x pour y=0.1 ; La 

courbe commence à partir de la valeur maximal (              ) Ensuite, il diminue 

progressivement jusqu'à atteindre la dernière valeur (           ). 

La figure III.4: présente L’évolution de la température en fonction de l’abscisse x pour y = 0.5 ; La 

courbe commence à partir de la valeur maximal (              ) et diminue progressivement 

jusqu'à atteindre la valeur (           ), puis il croissante juste un peu jusqu’à atteindre la dernière 

valeur (           ). 
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La figure III.5 : présente L’évolution de la température en fonction de l’abscisse x pour y = 0.9; La 

courbe commence à partir de la valeur maximal(              ) et diminue progressivement 

jusqu'à atteindre la valeur (           ), il reste constante à même valeur, puis il croissante 

progressivement jusqu’à atteindre de valeur (           ) après il diminue jusqu’à la dernière valeur 

            ). 

La figure III.6 : présente l’évolution de la température en fonction de l’abscisse y pour x =0.1 ; La 

courbe commence à partir de la valeur maximal (              ) Ensuite, il diminue 

progressivement jusqu'à atteindre la dernière valeur (           ). 

La figure III.7: présente L’évolution de la température en fonction de l’abscisse y pour x = 0.5 ; La 

courbe commence à partir de la valeur maximal (              ) et diminue progressivement 

jusqu'à atteindre la valeur (           ), puis il croissante juste un peu jusqu’à atteindre la dernière 

valeur (           ). 

La figure III.8 : présente L’évolution de la température en fonction de l’abscisse y pour y = 0.9; La 

courbe commence à partir de la valeur maximal(              ) et diminue progressivement 

jusqu'à atteindre la valeur (           ), il reste constante à même valeur, puis il croissante 

progressivement jusqu’à atteindre de valeur (           ) après il diminue jusqu’à la dernière valeur 

            ). 

La figure III.14 : montre l’évolution de la température en fonction de l’abscisse x et y dans la plaque 

carrée par le code fluent. 

On remarque que la température prend des faibles valeurs (0 – 0.11111 °C) sur les trois bords de la 

plaque (supérieure, droite et gauche), puis elle augmente (0.33333 – 1 °C) vers le milieu de la plaque et 

le bord inférieur. 

On a constaté que la température a une valeur maximale (0.88889 – 1 °C) dans le milieu et le bord 

inferieur de la plaque carré. En plus les valeurs de température sont les mêmes et égales sur la plaque. 
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III.6.  Conclusion 

Dans ce chapitre, on a montré analytiquement et numérique l’évolution de la température dans une 

plaque carrée. On a utilisé la méthode des différences centrées à l’ordre 2 en   pour la discrétisation de 

l’équation de Laplace, elle conduit à un système matriciel de type [A].X = B que nous avons résolue en 

utilisant la méthode de Cramer (La méthode de l’inverse de matrice sur Matlab). 

D’après les graphiques, on remarque que l'évolution de la température dans chacun des cas étudiés par 

rapport à l’abscisse x est la même aux cas étudiés par rapport à la direction y. Par simulation numérique 

(code de fluent) les résultats obtenus montrent que les valeurs maximales de la température sont au 

niveau du centre de la plaque carrée.
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Conclusion générale 

En raison de l'importance des plaques (particulièrement en aluminium) dans le domaine industriel et 

de la diversité de leurs utilisations et lieux de leur présence, que ce soit dans les machines ou comme 

accessoires ou bien comme élément important dans une structure industrielle ou automatique. Nous 

avons décidé pour étudier analytiquement et numériquement le comportement thermique dans une 

plaque carrée. Cette étude réalisée en convection naturelle. 

L’objectif principal traité par cette étude était suivi l’évolution de la température et l'importance de 

son effet sur la plaque carrée. 

La démarche suivie pour aboutir à cet objectif sa devisé ce travail en deux parties. D’une part, a été 

consacrée pour une compréhension élargie des axes formant le sujet étudié (transfert de chaleur, 

méthode de différence finies). D’autre part, concrétise la solution proposée à travers une étude 

graphique, une simulation numérique et une discussion des résultats obtenus. 

Nous avons commencé à traiter l’équations de Laplace (III.1) introduites dans le chapitre précédent, 

nous avons opté pour l’utilisation de la méthode des différences finies à cause de sa facilité et sa 

rapidité en temps de calcul ce qui a permis d'atteindre les résultats finaux obtenus. 

Les résultats obtenus grâce à l'étude graphique ont montré qu'ils étaient similaires et identiques sur les 

directions x et y pour la plaque carrée (en aluminium), et d'après la simulation obtenue par code fluent, 

il a montré que la température prend la valeur maximale au niveau du centre de la plaque et des faibles 

valeurs sur les bords (supérieur, gauche et droite).  

Enfin, grâce à cette étude, nous avons pu trouver une méthode permettant d'étudier les évolutions de 

la température et de suivre le chemin sa variation au niveau d’une plaque carrée de manière simple et 

précise. Pour exploiter ces derniers dans différentes fonctions et domaines d'utilisation. 
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