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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l�étude les équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSRs en abrégé) furent introduites pour la première fois (la forme linéaire)

en 1973 dans les travaux de Bismut, J. [2] lorsqu�il étudiait l�équation adjointe associée

au principe du maximum stochastique en contrôle optimal.

Cependant, il a fallu attendre les années 1990 pour voir une théorie plus générale (non

linéaire) sur les EDSRs. Elle fut initiée par Pardoux, E., et Peng, S. [8] qui ont introduit

une nouvelle forme : 8><>: dYt = �f(t; Yt; Zt)dt+ ZtdWt; 0 � t � T;

YT = �;

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale :

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T;

où � est la valeur terminale et f est le générateur ou encore le coe¢ cient de l�EDSR qui est

une fonction non linéaire et globalement lipschitizienne par rapport aux variables (Y; Z):La

solution est un couple de processus (Y; Z).

Bahlali, Gherbal et Merzerdi [3], ont prouvent l�existence des contrôles optimaux pour les

EDSR linéaires et ils ont établirent les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité

pour ce genre de problème de contrôle stochastique.

Notre objectif dans ce mémoire, c�est d�établir les conditions nécessaires et su¢ santes
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Introduction

d�optimalités pour un problème de contrôle stochastique pour des systèmes gouvernès par

des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires de type champ moyen dans

lequel les coe¢ cients dépendent des processus de l�état de résolution ainsi que de leur

distribution via l�espérance d�une fonction

yt = � +

Z T

0

(asys + âsE[ys] + bszs + b̂sE[zs] + csus)ds�
Z T

0

zsdWs;

avec a; b; â; b̂ et c sont des matrices suitables et us est la variable de contrôle.

Alors notre problème de contrôle est de minimiser une certainne fonction de coût J dé�nie

par :

J(u) = E
�
g(y0;E[y0]) +

Z T

0

h(t; yt;E[yt]; zt;E[zt]; ut)dt
�

La méthode de démonstration est basée sur le principe d�optimisation convexe.

Nous présentons notre mémoire de la manière suivante :

Chapitre 1 : Calcul stochastique :

Dans ce chapitre, on introduit les notions générales du calcul stochastique, on dé�nit les

processus stochastiques et les notions de mouvement brownien et l�espérance conditionnel,

et martingale...etc et on parle aussi sur les équations di¤érentielles stochastiques (EDS) et

équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) et nous avons également abordé

l�équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires (EDSRL).

Chapitre 2 : Sur les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité pour les

EDSRs linéaires de type champ moyen :

Dans ce chapitre, on va établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions su¢ santes

d�optimalité pour les EDSRs linéaires de type champ moyen. La méthode de démonstration

basée sur le principe d�optimisation convexe.
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Chapitre 1

Calcul stochastique

Le but de ce chapitre est de présenter briévement les notions de base et les résultats de

calcul stochastique qui seront utilisées tout au long de ce travail.

1.1 Généralités

tribu

Dé�nition 1.1.1 Une tribu (�-Algebra en Anglais) sur 
 est une famille de parties de


, contenant l�ensemble vide, stable par passage au complémentaire, union dénombrable

et intersection dénombrable.

Une tribu contient dans l�espace 
.

Un espace mesurable est un espace muni d�une tribu.

Proposition 1.1.1 Une intersection de tribus est une tribu, mais ce n�est pas vrai pour

la réunion c�est à dire une réunion de tribus n�est pas une tribu. Soit F une tribu. Une

sous-tribu de F est une tribu G telle que G � F , soit A 2 G implique A 2 F .

La plus petite tribu contenant une famille d�ensembles est l�intersection de toutes les tribus

qui contiennent cette famille.
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Chapitre 1.Calcul stochastique

Exemple 1.1.1 Tribu des boréliens de R. C�est la plus petite tribu contenant tous les

intervalles ouverts (ou fermés, ou ouverts à droite fermés à gauche...).

Mesurabilité

Dé�nition 1.1.2 Soit (
; F) et (E; ") deux espaces mesurables. Une application f�1 de


 dans E est dite (E; ") mesurable si f�1(A) 2 F , 8A 2 ", où

f�1(A) = f! 2 
 j f(!) 2 Ag :

Lorsqu�il n�y a pas d�ambiguïté sur les tribus employées, on dit simplement que f est

mesurable.

Une fonction f de R dans R est borélienne si elle est (BR; BR) -mesurable, soit f�1(A) 2

BR, 8A 2 BR. Il su¢ t que cette propriété soit véri�ée pour les intervalles A.

Les fonctions continues sont boréliennes.

Dé�nition 1.1.3 (Processus stochastique) Un processus stochastique est une famille

X = (Xt)t2T de variables aléatoires à valeur dans un espace mesurable (
; F) est indéxée

par le temps t. Le paramètre du temps t variant dans I

1. Si I � N, on dit que le processus a temp discret.

2. Si I � R; on dit que le processus a temp continue.

Remarque 1.1.1

a) Si t �xe : Xt est un v.a dé�nie sur (
;F) à valeur dans (Rd; B(Rd)).

b) Si ! �xe :Xt appelé la trajectoire de (Xt)t2T associée à !:

Dé�nition 1.1.4 (Processus modi�cation et indistinguables) Soient X et Y deux

processus et (
; F ; P) est un espace de probabilité complet. X est une modi�cation de Y

4



Chapitre 1.Calcul stochastique

si, pour tout t � 0, les v.a. Xt et Yt sont égales P�p.s :

8 t � 0; P(Xt = Yt) = 1:

X et Y sont indistinguables si, P�p.s, les trajectoires de X et de Y sont les mêmes c�est

à dire :

P(Xt = Yt; 8 t � 0) = 1:

Remarque 1.1.2 La notion d�indistinguabilité est plus forte que la notion de modi�ca-

tion. Notons que si X est une modi�cation de Y et si X et Y sont à trajectoires continues

à droite (ou à gauche) alors X et Y sont indistinguables.

Dé�nition 1.1.5 (Filtration) Une �ltration F = (Ft)t�0 sur (
; F ; P) est une famille

croissante de sous-tribus F : Fs � Ft � F pour tous 0 � s � t dans T:

1. Le quadruplet (
; F ; F = (Ft)t2T , P) est appelé espace de probabilité �ltré.

2. On dit qu�une �ltration F = (Ft)t2T est continue à droite (resp à gauche ) si :

Ft = Ft+ = \
s�t
Fs(resp Ft = Ft� = �( [

s<t
Fs))

3. On dit que la �ltration est naturelle de processus X si :

FX
t = �(Xs; 0 � s � t); t 2 T;

c�est la plus petite �-algébre par rapport à laquelle Xs est mesurable pour tous 0 � s � t:

Dé�nition 1.1.6 (Processus a trajectoire continue) Un processus (Xt) est a trajec-

toire continue ou simplement processus continue si :

P (f! 2 
 : t! Xt(!) est continneg) = 1:
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Chapitre 1.Calcul stochastique

Dé�nition 1.1.7 (Processus mesurable) Un processus (Xt)t2R+est dit mesurable si l�ap-

plication (t; w) ! Xt de R+ � 
 dans Rd est mesurable par rapport aux tribus B(R+) 


B(Rd).

Dé�nition 1.1.8 (Processus adapté) Un processus (Xt)t2[0;T ] est dit adapté par rap-

port à F si pour tout t 2 T; Xt est Ft-mesurable.

Dé�nition 1.1.9 (Processus Gaussiens) Un processus X est appelé un processus gaus-

sien si toute combinaison linéaire �nie de Xt est une variable aléatoire gaussienne, autre-

ment dit si pour tout n 2 N; t1:::tn; a1:::an;

nX
i;j=1

aiXti

est une variable gaussienne. Un processus gaussien est caractérisé par deux fonctions :

sa fonction espérance t 7�! m(t) = E[Xt].

et sa fonction de covariance (s; t) 7�! �(s; t) = E[(Xt �m(t))(Xs �m(s))].

La fonction �(s; t) est de type positif au sens où pour tout n 2 N; t1:::tn; a1:::an

nX
i;j=1

aiaj�(ti; tj) � 0:

Dé�nition 1.1.10 (processus stationnaire) Un processus est dit stationnaire si :

fXs+t; t � 0g = fXt; t � 0g; pour tout s 2 R+:

En particulier, tous les Xt ont même loi.

On voit immédiatement qu�un processus gaussien stationnaire est tel que sa fonction es-

pérance est constante et sa fonction de covariance �(s; t) ne dépend que de (s� t).

Dé�nition 1.1.11 (Processus càdlàg) Un processus X est dit càdlàg (continue à droite

et pourvu de limite à gauche ) si ses trajectoires sont continues à droite et prouvues de

limite à gauche pour presque tout !.
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Chapitre 1.Calcul stochastique

Dé�nition 1.1.12 (Processus progressivement mesurable) Un processus (Xt)t2T est

dit progressivement mesurable par rapport à F si pour tout t 2 T l�application (s; !) !

Xs(!)est mesurable sur [0; t] �
 muni de la tribu produit B([0; t])
Ft.

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On peut également

noter que si X est un processus mesurable et adapté alors il possède une modi�cation

progressivement mesurable.

Proposition 1.1.2 Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues

à droite (ou continues à gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable

s�il est de plus adapté.

Dé�nition 1.1.13 (Temp d�arrêt) Une variable aléatoire � :
! Ruest un temp d�ar-

rêt (par rapport a la �ltration F = (Ft)t2T ) si pour t 2 T :

f� � tg := f! 2 
 : �(!) � tg 2 Ft

1.2 Espérance

Pour une variable aléatoire X 2 L1(
; F ; P) l�espérance dans le vocabulaire probabiliste

est l�intégrale de X par rapport à P :

E[X] :=
Z



XdP

Pour une v.a positive, E[X] � 0:
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Chapitre 1.Calcul stochastique

1.3 Espérance conditionnelle

Théorème 1.3.1 (Existence de l�espérance conditionnelle) Il existe une variable aléa-

toire Y , unique à un ensemble négligeable près, G-mesurable et intégrable telle que :

8A 2 G : E[Y 1A] = E[X1A]:

Dé�nition 1.3.1 Dans le cadre du théorème 1.3.1 :

nous introduisons pour la variable aléatoire Y la notation E[XjG] := Y:

et nous l�appelons espérance de X conditionnellement à G:

Soient X; X1; X2 des v.a. intégrables dé�nies sur un espace de probabilité (
; F ; P) et G

une sous-tribu de F :

Proposition 1.3.1 L�espérance conditionnelle véri�e :

1. linéarité : 8�; � 2 R : E[�X1 + �X2jG] = �E[X1jG] + �E[X2jG].

2. espérance : E[E[XjG]] = E[X].

3. si X est G-mesurable alors E[XjG] = X.

4. si X est indépendante de G alors E[XjG] = E[X] 2 R.

5. si Z est G-mesurable alors E[XZjG] = ZE[XjG] pour toute v.a.X.

6. emboitement : si H � G : E[E[XjG]jH] = E[XjH].

7. monotonie : si X1 � X2 alors E[X1jG] � E[X2jG].

1.4 Mouvement brownien

Historiquement :

� 1828 : Robert Brown, botaniste, observe le mouvement du pollen en suspension dans

l�eau.

8



Chapitre 1.Calcul stochastique

Fig. 1.1 �Robert

� 1877 : Delsaux explique que ce mouvement irrégulier est du aux chocs du pollen avec

les molécules d�eau (changements incessants de direction).

� 1900 : Louis Bachelier dans sa thèse "Théorie de la spéculation" modélise les cours de

la bourse comme des processus à accroissements indépendants et gaussiens (problème :

le cours de l�actif, processus gaussien, peut être négatif).

� 1905 : Einstein détermine la densité du MB et le lie aux EDPs. Schmolushowski le

décrit comme limite de promenade aléatoire.

� 1923 : Etude rigoureuse du MB par Wiener, entre autre démonstration de l�existence.

Fig. 1.2 �Wiener

Remarque 1.4.1 Un mouvement brownien généralement noté B pour Brown ou W pour

Wiener.

Dé�nition 1.4.1 Soit F une �ltration. Un F-mouvement brownien (standard) est un

processus B véri�ant :

9



Chapitre 1.Calcul stochastique

(i) B est F-adapté.

(ii) B0 = 0 P�p.s.

(iii) B est continu, i.e. t 7�! Bt(!) est continue pour P-presque tout ! 2 
.

(iv) B est à accroissements indépendants : Bt � Bs est indépendant de Fs pour tous t;

s 2 [0; T ] tels que s � t.

(v) B est à accroissements stationnaires et gaussiens : Bt � Bs � N(0; t � s) pour tous

t; s 2 [0; T ] tels que s � t.

Remarque 1.4.2 Pour information, dans le dé�nition, la quatrième propriété peut

être remplacée par "les accroissements sont stationnaires centrés de carré intégrable

avec V ar(B1) = 1:"

Proposition 1.4.1 Si B est un mouvement brownien et F sa �ltration naturelle, les

processus (Bt), (B2t�t) et (exp(�Bt��2t
2
)) (Brownien Exponentiel) sont des F-martingales.

Théorème 1.4.1 (Caractérisation du mouvement brownien) Un processus X est

un mouvement brownien si et seulement si c�est un processus gaussien continu centré

de fonction de covariance donnée par :

cov(Xs; Xt) = s ^ t; pour s; t 2 [0; T ]:

1.5 Martingale

Dé�nition 1.5.1 Un processus aléatoire M = (Mt)t2[0;T ] est une F-martingale si :

(i) M est F-adapté(M est Fmesurable):

(ii) Mt 2 L1(
), i.e. E[jMtj] <1, pour tout t 2 [0; T ]:

(iii) E[MtjFs] =Ms pour tout s; t 2 [0; T ] tels que s � t.

10



Chapitre 1.Calcul stochastique

Un processus M est une F-sur-martingale (resp. uneF-sous-martingale) s�il véri�e les

propriétés (i) et (ii) et E[MtjFs] � Ms (resp. E[MtjFs] � Ms) pour tout s, t 2 [0; T ] tels

que s � t:

Proposition 1.5.1 Toute martingale M véri�é :

E[Mt] = E[M0] pour tout t 2 [0; T ]

Preuve. Ona E[Mt] = E [E[Mt j F0]] = E[M0]; pour tout t 2 [0; T ]:

Proposition 1.5.2 Soit M une F-martingale de carré intégrable (i.e. E[jMtj2] <1 pour

tout t 2 [0; T ]), alors

E[jMt �Mtj2jFs] = E[M2
t �M2

s jFs]

Dé�nition 1.5.2 pour tout s, t 2 [0; T ] tels que s � t.

1.6 Calcul d�Itô

Dans tout ce paragraphe, on se donne (
; F ; P) un espace de probabilité complet, fFtgt�0

une �ltration qui véri�e les conditions habituelles et W un fFtgt�0�MB (on peut prendre

Ft = Fw
t ). Les martingales seront toujours càdlàg.

1.6.1 Intégrale stochastique

L�objectif de ce paragraphe est de dé�nir
R t
0
HsdWs. Ceci n�est pas évident car comme nous

l�avons rappelé précédemment les trajectoires du MB ne sont pas à variation �nie et donc

l�intégrale précédente n�est en aucun cas une intégrale de Lebesgue-Stieljes. Dans toute la

suite, on �xe un réel T strictement positif. Les processus sont dé�nis pour t 2 [0; T ] ; on

notera X pour (Xt)t2[0;T ]:
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Chapitre 1.Calcul stochastique

Dé�nition 1.6.1 On appelle processus élémentaire H = (Ht)0�t�T un processus de la

forme :

Ht = �010(t) +

pX
i=1

�i1]ti�1;ti](t);

où 0 = t0 < t1 < ::: < tp = T , �0 est une variable aléatoire F0�mesurable bornée et, pour

i = 1; :::; p, �i est une variable aléatoire Fti�1�mesurable et bornée.

Pour un tel processus, on peut dé�nir l�intégrale stochastique par rapport à W comme

étant le processus continu fI(H)tg0�t�T dé�ni par :

I(H)t =

pX
i=1

�i(Wti^t �Wti�1^t);

soit encore, si t 2]tk; tk+1],

I(H)t =

pX
i=1

�i(Wti �Wti�1) + �k+1(Wt �Wtk)

1.6.2 Processus d�Itô :

Nous introduisons à présent une classe de processus qui sera très utile dans la suite.

Dé�nition 1.6.2 On appelle processus d�Itô un processus X à valeurs réelles tel que :

P� p:s: 8 0 � t � T Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs

où X0 est F0�mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables véri�ant

les conditions, P�p.s. :

Z T

0

jKsj ds <1 et
Z T

0

jHsj2 ds <1

On peut montrer que si un processus d�Itô est une martingale locale continue alors Kt = 0

m
 P� p:p. On en déduit alors que la décomposition d�un processus d�Itô est unique au
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Chapitre 1.Calcul stochastique

sens où si

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs = X
0

0 +

Z t

0

K
0

sds+

Z t

0

H
0

sdWs

alors X0 = X
0
0 P� p:s. et H 0

t = Ht, Kt = K
0
t m
 P� p:p.

Si X et Y sont deux processus d�Itô,

Xt = X0 +

Z t

0

Ksds+

Z t

0

HsdWs et Yt = X
0

0 +

Z t

0

K
0

sds+

Z t

0

H
0

sdWs

on pose hX; Y it =
R t
0
HsH

0
sds et dXt = Ktdt+HtdWt. On a alors la

Proposition 1.6.1 (Intégration par parties) Si X et Y sont deux processus d�Itô,

alors :

XtYt = X0Y0 +

Z t

0

XsdYs +

Z t

0

YsdXs + hX;Y it

1.6.3 Formule d�Itô :

Théorème 1.6.1 Soient (t; x) 7! f(t; x) une fonction réelle deux fois di¤érentiable en x

et une fois di¤érentiable en t et X un processus de Itô. Ona :

f(t;Xt) = f(0; X0) +

Z t

0

f
0

s(s;Xs)ds+

Z t

0

f
0

x(s;Xs)dXs +
1

2

Z t

0

f
00

xx(s;Xs)d hX; Y is :

Nous �nissons ce paragraphe en étendant la formule précédente au cas d�un mouvement

brownien d�dimensionnel et d�un processus d�Itô n�dimensionnel. Les hypothèses sur les

coe¢ cients sont celles de la Dé�nition 1.6.2.
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1.7 Equations di¤érentielles stochastiques (EDSs)

Dé�nition 1.7.1 Une équation di¤érentielle stochastique est une équation de la forme :

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs (1.1)

ou sous forme condensée :

8><>: dXt = b(t;Xt)dt+ �(t;Xt)dBt;

X0 = x

L�inconnue est le processus X. Le problème est, comme pour une équation di¤érentielle

ordinaire (EDO), de montrer que sous certaines conditions sur les coe¢ cients, l�équation

di¤érentielle a une unique solution. Il est utile de préciser les données.

Dé�nition 1.7.2 Soit b et � deux fonctions de R+�Rn à valeurs réelles données. On se

donne également un espace (
; F ; P) muni d�une �ltration (Ft) et un (Ft) mouvement

brownien B sur cet espace. Une solution de (1:1) est un processus X continu (Ft)-adapté

tel que les intégrales
R t
0
b(s;Xs)ds et

R t
0
�(s;Xs)dBs ont un sens et l�égalité :

Xt = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs:

Dé�nition 1.7.3 est satisfaite pour tout t, P� p.s.

1.7.1 Théorème d�existence :

Théorème 1.7.1 On suppose que :

a) les fonctions b et � sont continues,

b) il existe K tel que pour tout t 2 [0; T ], x 2 R, y 2 R

14
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i) jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � K jx� yj ;

ii) jb(t; x)j2 � j�(t; x)j2 � K2(1 + jxj2);

c) La condition initiale X0 est indépendante de (Bt; t � 0) et est de carré intégrable, alors

il existe une unique solution de (1:1) à trajectoires continues pout t � T . De plus

cette solution véri�e :

E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
<1:

1.8 Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades

(EDSRs)

1.8.1 Vocabulaire et notations

Présentation du problème :

Soient (
; F ; (Ft)t�0; P) un espace probabilité �ltré et variable aléatoire � mesurable par

rapport à FT . On voudrait résoudre l�équation di¤érentielle suivante :8><>:
�dYt
dt

= f(Yt); t 2 [0; T ]

YT = �

en imposant que, pour tout instant t, Yt ne dépende pas du futur après t c�est à dire que

le processus Y soit adapté par rapport à la �ltration (Ft)t�0.

Prenons l�exemple le plus simple à savoir f � 0. Le candidat naturel est Yt= � qui n�est

pas adapté si � n�est pas déterministe. La meilleure approximation �disons dans L2 �

adaptée est la martingale Yt = E(�jFt). Si on travaille avec la �ltration naturelle d�un

mouvement brownien, le théorème de représentation des martingales browniennes permet

15
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de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel que :

Yt = E(�jFt) = E[�]+
Z t

0

ZsdWs = � +

Z t

0

ZsdWs:

Un calcul élémentaire montre alors que :

Yt = � �
Z T

t

ZsdWs;

i:e:

8><>: �dYt = �ZtdWt

YT = �

On voit donc apparaître sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le rôle est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparaît, pour obtenir la plus grande géné-

ralité, on permet à f de dépendre du processus Z, l�équation devient donc :

8><>: �dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdWt

YT = �

Notations :

Soient (
; F ; P) un espace de probabilité complet et W un MB d�dimensionnel sur cet

espace. On notera (Ft)t�0 la �ltration naturelle du MBW . On travaillera avec deux espaces

de processus :

� on notera tout d�abord S2(Rk)l�espace vectoriel formé des processus Y , progressivement

mesurables, à valeurs dans Rk, tels que :

kY k2S2 := E
�
sup
0�t�T

jYtj2
�
<1;

16
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et S2c (Rk) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus indistinguables

seront toujours identi�és et nous garderons les mêmes notations pour les espaces quotients.

� et ensuite M2(Rk�d) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, à

valeurs dans Rk�d,tels que :

kZk2M2 := E
�Z T

0

kZtk2 dt
�
<1;

où si z 2 Rk�d, kzk2 = trace(zz�).M2(Rk�d) désigne l�ensemble des classes d�équivalence

deM2(Rk�d):

Rk et Rk�d seront souvent omis ; les espaces S2, S2c et M2 sont des espaces de Banach

pour les normes dé�nies précédemment. Nous désignerons B2 l�espace de Banach S2c (Rk)�

M2(Rk�d).

Nous nous donnons une application aléatoire f dé�nie sur [0; T ]�
�Rk�Rk�d à valeurs

dans Rk telle que, pour tout (y; z) 2 Rk � Rk�d, le processus ff(t; y; z)g0�t�T soit

progressivement mesurable. On considère également une variable aléatoire �, mesurable

par rapport à FT et à valeurs dans Rk.

Dans ce contexte, on veut résoudre l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde (EDSR

en abrégé) suivante

8><>: �dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdWt; 0 � t � T;

YT = �;

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale :

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T; (1.2)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale. Sans plus

tarder, précisons ce que l�on entend par solution de l�EDSR (1:2).

17
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Dé�nition 1.8.1 Une solution de l�EDSR (1:2) est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T

véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et Rk�d,

2. P�p.s. Z T

0

���f(r; Yr; Zr) + kZrk2��	 dr <1;
3. P�p.s., on a :

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T;

Remarque 1.8.1 Il est important de retenir les deux points suivants : tout d�abord, les

intégrales de l�équation (1:2) étant bien dé�nies, Y est une semi-martingale continue,

ensuite, comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en

particulier Y0 est une quantité déterministe.

Le rôle de Z :

Nous allons voir que le rôle de Z, plus précisément celui du terme
R T
t
ZrdWr est de rendre

le processus Y adapté et que lorsque ceci n�est pas nécessaire Z est nul.

1.8.2 Équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles

nous allons donner une formule plus ou moins explicite.

On se place dans le cas k = 1, Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1� d c�est à

dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 1.8.1 Soit f(at; bt)gt2[0;T ] un processus à valeurs dans R � Rd, progressi-

vement mesurable et borné. Soient fctgt2[0;T ] un élément de M2(R) et � une variable

aléatoire, FT�mesurable, de carré intégrable, à valeurs réelles.
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L�EDSR linéaire :

Yt = � +

Z T

t

(arYr + brZr + cr) dr �
Z T

t

ZrdWr;

possède une unique solution qui véri�e :

8t 2 [0; T ]; Yt = ��1t E
�
��T +

Z T

t

cr�rdrjFt
�
;

avec, pour tout t 2 [0; T ];

�t = exp

�Z t

0

brdWr �
1

2

Z t

0

jbrj2 dr +
Z t

0

ardr

�
:

Remarque 1.8.2 Notons que si � � 0 et si ct � 0 alors la solution de l�EDSR linéaire

véri�e Yt � 0:
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Chapitre 2

Conditions nécessaires et su¢ santes

d�optimalité pour les EDSRs

linéaires de type champ moyen

Dans ce chapitre, nous établirons les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalités

pour les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires de type champ moyen.

SoitWt un processus deWiener r-dimensionnel dé�nie sur un espace de probabilité complet

(
; F ; P). On notera par (Ft)t�0 la �ltration naturelle de (mouvement Brownien Wt) tel

que F0 contient tous les ensemble P-nul de F , et on considère une variable aléatoire � de

carré intégrable et Ft-mesurable.

Nous considérons un problème de contrôle optimal dans lequel le système est gouverné par

l�EDSR linéaire de type champ moyen suivant :

yt = � +

Z T

t

(asys + âsE[ys] + bszs + b̂sE[zs] + csus)ds�
Z T

t

zsdWs; (2.1)

avec a; b; â; b̂ et c sont des matrices suitables et us est un processus Ft adapté a valeurs

dans un sous ensemble A de Rn:
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La fonction de coût est donnée par :

J(u) = E
�
g(y0;E[y0]) +

Z T

0

h(t; yt;E[yt]; zt;E[zt]; ut)dt
�

(2.2)

avec

h : [0; T ]� Rk � Rk � Rk�d � Rk�d � A! R;

g : Rk � Rk ! R;

sont des fonctions données.

Remarque 2.0.3 .L�équation (2:1), c�est une équation di¤érentielle stochastique rétro-

grade linéaire (EDSRL) de type champ moyen avec YT = �. On remarque ici que les

coe¢ cient dépendent des processus d�état de résolution ainsi que de leur distribution via

l�espérance d�une fonction. De plus, la fonctionnelle de coût est également de type champ

moyen. L�objectif de controlleur est de trouve parmi les contôles admissibles, un contrôle

qui minimise la fonction de coût J sur A, tel que les trajectoires associées à ce contrôle

véri�ant l�EDSR linéaire de type champ moyen (2:1).

2.0.3 Hypothèses :

Pour établir les conditions nécessaires ainsi que les conditions su¢ santes d�optimalités on

besoin des hypothèses suivantes :

On suppose que :

� L�ensemble de valeurs de contrôles A est convexe et compact.

� h et g sont continues et convexes.

� h et g sont continument dérivables en leurs variables avec des dérivées continues et

bornées.

Dé�nition 2.0.2 (Contrôle admissible) On appelle Contrôle admissible tout processus
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vt mesurable, Ft�adapté et de carré intégrable à valeurs dans un sous ensemble A de Rk:

Notant par U l�ensemble de tous les contrôles admissibles.

Le probléme de contrôle optimal consiste à minimiser une fonction de coût J sur l�ensemble

des contrôles admissibles U:

Dé�nition 2.0.3 (contrôle optimal) Un contrôle admissible u est dite optimal si :

J(u) = inf
v2U

J(v):

2.1 Conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité

Dans ce paragraphe, nous donnons les conditions nécessaires ainsi que les conditions su¢ -

santes d�optimalité, sous forme d�un principe de maximum, sous l�hypothèse de convexité

du domaine de contrôle A, dans ce cas, en utilisant la méthode de perturbation convexe

du contrôle optimal.

On pertube le contrôle optimal u, de la manière suivante :

u�t = ut + �(vt � ut); v 2 U; o�u; � > 0

on note par u� le contrôle pertubé et par (y�t ; z
�
t ) la solution de l�equation (2:1) contrôlée

par u� (ou bien les trajectoires associées u�):

D�aprés l�optimalité de u, on a :

0 � J(u�)� J(u):
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Ce qui implique que :

0 � lim
�!0

1

�
(J(u�)� J(u))

= lim
�!0

1

�
(J(u+ �(v � u))� J(u))

= lim
�!0

1

�
(J(u) + �J(v � u)� J(u))

= hJ 0(u); v � ui

2.1.1 Le principe d�optimisation convexe :

Pour établir les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité en utilisant le principe

d�optimisation convexe donner par le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 Soit E un espace de Banach ré�ixif, D est un sous-ensemble convexe,

fermé non vide de E et J est une fonction dé�nie de D dans R, convexe, semi-continue

inférieurement et Gâteaux-di¤érentiable de di¤érentielle J 0 continu. Alors on a

x� minimise J () hJ 0(x�); x� x�i � 0; x 2 D

Comme l�ensemble des contrôles A est convexe et J est convexe en u, continu et Gâ-

teaux di¤érentiable de di¤érentielle J 0 continu, on peut applique le principe d�optimisation

convexe précédent, pour obtenir :

u minimise J () hJ 0(u); v � ui � 0; v 2 U (2.3)
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Commençons par calculer la dérivée de Gâteaux de J au point u et de direction (v � u),

nous avons la formule de type champ moyen :

hJ 0(u); v � ui = E [hgy(yu0 ;E[yu0 ])(yv0 � yu0 ) + E [gy(yu0 ;E[yu0 ])] ; yv0 � yu0 i] (2.4)

+ E
�Z T

0

(hhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); yvt � yut i

+ hE [hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; yvt � yut i)dt]

+ E
�Z T

0

(hhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); zvt � zut i

+ hE [hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; zvt � zut i)dt]

+ E
�Z T

0

hhu(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); vt � uti dt
�

Soit u un contrôle admissible et (yu; zu) la solution de (2:1) correspondante à u. Alors u

est optimal si seulement s�il existe un unique processus adapté Qv, solution de l�equation

di¤érentielle stochastique suivante (appelée équation adjointe) :

8>>>><>>>>:
dQvt = (Hy(t; y

u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt; Qvt ) + E[Hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt; Qvt ))dt

+(Hz(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt; Qvt ) + E[Hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt; Qvt )])dWt;

Qv0 = gy(y
v
0 ;E[yv0 ]) + E[gy(yv0 ;E[yv0 ])];

(2.5)

tel que

hHu(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut; Qut ); vt � uti � 0; 8v 2 U; P� p:s: (2.6)

Où le Hamiltonien H est dé�nie par :

H(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt; Q) = h(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt)+
D
Qt; atyt + âtyt + btzt + b̂tzt + ctvt

E
;

(2.7)
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Preuve. On peut réécrire (2:5) comme suit :

8>>>><>>>>:
dQvt = fhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt) + atQvt + E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt) + âtQvt ]gdt

+fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt) + btQvt + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; vt) + b̂tQvt ]gdWt

Qv0 = gy(y
v
0 ;E[yv0 ]) + E[gy(yv0 ;E[yv0 ])]

On applique la formule d�Itô (intégration par partie) à hQut ; yut i

Ce qui nous donne :

d(Qut y
u
t ) = �Qut atyut dt�Qut âtE[yut ]dt�Qut btzut dt�Qut b̂tE[zut ]dt�Qut ctutdt+Qut zut dWt

+ yut hy(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)dt+ yut atQut dt

+ yut E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]dt+ âtQutE[yut ]dt

+ yut [hz(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + btQut ] dWt

+ yut E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + b̂tQut ]dWt

+ zut hz(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)dt+ zut btQut dt

+ zut E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]dt+ b̂tQutE[zut ]dt

Alors

d(Qut y
u
t ) = �Qut ctutdt+Qut zut dWt

+ yut fhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g dt

+ yut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + btQut

+ E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + b̂tQut ]gdWt

+ zut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g dt
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On intégrant entre 0 et T , on obtien :

QuTy
u
T �Qu0yu0 =

Z T

0

(�Qut ctut + yut fhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g) dt

+

Z T

0

zut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g dt

+

Z T

0

yut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + btQut

+ E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + b̂tQut ]gdWt

Et :

Qu0y
u
0 = Q

u
Ty

u
T +

Z T

0

(Qut ctut � yut hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

� zut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g)dt

�
Z T

0

(yut (hz(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + btQut

+ E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + b̂tQut ]) +Qut zut )dWt

Passons à l�espérence, on trouve :

E(Qu0yu0 ) = E(QuTyuT ) (2.8)

+ E[
Z T

0

(Qut ctut � yut (hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

� zut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g)dt]
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Et puisque on a Qu0 = gy(y
u
0 ;E[yu0 ]) + E[gy(yu0 ;E[yu0 ])] d�aprés l�équation (2:5) et yuT = �,

alors (2:8) devient :

E[(gy(yu0 ;E[yu0 ]) + E[gy(yu0 ;E[yu0 ])])yu0 ] (2.9)

= E(QuT �) + E[
Z T

0

(Qut ctut � yut hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

� zut fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g)dt]

par le même argument nous obtenons :

E[(gy(yu0 ;E[yu0 ]) + E[gy(yu0 ;E[yu0 ])])yv0 ] (2.10)

= E(QuT �) + E[
Z T

0

(Qut ctvt � yvt (hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

� zvt fhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]g)dt]
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Remplaçant les deux égalités (2:9), (2:10) dans l�égalité (2:4), nous obtenons [?] :

hJ 0(u); v � ui

= E(QuT �) + E[
Z T

0

(Qut ctvt � yvt (hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

� zvt (hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]))dt]

� E(QuT �)� E[
Z T

0

(Qut ctut � yut (hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

+ zut (hz(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]))dt]

+ E
�Z T

0

(hhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); yvt � yut i

+ hE [hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; yvt � yut i)dt]

+ E
�Z T

0

(hhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); zvt � zut i

+ hE [hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; zvt � zut i)dt]

+ E
�Z T

0

hhu(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); vt � uti dt
�
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ce qui implique que :

hJ 0(u); v � ui

= E[
Z T

0

(Qut ctvt � yvt (hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

� zvt (hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]))dt]

� E[
Z T

0

(Qut ctut � yut (hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)� E[hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)])

+ zut (hz(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut) + E[hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)]))dt]

+ E
�Z T

0

(hhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); yvt � yut i

+ hE [hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; yvt � yut i)dt]

+ E
�Z T

0

(hhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); zvt � zut i

+ hE [hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; zvt � zut i)dt]

+ E
�Z T

0

hhu(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); vt � uti dt
�
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alors

hJ 0(u); v � ui = E
�Z T

0

Qut ct(vt � ut)dt
�

� E
�Z T

0

(hhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); yvt � yut i

� hE [hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; yvt � yut i)dt]

� E
�Z T

0

(hhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); zvt � zut i

� hE [hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; zvt � zut i)dt]

+ E
�Z T

0

(hhy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); yvt � yut i

+ hE [hy(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; yvt � yut i)dt]

+ E
�Z T

0

(hhz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); zvt � zut i

+ hE [hz(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)] ; zvt � zut i)dt]

+ E
�Z T

0

hhu(t; yut ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut); vt � uti dt
�

Par conséquent :

hJ 0(u); v � ui = E
�Z T

0

Qut ct(vt � ut)dt+
Z T

0

hu(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)(vt � ut)dt

�
(2.11)

= E
�Z T

0

Qut ct(vt � ut)dt
�
+ E

�Z T

0

hu(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)(vt � ut)dt

�

D�autre part, d�aprés (2:7) on a :

E
�Z T

0

Hu(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut; Qut )(vt � ut)dt

�
(2.12)

= E
�Z T

0

(Qut ct(vt � ut)dt
�
+ E

�Z T

0

hu(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut)(vt � ut)dt

�
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d�aprés (2:11) (2:12), on trouve :

hJ 0(u); v � ui = E
�Z T

0

Hu(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut; Qut )(vt � ut)dt

�

en utilisant l�équivalence (2:3) et l�égalité précédente, on obtient :

u minimise J () E
�Z T

0

Hu(t; y
u
t ;E[yut ]; zut ;E[zut ]; ut; Qut )(vt � ut)dt

�
� 0; 8v 2 U:

(2.13)

Ce qui prouve le résultat.(2:13)
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Conclusion

Le but principal de ce mémoire est étudié les conditions nécessaires et su¢ santes d�opti-

malité pour les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires de type champ

moyen. Ce travail est divisé en deux chapitres :

Dans le premier chapitre, on a donné généralités sur le calcul stochastique. Et dans la

deuxième a étudié les conditions nécessaires et su¢ santes d�optimalité pour un système

gouverné par des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades linéaires de type champ

moyen. Où la méthode de démonstration est basée sur le principe d�optimisation convexe.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

(
;F ;P) : Espace de probabilité.

(
;F = (Ft)t�T ;P) : Espace de probabilité �ltré.

(Ft)t�0 : Filtration.

FX
t : Filtration naturelle.

(
;F) et (E; ") : deux espaces mesurables.

�(s; t) : fonction de covariance.

E[X] : Espérance mathématique ou moyenne du v.a. X

i:e : C�est à dire.

MB : Mouvement Brownien.

resp : Respectivement.

P�p:s : Presque sûrement pour la mesure de probabilité P:

Rk : Espace réel euclidien de dimension k:

Rk�d : Ensemble des matrices réelles k � d:

34



Annexe : Abréviations et Notations

EDS : Equations di¤érentielle stochastique.

EDSR : Equations di¤érentielle stochastique rétrograde.

EDSRL : Equations di¤érentielle stochastique rétrograde linéaire.

J(:) : Fonction de coût.

U : Ensemble des contrôles admissibles.

h:; :i : Le produit scalaire.

H(t; yt; yt; zt; zt; vt; Qt) : Hamiltonien.

vt : Variable de contrôle.

u� : Contrôle pertubé.
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Résumé: 

Dans ce mémoire, nous avons étudié les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité 

pour un système gouverné  par des équations différentielles stochastiques rétrogrades 

linéaires (EDSRL) de type champ moyen. La méthode de démonstration est basée sur le 

principe d’optimisation convexe. 

Mots clés : Equations différentielles stochastiques rétrogrades, équations différentielles 

stochastiques rétrogrades linéaires, équations adjointes, contrôle optimal, le principe 

d’optimisation convexe. 

 

 

 

 ملخص

عادلات تفاضلیة درسنا الشروط اللازمة و الكافیة التي یحققھا التحكم العشوائي الزمني المتعلق بدراسة نظام م ،لعملاا في ھذ

.طریقة البرھان تعتمد على قاعدة التحدب الأمثل. عشوائیة زمنیة خطیة من نوع الحقل المتوسط  

 الكلمات المفتاحیةّ : المعادلات التفاضلية العشوائية الزمنية ، المعادلات التفاضلية العشوائية الزمنية الخطية، المعادلات المرافقة، التحكم الأمثل، قاعدة 

.التحدب الأمثل  

 

 

 

Abstract 

In this work , we have studied the necessary and sufficient condition of optimality for systems 

 governed by a linear backward stochastic differential equation (LBSDE) of mean field type. 

The method of demonstration is based on the principle of convex optimization. 

Keywords: backward stochastic differential equations, linear backward stochastic differential 

 equations, optimal control, the principle of convex optimization.       
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