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Résumé

L'objectif principal de ce travail est d’étudier deux résultats sur les solutions
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR en abrégé). Le premier
consiste d’'une étude de base traitant I’existence et I'unicité de la solution dans le cas
ou le générateur est Lipschitzien qui a été établi en 1990 par E. Pardoux et S. Peng.
Tandis que le deuxiéme traite ’existence de la solution dans le cas unidimensionnel,
ou le générateur est de croissance linéaire et continue, qui a été établi en 1997 par
Lepeltier et San Martin.

Mots-clés : Equation différentielle stochastique rétrograde, Générateur Lipschit-
zien, Cas unidimensionnel, Générateur de croissance linéaire et continue, Existence
et unicité du solution.
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Abstract

The main objective of this work is to study two results on the solutions of Backward
Stochastic Differential Equations (BSDE for short). The first consists of a basic study
dealing with the existence and uniqueness of the solution in the case where the
generator is Lipschitzien, which was established in 1990 by E. Pardoux and S. Peng.
While the second deals with the existence of the solution in the one-dimensional case,
where the generator is of linear and continuous growth, which was established in
1997 by Lepeltier and San Martin.

Key-words : Backward stochastic differential equation, Lipschitzian generator,
One-dimensional case, Generator of linear and continuous growth, Existence and
uniqueness of the solution.
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Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont
expliquées ci-dessous.

v.a
E[X]
MB
dtedP
% (R?)
14

Ck
P-p.s
E[X/¥4]
Rm
Rmxd
tr(A)
At
BDG
I.PP
cadlag
EDS
EDSR

Variable aléatoire.

Espérance de la v.a. X par rapport a une probabilité P fixée initialement.
Mouvement Brownien.

Mesure produit de mesure de Lebesgue sur [0,7T] avec la mesure de dP
Tribus Boréliénne sur R?.

1, x€A

0, x¢A

Ensemble des fonctions % — fois dérivables ot le £6™¢ dérivée est continue.
La notation presque stirement pour la mesure de probabilité P.
Espérance conditionnelle de X sachant 4.

Espace réel euclidien de dimension &.

Ensemble des matrices réelles de dimension % x d.

Trace de la matrice A.

Transposée de la matrice A.

Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy.

Intégration par partie.

Continue a droite, admet limite a gauche.

Equation différentielle stochastique.

Equation différentielle stochastique rétrograde.

Indicatrice de A, définie par:14(x)= {
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Introduction

Dans ce mémoire, on présente la théorie d’'une classe particuliere d’équations dif-
férentielles stochastiques, appelé équations différentielles stochastiques rétrogrades
(EDSRs), ou ses valeurs sont données en temps terminale 7. Les EDSRs ont apparu
pour la premiére fois en (1973) par Bismut dans le cas ou le générateur est linéaire.
En1990, la théorie des EDSRs a été grandement développée par Pardoux et Peng,
dans lequel le générateur est non linéaire et lipschitzien. Aprés cette résultat, et en
1997, Lepeltier et San Martin ont prouvé I'éxistence d’une solution pour les EDSRs

unidimensionnelles ou le générateur est de croissance linéaire et continue.

Rappelons ici brievement le contexte ou la notion ’EDSR a été introduite.
Pour un espace probabilisé (2, %,P) muni d'un mouvement Brownien B (d-dimensionnel)
dont la filtration naturelle FB=(%,),~o. On définie une EDSR & horizon déterministe

T comme suit :

{ -dY;=f(t,Yy,Zy)dt - ZdBy,
Yr=¢,

ou : ¢ est la condition terminale et f est le générateur associé a cette EDSR.

Notre travail consiste a étudier les résultats d’existence d'une solution pour
les EDSRs dans le cas de Lepeltier et San Martin. Et donc il est composé de trois

chapitres.

Le premier chapitre est consacré a la théorie des intégrales stochastiques, les
équations différentielles stochastiques (EDSs) et leurs propriétés. Ce chapitre est

essentiellement une sorte d’'introduction, pour notre étude.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons montrer le résultat fondamental qui est

Iétude d’existence et 'unicité de la solution d'une EDSR, ou le générateur est non



linéaire et lipschitzien. Ce résultat est établi par E. Pardoux et S. Peng en 1990.

Concernant le troisieme chapitre, on va présenter le résultat d’existence de la
solution d’'une EDSR dont les coeffcients sont de croissance linéaire continue. Ce

résultat a été obtenu par les chercheurs Lepeltier et San en 1996.



Chapitre 1

Intégrale stochastique et Equation

Différentielle Stochastique

En faisant référence a [2], [5], [6], [7], [8] et [11], ce chapitre contient quelques

rappels de base concernant 'intégrale stochastique et les EDS.

1.1 Quelque définitions

Définition 1.1.1. (Tribu)
Une tribu & sur () est une famille de parties de Q) vérifiant :
1) Qe Z.
2) Stabilité par passage au complémentaire. i.e : VA€ F =>A°e F.
3) Stabilité par réunion dénombrable. i.e : si (Ap)pencF = (U Ay) € F.

neN

Définition 1.1.2. (Variable aléatoire)
On appelle variable aléatoire toute application X : (Q,F) — (E,9) qui est mesurable
ie:VAe¥9, X Y A)eg.

Définition 1.1.3. (Processus stochastique)
Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires {X;,t € T} définie sur
un méme espace de probabilité.

* Si T <N on dit que le processus est a temps discret.

3



* Si T <R on dit que le processus est a temps continu.

Définition 1.1.4.

On peut représenter le processus stochastique comme une application :

X: TxQ — E
t,w) — X(,w)

Remarque 1.1.1.

Pour t fixé X(t,w) est une v.a, et pour w fixé X (t,w) est appelée trajectoire.

Définition 1.1.5. (Filtration)
Une filtration F = (F)i=0 sur Uespace (2, F,IP) est une famille croissante de sous tribus
deFie:FscF;cF ;V0<s<t.
* Le quadruplet (Q, % ,(F:)i=0,P) est appelé un espace de probabilité filtré.
* La filtration naturelle (canonique) d’un processus stochastique X est :
FE =0(X;,0<s<1).

Définition 1.1.6. (Processus mesurable)

Un processus X est dit mesurable si Uapplication :

X: R xQBR)F)—(E,9),
(t,w)— X(t,w),

est mesurable.

Définition 1.1.7. (Processus adapté)
Un processus X est dit adapté a la filtration (%;):=0 ou (F;—adapté) si pour tout t, X;

est F;—mesurable.

Remarque 1.1.2.

Le processus est toujours adapté a sa filtration naturelle (f/*}X )t>0-

Définition 1.1.8. (processus progressivement mesurable)

Un processus X est progressivement mesurable par rapport a F, si, pour tout t € T,
Papplication (s,w) — Xs(w) de [0,t] xQ dans R% est mesurable par rapport a AB([0,t])®
Fy et B (RY).



Définition 1.1.9. (Equivalents,modiﬁcation,indistinguable)
Soient (X )0 et (Yi)i=0 deux processus stochastiques définiés sur un méme espace de
probabilité, il sont dits :
1) équivalents (ou égaux en loi) si : X LY ie pour tout (t1,to,...,t,) et pour tout n
ona:

(X (£1), X (t2), oo, X(tn) Z (Y (11),Y (£3), ..., Y (£2)).

2) Y est une modification de X si : Vi >0,P(X(t) =Y (¢))=1.
3) X etY sont indistinguables, et on note X =Y si : P[X(#)=Y (¢),Vt=0]=1.

Remarque 1.1.3.
Ona:3)—2)=—1).

Définition 1.1.10. (Processus Gaussien)
Un processus stochastique X = (X;)=0 est un processus Gaussien ssi toute combinaison

linéaire finie de X est une v.a Gaussienne, i.e :

n
VneN,Vt; =20, Va; €ER, ona Y a; Xy, est une v.a Gaussienne.
=1

Définition 1.1.11. (mouvement Brownien)
Soit (By)i=0 un processus sur lespace (£, % ,P). On dit que le processus (B;);=o est un
mouvement Brownien (mB) standard si :

e La variable aléatoire Bo =0 P—p.s.

e Pour tout 0 < s < t,la variable aléatoire B; — Bg ~~ A (0,t —s).

e L'application : t — By est continue P—p.s.

o (By)>0 est a accroissements indépendants, i.e : V0 <t <ty <..<ty,lesvariables

B; -Bi, ,,...Bs, —Bt,,Bt, — By, sont indépendants.

Théoreme 1.1.1. Le processus X = (X;);>0 est un mB si et seulement si : X est gaussien,

centré, continu, et de covariance cov(X;,X;) =min(s,t) =t As.

1. La définition reste vraie pour T =[0,o0][.
2. On appelle B = (B1, ...,Bd)T un mouvement Brownien d-dimentionnel si B,..., B¢

sont des mouvements Browniens independants.

Définition 1.1.12. (martingale)

On dit que le processus M = (M;);cT est une martingale si :



1. E[|IM;]]1< +oo, VEET.

2. E(M; | &s) =M, pour tout 0<s <t.

M est une sous-martingale (resp sur-martingale ) §’il vérifie (i), et si, de plus,
VO<s<t:E(M;|Fs)=M; (resp E(M; | F;) < M;).

M est une martingale s’il est a la fois une sous-martingale et sur-martingale.

Si M est une martingale, alors E[M;] =[E[My] pour tout £ € T.

Le mouvement Brownien est une (#2), —martingale.

Définition 1.1.13. (Martingale locale)
Un processus M adapté caglad est une martingale locale, s’il existe une suite croissante
de temps d’arréts {1,},>1 telle que

lir+n T, =+oco P.p.s, et (Mt/\rn,t = 0) est une martingale pour tout n.
n—+00

* Une martingale locale positive est une surmartingale. Une martingale locale unifor-

mément intégrable est une martingale.

Définition 1.1.14. (Semi-martingale)
Une semi-martingale est un processus cadlag adapté X admettant une décomposition

de la forme :
X=M+A (1.1)

ou M est une martingale locale cadlag et A est un processus adapté a variation finie
Une semi-martingale continue est une semi-martingale telle que dans la décomposition

(1.1), M et A sont continus. Une telle décomposition ot M et A sont continus, est unique.



1.2 Intégrale stochastique

On se donne un espace (Q2,%,P) et un mouvement Brownien B sur cet espace.
Soit gf = 0 (Bg,s <t) sa filtration naturelle. On défini alors les espaces de Banach

suivants :
* L2(R,,R) = {f :R; — R boréliennes /| fII =f If(s)I%ds < +oo}.
R.

* L2(Q) = {X H(Q,F)— (R,MR)) /X2 = szd[P < +oo}.
Q

* L2(Qx[0,£D = {0: (2 x[0,£1, %, ® (10,£D) — (R, A®) /1012 =E | [§ 10(s)? ds | < +oo}

1.2.1 Intégrale de Wiener

t
C’est l'intégrale du type : [X dBs, ou X est une fonction déterministe (ne dépend
0

pas de w), et (Bs);>( est un mouvement Brownien.

Cas des fonctions en éscalier

Pn
Soit f, une fonction en escalier, alors f,(x) = » a;_11};, ,,1(x). Lintégrale de
i=1
Wiener correspond a f,, est défini par :

t Pn
I(fu) = fo fu(s)dBs =Y a;_1(By, ~ By, ,)

i=1

De plus, la variable aléatoire I;(f},) est une variable aléatoire Gaussienne d’espérance

nulle et de variance :

Pn DPn
Uar(It(fn)) = Za?_lvar(Bti _Bti—l) = Za?—l(ti _ ti—].)
i=1 i=1
Pn 9 t t )
= ai—lf Ly, ye1(8)ds :f fn(s)ds

=1 0 0

1=
|



Cas générale
Pour construire I;(f) quand f est une fonction quelconque de L2([0,¢],R), on utilise

Iisométrie et les lemmes suivantes :

Lemme 1.2.1. (Hilbertien)
Soit f € L%([0,t],R), alors il existe une suite de fonctions en escalier (f,),cn QUi converge

dans L2([0,¢],R) vers f, c’est-a-dire qui vérifié :

Ifu=fl5 — 0.

Lemme 1.2.2. (Gaussienne)
Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires gaussiennes, suivant la loi N (,un,ﬁn) ,

qui converge dans L2 vers une variable aléatoire X, alors :

Hn = U,6n = SetX ~ N (u,6).

n

* Soit maintenant f € L2([0,¢],R). Alors, d’aprés le lemme hilbertien, il existe une

suite de fonctions en escalier (f;,),cn telle que ||f, —flls S 0.
—00

Dans ce cas, la suite (f,),,cn est de Cauchy dans L2([0,¢],R). Et par isométrie, la suite
de v.a. (I¢(fn)),enest une suite de Cauchy dans I'espace de Hilbert L2(Q).! Et donc,

(I¢(fn)),eny converge dans L2(Q) vers une v.a appartenant a L2(Q) noté I +«(f).

D’aprés le lemme Gaussienne, I;(f) ~ N (0, ||f||§) 2

Propriété 1.2.1. (Propriétés de l’intégrale de Wiener)
1. I;(f) n’est jamais une variable p.s positive méme si f est positive.

2. Lapplication f — I,(f) est linéaire.

Ii(af +Bg)=al(f)+Ppl(g),Va,BeR.

3. Lapplication f — I,(f) est isométrique de L%([0,t],R) dans L?(Q,P).

1. Par isométrie, [1; (fn) —I: (fp)lle = I fn — fllg A

2. 115 = lim £, 3.



t
(), I(@M2q) = fIt(f)-It(g)dP =E(f).1:(g)= fof(S)g(S)ds
Q

et alors,
L), 1@y = (F(9),8(Ni2qo.°

4. I,(f) est unique v.a gaussienne mesurable par rapport a (gtB)tzo , telle que :

E[It(f)Bu]=fuf(8)ds,Vu€[0,t]-
0

Processus lié a 'intégrale stochastique

Dans la premiére partie on a défini I'intégrale de Wiener pour f € L2([0,¢],R),

alors cet intégrale est un v.a.

Maintenant on définit 'intégrale de Wiener pour f €L} (R*,R) = u L2([0,¢],R),
t>
ce qui permet de définir cet intégrale pour une classe plus grande de fonctions, et dans

ce cas l'intégrale de Wiener est un processus stochastique, c-a-d, pour f € [leoc (IR“L,[R) ,
¢

le processus M; = ff(s)st a un sens pour tout ¢ = 0.
0

Théoréme 1.2.1. Soit f, g€ H‘lzoc (R*,R),

(My);=0 est un processus gaussienne, centré, de fonction de covariance
tAs

I'(s,t)= f f2(wdu.
0

(M});>o est un processus a accroissement indépendant (et stationnaire si f est

constante).
¢

Les processus (M;);> et (Mtz - ffz(u)du sont (gz?)tao —martingale.
0

t=0

tAs

t s
E(fof(u)dBung(u)dBu) = fof(u)g(u)du.

3. E(I(f).I1:(g8))=cov(f),I:(g)) = %(var(It(f) +1:(g8)) —var(I,(f)) —var(I(g))).
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Théoréme 1.2.2. (Formule d’L.P.P) Si f est une fonction de classe C* (R",R),

t t
I(f) = f £(s)dB, = f()B, - f £/ ($)Buds, V130
0 0

1.2.2 Intégrale d’Ito

t
On veut généraliser I'intégrale de Wiener et définir f XsdBg, ou (X)s>0 est un
0

processus stochastique .

Définition 1.2.1.

On dit que 0 = (0;)s>0 est un "bon processus” s’il est gtB —adapté, cadlag et

t
E f 0%ds
0

Cas de processus étagés

< +o00, Vt=0.

On dit qu’un processus 0" est étagé, s’il existe une suite de réels ¢;/0 < t1 <

tg <...<tp,, et une suite de variables aléatoires 0,/ 0; € I]_2(Q,33ti,[lj’), telle que :
Pn
05 = Zgi—ll]tiq,ti](s)'
i=1
On remarque immédiatement que 8" est un "bon processus". On définit alors :
t Pn
10" = fo 0rdB, =Y 0, 1By, ~ By, ).
i=1

De plus, comme B, — B;, , est indépendante de gf_l et 0;_1 est 95_1 —mesurable,

alors B;, — By, ,, et 0;_1 sont indépendantes.

Pn
E[I.0™)] =) E[0; 1]E[Bs, —By,_,] =0
=1

Pn
var [1,(0™)] = ) var[0;-1(B;; —By, ;)]
i=1

Pn t 0
= Y E[07 ,]E[(Bti —Bri-1)?] = [f (07) ds] .
1 0

~
Il
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Cas général

Si 6 est un bon processus, alors il existe (0"),>¢ suit de processus étagés tel que :

E — 0.

n—+oo

g 2
0

Et pour tout ¢ > 0, il existe une v.a I;(0) de carré intégrable telle que :

E[I0)-146M]" — 0.
t
On pose : 1,(0) :f 0,dBg, Vt > 0. Alors,
0

E[140)] = E| lim I,0")] =0

var[l,(0)] = var [ Tim 1,(0")

b2
_ 1imE[f (0r)2ds
0

n—oo

t
f 052 ds
0

Propriété 1.2.2. (Propriétés de l’intégrale stochastique)

=[

t
o 9-—>f 0,dB; est linéaire.
0
t
. t»—»f 0sdB; est continue p.s.
0
t
o Généralement, f 0sd B n’est pas gaussienne, sauf dans le cas ot 0 est déterministe.
0

t
e 0 -—»f 0sdB; est isométrique de L2(Q x [0,¢]) dans L2(Q x [0, ¢]),
0

¢ 2] ¢
(f esst) =E jefds]
0 ] 0

t u ] tAu
en général, E [f Hsstf ¢sdBs| =E f 93¢sds] .
0 0 ] 0

E

t
. f 0,dB; est une (9753 )—martingale.
0

t 2 t
e Le processus (f Bsst) —f Gfds est une (gtB)—martingale.
0 0
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e La variation quadratique de l'intégrale stochastique est donnée par :

t t t
<f esst,f esst>:f 62%ds.
0 0 0

e La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :
t u tAu
<f Hsst,f </75st> :f Ospsds.
0 0 0

Extensions au martingales locales

Définition 1.2.2.

On dit que 6 = (04)s=0 est un "bon processus local” s’il est :

t
FB _adapté,cadlag etf 62ds < +00,Vt = 0.
0

t
f 62ds
0

t
dans la pratique, on va définir 1;(0) = f 0sdB;, pour 0 est un bon processus
0

* Comme la condition d’intégrabilté, E < +00, est parfois trop exigeante

local ( 6 n’appartient pas a L2(Q x [0, £])).

* Dans ce cas, I;(0) ce n’est pas une martingale, plutot c’est une martingale locale et

E (1;(0)) peut étre non nul.

1.2.3 Processus d’Ito

Définition 1.2.3.

Soit (B;);=0 une mouvement Brownien, un processus (X;)o<;<7 est un processus d’It6 si
t t
Vi<T X, :X0+f bsds+f o.dBg,
0 0

tel que :
1. X est Sy-mesurable.
2. (by)o<i<T st un processus. (3%3 ) =0 —adapté, continue, et a variation finie.

3. (0¢)o<s<T est un bon processus local.



13
On écrit généralement, le processus d’Ito en utilisant la forme différentielle :
dXt = btdt + O'tdBt.

Le coefficient b s’appelle la dérivée (ou le drift) du processus, et ¢ son coefficient de

diffusion.

1.2.4 Formule d’Ito

Soit (X¢)g<;<7 un processus d’Ito.

Théoréme 1.2.3. Soit f : R — R une fonction de classe C?, alors :

t 1t
f(Xt)Zf(Xo)waO f’(Xs)dXs+§f0 f"(Xs)o2ds.
Et sous la forme différentielle :
1
df Xp=f'XpdX,+;f"Xpoidt.

Théoréme 1.2.4. Soit f une fonction définie sur R, x R de classe C' par rapport a t,
et de classe C? par rapport & x. On a :
to to 1 [to?
X0 =1 OXo)+ [ O (s,X,)ds + i O (s, X)X, + = i I (5, X d (X,
o Ot 0 Ox 2Jo 0x

tel que :
d(Xs) =(dXs,dXs) =(bsds +0sdB;,bs;ds+0;dB;) = U?ds.

Théoreme 1.2.5. Soient X1 et X9 deux processus d’Ito, et f une fonction dans R de

classe C2, alors :

t

0
f(X1(t),X2(t))=f(Xl(O),Xz(O))+f0 a_‘:l(Xl(S)>X2(3))dX1(S)

to 1 [to?

# [ L6, XaendXato)+ 5 [ LK1, Xa (o) d K,
0 0xg 2Jo 0x7

2

(X1(s),X2(s))d (X1,X2)s.

1 (to%f t
+§fo a_xﬁ(Xl(S),XﬂS))d(XQ)SJrfo 0x10x2
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1.3 Equation différentielle stochastique

Définition 1.3.1.
Pour tout couple (b,0), on appelle équation différentielle stochastique une relation
notée EDS (b,0) de la forme :

¢ t
X; :Xo+fb(s,Xs)ds+[U(s,Xs)st. 1.2)
0 0

Ou sous la forme différentielle,

dXt = b(t,Xt)dt+0'(t,Xt)dBt.

Généralement, on peut considérer les EDS's en dimension quelconque.
Soit B = (B1,..., B™) un (%;)-mouvement Brownien a valeurs dans R™ (avec m = 1), et
soient b : R, x RY - R% et o : R, x R - M d,m (R) deux fonctions mesurable borné (par
rapport a x). Ici, la solution de 'équation 1.2 est un processus X = (X1,---,X%), ot

pourtout 1<i<d,1<j<m, (Xf,t > 0) est un processus continu adapté et

t t
. . m .
X} :X(‘)+fbi(s,Xs)ds+ Y | oij(s,Xs)dB]
0 =1

Remarque 1.3.1.
On dit qu'une EDS (b,0) est homogeéne, si b et 0 ne dépend pasde t,c-ad :

t t
X; :X0+fb(Xs)ds+fa(Xs)st.
0 0

Définition 1.3.2.
Une soulution de l’équation 1.2 est constituée d’un espace de probabilité filtré (O, F ,(F;),P),
ot on défini un mouvement brownien B a valeurs dans R™ et d’un processus X a valeurs

dans R?, tels que :

i. (X;)0 est continu et F;—adapté Vi = 0.
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t t
ii. Vt;O,flb(s,Xs)lds<+oo et fa(s,Xs)zds<+w.4
0

0
t

t
iii. VtBO,Xt:XO+fb(s,Xs)ds+fa(s,Xs)st P-p.s.
0 0

1.3.1 Existence et unicité

Existence faible

e On appelle référentiel un quintuplet Z =(Q, %,(%;),P,B) constitué d'un espace
de probabilité filtré ou on défini un mouvement brownien B a valeurs dans R™.
e On dit qu'un processus continu X défini dans un référentiel Z a valeurs dans
R? est une solution faible de 'équation 1.2 avec la condition initiale Z si (B, X)

est une solution de ’équation 1.2 et si Xg=Z P-p.s.

Existence fort

On dit qu’un processus continu X a valeurs dans R? est une solution fort de
Iéquation 1.2, si X est (%;) —adaptée. 5

Unicité faible
Si tous les processus X étant solutions de I'équation 1.2 qui sont définies dans des

référentiels éventuellement distincts sont de méme loi.

Unicité fort (en trajectoire)

On dit que les solutions de I'’équation 1.2 sont uniques en trajectoire si deux
solutions X et Y définis dans le méme référentiel ® et avec la méme condition initiale
Z, sont indistinguables

P(AteR/X; #Y;)=0.

¢ ¢
4. i.indique quef b(s,Xs)ds et fa(s,Xs)st sont bien défini.
0

0
5. Telle que 'espace de probabilité et le Brownien étant fixés.

6. Lespace de probabilité et le Brownien étant fixés.
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Remarque 1.3.2.
La condition initiale Z est un vecteur aléatoire & valeur dans R? et Fy— mesurable
(donc indépendant de B).

Théoreme 1.3.1. (Yamada-Watanabe)
Si l’équation 1.2 admet une solution faible et que toutes ses solutions soient indistin-

guables, alors elle admet une unique solution fort.

Théoreme 1.3.2. (Ito)
On dit que léquation 1.2 admet une unique solution forte si VK compact de RY,
vVi=1,..,d,Vj=1,..,m,Vt=0:

> Vax,y € K,AM}, >0 telle que |b;(t,x) = bi(¢, y)| +|0oij(t,x) — 0 j(t, y)| < Mplx—yl.”
> ‘v’x,yEIRd,EIM> 0 telle que |bi(t,x)+aij(t,x)| <M@1+|x]).8
> Zel?(Q,%,P).

Démonstration.

1. On commence par montrer que les solutions sont dans L2(Q).

t 2 ¢ 2
X2 <3|X0%+3 fb(s,Xs)ds +3 flo(s,Xs)lst
0 0
t
E(1X,1?) <3E(|Xol2)+kE([(1+|Xs)2ds)
0

t
E(1X,1?) sk’+2ka(|Xs|2)ds.
0

Ol (a +b)* < 2a% +2b%, k= sup (3TM?,3M?), et k' = 3E(1X|?) + 2% T.
Et d’aprés I'inégalité de Gronwall,

E(1X/1?) < &' exp(2kt) < co.

7. Condition de Lipschitz locale.
8. Condition de croissance linéaire.



2. Pour montrer I'existence, on pose

t t
XI'=f&Xrh =X +fb (s, X 1) ds +fa(s,Xg—1)st
0 0

Alors,

¢ ¢ 2

| X+ —X?|2 < fb (5, X*)-b (s, X" ) ds +f0 (s, X*) -0 (s, X" 1)dB;
0
2

0
t

fb (5,X")-b (s, X" ) ds
0

+2

<2

t
fa (5, X*)~0o(s,X* 1) dB;
0

Donc,

t 2

f b(s,X") b (s, X"V ds
0

E(jxrt-xp)") <28 +

2

2E

t
f o(s,X")~ o (s,X"")dB,
0

D’aprés Cauchy-Schwartz et I'isométrie d’Ito,

t t
E(|xrt-xp)") <2E (fdsf |b (s, X7) — b (s,Xgl)|2ds) +
0 0

0

Et donc,
t t
E(|xr-xp|*) <2TE (fM,% X7 —Xgl|2ds) +2F (fM,f X7 —X:1|2ds)
0 0

t
skf[E(|Xg—Xg—1|2)ds
0

17

2

oF ( f lo (s, X7) -a(s,xgl)fds).
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ici, & = sup (2TM?,2M7).

Pour X? =0,
S S 2
[E(|X81—X£|2) :[E( fb (u,X2)du+f0(u,X2)dBu )
0 0
Ainsi,

S
E(|x:-x0°) <2TM%E (f(1+ |X3|)2du) +2M2E (

0
S
<k'E (fdu) =k'T.?
t

2
IE(|Xt2—Xt| kf[E |X1 XO| ds<kfk'[E(fdu)ds<kk%
0

Of\d

1+|X0 )

Pour n >0,

t t
2 1.9 knkl knkl
X7+ - x7| sk{[E“X;L—XZ ')ds < — fsnds\(n T

Il reste & montrer que (X ?)nzo est une suite de Cauchy dans L2(Q).

1 B+l = k1 k|2 :
m n + +
”Xt —Xi |||]_2(Q) ”X [LQ(Q) ( ‘Xt _Xt‘ )
=n k=n
-1 133% %
Z ( n+1) _ O.
ben (n+1)! n,m—oo

Et donc (X}') _, est une suite de Cauchy dans L2(Q), et comme L2(Q) est un

espace complet, X7 (Q) X, eL2(Q).

Maintenant, on va vérifier que X est une solution de I’équation 1.2, en passant a
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t t
la limite dans la définition X?*1 = f(X7). = X, +fb (s,X7)ds +fa (s,X")dB;
0

0
t t 2 t
E fb(s,X;‘)ds—fb(s,Xs)ds sTM,%f[EUX;‘—XSF)ds—»O

0 0 0

¢ t 2 t
E fa(s,Xs)st—fa(s,Xs)st sMkf[E“XS —Xs| )ds—>0
0 0 0
Alors,
¢ ¢
ny L2(Q)
fX]) =" Xo+ | b(s,X)ds+ | 0(s,Xs)dB;

0 0

12(Q
X;L+1 L )Xt

t t
D’aprés I'unicité de la limite, X; = X +[b(s,Xs)ds + fa(s,Xs)st, donc X;
0

0
présente une solution de 1.2.

3. Pour l'unicité, on suppose que X; et Y; sont deux solutions de 1.2, tel que Xy = Y.

t 2 ¢ 2
E(1X,-Y:?) < 2F fb(s,Xs)—b(s,Ys)ds ds | +2E fa(s,Xs)—a(s,Ys)st
0 0
t
skf[E(le—Yslz)ds
0
et d’aprés l'inégalité de Gronwall,
0<E(IX;-Y:*) <Oexp(kt)=0=X;=Y;,P.p.s.
0

1.3.2 Théoreme de comparaison

Cette théoréeme permet de comparer presque stirement deux ED S uni-dimensionnelles.
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Théoréeme 1.3.3. On considere les deux EDS suivantes:

t

X;= Xo+fb(X )ds+fa(X )d B
t
X;:X£)+fb/( ds+fa
0 0

Telle que B est un mouvement Brownien réel, b,b et o sont trois fonctions lip-

schitziennes '°. Supposons que b(x) < b’(x), VxeRet Xg < X;J, alors X; < X;

Apres avoir révisé les concepts et notations de base liés aux intégrales stochas-
tiques et équations différentielles stochastiques, le chapitre suivant vise a montrer

Iexistence et 'unicité de solution des EDSRs Lipschitziennes.

10. Les fonctions lipschitziennes dans R sont croissance linéaire =—> la téoréme d’Ito est vérifiée.



Chapitre 2

EDSR a coefficients Lipschitziens

L’objectif de ce chapitre est de présenter brievement le résultat d’existence et
d’unicité de la solution d'une EDSR dont les coeffcients sont Lipschitziens. Ce résultat
a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 avec un générateur f non linéaire et une
donné terminale de carré intégrable. Pour ce faire nous nous référons, dans ce qui
suit, a [1], [3], [9] et [10].

2.1 Présentation du probléeme.

Considérons, sur un espace probabilisé filtré (2, F,(%;),P), une variable aléatoire
Eel?2(Q,Zr) et un processus Y qui est adapté par rapport a la filtration ().

On voudrait résoudre ’équation diffrentielle suivante :

—dY,
7 L= f(Yy), te[0,T]1, Yr=¢.

Prenons I'’exemple le plus simple a savoir f = 0. Lunique solution de cette EDS
est Y; = ¢, qui n’est pas adapté si { n’est pas déterministe. La meilleure approximation-

disons dans L%2— adapté est la martingale Y; = E(&/F).

21
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Si on travaille avec la filtration naturelle d'un mouvement Brownien, le théoréme
de représentation des martingales Browniennes permet de construire un unique

processus Z de carré intégrable et adapté, tel que :

t
Y, = E/F) =E@©) + f Z,dB,
0

Sion prend ¢ =T, alors
T
Yr= [E(€)+stst
0
t T
= [E(é)+stst +stst
0 t
T
:Yt+stst
¢

et donc,

T
Yt:cf—stst
t

A partir de notre simple exemple, on a remarqué 'apparence d’'une seconde

inconnue qui est le processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Pour obtenir la plus grande généralité, on permet a f de dépendre du processus
Z,c-a-d:

T T
Y, :s+ff<s,Ys,zs>ds—fzsst
t t
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2.2 Notations et définitions

Soient (Q2,%,P) un espace de probabilité complet, B un mouvement Brownien

d-dimensionnel sur cet espace, et (%;);>¢ sa filtration naturelle.

On note :
e SZ(R™) = {l'espace vectoriel formé par les processus Y progressivement mesu-

rable a valeur dans R™, tel que : ||Y||§2 = [E(OSUPT|Yt|2) < 00}.
<t<
« SZ(R™) le sous espace formé par les processus continus.

. H? (R””d) = {I'espace formé par les processus Z progressivement mesurable
T
a valeur dans R™*?, tel que : IIZIIiI2 = IE(f”Zt”2) < 00 }, ol pour z € R™*¢,
0
||z||2 =tr (zzt).

On note, aussi, B2 I'espace de Banach S2(R™) x H? (R™*¢), muni de la norme :

T
1Y, Z)I1%,, =E| sup |Yt|2+f||zs||2ds :
0<t<T
0

Les espaces S2, S?, H?, 22 sont des espaces de Banach pour les normes définies

précédemment.

On considere I'équation difirentielle stochastique rétrograde suivante :

dY;=f(t,Y;,Zy)dt - Z;dB,
Yr=¢ 0<t<T

et sous forme d’intégrale,

T T
Yt:€+ff(s,Ys,Zs)ds—stst, 0<t<T (2.1)
t t

e f estune fonction aléatoire de [0, 7] x Q x R™ x R™*% vers R™, telle que pour tout
(y,2) ER™ x R™*4 1g processus (f (¢,y,2¢))o<;<T SOit progressivement mesurable.

Elle s’appelle le générateur de 2.1.
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e ¢ est une variable aléatoire de carré intégrable, ¥r—mesurable et a valeurs

dans R™. Il s’appelle la condition terminale.

Définition 2.2.1.
Une solution de 2.1 est un couple de processus {(Y;, Z)}o<i<T Vérifiant :

1) Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs dans R™ x R™*?,

T
2) [(If &Yy, Z)I+1Z,)?)dt <oco.P - p.s.
0

T T
8) PourO<t<Tona:Y;=¢+ [f(s,Ys,Zs)ds— [ZsdBs.P—p.s.
t t

Remarque 2.2.1.
Comme les intégrales de I’équation précédente sont bien définies, Le processus Y est un

semi martingale continue.

En effet,on a Yy = M; + A; tel que :
T T T
At = {+ff(saYs>Zs)dS = (f+ff(S,YS,ZS)dS,é+ff(S,YS,ZS)dS> =0<oo0.
t t t
T

M, = — [ZdBg est un intégrale d’Ito = M, est un martingale locale.
t

donc Y est un semi martingale et continue, car Y € S?(R™).

Proposition 2.2.1.
Supposons qu’il existe un processus {fi}o<i<T positif appartenant & H? (Rde) et une

constante positive A tels que Y (t,y,2z) € [0, T] x R™ x R™*¢

If @y, 20 < fe+ A0yl +1z1).

Si {(Yy, Z)}o<i<T est une solution de 2.1 telle que Z € H?, alors Y € S%.

Démonstration.

On a

t t
Y,=Yo- f £(,Ys, Zs)ds + f Z,dB,
0 0

t t
V)l < Yol + f (s, Ys, Zs)lds + f Z,dB,
0 0
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t t t
1Y < IYOI+‘[fs+)L||Zs||ds+)Lf|Ys|ds+ sup stst
0 0 0

0<t<T
t
|Yt|<c+1f|Ys|ds
0

t t
De plus, ¢ = |Yol + [fs + A Zsllds + sup |[ZsdBs|, est une variable aléatoire
0 0<t<T 10

de carré intégrable. En effet, Y est déterministe !, donc il appartient a L2(Q, %),

t
{fsloss<T € H?, Z € H? . Et d’aprés Doob, sup |[Z.dB;
0<t<T |0

est aussi de carré intégrable 2.

t
Comme Y est un processus continu et |[Y;|<¢c+ A f |Ys|ds, et d’aprés le lemme de
0

Gronwall
IY;| < cexp(At) = sup Y% <c?exp(2AT) = [E( sup |Yt|2) <00
0st<sT 0st<T
donc, Y €S2, O
Lemme 2.2.1. .
Soient Y € S? et Z € H?, alors le processus ( S YsstBs) est une martingale
0 ost<T

uniformément intégrable.

1. Car Yy =E(J).
t

2. [E( [ZsdB;
0

T
[ZsdB,
0

sup

2 T
<2[E(f ||Zs||2ds) < 0.
0<¢<T 0

Jeo
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2.3 Résultat de Pardoux-Peng.

Dans cette section, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’'unicité.
Ce résultat est di a Pardoux et Peng, c’est le premier résultat d’existence et d’'unicité
pour les EDSRs dans le cas ou le générateur est non-linéaire.
On travaille sous les hypotheéses suivantes :

* Il existe une constante 1 > 0; telle que P—p.s.

H1 : Condition de Lipschitzen (y,z) : V t,v,y',2,2'

Ft.5.2= £6.5, ] < A(ly =y +]=2])

H?2 : Condition d’intégrabilité :

T
E |€I2+f|f(t,0,0)|2dt < oo.
0

2.3.1 Cas simple

Dans ce cas, on prend la générateure f indépendante de y et de z. On se donne ¢
de carré intégrable et un processus (F;)g<;<7 dans H?, et on veut trouver une solution

de 'EDSR :
T

T
Yt:£+stds—stst, 0<t<T. (2.2)
t t

Lemme 2.3.1.
Soit & € 12(Fr) et (Fy)o<i=r € H? (R™*9).

Léquation 2.2 posséde une unique solution (Y ,Z) telle que Z € H?.

Démonstration.

Pour Véxistence. On suppose que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € H2.
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Si on prend I’ésperance conditionnelle sachant %;, on obtient :

T T
Y =E(Y/F) = [E(f+stds —stst/gt)
t t

T T
Comme [Z dB; est une martingale, alors E([Z;dB;) =0, et donc
0 t

T
Y =R+ stds/gt)
t

On définit alors Y a ’aide de la formule précédente. Il reste a trouver Z.

Comme le processus (F;)o<;<7 est progressivement mesurable, alors le processus

t
[Fsds est (F;)g<i<r-adapté 2. Donc,
0

t

T
Y; = [E(€+stds/97t)—stds
0 0

t
:Mt—stdS
0

Et puisque M; est une martingale, alors, d’aprés le théoreme de représentation

des martingales browniennes, on construit un processus Z € H? tel que :
t t
Y; =M, +stst —fFSds
0 0
Maintenant, on vérifie que (Y, Z) ainsi construit est une solution de ’EDSR.

t t
Yt:M0+stst—stds et Yr=¢
0 0

3. D’apres le théoréeme de Fubini.
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alors,

t t T T
Yt—£:M0+fZSdBS—stds—Mo—stst+stds
0 0 0 0

T T
Y, :§+stds—stst.
t t

Pour Punicité. On suppose que (Y,Z) et (Y’',Z') soient deux solutions de I'équa-
tion 2.2 tel que Y7 = Y;. Soit: y=Y-Y',2=2Z-2Z'—= dy; = —z;dB;.
Si on applique la formule d’Itd pour g(v;) = |y;|, on obtient

d (1y:1?) = 21y:l dy; + d{y):s
=2yl dys + 212 dt

En passant a l'intégrale, et comme y7 =0 alors :

T T T T
—|yt|2=2f|ys|dys+f||zs||2ds:—2f|y3|zsst+f||zs||2ds
t t t t

t
D’aprés le lemme 2.2.1, [|ys|zsdB; est une martingale 4 alors :
0

T T
E (lytlz +f 25 ||2d3) =-2E (f yslzsst) =0
t t

2\ —
E(ly:l*) =0 { y: =0, P—p.s. { Y=Y, P-ps.
= =

= T
[E(fllzsllzds):O Z=7 P-p.s.
t

2;=0, P—p.s.

4. On pose y, = |ys| € S?
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2.3.2 Cas générale

Théoréeme 2.3.1. (Pardoux-Peng 1990)

Sous les hypothéses H1 et H2, I’équation 2.1 posséde une unique solution (Y ,Z),
telle que Z € H?.

Démonstration.
On utilise la méthode de point fixe, c-a-d : on construit une application ® de %2 dans
lui méme, de sorte que (Y,Z) € %2 est une solution de ’équation 2.1 si et seulement si

c’est un point fixe de ®.

Pour tout (U, V) € %2, on définit ®U,V) =(Y,Z) € B2 comme étant la solution de
IEDSR :

T T
Yt:cf+ff(s,Us,Vs)ds—stst. (2.3)
t t

* Premiérement, on montre que l'application ® de %2 dans lui-méme est bien
définie.

En posant Fs = f(s,Us, V), ce processus appartient a H 2 puisque,

|£(s,Us, Vo) = f(s, UL V)| < A(|Us = ULl + | Vs - V/|)

s s
pour U, =V!=0,
IFs| =1f(s,Us, Vo)l < If(5,0,0)[ + AU, + A | V|

avec f , Us et V; sont des processus de carré intégrable.

D’aprés le lemme 2.3.1, 'équation 2.3 posséde une unique solution (Y, Z) telle que
Z € H?. Et d’aprés la proposition 2.2.1, le processus Y € S2. Donc (Y,Z) € %82.

* Deuxiément, on montre que 'application @ est contractante.
Soient (U, V) et (U', V') deux élements de %2, ou ®(U,V)=(Y,Z) et
U, V= ",2").
Onposey=Y-Y',z2=2-Z'=dy, = (ft,U;,Vy)— f(t,U},V)))dt—z,dB;
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On applique, ensuite, la formule d’Itd & exp(at)|y;|?, on obtient :

d (exp(at) ly;|?) = aexp(at)|y:|> dt + 2exp(at)|y:|dy; +explat)d(y);
= aexp(at) |y, |2 dt +2explat) |y, (¢, U, Vo) - f&,ULV))dt
—2exp(at)|y; z;dB; + exp(at) |z 1% d¢

On passe maintenant a l'intégrale.
T T
exp(aT)IyTl2 - exp(oaf)lytl2 = faexp(as) Iyslzds +fexp(as) llzs 12 ds+
¢ t

T T
fZexp(as)Iysl(f(s,Us,Vs)— f(s,U;,Vs'))ds—fZexp(as)Iyslzsst
t t

alors,

T T
exp(at)lytlz+fexp(ocs)||zs I2ds = —faexp(as)lys|2d3+
t

s’ s

T
2exp(as)|ys f(s U, Vo) — f(s,U.,V. ))ds+f2exp(as)|ys|zsst
t

—

Comme f est A— lipshtizienne,
T T
exp(crt)lytl2 +fexp(as)||zs||2ds < —fexp(as)alyslzds
t t

+ | exp(as)2Alys|lusl+2A|yslllvsDds

+ f2 exp(as)|ys|zsdBs

Ve > 0, en appliquant I'inégalité de Yong 2ab < <, eb?, pour a = Alys| et



b = (lusl + llvsl),

T T
exp(oct)ly,gl2 +fexp(as)||zs||2ds < —fexp(as)alyslzds
¢ t

A2 | y,|?
S v e(usl+ llvsID? | ds

+ 26Xp(a’8)|yslzsst

S —N e —

alors,
2
exp(at)lyt|2+fexp(as)||zs||2dss[exp(as) < ¢ lys1*ds
T
+ 25[ exp(as) (|us|2 + lvg ||2) ds
t
T
+f2exp(as)|ys|zsd3s
t
A2 g 2 2
On prend a =7, et on note R, = 2££exp(as)(|us| +llvsl?)ds

T T
exp(at) ;|2 + f exp(as) ||z |2 ds < R. + f 2 exp(as) lys| zsdBs
t t

T
exp(at)|y:|? <R, + [2exp(as)|ys| z;dBs
t

T T
[exp(as)lizsl?ds <R, + [2exp(as)|ys| zsd B
t t

—

T
D’aprés Lemme 2.2.1, [2exp(as)|ys|zsdBs est un martingale 5
t

5. On pose y, = 2exp(as)|ys| € S?
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T
feXp(aS) lzsl2ds

t

= <E[R.].

D’autre part, d’apres 'inégalité de Doob et de BDG on a :

E| sup [exp(at)]y:|?]

0<t<T

T 2
<E(R.)+cE ( f exp(2as) |y, |2 |zs||2ds)

t

1
2

O<t<T

T
<E(R)+E || sup (exp(as)|ys|?) czfexp(as) ||zs|2ds)
t

2 b2
Puis, comme ab < il +—,
2 2
s [T
2 1 2 ¢ 2
E| sup [exp(a®)ly:”]| <E(Re)+=E| sup (exp(as)lys|)|+—=E | | exp(as)llzs|*ds
0<t<T 2 lost<T 2 A
alors,
o [T
1 2 ¢ 2
—E| sup [exp(at)|y:|®]| SE(R:)+—E | | exp(as)llzs“ds
2 lost<r 2 A
donc

E <2E(R;) + c’E(R,)

sup [exp(at) IytIZ]
0<t<T

et comme résultat, on a

E < (3+c?)E(R,)

0<t<T

T
sup [exp(at)|y|?] +fexp(as)||zs||2ds
t

D’apres la définition de R, et pour ¢ =0,
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T
E| sup [exp(at)ly:|?]+ [exp(as)lzsl?ds
0<t<T 0

T
< (8+c?)E (Zegexp(as) (lusl® + llvsll?) ds)

T
< 2 (3+02)[E(T sup exp(at)|us%+ [exp ||vs||2ds)
0<t<T 0
T
< 2 (3+c2)(Tv1)[E( sup exp(at)|us%+ [exp ||vs||2ds)
o<t<T 0

1
en prenant ¢ tel que : 26 (3+c2)(Tv1)= 7

Donc, I'application ® est contraction de %2 dans lui méme si on le muni par la

norme :

T
U, V)2 =E| sup exp(at)IUt|2+fexp(aS) 1Vil2ds
0<t<T
0

qui est, en fait, un espace de Banach . Donc, ® posséde une unique point fixe (Y, Z) €
%2, telle que : ®(Y,Z)=(Y,Z). dotr le théoréme est prouvé. O

Dans ce chapitre, on a prouvé I’existence et I'unicité du solution de 'EDSR avec
coefficients Lipschitziens. Dans ce qui suit, on va utiliser ce résultat pour montrer
Iexistence des solutions des EDSRs avec coefficients de croissance linéaire et continue

unidimensionnels.

6. Car la norme [|(U,V)|? étant équivalente a la norme usuelle(a = 0).



Chapitre 3

EDSR a coefficients de croissance
linéaire et continue

unidimensionnels

Le but de ce chapitre consiste a étudier I'existence de solution aux équations diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades unidimensionnelles dans le cas ou le générateur
de croissance linéaire et continue (c’est le travail de J.P .Lepeltier et S. Martin en

1997). Dans ce qui suit, on considere [1] et [4] comme références.

3.1 Notations et définitions

Tout au long de ce chapitre, on préserve les mémes notations vues dans le chapitre
précédent, sauf que la dimension m qui sera égale a 1, d’ou 'appellation unidimen-

sionnelle.

34
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3.2 Résultat de J.P. Lepeltier et S. Martin.

On considere des EDSRs avec un générateur vérifiant les hypotheses suivantes :

> Pour ¢,w fixés, f(t,w,.,.) est continue dt®dP p.s.

> Croissance linéaire : Il existe & > 0, telle que :
V(t,0,9,2)€[0,TIxQAxRxRE, |f(t,w,y,2)| <k@1+|y|+]z).

Lemme 3.2.1. (Barlow, Perkins)

Soit f :R" — R, une fonction continue a croissance linéaire :
3k >0,telle que:VxeR", |f(x)|<k(1+]x|).

Alors la suite des fonctions : fn(x) = ir(bf (f(y)+n|x—yl|), définie pour n = k, satisfait :
yeQr

1. La croissance linéaire :Nx e R"*, |f,(x)| <k (1+ |x|).
2. La monotonie en n : la suite f, est croissante.
3. La condition de Lipschitz Nx,y e R", |fn(x)— (¥ <n(x—yl).

4. La convergence forte : si x, — x,alors fp(x,) — f(x).
n—a~o n—:oo

Théoreme 3.2.1. (Théoreme de comparaison)
Soient (Y ,Z) et (Y',Z') les solutions des EDSR associées aux parametres (f,&) et (f',&).

Sié<& P-ps,etVt<T:f(t,Y,Z)<f(t,Y',Z"), alorsY <Y'Pp.s.
Théoréme 3.2.2. (J.P. Lepeltier, S. Martin)
Sous les hypotheses précédentes (ci-dessus), l'équation

T T
Y, :€+ff(s,Ys,ZS)ds—stst 3.1)
t t

admet une solution minimal (Y ,Z) dans le sens ou si (Y',Z') est une autre solution de

cette équation, alorsY <Y'P p.s.
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On considere pour ¢ et w fixés une suite f, associée a f par Lemme 3.2.1. De plus, on
pose h(t,w,y,z) = k(1+|y|+|z]) et A/(t,w,y,2) = k(1 +|y| +|z]). Alors f,, h et b’ sont

des fonctions Lipschitziennes. D’ou, par le résultat classique de Pardoux et Peng, les

EDSRs suivantes

<
3
Il

T T
t f"’ffn(S,st,Z;L)dS—fZZdBS.
¢ t

T T
L U = &+ [h(s,Us,Vi)ds— [VsdBs.
t t

S
Il

T T
&+ [R'(s,UL,V)ds— [V.dBs.
t t

possedent chacune une unique solution.

D’apres les propriétés 1. et 3. de la suite f}, :
-k +|yl+12]) < fn(s,y,2) < fre1(s,y,2) <k (1 + |yl +12])

Donc, par le théoréeme 3.2.1 onaVn=k: U'sY"<Y"1<U.

La preuve sera divisée en trois étapes.

Etape 1
I existe une constante A qui dépend de k&, T et E(¢2) telle que :

Vnsk:|Y"| <4,

Z"|<A,IUI<A,IVI<A

En effet, on applique la formule d’It6 a |Y;|,
T T T
IYtI2+f|ZS|2ds:|§|2—Zleslf(s,Ys,Zs)ds+2fIYSIstBs
t t t

T T
<I€I2+2fk (|Ys|+|Ys|2+|Ys||zs|)ds+zf|Ys|stBs
t t

3.2)



37
e 5 b? 1 .
On applique I'inégalité 2ab <ea”+ — poura =|Zs|,b=Fk|Y| ete= 3 Et aussi pour
€
a' =k, b =|Ys|ete=1.

T T
|Yt|2+f|Zs|2ds<|E|2+ B2+ (Y% + 2k Y 2+ 2B2 Y% +
t t

A
2

T
ds +2f |Ys| ZsdBg
t

T T T T
1
IYt|2+§f|ZS|2ds< |5|2+f(1+2k +2k%) |YS|2ds+fk2ds+zf|Ys|zsst
t t t

t

T
On pose a=E [|§|2+fk2ds et = (1+2k +2k2), alors
t

T T T
1
|Yt|2+§f|zs|2ds<a+ﬁf|Ys|2ds+2f|Ys|stBs (3.3)
t t t

En passant a ’espérance, on obtient

T T
1
E |Yt|2+§f|Z5|2ds <a+fE les|2ds
t t
et alors,
T
E[IY:1?] <a+B[E[Ys?]ds
T ‘ T
E|[1Zs12ds| <2a+2B[E[IYsI?]ds
t t

Enfin, l'inégalité de Gronwall donne :E [|Y;|%] < aexp (B(T —t)), donc

T
E les|2ds
t

T
s2a+2ﬁfaexp(ﬁ(T—s))ds
t
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Revenant a I'inegalité 3.3 on en déduit que :

E + 2E

0<t<sT

T
sup les|stBs
t

T
<a+pE suprYslzds
¢

T
1
sup [Vl + = f \Z, P ds
2 A 0<t<T

0<t<T

+2E
o<t<T

T
sup fIYlesst
t

[ T
<a+fE fIYSIst
L 0

D’aprés I'inégalités de Burkholder-Davis-Gundy, et pour ¢ =0:

1 T 2
<a+pBE f|Y3|2ds +E 2c(st|223ds)
0

T
1
E| sup IYtI2+—f|Zs|2ds
0st<sT 2 0

[T T 2
1
<a+BE fIYSIst +[E 2(§sup|Yt22csz§ds)

L 0 0<t<T 0
T '1 T
<a+fBE fIYSIst +[E §sup|YtI2+202fZ§ds
[ 0 ) | 0<t<T 0
ainsi,
T T T
[E[ sup IYt|2+f|Zs|2ds s2a+,[32afexp(,3(T—s))ds+4cz[E fods
0<t<T 0 b s
T
<2a+2a(—1+exp,6T)+4cz[E fods
0
Or,

E <2a(-1+exppT) <2aexpfT

T
fIZslzds
0
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Alors
T
E| sup IYt|2+f|ZS|2ds <2a+2a(—1+exp,6T)+802aexp[3T
0<t<T 0
<(1 +4c2)2aexpﬁT
T
<2(1+4c?)exp BTE |¢'|2+fk2ds
0
Enfin,
T
[E[ sup IYtI2+f|Zs|2ds < c'E[IE1? + k2T
0<t<T s
Etape 2

(Y™, Z™) converge dans H% (0,T) % H(zi 0, 7).

En effet, pour tout ¢ € [0, T] la suite (Yt") .>p €st croissante et majorée par U, alors

elle est convergente P p.s vers un processus que I'on notera Y;.

De plus, on a P p.s. Pour tout ¢ € [0,T'] et pour tout n = % :
Y| < max (U, |U;|) e H3(0,T)

d’ou par le théoréeme de convergence dominée, on obtient la convergence de Y” vers Y

dans H % (0,T). Ainsi (Y}*) _, est une suite de Cauchy.

n=k

Il reste & démontrer que (Z"),>; converge dans HZ (0,T). Pour cela, on applique

la formule d’Ité6 a |Y," -Y;" |2 ,pour n,m=k.

T
Y7 Vi v =2 [ V- ke, Y 200~ s Y2, 20) ds-
t

T T
2 [ |vr-v2|(2r - 22)dB,+ [ |27 - 22 ds
t t
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En particulier, pour ¢ =0, on obtient,

m_yni2] g | Flzm_ g
E| vy - g ] +E [|zz -2 ds

T
= -2 [f|Y;" =Y [Fns, Y Z) = fals, Y, Z0))] ds]
0
T , |\
< 2F (f|Ysm—st| ds)
0

X

=

T 2 2
E (f[fm(s,YSm,Z;n)—fn(S,st,Z?)] ds)
0

Or la premiere propriété de la suite (f,), > et, le fait que, (Y",Z") est bornée im-

pliquent que

T
E f[fm(s,Ysm,Z;”)—fn(s,Ys”,Z;L)]st]
0

A 2 A 2
S (Fn(s, Y, ZM)) ds + [(fals, Y, ZM)) " ds
0 0

< 2E

T T
< 2[E[fk2(1+|Ys’”|+|Z;”|)2ds+fk2(1+|Ys”|+|Z;L|)2ds]
0 0

< k&
Donc,
T * [T 7]
E||vg - Yo | +E f|z;”—zg|2ds <2VE'E f|YSm—YS”|2ds

L 0 J 0

DO|—=
e

[ T ) T
E f|z;”—zg|2ds <2VE'E f|Ysm—Ys”|2ds ~E ||y - vy
L 0 J 0

L
[

T
<2VE [[E(f|Ysm—st|2ds ]
0

D’ou, pour n,m =k

”Z;n _ZZHZ S 2\/F||Ysm _st ”



41

Donc (Z"),,>;, est une suite de Cauchy dans H ?Z (0,T), alors il converge dans
H¢21 (0,T) vers une v.a Z appartient a H;Zi 0, T).

Etape 3

Montrant que le processus limite est une solution de 'EDSR associée a (f,¢).

Comme Y” converge vers Y dans H % (0,T) et P—p.s, alors sup|Y"| est intégrable
n=k

P—p.s. De plus (Z"),,>;, converge vers Z dans H?i 0,T).

Supposons donc l'existence d’'une sous suite tel que (Z"),,>;. converge vers Z P—p.s?,
et sup|Z”| est intégrable P—p.s. 2

n=k

D’apres la propriété 4. de la suite f,, on en déduit que

fn(s, Y, ZD) T f(s,Ys,Zs).dt—p.s
D’autre part, comme

|Fuls, Y2, Z0)| <k (1 +sup|Y."| +sup |zg|) eL'([0,T1,dt)
nzk n=k

alors,

T T

ffn(s,YS”,Z;‘)ds — ff(s,Ys,Zs)ds

n—.oo
t t

D’aprés la continuité de I'intégrale stochastique, on obtient :

T T
sup fngBs—stst = 0

t<T -0
¢

H2

d P . . . p.s

1. Z" = Z = Z" — Z =il existe une sous suite tel que Z" = Z.

2. Lunicité n’est pas verifié, car on a parlé seulement d’'une sous suite.
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Finalement,
T T T
|Ytn_th| sf|fn(s,YSn’Z;L)—fm(s,Ysm,Z;")|ds+ fZZdBS—fZ;”dBS
t t ¢

Pour m — oo, on obtient :

T T T
sup Y/ - Y| ssupf|fn(s,st,Z;L)—f(s,Ys,Zs)|ds+sup fzgst—stst
t<T t<T t<T
t t t

alors,

T T T
sup|Ytn—Yt| s/|fn(s,Ys”,ZZ)—f(s,Ys,Zs)|ds+sup fZZst—stst
t<T o t<T | /

donc,

sup|Y/-Y;| — 0.
t<T n—oo

Passant a la limite pour I'’équation 3.2 lorsque n — oo, on obtient

T T
Yizé+ f F(s,Ys, Zs)ds - f Z,dB,
t t

Ce qui assure que (Y,Z) est une solution de cette EDSR.

Pour finir, on considére (Y’,Z’) comme autre solution de 'EDSR 3.1.
Par le théoréme 3.2.1,ona Vn =k, Y"<Y'.
On passe par la suite a la limite, on obtient : Y <Y’, ce qui montre que Y est une

solution minimale. Ol

Remarque 3.2.1. On peut approximer f par f,(x) = sup (f(y)+nlx—yl), et dans ce
yeQn
cas, la solutin Y est une solution maximale.



Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé d’exposer deux résultats d’existence de la
solution d'une EDSR.

Le premier résultat est établi par E. Pardoux et S. Peng en 1990 qui étudie
Iexistence et 'unicité dans le cas ou le générateur f est Lipschitzien avec une condition
terminale ¢, 7—mesurable et de carré intégrable. La preuve de ce résultat est basée
sur le théoréeme de représentation des martingales Browniennes et le théoreme de

point fixe.

Le deuxieme résultat étudie le probleme de I’existence seulement des solutions
pour 'EDSR dont le générateur f est de croissance linéaire et continue, et la condition
terminale ¢, #r—mesurable et de carré intégrable. Ce résultat a été établi par Lepel-
tier. San Martin en 1997. L'idée de la preuve est d’approximer f par une suite (f5,),>z
d’applications Lipschitziennes, ou le couple (f,¢) posséede le résultat de Pardoux-Peng,
par conséquent, il existe un couple de processus (Y",Z") de limite et (Y,Z) qui est la

solution de 'équation associée a (f,¢).
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Annexe A

Résultats utiles

Théoreme A.1. (La convergence dominée de Lebesgue)
Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires convergeant p.s vers X.

Supposons qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable telle que | X,| <Y, alors X
est intégrable et E[|X,, — X|] — 0 quand n — +oo.

Théoréeme A.2. (Inégalité de Doob)
Si (X¢)s=0 est une sous-martingale positive cad, alors pour tout : p>1let T >0,0n a:

P
( sup Xt) < (pl_)

0<t<T
Théoréeme A.3. (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy)
Pour tout p >0, il existe des constantes positives cp, et Cp, telles que, pour toute martin-
gale locale continue (X;);=o nul en 0 et pour tout T >0 :

E

1),, E[X0)7).

p p
cpE [(X,X)2| <E < CHE [(X,X)2

p
[, )
0<t<T

ou C est une constante positive.

Théoreme A.4. (Représentation des martingales browniennes)
Soit (My)o<i<r une FB—martingale de carré intégrable, il existe un unique processus

adapté H tel que
T
E [[H?ds
0

t
<ooetMt:M0+st.st,0<t<T
0
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Lemme A.1. (Lemme de Gronwall)
Soit T =0 et g une fonction positive mesurable bornée telle que:

g(t)5a+bfg(s)ds, Ve<T

ot a et b sont des constantes positives. Alors,
g(t)<ae®, vt<T.
Sia=0,onag=0.

Théoréme A.5. (Théoréeme du point fixe)
Soient (E,d) un espace métrique complet et ’¢ : E — E une application contractante,
i.e:. Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, ¢ admet un unique point fixe a € E tel que :¢(a)=a

Proposition A.1. (Inégalité de Young)
1 1 P pe
Soient a,b=0et 1< p,q <00, telle que :— +— = 1. Alors : ab<a—+—
P q p q

Théoréme A.6. (Fubini)
Soient (E,Z,u) et (F,4,9) deux espace mesurés o—finis, et soit (E xF,F x4,u®9)
lespace mesurable produit muni de la mesure produit.

Si f:E xF — R, est une application & x §—mesurable, alors les applications :

fof(x,y)dt‘)(y) et nyf(x,y)du(x)
F E

sont respectivement &% —mesurable (4 —mesurable).

De plus, on a :

f fx,y)d (ue9)(xxy)=

ExF

ff(x,y)dﬁ(y) dp(x)

ff(x,y)du(x) dd(y)

l
g
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