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Introduction

Les Equations Di¤èrentielles Stochastiques Rétrogrades (en abrégé EDSR�s) sont

apparues en 1973 sous la forme linéaire avec les travaux de .J.M. Bismut [1] comme

équations associées aux processus adjoints au contrôle stochastique :

Yt = � +

Z T

t

asYsds �
Z T

t

ZsdWs t 2 [0; T ]

La théorie générale des EDSR�s a débutée en 1990 avec Pardoux et Peng qui ont été

les premiers à considérer dans [3] des EDSR�s non linéaires, c�est à dire les équations

de la forme :

Yt = � +

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds�
Z T

t

ZsdWs 0 � t � T

où le coe¢ cient. de dérive ( en anglais drift) f est une fonction non linéaire et lip-

schitzienne en (y; z) uniformément en s: Depuis lors, les EDSR�s n�ont cessé d�attirer

les chercheurs et d�avoir d�innombrables applications en théorie des Equations aux

Dérivées Partielles (en abrégé EDP�s) (voir [2]), en mathématiques �nancières ( voir

El Karoui et al. [ 7]), en controle stochastique et en théorie des jeux ( voir Hamadène

et Lepeltier [5], [6]). Cependant, il faut noter que souvent les résultats d�existence et

d�unicité de la solution ont été obtenus sous la condition de Lipschitz uniforme sur

le drift f .

Malheureusement, dans de nombreuses applications, la condition de Lipschitz n�est
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Introduction

pas véri�ée. Par exemple, en �nance, dans le problème de valorisation de l�option

d�achat formalisé par l�EDSR linéaire

Yt = � +

Z T

t

[rsYs + Zs�s] ds �
Z T

t

ZsdWs t 2 [0; T ]

Pardoux et Peng ont étendu la portée de leur étude. introduisaut en 1994 dans [31],

ce qu�on appelle aujourd�hui les Equations Di¤érentielles Doublement Stochastiques

Rétrogrades (EDDSR�s en abrégé). En fait, qu�est ce que les EDDSR�s ? Pourquoi

s�y intéresse t-ou ?

Les EDDSR�s sont des équations di¤érentielles stochastiques où interviennent deux

intégrales stochastiques, l�une progressive et l �autre rétrograde. Plus précisément,

ce sont des équations de la forme :

Yt = � +

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds+

Z T

t

g(s; Ys; Zs)dBs�
Z T

t

ZsdWs ; 0 � t � T:

où :

- fWt; 0 � t � Tg et fBt; 0 � t � Tg sont deux mouvements browniens standards

mutuellement indépendants dé�nis sur un espace de probabilité complet (
; F; P ).

- � est une variable aléatoire �fWr; 0 � r � Tg_ N -mesurable, dite valeur �nale ou

terminale, où .N désigne l�ensemble des parties P -négligeables de F .

- f et g sont des processus mesurables appelés coe¢ cients de l�EDDSR et véri�ant

des conditions d�intégrabilitè que nous préciserons plus tard.

- Les intégrales stochastiques par rapport à W et B sont. respectivement des inté-

grales stochastiques de Itô progressive et rétrograde.

- Le temps �nal T > 0 peut être déterministe ou aléatoire (temps d�arrêt).

- Y et Z sont. les inconnues .
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Introduction

Ce mémoire se compose de trois chapitres ,et qui a pour but essentiel EDDSR

(Equations Di¤érentielles Ddoublement Stochastiques Rétrogrades) ;

Dans le premier chapitre,en résumé,le grande ligne concernant, les équations dif-

férentielles stochastiques rétrogrades et les théorèmes d�existence et d�unicité des

solutions

Dans le second chapitre on montre que, si les deux générateurs f et g de l�équa-

tion di¤érentielle doublement stochastique rétrograde (EDDSR) satisfaisons certaine

condition la solution est unique.

Et dans le dernier chapitre on donne le lien entre les EDDSR et un système d�équa-

tions di¤érentielles partielles stochastiques.
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Chapitre 1

Les Equations Di¤érentielles

Stochastiques Rétrogrades

1.1 Intégrale stochastique

formule d�Itô

Théorème 1.1.1 Soit (X)0�t�T un processus d�Itô :

Xt = X0 +

Z t

0

bsds+

Z t

0

�sdBs

et f une fonction deux fois continûment di¤érentiable, on a :

f(Xt) = f(X0) =

Z t

0

f
0
(Xs)dXs +

1

2

Z t

0

f
00
(Xs)d hX;Xis

tel que :

hX;Xit =
Z t

0

�2sds

et Z t

0

f
0
(Xs)dXs =

Z t

0

f
0
(Xs)bsds +

Z t

0

f
0
(Xs)�sdBs

4



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

De même si (t; x) ! f(t; x) est une fonction deux fois continûment di¤érentiables

en x et une fois di¤érentiable en t, ces dérivées continues en (t; x) ; (f 2 C1;2) ,

on a :

f(t;Xt) = f(0; X0) +
R t
0
f
0
s(s;Xs)ds+

R t
0
f
0
x(s;Xs)dXs +

1
2

R t
0
f
00
xx(s;Xs)d hX;Xis

= f(0; X0) +
R t
0
@f
@s
(s;Xs)ds+

R t
0
@f
@x
(s;Xs)dXs +

1
2

R t
0
@2f
@x2
d hX;Xis

Introduisons maintenant des théorèmes qui vont jouer un rôle important dans les

équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades.

Représentation des martingales browniennes :

Théorème 1.1.2 Soit (Mt)t�0 est une martingale par rapport à la �ltration naturelle

d�un movement brownien, tel que pour tout t 2 [0; T ] ; E [M2
t ] � 1: Alors il existe

un unique processus adapté tel que

P:p:s8t 2 [0; T ] ;Mt =M0 +

Z t

0

ZsdW

De plus E
hR T
0
M2
t ds
i
� 1 , c�est-à-dire Z 2 L2 ([0; T ]) :

Lemme de Gronwall

Lemme 1.1.1 Soit � L1[a; b] une fonction qui satisfait

� (t) � f (t) + �
Z b

a

� (s) ds 8t 2 [a; b]

où f 2 L1[a; b] et � une constante positive. Alors on

� (t) � f (t) + �
Z b

a

f (s) e�(t�s)ds

En particulier, si la fonction f est une constante égale à � on :
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Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

� (t) � �e�(t�a)ds; 8a � t � b

Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Théorème 1.1.3 Pour tout p > 0 ; il existe des constantes positives cp et Cp telles

que pour toute martingales locale continue X = (Xt)t�0 et tout T > 0,on ait :

cpE
h
hXi

p
2
T

i
� E

�
sup
0�t�T

jXtj
�p
� CpE

h
hXi

p
2
T

i

1.2 Présentation du problème

Depuis l�article de J.M .Bismut Formellement, les EDSR sont des équations di¤é-

rentielles stochastiques où l�on se donne la condition terminale. cité en référence [13]

,la théorie des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a connu un

grand développement, surtout ces dernières années, grâce notamment à ses diverses

applications dans plusieurs domaines.

Dans le cas déterministe, il y�a équivalence entre la donnée d�une condition terminale

et la donnée d�une condition initiale par inversion du temps, c�est comme dans le

cas, par exemple, d�une équation di¤érentielle ordinaire. Dans le cas stochastique, les

choses sont fondamentalement di¤érentes lorsqu�on cherche des solutions qui restent

adaptés par rapport à une �ltration donnée. En e¤et, en inversant simplement le

temps, on perd la propriété de non anticipation de la solution c�est pour cela qu�on

a introduit les EDSR.

Pour comprendre bien qu�est ce que une EDSR il faut formuler d�une façon correcte

la notion de solution adaptée à une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit aperçu sur les EDSR, le

théorème d�existence et d�unicité de la solution.
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Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

Soient (
; F; (Ft)t�0; P ) un espace probabilisé �ltré et variable aléatoire � mesurable

par rapport à FT . On voudrait résoudre l�équation di¤érentielle suivante :

�dYt
dt

= f(Yt) ; t 2 [0; T ] avec , YT = �;

en imposant que, pour tout instant t, Yt ne dépende pas du futur après t c�est à dire

que le processus Y soit adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0.

Prenons l�exemple le plus simple à savoir f � 0. Le candidat naturel est Yt = � qui

n�est pas adapté si � n�est pas déterministe. La meilleure approximation �disons

dans L2 �adaptée est la martingale Yt = E(�jFt). Si on travaille avec la �ltration

naturelle d�un mouvement brownien, le théorème de représentation des martingales

browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel

que :

Yt = E(�jFt) = E(�) +
Z t

0

ZsdWs

Un calcul élémentaire montre alors que

Yt = � �
Z T

t

ZsdWs i:e: � dYt = �ZtdWt; avec, YT = �;

On voit donc apparaître sur l�exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le rôle est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparaît, pour obtenir la plus grande

généralité,on permet à f de dépendre du processus Z ; l�équation devient donc :

�dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdWt; avec, YT = �;
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Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

1.3 Notations

Soient (
; F; P ) un espace de probabilité complet etW unMB d�dimensionnel sur

cet espace. On notera fFtgt�0 la �ltration naturelle du MB W .

On travaillera avec deux espaces de processus :

� on notera tout d�abord S2(Rk) l�espace vectoriel formé des processus Y , progres-

sivement mesurables, à valeurs dans Rk, tels que :

k Y k2S2 := E[ sup
0�t�T

j Yt j2] <1

et S2c (Rk) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus indis-

tinguables seront toujours identi�és et nous garderons les mêmes notations pour

les espaces quotients.

� et ensuite M2(Rk�d) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables,

à valeurs dans Rk�d, tels que :

k Z k2M2= E[

Z T

0

k Z k2 dt] <1

où si z 2 Rk�d, k Z k2= trace(zz� ). M2(Rk�d) désigne l�ensemble des classes

d�équivalence de M2(Rk�d).

Les espaces S2, S2c et M
2 sont des espaces de Banach pour les normes dé�nies pré-

cédemment. Nous désignerons B2 l�espace de Banach S2c (Rk) �M2(Rk�d).

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous nous donnons une application

aléatoire

f dé�nie sur [0; T ] �
 �Rk � Rk�d à valeurs dans Rk telle que, pour tout (y; z) 2

Rk�Rk�d, le processus ff(t; y; z)g0�t�T soit progressivement mesurable. On considère

également une variable aléatoire �, mesurable par rapport à FT et à valeurs dans Rk.

8



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

Dans ce contexte, on veut résoudre l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde

(EDSR en abrégé) suivante :

�dYt = f(t; Yt; Zt)dt� ZtdWt; 0 � t � T ; YT = �

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale,

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr 0 � t � T (1.1)

La fonction f s�appelle le générateur de l�EDSR et � la condition terminale. Sans

plus tarder, précisons ce que l�on entend par solution de l�EDSR 1.1.

Dé�nition 1.3.1 Une solution de l�EDSR 1.1 est un couple de processus f(Yt; Zt)g0�t�T

véri�ant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables à valeurs respectivement dans Rk et

Rk�d ;

2. P � p:s:
R T
t
fj f(r; Yr; Zr) j + k Z k2g dr <1 ;

3. P � p:s:;on a :

Yt = � +

Z T

t

f(r; Yr; Zr)dr �
Z T

t

ZrdWr 0 � t � T

Remarque 1.3.1 Il est important de retenir les deux points suivants : tout d�abord,

les intégrales de l�équation 1.1 étant bien dé�nies, Y est une semi-martingale conti-

nue ; ensuite, comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et

donc en particulier Y0 est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théorème d�existence et d�unicité, nous allons mon-

trer, que sous une hypothèse relativement faible sur le générateur f , le processus Y

appartient à S2

9



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

Proposition 1.3.1 Supposons qu�il existe un processus fFtg0�t�T , positif, appar-

tenant à M2(R)et une constante positive � tels que

8(t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d; j f(t; y; z) j� ft + �(j y j + k Z k):

Si f(Yt; Zt)g0�t�T est une solution de l�EDSR 1.1 telle que Z 2M2alors Y appartient

à S2c :

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait queY0

est déterministe. En e¤et, on a, pour tout t 2 [0; T ],

Yt = Y0 �
Z t

0

f(r; Yr; Zr)dr +

Z t

0

ZrdWr

et par suite, utilisant l�hypothèse sur f ,

j Yt j�j Y0 j +
Z T

0

(fr + � k Zr k)dr + sup
0�t�T

j
Z t

0

ZrdWr j +�
Z t

0

j Yr j dr:

on pose

& =j Y0 j +
Z T

0

(fr + � k Zr k)dr + sup
0�t�T

j
Z t

0

ZrdWr j

Par hypothèse, Z appartient àM2 et donc, via l�inégalité de Doob, le troisième terme

est de carré intégrable ; il en est de même pour fFtg 0�t�T , et Y0 est déterministe donc

de carré intégrable ; ils�en suit que & est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu �cf. remarque précédente, le lemme de Gronwall

fournit l�inégalité sup0�t�T jYtj � &e�t qui montre que Y appartient à S2:

Le résultat est encore valable lorsque k f: k1 est une variable aléatoire de carré inté-

grable.Finissons par un résultat d�intégrabilité qui nous servira à plusieurs reprise.

Lemme 1.3.1 Soient Y 2 S2(Rk)et Z 2M2(Rk�d):Alors
nR t

0
Y s�ZsdWs; t 2 [0; T ]

o
est

unemartingale uniformément intégrable.
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Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

Preuve. Les inégalités BDG donnent

E
h
sup0�t�T j

R t
0
Yr:ZrdWr j

i
� CE[(

R T
0
j Yr j2k Zr k2 dr)1=2]

� CE[sup0�t�T j Yt j (
R T
0
k Zr k2 dr)1=2]

et par suite, comme ab � a2=2 + b2=2,

E

�
sup
0�t�T

j
Z t

0

Yr:ZrdWr j
�
� C 0

(E[ sup
0�t�T

j Yt j2] + E[
Z T

0

k Zr k2 dr)1=2]):

Or cette dernière quantité est �nie par hypothèse ; d�où le résultat.

1.4 Existence et unicité de la solution

1.4.1 Le cas Lipschitzien

Considérons les hypothèses (L) suivantes :

1. � 2 L2(Ft) ie, � est FT -mesurable et E(j � j2) <1 .

2. Condition de lipschitz en (Y; Z) ; 9 une constante � telle que :

P � p:s pour tout Y; Y 0 2 Rk, Z;Z 0 2 Rk�d.

j f(t; y; z)� f(t; y0 ; z0) j� �(j (y � y0) j + j z � z0 j):

3. E
R T
0
jf(s; 0; 0)j2 ds <1:

La solution (Y; Z) 2 S2c
�
Rk
�
�M2(Rk�d)

l�espace des processus prévisibles, menu de la norme.

k Y k2:= E[ sup
0�t�T

j Yt j2] <1

11



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

k Z k2= E[
Z T

0

k Z k2 dt] <1

Qu�il devient un espace de Hilbert ;quand (Y; Z) 2 S2c
�
Rk
�
�M2(Rk�d) ;telle

que Y 2 Sc
�
Rk
�
processus continu et

k Y k2Sc := E[ sup
0�t�T

j Yt j2] <1

k Z k2M2= E[

Z T

0

k Z k2 dt] <1

Maintenant on démontre quelques estimations où il s�agit en fait d�étudier la dépen-

dance de la solution de l�EDSR par rapport aux données qui sont la variable aléatoire

� et ff(t; 0; 0) 0 � t � Tg

Proposition 1.4.1 Soient (�; f)véri�és (L) et (Y; Z) La solution de EDSR 1.1 telle

que Z 2M2, alors il existe une constante C telle que :

E[ sup
0�t�T

j Yt j2] + E[
Z T

0

k Zr k2 dr)1=2] � C E
�
j � j2 +

Z T

0

jf(s; 0; 0)j2 ds)1=2
�

Preuve. On applique la formule d�ltô à eBt jYtj2 :

deBt jYtj2 = BeBt jYtj2 dt+ 2eBt jYtj dYt +


eBt jYtj

�
dt:

= BeBt jYtj2 dt+ 2eBt jYtj (�f(t; Yt; Zt)dt+ ZtdWt) + e
Bt k Zt k2 dt

eBt jYtj2 +
R T
t
eBs k Zs k2 ds � eBT j�2j+

R T
t
eBs (�BY 2s + 2 jYsj f(s; Ys; Zs)) ds

�2
R T
t
eBsYsZsdWs:

ona :

2Y f(t; Y; Z) � 2 j Y jj f(t; 0; 0) j +2� j Y j2 +2� j Y jk Z k :

12



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

et 2ab � �a2 + b� � pour � = 1; 2:

2Y f(t; Y; Z) � (1 + 2�+ 2�2) j Y j + j f(t; 0; 0) j2 +k Z k
2

2
:

pour B = 1 + 2�+ 2�2

eBt jYtj2 +
Z T

t

eBs k Zs k2 ds � eBT
���2��+ Z T

t

eBs jf(s; 0; 0)j2 ds� 2
Z T

t

eBsYsZsdWs

Pour t = 0 on a l�espérance :

E

Z T

0

eBs k Zr k2 ds)1=2 � 2E
�
eBT

���2��+ Z T

0

jf(s; 0; 0)j2 ds)2
�
:

E

�
sup
0�t�T

eBt j Yt j2
�
� E

�
eBT

���2��+ Z T

0

jf(s; 0; 0)j2 ds)2
�
+E

�
sup
0�t�T

Z T

t

eBs j Ys jk Zs k dWs

�
D�après l�inégalité BDG, 9C telle que ;

E
�
sup0�t�T e

Bt j Yt j2
�
� E

h
eBT j�2j+

R T
0
jf(s; 0; 0)j2 ds)2

i
+ CE

hR T
t
eBs j Ys j2k Zs k2 dWs

i 1
2

� E
h
eBT j�2j+

R T
0
jf(s; 0; 0)j2 ds)2

i
+ 1

2
E
�
eBt jYtj

�
+C2

2
E
R T
0
eBs k Zs k2 ds

� 2E
�
eBt j�2j

�
+
R T
0
eBs jf(s; 0; 0)j2 ds+ C2E

R T
0
eBs k Zs k2 ds

Finalement

E
h�
sup0�t�T e

Bt j Yt j2
�
+
R T
0
eBs k Zs k2

i
� 2E

h
eBT j�2j+ 2

R T
0
jf(s; 0; 0)j2 ds)2

i
+C22E

h
eBT j�2j+ 2

R T
0
jf(s; 0; 0)j2 ds)2

i

kY; Zks2c � 2(1 + C
2)E

�
eBT

���2��+ 2Z T

0

jf(s; 0; 0)j2 ds)2
�

13



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

1.4.2 Le résultat de Pardoux�Peng

nous allons montrer un premier résultat d�existence et d�unicité qui sera généralisé

au chapitre suivant , En 1990, E.Pardoux et S.Peng dans leur célébre article [PP90]

ont démontré l�existence et l�unicité des solutions des l�EDSR avec les conditions

(L)

Cas où f(t; y; z) = F (t) ne dépend ni de y ni de z.

On considère l�équation :

Yt = � +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdWs (1.2)

� 2 L2(FT ) et F 2M2
�
Rk
�

(E

Z T

t

j F j2 ds <1)

Lemme 1.4.1 Soient � 2 L2(FT ) et fFtg0�t�T 2 M2
�
Rk
�
l�EDSR 1:2 posséde une

unique solution (Y; Z) telle que Z 2M2

Preuve. a) L�existence :

Supposons que la solution existe telle que Z 2M2on prend l�espérance conditionnelle

sachant FT .

Yt = E(Yt n FT ) = E
�
� +

Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdWs n FT
�

0 � t � T

puisque
R T
t
ZsdWs est une martigale on a

Yt = E

�
� +

Z T

0

Fsds�
Z t

0

Fsds n FT
�
� E

�Z T

0

ZsdWs �
Z t

0

ZsdWs n FT
�

Yt = E

�
� +

Z T

0

Fsds n FT
�
�
Z t

0

Fsds

14



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

On pose :

Mt = E

�
� +

Z T

0

Fsds n FT
�
= Yt +

Z t

0

Fsds

Mt est une martingale carré intégrable.

D�après le théorème de représentation des martingales il existe un pro-cessus prévi-

zible Z carré intégrable (Z 2M2) telle que :

Mt = E [Mt] +

Z t

0

ZsdWs; t 2 [0; T ]

Donc :

Yt =Mt �
Z t

0

Fsds = E [M0] +

Z t

0

ZsdWs �
Z t

0

Fsds

Yt =Mt �
Z t

0

Fsds = Y0 +

Z t

0

ZsdWs �
Z t

0

Fsds

On véri�ant que (Y; Z) est une solution de l�EDSR 1.2, comme YT = �:

Yt � YT = Yt � � =M0 +

Z t

0

ZsdWs �
Z t

0

Fsds�
�
M0 +

Z T

0

ZsdWs �
Z T

0

Fsds

�

Yt � � =
Z T

t

Fsds�
Z T

t

ZsdWs

b)L�unicité :

Supposons que (Y1; Z1) et (Y2; Z2) sont deux solutions.

Soient Ŷ = Y1 � Y2 , �Z = Z1 � Z2 alors :

Ŷt =

Z T

0

�ZdWs; t 2 [0; T ]

Nous allons prouvés que Ŷ = �Z = 0 dt� dP � p:s

15



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

En e¤et :premièrement écrivons ;

Ŷt =

Z T

0

�ZdWs �
Z t

0

�ZdWs; t 2 [0; T ]

On applique l�inégalité martingale de Doob, on trouve :

E

�
sup
0�t�T

jMtjp
�
�
�

p

p� 1

�p
E [jMT jp]

E

�
sup
0�t�T

���Ŷt���2� � 4E �jYtj2�
E

�
sup
0�t�T

���Ŷt���2� � 2Z T

0

�Zsds � 1 (1.3)

Nous appliquons la formule d�Itô à f(Yt) =
���Ŷt���2 de t à T et on note que :

ŶT = � � � = 0

on a :

0 =
���Ŷt���2 + 2Z T

t

ŶsdŶs +

Z T

0

�� �Zs��2 ds
Où

ŶsdŶs = �Ŷs �ZsdWs:

Donc : ���Ŷt���2 + Z T

t

�� �Zs��2 ds = 2Z T

t

Ŷs �ZsdWs (1.4)

Soit Nt =
R T
t
Ŷs �ZsdWs alors pour tout t � 0 le processus a variation quadratique ;

hNit =
Z T

t

���Ŷs �Zs���2 ds; t 2 [0; T ]

16



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

On utilisant l�estimation 1.3 et l�inégalité de Cauchy Schwarz :

jhM;Nitj �
q
hMit

q
hNit ; t � 0

Donc :

jhNitj = jhN;NiT j = E
�R T
0

���Ŷs �Zs���2 ds� 12
� E

����Ŷs���2� 12 E �R T0 ���Ŷs �Zs���2 ds� 12 � 1
On peut montrer que la martingale locale Nt= fNgt est une martingale uniformé-

ment intégrable. On prenant l�espérance dans 1.4 et appliquant l�inégalité de Cauchy

Schwarz on obtient que :

E
���Ŷs���2 + 1

2
E

Z T

0

�� �Zs��2 ds = 0
ceci démontre que Ŷ = 0 et �Z = 0 donc l�unicité.

Cas où f(t;y; z) dépend de y et de z.

Théorème 1.4.1 On considère l�EDSR (�; f)suivante :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Ys; Zs) ds�
Z T

t

ZsdWs: (1.5)

avec l�hypothèse (L) , l�EDSR 1.5 admet une solution unique (Y; Z) dans B2 =

S2c
�
Rk
�
�M2(Rk�d):

Preuve.On utilise l�argument de point �xe dans l�espace de Banach B2 = S2c
�
Rk
�
�

M2(Rk�d)

17
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Soit 	 une application telle que

	 : B2 7! B2:

(U; V ) ! 	(U; V ) = (Y; Z)

Où (Y; Z) 2 B2 est une solution de l�EDSR (�; f) :

Yt = � +

Z T

t

f (s; Us; Vs) ds�
Z T

t

ZsdWs; t 2 [0; T ]

On pose :

Fs = f (s; Us; Vs) 2M2(Rk)

jFsj � jf (s; Us; Vs)� f (s; 0; 0)j+ jf (s; 0; 0)j

� jf (s; 0; 0)j+ � jUsj+ � kVsk

Et ces trois derniers processus sont carré intégrables donc Fs est carré integrable.

Soient (U1,V1) et (U2,V2) deux éléments de B2 ;

et (Y1; Z1) = 	(U1; V1); (Y2; Z2) = 	(U2; V2) :

Notons ŷ = Y1 � Y2, �z = Z1 � Z2 et ŷT = � � � = 0, û = U1 � U2 et v = V1 � V2 :

dŷt = �ff(t; U1; V1)� f(t;U2;V2)g dt+ �ztdWt

On applique la formule d�Itô à e�t jŷj2 :

d
�
e�t jŷj2

�
= �e�t jŷj2 dt+ 2�e�t jŷj dŷt +



e�t jŷj2

�
dt

= �e�t jŷj2 dt+ e�t k�ztk2 dt

+2�e�t jŷj [ff(t; U1; V1)� f(t;U2;V2)g dt+ �ztdWt] :

= �e�t jŷj2 dt+ 2�e�t�ztdWt+ e�t k�ztk2 dt

�2�e�t jŷj [�ff(t; U1; V1)� f(t;U2;V2)g dt]

18



Les Equations Di¤érentielles Stochastiques Rétrogrades

On intégrer entre t et T on obtient :

e�t jŷtj2 +
R T
t
e�s k�zsk2 ds =

R T
t
e�s
�
�� jŷsj2 + 2 jŷsj2 ff(s; U1; V1)� f(s;U2;V2)g

�
ds

�
R T
t
2e�s jŷsj �zsdWs

Et commef est Lipschitz il vient :

jf(t; U1; V1)� f(t;U2;V2)j � k [jU1 � V1j+ jU2 � V2j] :

2 jŷsj ff(s; U1; V1)� f(s;U2;V2)g � 2 jŷsj k [jU1 � V1j+ jU2 � V2j]

� 2k jŷsj jûsj+ 2k jŷsj jvsj

On a 2ab � "a2 + 1
"
b2

Donc :

2 jŷsj ff(s; U1; V1)� f(s;U2;V2)g � "k2 jŷsj2 + 1
"
jûsj2 "k2 jŷsj2 + 1

"
jvsj2

� 2"k2 jŷsj2 + 1
"
jûsj2 + 1

"
jvsj2

Pour " = 2 on a :

e�t jŷtj2 +
R T
t
e�s k�zsk2 ds � 4k2 jŷsj2 + 1

2
jûsj2 + 1

2
jvsj2

�
R T
t
e�s
�
�� jŷsj2 + 4k2 jŷsj2 + 1

2
jûsj2 + 1

2
jvsj2

�
ds

�
R T
t
2e�s jŷsj k�zsk dWs:

�
R T
t
e�s
�
[��+ 4k2] jŷsj2 + 1

2

�
jûsj2 + jvsj2

��
ds

�
R T
t
2e�s jŷsj k�zsk dWs:

On pose � = 1 + 4k2

e�t jŷtj2 +
R T
t
e�s k�zsk2 ds �

R T
t
�e�s jŷsj2 ds+ 1

2

R T
t
e�s
�
jûsj2 + jvsj2

�
ds

�
R T
t
2e�s jŷsj k�zsk dWs:

e�t jŷtj2 +
R T
t
e�s k�zsk2 ds+

R T
t
e�s jŷsj2 ds � 1

2

R T
t
e�s
�
jûsj2 + jvsj2

�
ds�

R T
t
2e�s jŷsj k�zsk dWs
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On prend l�espérance :

E
�
e�t jŷtj2

�
+ E

hR T
t
e�s k�zsk ds

i
+ E

hR T
t
e�s jŷsj2 ds

i
� 1

2
E
hR T
t
e�s
�
jûsj2 + jvsj2

�
ds
i
� 2E

hR T
t
e�s jŷsj k�zsk dWs

i
la martingale locale

hR T
0
e�s jŷsj k�zsk dWs

i
est une martingale nulle en 0 puisque

Y1; Y2 2 S2c
�
Rk
�
et Z1; Z2 2M2(Rk�d)

Donc :

E
�
jŷ0j2

�
+ E

hR T
0
e�s k�zsk ds

i
+ E

hR T
0
e�s jŷsj2 ds

i
� 1

2
E
hR T
0
e�s
�
jûsj2 + jvsj2

�
ds
i

E
hR T
0
e�s k�zsk ds

i
+ E

�
sup0�t�T e

�t jŷtj2
�

� 1
2
E
h
sup0�t�T e

�t jûtj2 +
R T
0
e�s jvsj2 ds

i

k�zk2� + kŷk
2
� �

1

2
kûk2� + kvk

2
� :

Donc l�application 	 est une contraction de B2dans B2 admet un point �xe (Y; Z)

unique dite la solution unique de l�EDSR.
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Chapitre 2

Equations di¤érentielles

doublement stochastiques

rétrogrades

2.1 Dé�nitions et notations

Soient (
;F ; P ) un espace de probabilités,T > 0 un temps �ni.

fWt; 0 � t � Tg et fBt; 0 � t � Tg deux processus de mouvement brownien standard

et independants, avec des valeurs dans Rd et Rl dé�nie sur (
;F ; P ), respectivement.

On considère les �ltrations

FW
t = � fWs; 0 � s � tg et FB

t;T = � fBs �Bt; t � s � Tg

complétes par les ensemble p-nulle.

Le �-algebre

FW
t , FW

t;T ^ FB
t;T

ou pour chaque processus f�tg ;

21



Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

F�
s;t = � f�r � �s; s � r � tg _N;F�

t = F�
0;t:

Notons que la collectionfFt; t 2 [0; T ]g n�est ni croissante, ni décroissante, et il ne

s�agit pas donc d�une �ltration.

On dé�ni les éspaces des processus suivants :

M2([0;T ];Rn) l�ensemble des processusf't; t 2 [0; T ]g mesurables , à valeurs dans

Rn,tels que

1. E
R T
0
j'tj2 <1:

2. 't est Ft mesurable 8t 2 [0; T ]:

S2([0; T ];Rn) l�ensemble des processus aléatoires continues f't; t 2 [0; T ]g à valeurs

dans Rn ;qui satisfait :

1. E
�
sup0�t�T j'tj

2� <1:
2. 't est Ft mesurable 8t 2 [0; T ]:

On considère les deux fonctions :

f : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk

g : 
� [0; T ]� Rk � Rk�d �! Rk�l

Qui sont mesurables pour tout (x; y) 2 Rk � Rk�d,et

f (:; y; z) 2M2
�
[0; T ] ;Rk

�
g (:; y; z) 2M2

�
[0; T ] ;Rk�l

�
Hypothéses

On considère les hypothèses suivantes :

H.1 Il existe des contantes c > 0 et 0 < � < 1 ; telque, pour tout (w; t) 2 
 �
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Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

[0; T ]; (y1; z1) ; (y2; z2) 2 Rk � Rk�l

jf (t; y1; z1)� f (t; y2; z2)j2 � c
�
jy1 � y2j2 + kz1 � z2k2

�
kg (t; y1; z1)� g (t; y2; z2)k2 � c jy1 � y2j2 + � kz1 � z2k2

H.2 Il existe c, tel que pour tous (t; y; z) 2 [0; T ]� Rk � Rk�d

gg�(t; y; z) � zz� + c
�
kg (t; 0; 0)k2 + jyj2

�
H.3

�
g
0
z (t; x; y; z) ��

�g
0
z (t; x; y; z)

� � ���;8t 2 [0; T ]:x 2 Rd; y 2 Rk; z,� 2 Rk�d
	

Etant donné � 2 L2
�

;FT ; P;Rk

�
;on cherche à resoudre l�équation di¤érentielle

doublement stochastique retrograde suivante :

Yt = �+

Z T

t

f(s; Ys; Zs)ds+

Z T

t

g(s; Ys; Zs)dBs�
Z T

t

ZsdWs ; 0 � t � T: (2.1)

La variable aléatoire � est dite condition terminale et f est le générateur.

Nous notons que l�intégrale par rapport à fBtg est " l�intergrale d�Itô retrograde "

et l�integrale par rapport à fWtg est " l�intergrale d�Itô progressive ".

2.2 Existence et unicité

L�objectif principal de cette section est de prouver :

Théorème 2.2.1 Sous l�hypothèse (H:1), l�eq 2.1 possède une unique solution,

telles que :

(Y; Z) 2 S2
�
[0; T ] ;Rk

�
�M2([0; T ] ;Rk�d)
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Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Avant de prouver le théorème, nous établissons le même résultat dans le cas où f et g

ne dépendent pas ni de Y et ni de Z. Etant donné f
�
[0; T ] ;Rk

�
et g 2 ([0; T ] ;Rk�l)

et � 2 L2 (
;FT ) ;considérons l�EDDSR :

Yt = � +

Z T

t

f(s)ds+

Z T

t

g(s)dBs�
Z T

t

ZsdWs ; 0 � t � T: (2.2)

Proposition 2.2.1 Il existe un unique couple

(Y; Z) 2 S2
�
[0; T ] ;Rk

�
�M2([0; T ] ;Rk�d)

qui résoudre l�eq 2.2

Preuve. Unicité

Soit
�
�Y; �Z

�
la di¤érence de deux solutions, alors

�Yt +

Z T

t

�ZsdWs = 0; 0 � t � T:

par l�orthogonalité on obtient que

E
��� �Yt��2�+ E Z T

t

Tr
�
�Zs �Z

�
s

�
= 0

et donc �Yt = 0 P � p:s , �Zt = 0 dt:dP � p:s d�où l�unicité.

Existence :On dé�ni la �ltration (Gt)0�t�T par

Gt = FW
t ^ FB

t

et soit

Mt = E
Gt
�
� +

Z T

0

f (s) ds+

Z T

0

g (s) dBs

�
; 0 � t � T
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Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

une martingales de caré intégrable.

Par le théorème de représentation des martingale, il existe un processus fZtg ; (Gt)-

progressivement mesurable à valeur dans Rk�d ;tel que :

E

Z T

0

jZtj2 dt <1

et

Mt =M0 +

Z t

0

ZsdWs 0 � t � T:

Par conséquent

MT =Mt +

Z T

t

ZsdWs

En remplacement MT et Mt, par leurs dé�nition , alors on a, pour t 2 [0;T ] ;

Yt = � +

Z T

t

f(s)ds+

Z T

t

g(s)dBs�
Z T

t

ZsdWs

ou

Yt , EGt
�
� +

Z T

t

f (s) ds+

Z T

t

g (s) dBs

�
Il me reste à montrer que fYtg et fZtg sont Ft-adaptés. Pour Yt est évident puisque

pour chaque t,

Yt = E
�
�=Ft _ FB

t

�
Où � est FW

t _ FB
t mesurable. Puisque FB

t est indépendante de Ft _� (�) ; et

Yt = E (�=Ft)

Maintenant Z T

t

ZsdWs = � +

Z T

t

f(s)ds+

Z T

t

g(s)dBs� Yt
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Et le côté droit est FW
T _FB

t;T ; mesurable. Ainsi, d�après le théorème de représentation

des martingales d�Itô, fZs; t < s < Tg est FW
s _ FB

t;T adapté. Par conséquent Zs est

FW
s _ FB

t;T mesurable pour tout t < s ; donc il est FW
s _ FB

t;T mesurable.

Lemme 2.2.1 laisser � 2 S2([0; T ] ;Rk); � 2M2([0; T ] ;Rk); 
 2M2([0; T ] ;Rk�l); � 2

M2([0; T ] ;Rk�d) tels que

�t = �0 +

Z t

0

�sds+

Z t

0


sdBs +

Z t

0

�sdWs; 0 � t � T

en suite

j�tj2 = j�0j2 + 2
R t
0
(�s; �s) ds+ 2

R t
0
(�s; 
sdBs)

+2
R t
0
(�s; �sdWs)�

R t
0
k
sk2 ds+

R t
0
k�sk2 ds

E j�tj2 = E j�0j2 + 2E
Z t

0

(�s; �s) ds� E
Z t

0

k
sk2 ds+ E
Z t

0

k�sk2 ds

Plus généralement, si � 2 C2(Rk)

�(�t) = �(�0) +
R t
0
(�

0
(�s); �s)ds+

R t
0
(�

0
(�s); 
sdBs) +

R t
0
(�

0
(�s); �sdWs)

�1
2

R t
0
Tr

h
�
00
(�s); 
s


?
s

i
ds+ 1

2

R t
0
Tr

h
�
00
(�s); �s�

?
s

i
ds

Preuve. (de la théorème 2.3.1)

L�unicité.SoitfY 1t ; Z1t g etfY 2t ; Z2t g deux solutions. de l�EDDSR (2.1) On suppose

que :

�Yt = Y
1
t � Y 2t ; �Zt = Z

1
t � Z2t ; 0 � t � T:

Et par suite, on applique le lemme (1.3.1) a �Y , on trouve

E
��� �Yt��2�+ E R Tt 

 �Zs

2 ds = 2E

R T
t
f (s; Y 1s ; Z

1
s )�

�
f (s; Y 2s ; Z

2
s ) ; �Ys

�
ds

+E
R T
t
kg (s; Y 1s ; Z1s )� g (s; Y 2s ; Z2s )k

2
ds
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D�aprés (H.1) et l�inégalité

ab � 1

2 (1� �)�
2 +

1� �
2

b2

E
��� �Yt��2�+ E R Tt 

 �Zs

2 ds � c (�)E

R T
t

�� �Yt��2 ds+ 1��
2
E
R T
t



 �Zs

2 ds
+�E

R T
t



 �Zs

2 ds
avec 0 < � < 1 est la constante dans (H.1). Par conséquent

E
��� �Yt��2�+ 1� �

2
E

Z T

t



 �Zs

2 ds � c (�)E Z T

0



 �Yt

2 ds
par le lemme de Gronwall, il vient que E

��� �Yt��2� = 0; 0 � t � T et donc

E
R T
0

�� �Z2s �� = 0:
Existence.On dé�ni une suite récurssive f(Y it ;Zit)gi=0;1;:::comme suit Y 0t � 0 ; Z0t �

0 :étant donné f(Y it ;Zit)g ;
�
(Y i+1t ;Zi+1t )

	
l�unique solution de l�EDDSR suivante :

Y i+1t = � +

Z T

t

f(s; Y is ; Z
i
s)ds+

Z T

t

g(s; Y is ; Z
i
s)dBs�

Z T

t

Zi+1s dWs

soient �Y i+1t , Y i+1t � Y it et �Zi+1t , Zi+1t � Zit ; 0 � t � T par un calcul on obtient :

E
��� �Y i+1t

��2�+ E R T
t



 �Zi+1s



2 ds = 2E
R T
t
f (s; Y is ; Z

i
s)�

�
f (s; Y i�1s ; Zi�1s ) ; �Y i+1s

�
ds

+E
R T
t
kg (s; Y is ; Zis)� g (s; Y i�1s ; Zi�1s )k2 ds:

Soit � 2 R Par l�intégration par parties, on obtient

E
��� �Y i+1t

��2� e�t + �E R T
t

�� �Y i+1t

��2 e�sds+ E R T
t



 �Zi+1t



2 e�sds
= 2E

R T
t
f (s; Y is ; Z

i
s)�

�
f (s; Y i�1s ; Zi�1s ) ; �Y i+1s

�
e�sds

+E
R T
t
kg (s; Y is ; Zis)� g (s; Y i�1s ; Zi�1s )k2 e�sds
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Il existe c; 
 > 0 ; tels que

E
��� �Y i+1t

��2� e�t + (� � 
)E R T
t

�� �Y i+1t

��2 e�sds+ E R T
t



 �Zi+1t



2 e�sds
� E

R T
t

�
c
�� �Y it ��2 + 1+�

2



 �Zit

2� e�sds
Où � = 
 + �c ;et �c = 2c

1+�

E
��� �Y i+1t

��2� e�t+E Z T

t

�
�c
�� �Y i+1t

��2 + 

 �Zi+1t



2� e�sds � 1 + �

2
E

Z T

t

�
c
�� �Y it ��2 + 

 �Zit

2� e�sds

Et par suite

E

Z T

t

�
�c
�� �Y i+1t

��2 + 

 �Zi+1t



2� e�sds � �1 + �
2

�i
E

Z T

t

�
c
�� �Y it ��2 + 

 �Zit

2� e�sds

Et comme 1+�
2
< 1 ; f(Y it ;Zit)gi est une suite de Cauchy dans M2

�
[0; T ] ;Rk

�
�

M2
�
[0; T ] ;Rk�d

�
: Et doncf(Y it )gi=0;1;:::est de Cauchy dans S

2
�
[0;T ];Rk

�
;et que

f(Yt;Zt)g = lim
i!1

�
(Y it ;Z

i
t)
	

est la solution de l�équation2.1

Théorème 2.2.2 supposons en plus des conditions de théorème 1.1 que (H.2) est

véri�é pou un certain p > 2 � 2 Lp(
; fT ; P;Rk) et

E

Z T

0

(jf(t; 0; 0)jp ds+ kg(t; 0; 0)kp) dt <1

ensuite

E

 
sup
0�t�T

jYtjp +
�Z T

0

kZtk2
� p

2

!
<1
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Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

Preuve. Nous appliquons Lemm 1.3 avec '(x) = jxjp ;

jYtjp +p
2

R T
t
jYsjp�2 kZsk2 ds+ p

2
(p� 2)

R T
t
jYsjp�4 (ZsZ�sYs; Ys) ds

= j�jp + p
R T
t
jYsjp�2 (f (s; Ys; Zs) ; Ys) ds+ p

R T
t
jYsjp�2 (Ys; g (s; Ys; Zs) dBs)

+p
2

R T
t
jYsjp�2 kg (s; Ys; Zs)k2 ds

+p
2
(p� 2)

R T
t
jYsjp�4 (gg� (s; Ys; Zs)Ys; Ys) ds� p

R T
t
jYsjp�2 (Ys; ZsdWs)

De plus ,nous ne savons pas a priori que les integrales stachastique ci-dessus ont

une espéreance nulle, en faisant valoir comme dans la preuve de lemme 2.1 dans

Pardoux et Peng[7] ,nous obtenons que

E (jYtjp) +p
2
E
R T
t
jYsjp�2 kZsk2 ds+ p

2
(p� 2)E

R T
t
jYsjp�4 (ZsZ�sYs; Ys) ds

� E (j�jp) + pE
R T
t
jYsjp�2 (f (s; Ys; Zs) ; Ys) ds+ p

2
E
R T
t
jYsjp�2 kg (s; Ys; Zs)k2 ds

+p
2
(p� 2)E

R T
t
jYsjp�4 (gg� (s; Ys; Zs)Ys; Ys) ds

Notons que l�on peut conclure de (H.1) que pour tout � < �0 < 1; il existe c(�0) tel

que

kg (t; y; z)k2 � c(�0)
�
jyj2 + kg (t; 0; 0)k2

�
+ �

0 kzk2

Des deux dernières inégalités,(H.1) et (H.2) ,et en utilisant les intégalités deHolder

et de Young ,en déduit qu�il existe � > 0 et c tels que pour 0 � t � T

E (jYtjp) +�E
R T
t
jYsjp�2 kZsk2 ds

� E (j�jp) + cE
R T
t

�
jYtjp + jf (s; 0; 0)jp + kg (s; 0; 0)k2

�
ds

Il s�ensuit alors, en utilisant le lemm de Gronwall,qu�en

sup0�t�TE (jYtjp) + E
Z T

0

jYtjp�2 kZtk2 dt <1
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Appliquant les mêmes inégalités que nous avons déjà utilisées à la preiére identité de

cette preuve ,on déduite que,

jYtjp � j�jp + c
R T
t
(jYtjp) + jf (s; 0; 0)jp + kg (s; 0; 0)k2)ds

+p
R T
t
jYsjp�2 (Ys; g (s; Ys; Zs) dBs)� p

R T
t
jYsjp�2 (Ys; ZsdWs)

D�où , de l�inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

E (sup0�t�T jYtjp) � E (j�jp) + cE
R T
t

�
jYtjp + jf (t; 0; 0)jp + kg (t; 0; 0)k2

�
dt

+cE
qR T

t
jYtj2p�4 (gg� (t; Yt; Zt)Yt; Yt) dt

+cE
qR T

t
jYtj2p�4 (ZtZ�t Yt; Yt) dt

Nous estimons le dernier terme comme suit :

E
qR T

0
jYtj2p�4 (ZtZ�t Yt; Yt) dt � E

�
Y

p
2
t

qR T
t
jYtj2p�4 kZtk2 dt

�
� 1

3
E (sup0�t�T jYtjp) + 1

4
E
R T
0
jYtjp�2 kZtk2 dt

L�avant-dernier terme de l�inégalité ci-dessus peut être traité de maniére analogue et

nous déduisons que

E (sup0�t�T jYtjp) <1

Maintenant nous avons

R T
0
kZtk2 dt = j�j � jY0j2 + 2

R T
0
(f (t; Yt; Zt) ; Yt) dt+ 2

R T
0
(Yt; g (t; Yt; Zt) ; Yt) dBt

+
R T
0
kg (t; Yt; Zt)k2 dt� 2

R T
0
(Yt; ZtdWt)

�
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Donc pour tout � > 0

�R T
0
kZtk dt

� p
2 � (1 + �)

�R T
0
kg (t; Yt; Zt)k2 dt

� p
2

+c (�; p) [j�jp + jY0jp +
���R T0 (f (t; Yt; Zt) ; Yt) dt��� p2

+
���R T0 (Yt; g (t; Yt; Zt) ; Yt) dBt��� 12 + ���R T0 (Yt; ZtdWt)

��� p2 ]
E
�R T

0
kZtk dt

� p
2 � (1 + �)

�R T
0
kg (t; Yt; Zt)k2 dt

� p
2

+c (�; p)�E

��R T
0
kZtk dt

� p
2

�
+ c

0
(�; p)

+c (�; p)E

��R T
0
jYtj kZtk dt

� p
2

�
+ c (�; p)E

��R T
0
jYtj2 kZtk2 dt

� p
4

�
� c (�; p)2 �E

��R T
0
kZtk2 dt

� p
2

�
+ c

0
(�; p)

+c (�; p)E

��
sup0�t�T jYtj

p
2

���R T
0
kZtk dt

� p
2
+
�R T

0
kZtk2 dt

� p
4

��
�
�
(1 + �)2 �+ (1 + �)

�
E

��R T
0
kZtk dt

� p
2

�
+ c

00
(�; p)

La deuxième partie du résultat suit maintenant, si nous choisissons � > 0 assez petit

tel que :

(1 + �)2 �+ (1 + �) < 1

(rappeler que � < 1)

2.3 Régularité de la solution de l�EDSR

Dé�nition et notations

Soit T un réel strictement positife.Notons par :

Ck(Rp;Rq) l�ensemble des fonctions de classe Ck de Rp dans Rq

Ckl;b(Rp;Rq) l�ensemble des fonctions de classe Ck dont les dérivées partielles d�orde

inférieur ou égal à k sont bornées (et done la fontion elle-méme croit au plus linéaire-

ment à l�in�ni),et ensuite Ckp (Rp;Rq) l�ensemble des fonctions de classe Ck qui, avec
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toute leurs dérivées partielles d�ordre inférieur ou égale à k, croissent au plus comme

une fonction polynominale en x à l�in�ni

On a b 2 Ckl;b(Rd;Rd) et � 2 Ckl;b(Rd;Rd�d) et pour tout t2 [0; T ] :x 2 Rd;nous

désignons par fX t;x
s ; t � s � Tg l�unique solutionde l�EDS suivente :

8><>: d X t;x
s = b(X t;x

s )ds+ �(X
t;x
s )dWs; t � s � T

X t;x
s = x:

(2.3)

d�après des résultats connues les EDS,la solution
�
X t;x
s ; t � s � T; x 2 Rd

	
admet

une version continue de classe C2 p:s (la fonction et ses dérivées étant p:s continue

par rapport à (t; s; x))

De plus,

sup0�s�T (
��X t;x

s

��+ ��rX t;x
s

��+ ��D2X t;x
s

��) 2 \p�1Lp(
)
où rX t;x

s désigne la matrice des dérivées de premier ordre de X t;x
s rapport à x,et

D2X t;x
s la matrice des dérivées de second ordre

Maintenant ,on a utilise la notation suivantes

f(s; y; z) = f(s;X t;x
s ; y; z)

g(s; y; z) = g(s;X t;x
s ; y; z)

avec

f : [0; T ]� Rd � Rk � Rk�k ! Rk

g : [0; T ]� Rd � Rk � Rk�k ! Rk�l
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Equations di¤érentielles doublement stochastiques rétrogrades

On suposons que pour tout s 2 [0; T ]; (x; y; z) ! (f(s; x; y; z); g(s; x; y; z)) est de

classe C3 et des dérivés bornées a Rd � Rk � Rk�d

On suppose que (H.1),(H.2) et (H.3) sont satisfaits :

soit h 2 C3p(Rd;Rk);pour tout t 2 [0; T ]; x 2 Rd;soit fY t;xs ; Zt;xs g ; t � s � T la

solution unique de l�EDDSR :

Y t;xs = h(X t;x
T ) +

R T
s
f(r;X t;x

r ; Y
t;x
r ; Zt;xr )dr

+
R T
s
g(r;X t;x

r ; Y
t;x
r ; Zt;xr )dBr �

R T
s
Zt;xr dWr t � s � T

(2.4)

Où X t;x
s = X t;x

s_t; Y
t;x
s = Y t;xs_t et Z

t;x
s = 0; pour s < t

Théorème 2.3.1
�
Y t;xs ; (s; t) 2 [0; T ]2 ; x 2 Rd

	
admet une version de trajectoire ap-

partiennent à C0;0;2([0; T ]2 � Rd)

Corollaire 2.3.1 Il existe une version continue de champ aléatoire
�
Y t;xs ; t 2 [0; T ]2 ; x 2 Rd

	
tel que pour tout t 2 [0; T ] ; x ! Y t;xs est de classe C2p:s,est de dérivées continues

p:s en (t:x)

Proposition 2.3.1 Le champ aléatoire
�
Zt;xs ; 0 � t � s � T; x 2 Rd

	
a une version

continue puisque sûrement, tels que

Zt;xs = rY t;xs (rX t:x
s )

�1�(X t:x
s )

et en particulier

Zt;xs = rY t;xs �(x)
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Chapitre 3

Lien entre la solution de l�EDSR

et l�EDPS

On donne maintenant la relation entre l�EDDSR et un système d�équation di¤éren-

tielles partielles stochastique retrogrades semi lineaire :

u(t; x) = h(x) +
R T
t
[Lu(s; x) + f(s; x; u(s; x); (ru�)(s; x))] ds

+
R T
t
g(s; x; u(s; x); (ru�)(s; x))dBs 0 � t � T

(3.1)

Où u : R+ � Rd ! Rk

Lu =

0BBBBBBB@

Lu1

:

:

Luk

1CCCCCCCA
avec L =

1

2

dX
i;j=1

(���)ij(t; x)
@2

@xi@xj
+

dX
i=1

bi(t; x)
@

@xi
:

Théorème 3.0.2 Soient les fonctions f et g satisfaisont les hypothèses (H.1) ,(H.2) ;

et h de classe C2. soit
�
u(t; x); 0 � t � T; x 2 Rd

	
un champ aléatoire tel que u(t; x)
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et FB
t;T mesurable pour tout (t,x),u2 C0;2([0; T ]�Rd;Rk) p; s et u véri�er l�équation3.1

Alors u(t; x) = Y t;xt ;où
��
Y t;xt ; Zt;xt

�
; t � s � T

	
t�0;x2Rd est la solution unique de

l�EDDSR2.1

Preuve. Il su¢ t de montrer que fu(t;X t;x
s ); (ru�)(s;X t;x

s ); 0 � s � tg est la solution

de l�EDDSR2.1

soit t = t0 < t1 < t2 < ::: < tn = T

n�1X
i=0

�
u(ti; X

t;x
ti )� u(ti+1; X

t;x
ti+1
)
�

=
X
i

�
u(ti; X

t;x
ti )� u(ti+1; X

t;x
ti+1
)
�
+
X
i

�
u(ti; X

t;x
ti )� u(ti+1; X

t;x
ti+1
)
�

= �
R ti+1
ti

Lu(ti; X t;x
ti )ds�

R ti+1
ti

(ru�)(ti; X t;x
ti )dWs

+
R ti+1
ti

�
L
�
u(ti; X

t;x
ti+1)

�
+ f(s;X t;x

ti+1 ; u(s;X
t;x
ti+1); (ru�)(s;X

t;x
ti+1))

�
ds

+
R ti+1
ti

g(s;X t;x
ti+1 ; u(s;X

t;x
ti+1); (ru�)(s;X

t;x
ti+1))dBs:

où nous avons utilisé la formule d�Itô et l�équation satisfait par u.On obtient ensuite

une unique de l�équation2.1

Nous montrons maintenant l�inverse de théorème 3.0.2

Théorème 3.0.3 Soient f; g et h satisfaisons les hypothéses H1, H2 et H3 Alorsn
u(t; x) , Y t;xt ; 0 � t � T; x 2 Rd

o
est l�unique solution classique de systéme l�EDPS

3.1

Preuve. On sait que

Y t;xt+h = Y
t+h;Xt;x

t+h

t+h
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par conséquent

u(t+ h; x)� u(t; x) = u(t+ h; x)� u(t+ h;X t;x
t+h) + u(t+ h;X

t;x
t+h)� u(t; x)

= �
R t+h
t

Lu(t+ h;X t;x
s )ds�

R t+h
t
(ru�)(ti; X t;x

s )dWs

�
R t+h
t

f(s;X t;x
s ; Y

t;x
s ; Zt;xs )ds�

R t+h
t

g(s;X t;x
s ; Y

t;x
s ; Zt;xs )dBs

+
R t+h
t

Zt;xs dWs

On peut alos terminer la peuve exactement comme dans le Th�eor�eme3:2 de Pardoux

Peng[4]
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous

EDSR : Equation diff�erentielle stochastique r�etrograde:

EDDSR : Equation diff�erentielle doublement stochastique r�etrograde:

P:p:s : La notation presque sûrement pour la mesure de probabilit�e P

(
;F ; p) : Espace de probabilit�e.

(
;F ; (Ft)t�0 ; p) : Espace de probabilit�e fltr�e:

L2 : L0espace de Hilbert:

B(Rd) : Latribu bor�elienne sur Rd :

E : L0esp�erance par rapport �a la probabilit�e.

v:a : V ariable al�eatoire.

(B; k:k0) : Espace de Banach:

p:s : Presque sûrement.
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Abstract 

The aim of this work is to present the theo 

 

 

 

 

 

 ملخص

المعدلات ذات المشتقات  المعادلات التفاضلية العشوائية وارتباطها مع الهدف من هذا العمل هو تقديم نظرية

هذا النوع من بالنسبة ل الحل وحدانيةنظرية كوشي ليبشيتز التي تضمن وجود و  قد قدمنا لو  الجزئية.

أيضًاالمعادلات. لقد قدمنا   

dans ce travail, nous étudions une classe d'Equations Différentielles Stochastiques 

Rétrogrades (EDSR's) appelée Equations Différentielles Doublement Stochastiques et 

Rétrogrades (EDDSR's). Ces équations comportent deux types d'intégrales stochastiques, 

l'une progressive et l'autre rétrograde, d'où le doublement stochastique. Plus 

précisément, l'objectif visé dans ce travail est. la recherche d'existence et d'unicité de 

solutions de ces équations sous des conditions de Lipschitz. Pour ce faire, nous rappelons 

d'abord, au Chapitre 1, les définitions des intégrales stochastiques rétrogrades Dans le 

Chapitre 2 nous étudions l'existence et l'unicité de solutions au Chapitre 3,nous 

appliquons le résultat obtenu sur les EDDSR's 

in this work, we study a class of Backward Stochastic Differential Equations (BSDE) called 

Double Stochastic and Backward Differential Equations (BDSDE). These equations include 

two types of stochastic integrals, one progressive and the other retrograde, hence the 

stochastic doubling. More precisely, the objective aimed at in this work is. the search for 

existence and uniqueness of solutions of these equations under Lipschitz conditions. To 

do this, we first recall, in Chapter 1, the definitions of retrograde stochastic integrals In 

Chapter 2 we study the existence and uniqueness of solutions in Chapter 3, we apply the 

result obtained on the BDSDE's 

مزدوجة  التفاضلية المعادلات تسمى  التراجعية العشوائية التفاضلية المعادلات من فئة ندرس ، ا العملهذ في

 تقدمي أحدهما العشوائية، التكاملات من نوعين المعادلات هذه تتضمن العكسية التفاضلية والمعادلات  العشوائية

 وجود عن البحث. هو العمل هذا في المنشود الهدف ، أدق بتعبير. العشوائية المضاعفة ثم ومن ، جعيارت والآخر

 تعريفات ، الأول الفصل في ، أولاً  نتذكر ، بذلك للقيام. ليبشيتز شروط ظل في المعادلات هذه حلول ووحدانية 

 ونطبق ، 3 الفصل في وتفردها الحلول وجود ندرس 2 الفصل في الوراء إلى التراجعية  العشوائية التكاملات

 العشواىية .ارتباطها مع المعادلات ذات المشتقات الجزئية 
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