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Introduction

Les Equations Differentielles Stochastiques Rétrogrades (en abrégé EDSR’s) sont
apparues en 1973 sous la forme linéaire avec les travaux de .J.M. Bismut [1] comme

équations associées aux processus adjoints au controle stochastique :

T T
Yt:§+/ asYSdS—/ Z,dW, te0,T]
t t

La théorie générale des EDSR’s a débutée en 1990 avec Pardoux et Peng qui ont été
les premiers a considérer dans [3] des EDSR’s non linéaires, c’est a dire les équations

de la forme :

T T
Y, =6+ / f(s, Yy, Zg)ds — / ZdW 0<t<T
t t

ou le coefficient. de dérive ( en anglais drift) f est une fonction non linéaire et lip-
schitzienne en (y, z) uniformément en s. Depuis lors, les EDSR’s n’ont cessé d’attirer
les chercheurs et d’avoir d’innombrables applications en théorie des Equations aux
Dérivées Partielles (en abrégé EDP’s) (voir [2]), en mathématiques financiéres ( voir
El Karoui et al. [ 7]), en controle stochastique et en théorie des jeux ( voir Hamadéne
et Lepeltier [5], [6]). Cependant, il faut noter que souvent les résultats d’existence et

d’unicité de la solution ont été obtenus sous la condition de Lipschitz uniforme sur

le drift f.

Malheureusement, dans de nombreuses applications, la condition de Lipschitz n’est
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pas vérifiée. Par exemple, en finance, dans le probléme de valorisation de 1’option

d’achat formalisé par 'EDSR linéaire

T T
Yi=¢ +/ [rsYs + Z0,] ds — / ZdW, tel0,T]
t t

Pardoux et Peng ont étendu la portée de leur étude. introduisaut en 1994 dans [31],
ce qu’on appelle aujourd’hui les Equations Différentielles Doublement Stochastiques
Rétrogrades (EDDSR’s en abrégé). En fait, qu'est ce que les EDDSR’s ? Pourquoi
s’y intéresse t-ou?

Les EDDSR’s sont des équations différentielles stochastiques ou interviennent deux
intégrales stochastiques, l'une progressive et | ’autre rétrograde. Plus précisément,

ce sont des équations de la forme :

T T T
Y, :§+/ f(s,Ys,Zs)der/ g(s,Ys,Zs)st—/ Z.dW, | 0<t<T.
t t t

ou :
-{W,0 <t <T} et {B;,0 <t <T} sont deux mouvements browniens standards
mutuellement indépendants définis sur un espace de probabilité complet (2, F, P).

- € est une variable aléatoire o{W,.,0 < r < T}V N -mesurable, dite valeur finale ou

terminale, ou .N désigne 'ensemble des parties P-négligeables de F.

- f et g sont des processus mesurables appelés coefficients de 'EDDSR et vérifiant

des conditions d’intégrabilité que nous préciserons plus tard.

- Les intégrales stochastiques par rapport & W et B sont. respectivement des inté-

grales stochastiques de Itd progressive et rétrograde.
- Le temps final 7" > 0 peut étre déterministe ou aléatoire (temps d’arrét).

-Y et Z sont. les inconnues .
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Ce mémoire se compose de trois chapitres ,et qui a pour but essentiel EDDSR

(Equations Différentielles Ddoublement Stochastiques Rétrogrades) ,

Dans le premier chapitre,en résumé,le grande ligne concernant, les équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades et les théorémes d’existence et d’unicité des
solutions

Dans le second chapitre on montre que, si les deux générateurs f et g de 1’équa-
tion différentielle doublement stochastique rétrograde (EDDSR) satisfaisons certaine
condition la solution est unique.

Et dans le dernier chapitre on donne le lien entre les EDDSR et un systeme d’équa-

tions différentielles partielles stochastiques.



Chapitre 1

Les Equations Différentielles

Stochastiques Rétrogrades

1.1 Intégrale stochastique

formule d’It6

Théoréme 1.1.1 Soit (X)o<i<r un processus d’Ito :

t t
Xy =Xo+ / bsds + / 0sd By
0 0

et f une fonction deux fois continiment différentiable, on a :

F(X) = /f dX+/f

tel que :

t
(X, X), = / o2ds
0

/ )X, = /f bd+/f ,)o.dD;

et

S
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De méme si (t,z) — f(t,x) est une fonction deux fois continiment différentiables
en x et une fois différentiable en t, ces dérivées continues en (t,z); (f € C?)

on a :

Ft,X) = £(0,Xo) + [1 fols, Xo)ds + [y fuls, Xo)dX, + L [T fr(
= 10, Xo) + [1 %L (s, Xy)ds + [i WL(s, X, )dX, + 1 [T 2Ld (X, X),

Oz2

s, X,)d (X, X),

Introduisons maintenant des théorémes qui vont jouer un role important dans les

équations différentielles stochastiques rétrogrades.

Représentation des martingales browniennes :

Théoréme 1.1.2 Soit (M,) +>0 €st une martingale par rapport a la filtration naturelle
d’un movement brownien, tel que pour tout t € [0,T]; E[M?] < oco. Alors il existe

un unique processus adapté tel que
t
P.p.sVt € [0,T], M; = My +/ ZdW
0
De plus E [fOT Mfds} < o0, c’est-a-dire Z € L?([0,T)) .
Lemme de Gronwall

Lemme 1.1.1 Soit ¢ L'[a;b] une fonction qui satisfait

¢(t)§f(t)+6/ b(s)ds Ve

ou f € L'[a;b] et B une constante positive. Alors on

b
¢ (t) < f(t)+ﬂ/ F(s) Pt

En particulier, si la fonction f est une constante égale a o on :
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o(t) < ae’t=9ds, Va<t<b
Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

Théoréme 1.1.3 Pour tout p > 0; il existe des constantes positives c, et C,, telles

que pour toute martingales locale continue X = (Xi)i>o et tout T' > 0,0n ait :

e, B [<X>§} <FE { sup |Xt‘}p <GE [<X>7%]

0<t<T

1.2 Présentation du probléme

Depuis l'article de J.M .Bismut Formellement, les EDSR sont des équations diffé-
rentielles stochastiques ot 'on se donne la condition terminale. cité en référence [13]
Jla théorie des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a connu un
grand développement, surtout ces derniéres années, grace notamment a ses diverses

applications dans plusieurs domaines.

Dans le cas déterministe, il y’a équivalence entre la donnée d’une condition terminale
et la donnée d’une condition initiale par inversion du temps, c’est comme dans le
cas, par exemple, d’une équation différentielle ordinaire. Dans le cas stochastique, les
choses sont fondamentalement différentes lorsqu’on cherche des solutions qui restent
adaptés par rapport a une filtration donnée. En effet, en inversant simplement le
temps, on perd la propriété de non anticipation de la solution c’est pour cela qu’on

a introduit les EDSR.

Pour comprendre bien qu’est ce que une EDSR il faut formuler d’une fagon correcte

la notion de solution adaptée a une EDSR.

Dans ce paragraphe, on va donner, en résumé, un petit apercu sur les EDSR, le

théoréme d’existence et d’unicité de la solution.
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Soient (€2, F, (F})¢>0, P) un espace probabilisé filtré et variable aléatoire £ mesurable

par rapport a Fr . On voudrait résoudre ’équation différentielle suivante :

—dY,
dt

= f(Y;f> ) te [OaT] avec , YT = ga

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres ¢ c’est a dire

que le processus Y soit adapté par rapport a la filtration {F;}:>o.

Prenons 'exemple le plus simple a savoir f = 0. Le candidat naturel est Y, = £ qui
n’est pas adapté si & n’est pas déterministe. La meilleure approximation — disons
dans L? — adaptée est la martingale Y; = E(£|F;). Si on travaille avec la filtration
naturelle d’'un mouvement brownien, le théoréeme de représentation des martingales
browniennes permet de construire un processus Z de carré intégrable et adapté tel
que :

t

Y, = B(¢|F) = E(6) + / Z.w,

Un calcul élémentaire montre alors que
T
Y, =¢— / ZdW r.e. —dY,=—Z,dW,, avec, Ypr=E¢,
t

On voit donc apparaitre sur ’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le

processus Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande

généralité,on permet & f de dépendre du processus Z ; ’équation devient donc :

—dY; = f(tv Y;, Zt)dt — 2 dWh, avec, Yr =¢,
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1.3 Notations

Soient (€2, F', P) un espace de probabilité complet et W un M B d-dimensionnel sur
cet espace. On notera {F;}:>o la filtration naturelle du M B W.

On travaillera avec deux espaces de processus :

— on notera tout d’abord S?(IR¥) I’espace vectoriel formé des processus Y , progres-

sivement mesurables, & valeurs dans R”, tels que :
|'Y [[5e:= E[ sup |Y; [’] < o0
0<t<T

et S?(R¥) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus indis-
tinguables seront toujours identifiés et nous garderons les mémes notations pour
les espaces quotients.

— et ensuite M?(R¥*?) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables,

a valeurs dans R*¥*?, tels que :
T
12 =B 1 Z1F d < o0

ot si z € R¥4 || Z ||>= trace(zz* ). M?(R¥*?) désigne I’ensemble des classes
d’équivalence de M?(RF*4).
Les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies pré-

cédemment. Nous désignerons B? I'espace de Banach S? (R¥) x M?(RF*4).
Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous nous donnons une application
aléatoire

f définie sur [0,7] xQ xRF x R¥*? 3 valeurs dans R* telle que, pour tout (y, z) €
R* xR**4 le processus { f (¢, y, 2) fo<t<T Soit progressivement mesurable. On considére

également une variable aléatoire £, mesurable par rapport a Fir et & valeurs dans R,
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Dans ce contexte, on veut résoudre I’équation différentielle stochastique rétrograde

(EDSR en abrégé) suivante :
_d}/; = f(t7Y;f7 Zt)dt - thWt7 0 <t< T ) YT = 5
ou, de fagon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Yt=§+/ f(r,Y},Zr)dr—/ Z.dW, 0<t<T (1.1)
t t

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR et £ la condition terminale. Sans

plus tarder, précisons ce que 'on entend par solution de PEDSR [L.1]

Définition 1.3.1 Une solution de ’EDSR[1.1] est un couple de processus {(Yy, Zt) Yo<t<r
vérifiant :
1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans RF et
kad .

T
2.P—ps. [[ Al f(rY, Z) |+ Z|*}dr <oo;

3. P—ps.,ona:
T T
Yt=§+/ f(r,Y,,,ZT)dr—/ Z.dW, 0<t<T
t t

Remarque 1.3.1 I est important de retenir les deux points suivants : tout d’abord,
les intégrales de l’équation [1.1] étant bien définies, Y est une semi-martingale conti-
nue ; ensuite, comme le processus Y est progressivement mesurable, il est adapté et

donc en particulier Yy est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons mon-
trer, que sous une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y

appartient & S?
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Proposition 1.3.1 Supposons qu’il existe un processus {Fi}o<i<r , positif, appar-

tenant o M?(R)et une constante positive \ tels que
V(t,y,2) € [0,T] x RF x R™ | f(t,y,2) [< fi+ M|y [+ ]| Z []).

Si {(Ys, Z) Yo<i<r est une solution de UEDSR([1.1]telle que Z € M?alors Y appartient

3 S2.

Preuve. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait queYy

est déterministe. En effet, on a, pour tout ¢ € [0, T],

t t
Y=Y, — / f(T,K,, Zr)dr + / ZrdWr
0 0

et par suite, utilisant ’hypothese sur f,

T t t
|n|s|n|+/ o+ A1l Zo [)dr + sup |/zrdwr |+A/ Y, | dr.
0 o<t<t Jo 0

on pose

T ¢
§=|Y0\+/ (fr+ X1 Z |)dr + sup |/ ZdW, |
0 o<t<T Jo

Par hypothése, Z appartient & M? et donc, via I'inégalité de Doob, le troisiéme terme
est de carré intégrable; il en est de méme pour {F;} o<i<r, et Yy est déterministe donc
de carré intégrable; ils’en suit que ¢ est une variable aléatoire de carré intégrable.
Comme Y est un processus continu — cf. remarque précédente, le lemme de Gronwall
fournit I'inégalité supy,<r Y| < ceM qui montre que Y appartient & S%. =

Le résultat est encore valable lorsque || f. ||; est une variable aléatoire de carré inté-

grable.Finissons par un résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprise.

Lemme 1.3.1 SoientY € S*(R¥)et Z € M?(R**?). Alors {fg Ys-ZsdWs,t € [O,T]}est

unemartingale uniformément intégrable.

10
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Preuve. Les inégalités BDG donnent

T
E [swocper | o Ve ZedW, || < CEI(f) 1Y, P Z, | dr)'?)

< CE[supgeyer | Ya | (i || Z0 |2 dr)'7?)

et par suite, comme ab < a?/2 + b%/2,

t T
Bl s | [ Vezaw, || <c sy 1viP1+ B[22 0,
0

o<t<T Jo 0<t<T

Or cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ou le résultat. =

1.4 Existence et unicité de la solution

1.4.1 Le cas Lipschitzien

Considérons les hypothéeses (L) suivantes :

1. £ € L*(F) ie, € est Fr -mesurable et E(| € |?) < oo .

2. Condition de lipschitz en (Y, Z); 3 une constante A telle que :
P —p.s pour tout Y, Y € R¥, Z, 7' € Rk,
| fty2) = fy ) ISA w—y) [ +12—2]).

3. Ef) [f(5,0,0)*ds < oo.

La solution (Y, Z) € S? (R¥) x M?(RF*4)

I’espace des processus prévisibles, menu de la norme.

|V %= B[ sup | Y; 2] < o

0<t<T

11
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T
1ZP=E([ 121 d <o
0
Quil devient un espace de Hilbert ;quand (Y, Z) € S? (RF) x M?(RF*9) ;telle

que Y € S, (Rk)processus continu et

Y ||5.:= E[sup |Y; ] < o0
0<t<T

T
| Z 2= E] / | Z | dt) < oo

Maintenant on démontre quelques estimations ou il s’agit en fait d’étudier la dépen-
dance de la solution de 'EDSR par rapport aux données qui sont la variable aléatoire

€ et {£(£,0,0)0<t<T)}

Proposition 1.4.1 Soient (&, f)vérifiés (L) et (Y, Z) La solution de EDSR[1.1] telle

que Z € M?, alors il existe une constante C telle que :

T T
E[ sup |m2]+E[/O | 2, ||2dr>1/2]s0E[|s|2+ / £ (5,0,0)2 ds)"/2

0<t<T

Preuve. On applique la formule d’1t6 a e?! ]Yt]2 :

deP VA" = BeP |Vi[* dt + 2¢7 Y| dY; + (e [Yi] ) dt.
_ BeBt |}/;|2 dt + 2€Bt |Y;| (_f(t7 }/;7 Zt)dt + thWt) + eBt || Zt ||2 dt

PP+ [T el || Z, |12 ds < ePTI2| + [ eB (—BY2 4 2|Y,| f(s, Vs, Z.)) ds
—2 [ P, Z,dW,.
ona :

2V (1Y, Z) < 2|V || f(1,0.0) [ +2X | Y 20| Y || Z ]| .

12



Les Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

et 2ab < a? + b+ € pour £ = 1,2.

Iz

Y f(t,Y, Z) < (L +2X+2X3) | Y | + | f(£,0,0) |* + 5

pour B =1+ 2\ + 2)\?

T

T T
eBt|Yt|2—|—/ e’ || Z, |I” ds < ePT |7 +/ eBs\f(s,O,0)|2ds—2/ eBY, Z AW,
¢ ¢ t

Pour ¢t = 0 on a 'espérance :

r "o 2, | ds) < 2B [ &+ | ) |f<s,o,o>|2ds>2} .

T T
E [ sup €'Y, |21 <E [ BT g2 ‘—l—/ f(S,O,O)FdS)Z}—l—E { sup / B YL | Zs || dWS]

0<t<T 0<t<T J¢

D’apres l'inégalité BDG, 3C' telle que;;

B [supocyer € | Vi 7] < B[P+ [ 1£(,0,0) ds)?] + CE | [ e | V. | 2, | dW}
< B[]+ [ 17(6.0.0R ds)] + 4 67 1]

T S
+%Ef Bs || Z, ||? ds
28 [eB|e2]] + [ B[ f(5,0,0)[ ds + C?E [ e || Z, ||* ds

I/\

Finalement

B |[supocrer € | Vi P+ [y e 1| Zo 2] <28 (27163 + 2 [ |1(5,0,0) ds)?]
+C22E BT 12+ 2 [ (5,0, 0)[ ds)?]

T
V.2l <20+ CE [T +2 [ 17,00 a5
0

13
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1.4.2 Le résultat de Pardoux—Peng

nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité qui sera généralisé
au chapitre suivant , En 1990, E.Pardoux et S.Peng dans leur célébre article [PP90]
ont démontré l'existence et 'unicité des solutions des 'EDSR avec les conditions
(L)

Cas ou f(t,y,z) = F(t) ne dépend ni de y ni de z.

On considére ’équation :

T T
Y;:§+/ Fsds—/ Z,dW, (1.2)
t t

¢ € L*(Fr) et F € M* (R¥) (E/T|F|2ds<oo)

Lemme 1.4.1 Soient £ € L*(Fr) et {Fi}oocp € M?* (RF) l’EDSR posséde une

unique solution (Y, Z) telle que Z € M?

Preuve. a) L’existence :

Supposons que la solution existe telle que Z € M?on prend I'espérance conditionnelle

sachant Fr .

T T
K:E(}Q\fT):E[§+/ Fsds—/ ZSdWs\]-"T} 0<t<T
t t

puisque ftT ZsdW est une martigale on a

T ¢ T ¢
Y,=F [5 + / Fids — / Fyds \ ]:Tl —-F [/ ZdWy — / ZsdW \ TT}
0 0 0 0

T ¢
Y,=F {E—i—/ Fsds\]:T} —/ F.ds
0 0

14
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On pose :

t

T
Mt:E[f—l—/ Fsds\FT}zYi—i-/Fsds
0 0

M; est une martingale carré intégrable.
D’apres le théoreme de représentation des martingales il existe un pro-cessus prévi-

zible Z carré intégrable (Z € M?) telle que :
t
M, = E[M] + / Z.dW., te 0,
0

Donc :

t t t
Ytth—/ Fsds:E[Mo]Jr/ stWs—/ F.ds
0 0 0

t t t
Y, =M, — / F.ds =Y +/ ZdWs — / Fyds
0 0 0

On vérifiant que (Y, Z) est une solution de 'EDSR comme Yy = £.

t t T T
Yi-Yr=Y, - &= My+ / ZdWs — / Fids — [MO +/ ZdWs — / Fsds}
0 0 0 0

T T
Yt—gz/ Fsds—/ Z.dW,
t t

b)L’unicité :
Supposons que (Y1, Z1) et (Y2, Z3) sont deux solutions.
Soient Y =Y, — Ys , Z = Z1 — Zs alors :

T
th:/ Zaw,,  tel0,T]
0

~ -~

Nous allons prouvés que Y =2=0 dt xdP —p.s

15
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En effet :premiérement écrivons;
A T ~ t ~
Y, :/ ZdW —/ ZdWs, t €[0,7]
0 0
On applique I'inégalité martingale de Doob, on trouve :

7 p
E{sup M| < (Ll) E[|Ml7]
IRV

0<t<T

E[Sup Yt

0<t<T

1 <4B Y]

2 T
]SZ/ Zgdg < 00
0

2

Y,

E{sup

0<t<T

Y,

Nous appliquons la formule d’It6 a f(Y;) =

Yr=§(-¢6=0

on a .
2 T T
0=Y; +2/ stYs+/ |Z,|" d
t 0
Ou
Y/sd As = _}A/stdes
Donc :
12 T .., LN
Y;E +/ |Zs’ ds:2/ }/sstWs
t t

det aT et on note que :

(1.3)

(1.4)

Soit N; = ftT Y, Z,dW, alors pour tout ¢ > 0 le processus a variation quadratique;

2

Y. Z,| ds, t€[0,7T]

W=

16



Les Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

On utilisant Pestimation [I.3] et I'inégalité de Cauchy Schwarz :

(M N)) <\ /N, 120

Donc :

N|—=

1

2
ds]
3 2 73
ds} < o0

(] = K, | = B |
E ||Y, 2} E[fOT Y, Z,

On peut montrer que la martingale locale N;= {N}, est une martingale uniformeé-
ment intégrable. On prenant I’espérance dans et appliquant I'inégalité de Cauchy
Schwarz on obtient que :

E|Y,

2 1 T e
+§E/O 2 d. =0

ceci démontre que Y =0et Z =0 donc 'unicité. m

Cas ou f(t,y,z) dépend de y et de z.

Théoréme 1.4.1 On considére ’EDSR (&, f)suivante :

T T
Y;:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z.dW.. (1.5)

avec Uhypothése (L) , 'EDSR admet une solution unique (Y,Z) dans B* =
S2 (RF) x M2 (RF¥d).

Preuve. On utilise 'argument de point fixe dans I’espace de Banach B? = 52 (]Rk) X

M2 (kad)

17



Les Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

Soit W une application telle que

U: B? — B2
U.V) —W(O,V)=(V,2)

Ou (Y, Z) € B? est une solution de 'EDSR (¢, f) :

T T
Yt=€+/ f(s,US,V;)dS—/ ZdW, t€[0,7]
t t
On pose :
Fs :f(SaUsa‘/:s) €M2(Rk)
[Fsl < |f(s,Us, Vi) = [ (5,0,0)[ + [ f (s,0,0)]
< [f(5,0,0)] + A|Us| + A [ V4|

Et ces trois derniers processus sont carré intégrables donc Fj est carré integrable.
Soient (Uy,Vy) et (Uy,Vy) deux éléments de B?;
et (Y1, 21) = ¥(U1, V1), (Yo, Z2) = ¥(Us, V2) :

Notonsy =Y, —Ys,2=21—Zsetyr =6 —E=0,0=U, —Usetv=V, —Vy:
djy = —{f(t, U1, V1) — f(t; Uy; Va) } dt + ZdWt

On applique la formule d’Tto & et |g* :

d (e [9]?) = ae [|* dt + 2ce || dij, + (et |9]*) dt
= ae® |§]° dt + e || 5 ||? dt
+2ae® |G| [{ f(t, Uy, V1) — f(t; Ug; Vo) } dt + Z,dWt] .
= e || dt + 20 5, dWE + e || 2| dt

—2ae® || [ {f(t, U1, Vi) — f(t; Us; Vo) } dt]

18



Les Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

On intégrer entre t et T on obtient :

e g + [T e ||z ds = [T e (—a|gsl® + 2 [ {F (s, Ur, Vi) — f(s; Un; Va)}) ds
— ftT 2e% |§s| ZsdW's

Et commef est Lipschitz il vient :

\f(t, U1, V1) — f(t; Ug; Va)| < E[|UL — Vi + |Us — V3]

2195 {f (s, U1, Vi) = f(s5;U; Va)} < 210 K [|JUL = Vi| 4 Uz — V2]
< 2K (9] || + 2K |9 vs]
On a 2ab < ea® + §b2

Donc :

210s| {f (5, Ur, Vi) — f(s:Uns Vo) } < ek [gs]* + L] ? ek 9] + L v

< 2ek? |G| + L) + L v

Pour e =2 on a:

et 1Gi* + [ e [|Z)Pds < AR (gl + L i + L o,

< f, e (—a|if® + 4k g + L i + § [v.)?) ds
— [T 2e || ||2,]| W s.

< [ e ([—a+ 4k gs]” + & [Jas) + [vs)]) ds

T as | ~
— [, 2e%% |9 || 2] W s.

On pose o = 1 + 4k?

e [g:° + [T e ||5)” ds < [ —e (g, ds + 3 [T e [Ja)? + |vs]?] ds
To asis ||l
—j; 2e% || || 25| dW s.

at |5 T as ||z T as |5 T as |4 To as s |1y
e g* + [ e |57 ds + [ e g5 P ds < LT e [Jau]? 4 [vs]?] ds — [ 267 [g] || 2] dWs
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Les Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades

On prend 'espérance :

E (e 5"] + B [ e |z ds] + B[ [ e 15[ ds]
<AE [ e [l + o) ds| = 2B [ [ e |3, |15,] aWs

la martingale locale [ fOT e | Js| 1| Zs|| dWs] est une martingale nulle en 0 puisque
Y1,Ys € 52 (RF) et 2y, Z, € M?(RM)

Donc :

IN

[fOT e [|tis]? + [v4]?] ds}

[SupOStST €at |at|2 + fOT e()!s |U8’2 d8i|

E (5o + B [ fy e 1z ds] + B | 2[5, ds]

T as 3 (6 -~
B [J) e 121 ds| + B [supgerer e 1]

1
2

E
E

IN

1
2

112 ~112 1 ~ (12 2
1Z2lls + 1191l < 5 [l + vl -

Donc I'application ¥ est une contraction de B?dans B? admet un point fixe (Y, Z)

unique dite la solution unique de ’EDSR. =

20



Chapitre 2

Equations différentielles
doublement stochastiques

rétrogrades

2.1 Définitions et notations

Soient (€2, F, P) un espace de probabilités,T" > 0 un temps fini.

{W;,0 <t <T}et{B;,0 <t <T} deux processus de mouvement brownien standard

et independants, avec des valeurs dans R et R! définie sur (Q, F, P), respectivement.
On considére les filtrations

FV =0 {W;0<s<thet Fl. = o{B,— Bt <s<T}

complétes par les ensemble p-nulle.

Le o-algebre

W A W B
‘/T;f - ~7:t,T NF, t,T
ou pour chaque processus {n;},
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

*/’tgt:g{nr_ns;sSTSt}VNvftn:Fg,t'

Notons que la collection{F;;t € [0, 7]} n’est ni croissante, ni décroissante, et il ne

s’agit pas donc d’une filtration.
On défini les éspaces des processus suivants :

M?([0; T]; R™) I'ensemble des processus{yy;t € [0,T]} mesurables , a valeurs dans

R™ tels que
1. EfOT |oi]? < 0.

2. ¢, est F; mesurable V¢t € [0, T].

S2([0, T); R™) ’ensemble des processus aléatoires continues {¢;;t € [0,T]} a valeurs

dans R" ;qui satisfait :

1. B (SUPogth |g0t]2) < 0.

2. ¢, est F; mesurable V¢t € [0, T].

On considére les deux fonctions :

f:Qx[0,T] x RF x R¥>*d — RF
g: Q2 x[0,T] x RF x R¥*d — RFxI

Qui sont mesurables pour tout (z,y) € R* x R¥*4 et

f (y2) € M2 (0, T); RF)
9.y, 2) € M?([0,7];R*)
Hypothéses
On considére les hypothéses suivantes :

H.1 11 existe des contantes ¢ > 0 et 0 < a < 1; telque, pour tout (w;t) € Q X
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

0,77, (y1,21) , (Y2, 22) € RF x RFX

\f (t,y,21) — f <t7y2>22)‘2 <c (’yl - 92‘2 + [l21 — 22"2)

Hg (tvylvzl) - 9g (t,y2722)||2 <c |y1 - y2|2 +a ”Zl - 22||2

H.2 1l existe c, tel que pour tous (t;y; 2) € [0,T] x R* x RFxd

99" (ty;2) < 22" + ¢ (|lg (£,0,0)[* + [yI*)

H.3 {g. (t,z,y,2)00"g. (t,z,y,2)" < 00"Vt € [0,T].x € R,y € R¥, 2,0 € R¥*?}
Etant donné ¢ € L2 (Q,]—"T,P, Rk) ,on cherche & resoudre 1’équation différentielle

doublement stochastique retrograde suivante :

T T T
Y, = §—|—/ f(s,Ys, Zs)ds+/ g(s,Ys, Zs)st—/ ZdWs | 0<t<T. (2.1)
t t t

La variable aléatoire £ est dite condition terminale et f est le générateur.

Nous notons que l'intégrale par rapport a {B;} est " l'intergrale d’Itd retrograde "

et l'integrale par rapport a {W;} est " 'intergrale d’Itd progressive ".
2.2 Existence et unicité
L’objectif principal de cette section est de prouver :

Théoréme 2.2.1 Sous [’hypothése (H.1), l’eq posséde une unique Ssolution,
telles que :

(}/7 Z) S 52 ([O,T] ,Rk) X M2([O,T] ;kad)
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Avant de prouver le théoréme, nous établissons le méme résultat dans le cas ou f et g
ne dépendent pas ni de Y et ni de Z. Etant donné f ([0,7];R*) et g € ([0, T]; R**)
et £ € L? (Q, Fr) ,considérons 'EDDSR, :

T T T
Y, =¢ +/ f(s)ds +/ g(s)dBs — / ZydW | 0<t<T. (2.2)
t t t
Proposition 2.2.1 Il existe un unique couple
(Y, Z) € 5% ([0,7];R") x M?([0, T]; R**?)

qui résoudre ’eq[2.9

Preuve. Unicité

Soit (57, Z ) la différence de deux solutions, alors

par l'orthogonalité on obtient que

T
E (%) +E/ T, [2.2] =0
t

etdonc Y, =0 P —p.s, Z, =0dt.dP — p.s d’ou I'unicité.

Existence :On défini la filtration (G;),, par
Qt - ftW A thB
et soit

T T
M, = EY d dB,| ,0<t<T
= fen [ rease [ g@am]oses
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

une martingales de caré intégrable.
Par le théoréme de représentation des martingale, il existe un processus {Z;}; (G;)-

progressivement mesurable & valeur dans R**? tel que :
T
E / | Z,|? dt < oo
0

et

t
Mt:MO—i—/stWS 0<t<T.
0

Par conséquent

T
My = M, —|—/ ZsdW
¢

En remplacement Mr et M;, par leurs définition , alors on a, pour ¢t € [0;7];

Yt:§+/tTf(s)ds+/tTg(s)st—/tTZSdWs

ou

vie s (e [ reass [ oas.)

Il me reste & montrer que {Y;} et {Z;} sont F-adaptés. Pour Y; est évident puisque
pour chaque ¢,

Y, =FE (0/F v FP)

Ou 0 est F}V v FP mesurable. Puisque F7 est indépendante de F; Vo () ; et
Yi=E(0/F)

Maintenant

/tTZSdW5=§+/tTf(s)ds—l—/tTg(s)st—Yt
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Et le coté droit est F¥ \/ffT ; mesurable. Ainsi, d’aprés le théoréme de représentation
des martingales d'Tto, {Z,,t < s < T} est FV v ‘7:151,37’ adapté. Par conséquent Z; est

F' v Fr mesurable pour tout ¢ < s; donc il est F}V vV F/;, mesurable. m

Lemme 2.2.1 laisser o € S*([0,T];R*), 8 € M%([0,T];R¥),v € M?([0,T];R**!), 6 €
M?2([0, T ; RE*4) tels que

t t t
o = ag + / Beds + / vsdBs + / 0, dWs, 0<t<T
0 0 0

en suite
lou* = lawol® + 2 [y (crs, Ba) ds + 2 [ (s, 7ad By)

+2 [ (as, 6dWs) — [ 1slP ds + f; 10)1% ds

t t t
E|at|2:E|a0|2+2E/ (as,ﬂs)ds—E/ ||%||2ds+E/ 16,17 ds

0 0 0

Plus généralement, si ¢ € C?(RF)

o) = dlao) + (8 (), Bs)ds + [3 (¢ (), 7sdBys) + [o( (exs), 6,dW)
2fo [ (as) ’Ys%} ds + 3 fo [ (Oés),555§] ds

Preuve. (de la théoréme 2.3.1)
L’unicité.Soit{Y;!, Z!} et{Y?, Z?} deux solutions. de PEDDSR (2.1) On suppose
que :

Y,=Y'-Y? Z,=7'-7 0<t<T

Et par suite, on applique le lemme (1.3.1) a Y , on trouve

E([G]°) + B[ 2| ds =2B [ £ (s, Y2, 20 = (f (5, Y2, 22),Ys) ds
+E [ llg (s, Z) — g (s, Y2, Z2)|* ds
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

D’aprés (H.1) et I'inégalité

1 11—«
< 2 2
ab_2(1_a)a+ 5 b

B(IFF) + BT 141t < et B 7 [Ff a5+ 5o [T |2 a
+aF ftT ||ZsH2ds

avec 0 < a < 1 est la constante dans (H.1). Par conséquent

_ 1— T o T o_
p(WP)+ 1528 [ 2P as < c@B [ ) i

par le lemme de Gronwall, il vient que F (}YQ‘Q) =0, 0 <t < T et donc
L foT ‘252} =0.
comme suit Y2 =0; Z) =

Existence.On défini une suite récurssive {(V;; Z})}_o.,

0 :étant donné {(Y}; Z;)}; {(Y/™'; Z{™")} I'unique solution de 'EDDSR suivante :
. T . . T . . T .
Vit =g [ vt zhas+ [ g vizhass— [z,
t t t
soient Y™ £ Y/ —Viet Z/t & ZIT — 77 0 <t < T par un calcul on obtient :

b S

BV ) + B [1| 2P ds =28 ] (5.7, 20) = (F (.Y, 207, Vi) ds

+E [ g (5. Y], Z0) = g (s, Y, 2| ds.
Soit # € R Par I'intégration par parties, on obtient

B (| ) et 4 58 T 50 eoeds 4 B [T |77 o
— 2B [T (5,1, Z1) — (f (s, Y21, Z17Y)  Ti+1) ePds

) R S

+E [ lg (s, Y, Z1) — g (s, Vi1, ZEY) | ePeds
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Il existe ¢,y > 0; tels que

B (VL) e 4 (5 =) B [T [V s+ B [T || 20 eds
< B[] (c|Vif + 52| Zi]") eds

Ou =~ +cset ¢ = 2

i+1|2) Bt v Crit1]2 Zi+1][2\ Bs l+a g =i |2 Zi]|2\ _Bs
B f) e | (e P+ |12 ) eds < =52 | (%] + | Zi][°) e ds
t t
Et par suite

T % T
B[ (elwn P |z s < (50) B [ (elwi + 1Z7) as
t t

Et comme %2 < 1; {(Y/; Z])}, est une suite de Cauchy dans M? ([0, T]; R¥) x

M? ([0, T]; R*4) : Et donc{(Y;})} _ |

1=0;1,...

est de Cauchy dans S? ( 0; T7; Rk) et que

{(Vs Z0)} = lim {(v}'; Z)) }
est la solution de 'équationf2.1 m

Théoréme 2.2.2 supposons en plus des conditions de théoréme 1.1 que (H.2) est

vérifié pou un certain p > 2 £ € LP(Q, fr, P,R¥) et
T
E [ (0.0 ds + [g(t,0.0)) di < o0
0

ensuite

I3

T 2
E(ﬂWDW+(/H%W)><w
o<t<T 0
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Preuve. Nous appliquons Lemm 1.3 avec p(z) = |z|”,

Vil 4 [P ZP ds + Bp - 2) f, YA (Za2:Y5, YY) ds
— e+ p [T YA (f (5, Yar Z0) , Ya) ds +p [ [YaP 2 (Ya, g (5, Vs, Z,) dBy)
+2 [TV g (s, Ve, 20| ds
+2(p—2) [ IYilP " (99" (5.Ye, Z0) Ya, Vo) ds — p [ Vo2 (Y, Zod W)

De plus ,nous ne savons pas a priori que les integrales stachastique ci-dessus ont
une espéreance nulle, en faisant valoir comme dans la preuve de lemme 2.1 dans

Pardoux et Peng|[7] ;nous obtenons que

E(YP)  +3E [F V22 P ds + B(p — 2 E [ |Yil" ™ (Z.2:Y., VL) ds
< E(E") +pE [ VP (f (5,Ye, Z,) Vo) ds + BE [ Vi g (5, Y, Zo) | ds
+2(p—2E [ |Yal" " (99" (5,Ys, Z,) Y, Yy) ds

Notons que I’on peut conclure de (H.1) que pour tout a < o < 1, il existe c¢(a') tel
que

< e(@) (Iyl” + llg (£.0,0)[*) + ' 1]

lg (t,y,2)

Des deux derniéres inégalités,(H.1) et (H.2) et en utilisant les intégalités de Holder

et de Young ,en déduit qu’il existe 6§ > 0 et c tels que pour 0 < ¢t < T

E(Yi") +0E [T P2 12,7 ds
< E(]") + cE [T (1P + |f (5,0,0)]” +|lg (,0,0)]|*) ds

Il s’ensuit alors, en utilisant le lemm de Gronwall,qu’en

T
supo<i<rE (|Yi|") + E/ ]YHP_Q HZtHth < 00
0
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Appliquant les mémes inégalités que nous avons déja utilisées a la preiére identité de

cette preuve ,on déduite que,

ViP < )P+ CLT ([Y2]") + | f (5,0,0)[” + |lg (5,0,0)]|*)ds
p [T Y2 (Ya, g (5, Ve, Z) dBy) — p [ [Ya|P 2 (Ys, ZodWS)

D’ou , de I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

E (supo<i<r |Yi[") < E(|EP) +cE [T (|YiP +1f (£,0,0)[” + |lg (£,0,0)|]*) dt
+CE\/ﬁT Y™ (gg* (8, Yy, Z,) Y2, Yy) dt
+cE\/ [T (22, V) di

Nous estimons le dernier terme comme suit :

BN P (220, ) d SE(W%LTWP—‘*HzAPdt )

< 3E (suposesr (Vi) + 1B [y Y"1 Z:) dt

L’avant-dernier terme de I'inégalité ci-dessus peut étre traité de maniére analogue et
nous déduisons que

E (supo<i<r [Yi]) < 00

Maintenant nous avons

foT 1Z|*dt = ¢ —[Yol* + 2f0T (f (.Y, Zy),Yy) dt + 2fOT (Ys, g (t,Y:, Z,),Y;) dBy
+ [ g (85 2P dt — 2 [ (Y, ZedWy)
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

Donc pour tout § > 0

(o 1zl )™ < (1 +0) (f llg (0.5, 20| de)
+e ) I+ P+ | (6 20, %)

)
2

SIS ARAEEAR |

+ |1y (%, Zawy)

E(fI1zlat)" < 0+0) (ot vzl )"
v ar (K121 d)] + 6
re@n B | (1 Wizl ) | + e e | (5 Wk 120 e)
cofar | () 121 a)"] +¢ 6

+c(5,p)E{(supO<t<Tm ){(fo 1zilar)" + (J7 HZthgdt)Z]}

<[@+d6)’a+(1+0)]E {(fo IIZtIIdt>p} ¢’ (6,p)

]

NS v

La deuxiéme partie du résultat suit maintenant, si nous choisissons § > 0 assez petit
tel que :

(1+6)a+(14+0) <1

(rappeler que a < 1) m

2.3 Reégularité de la solution de ’EDSR

Définition et notations

Soit T" un réel strictement positife.Notons par :
C*(RP,R?) P’ensemble des fonctions de classe C* de R? dans RY

Cl’fb(R’p ,RY) I’ensemble des fonctions de classe C* dont les dérivées partielles d’orde
inférieur ou égal & k sont bornées (et done la fontion elle-méme croit au plus linéaire-

ment & I'infini),et ensuite Cj;(R?, R?) Pensemble des fonctions de classe C* qui, avec
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

toute leurs dérivées partielles d’ordre inférieur ou égale & k, croissent au plus comme

une fonction polynominale en z a l'infini
On a b € C[,(R",R?) et 0 € Cf(RY,R™) et pour tout te [0,7].2 € R%nous
désignons par {X5* t < s < T} 'unique solutionde 'EDS suivente :

d Xt =b(XE")ds + o(XE")dW, t<s<T

(2.3)
Xt =

d’aprés des résultats connues les EDS, la solution {Xé’x,t <s<T xe Rd} admet
une version continue de classe C? p.s (la fonction et ses dérivées étant p.s continue
par rapport a (t,s,x))

De plus,

sumsar (| XE7| + [VXE| + [ DXL € a2

ou VX5* désigne la matrice des dérivées de premier ordre de X" rapport a x,et

D?X5* la matrice des dérivées de second ordre

Maintenant ,on a utilise la notation suivantes

f(87 y? Z) = f(S7X;’z7y7 Z)

9(s,y,2) = g(s, X"y, 2)

avec

00, 7] x R x RF x R**F — R¥

g:[0,7] x RY x R* x RF*F _ RFX!
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Equations différentielles doublement stochastiques rétrogrades

On suposons que pour tout s € [0,7],(x,y,z) — (f(s,x,y,2),9(s,x,y,2)) est de

classe C? et des dérivés bornées a RY x RF x RF*d
On suppose que (H.1),(H.2) et (H.3) sont satisfaits :
soit h € C3(RY,R*),pour tout t € [0,T],z € Rsoit {Y}*, 2"}t < s < T la

solution unique de I’ EDDSR :

VIR = RO f) S X Y 2 (2.4
+ [ g(r, X0, Y, 267 dB, — [T Zb5dW, t<s<T

N t, t,
Ou X\* = X0, Y =Y et Z° =0, pour s < ¢

Théoréme 2.3.1 {Y!" (s,t) € [0, T,z e R?} admet une version de trajectoire ap-

partiennent o C*%2([0, T]* x R%)

Corollaire 2.3.1 Il eziste une version continue de champ aléatoire {Y}*,t € [0,T ?,x € R}
tel que pour tout t € [0,T],x — Y}* est de classe C*p.s,est de dérivées continues

p.s en (t.x)

Proposition 2.3.1 Le champ aléatoire {Z?x, 0<t<s<T ze ]Rd} a une version

continue puisque stirement, tels que

Z6% = VYL (VX)L (XL

et en particulier

7 = VY o(a)
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Chapitre 3

Lien entre la solution de PEDSR

et '’EDPS

On donne maintenant la relation entre '’EDDSR et un systéme d’équation différen-

tielles partielles stochastique retrogrades semi lineaire :

u(t,z) = h(x)+ ftT [Lu(s,z) + f(s,x,u(s,z), (Vuo)(s,z))] ds
+ ftTg(s,a:, u(s, ), (Vuo)(s,x))dBs 0<t<T

(3.1)

Ofl UZR+XRd—>Rk

Lu1
Lu =
L’LLk
d d
1 0? 9,
L== oy (2, .
avec 5 Z(oa )ij (t,x)amiaxj + Zb (t x)axi

ij=1

Théoréme 3.0.2 Soient les fonctions f et g satisfaisont les hypothéses (H.1) ,(H.2) ;

et h de classe C?. soit {u(t, r);0<t<T z¢€ ]Rd} un champ aléatoire tel que u(t,x)
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Lien entre la solution de ’EDSR et 'EDPS

et F 2. mesurable pour tout (t,z),uc C%*([0, T]xR%R¥) p, s et u vérifier l’équatio
Alors u(t,x) = Y% 00 {(Y,"",2{%); t<s< T}o vepa €St la solution unique de

’EDDSR2.1|

Preuve. Il suffit de montrer que {u(t, X1*), (Vuo)(s, X1*);0 < s < t} est la solution

de PEDDSR2.1

soitt=tg<ti <ta<..<t,=T

3
—

[ults, X37) — u(tivs, X;51)]
= 2 [0 X0 — wltien, X)) + D [ulte Xi) — i, X))

5 Lt XE s — 1 (S, X)W,
+ft2+1 [ ( tnth )) +f(8 th

7,+1 7,+1’
I g, X7 s, XU, (Vo) (s, X0

tz+1

I
=)

7

(S XtI

tit1

))dB,

), (Vuo)(s, Xttfl))] ds

( Xtil?

tit1

ol nous avons utilisé la formule d’It6 et ’équation satisfait par u.On obtient ensuite

une unique de I'équation2.1] m

Nous montrons maintenant U'inverse de théoréme 3.0.2

Théoréme 3.0.3 Soient f,g et h satisfaisons les hypothéses H1, H2 et H3 Alors
{u(t, )2V 0<t<T,ze Rd} est l'unique solution classique de systéme I’EDPS
(3.1

Preuve. On sait que

t+h, X5

t,x t+h
Y;Jrh - Yt+h
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par conséquent

u(t + h,x) — u(t, x) = u(t+h,x) —u(t +h, X;5) +ult+ h, X[5) — u(t,z)
t+h z t+h T
= — [, Lu(t + h, XP")ds — [, (Vuo)(t;, X07)dW,
(s, XEE YRR 760 ds — [T (s, XEe YEE Z60)dB,

— t

+ [Tzt AW

On peut alos terminer la peuve exactement comme dans le T'héoreme3.2 de Pardoux

Peng[4] m
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous

EDSR . FEquation dif férentielle stochastique rétrograde.

EDDSR . FEquation dif férentielle doublement stochastique rétrograde.
P.p.s . La notation presque sturement pour la mesure de probabilité P
(Q,F,p) . Espace de probabilité.

(2, F,(Ft)y»0,p) : Espace de probabilité fltré.

L? . Ltespace de Hilbert.

B(R%) . Latribu borélienne sur R :

E . Llespérance par rapport a la probabilité.
v.a . Variable aléatoire.

(B, I-1lo) : Espace de Banach.

P.S . Presque surement.

38



Résumé

dans ce travail, nous étudions une classe d'Equations Différentielles Stochastiques
Rétrogrades (EDSR's) appelée Equations Différentielles Doublement Stochastiques et
Rétrogrades (EDDSR's). Ces équations comportent deux types d'intégrales stochastiques,
I'une progressive et I'autre rétrograde, d'ou le doublement stochastique. Plus
précisément, I'objectif visé dans ce travail est. la recherche d'existence et d'unicité de
solutions de ces équations sous des conditions de Lipschitz. Pour ce faire, nous rappelons
d'abord, au Chapitre 1, les définitions des intégrales stochastiques rétrogrades Dans le
Chapitre 2 nous étudions I'existence et I'unicité de solutions au Chapitre 3,nous
appliquons le résultat obtenu sur les EDDSR's

Abstract

in this work, we study a class of Backward Stochastic Differential Equations (BSDE) called
Double Stochastic and Backward Differential Equations (BDSDE). These equations include
two types of stochastic integrals, one progressive and the other retrograde, hence the
stochastic doubling. More precisely, the objective aimed at in this work is. the search for
existence and uniqueness of solutions of these equations under Lipschitz conditions. To
do this, we first recall, in Chapter 1, the definitions of retrograde stochastic integrals In
Chapter 2 we study the existence and uniqueness of solutions in Chapter 3, we apply the
result obtained on the BDSDE's
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