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Introduction

ans ce travail, notre objectif est d’obtenir les conditions des conditions nécessaires
Dd’optimalités sous forme d’un principe du maximum stochastique de Pontryagin

ol le domaine de controle est supposé convexe et les coeffcients sont controlés.
Le systéme de notre probléme est gouverné par I’équation différentielle stochastique de la

forme suivante :

dX(t) = b(t,X(t),u(t))dt + o(t, X(t),u(t))dB(t)
X(0) = =z

ot # € R est un condition initiale, et B(.) = (B(t)):cr, un mouvement brownien standard
défini sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)icr, ,P) statisfaisant aux conditions
habituelles, ot (F;)icr, est la filtration naturelle de B(.).

Ce probléme consiste & minimiser sur un ensemble des controles la fonction de cotit donnée

par la formule suivante :

J(u(.)):]E{ / g(t, X (1), u(®))dt + h(X(T))) .

ce résultat de principe du maximum a été introduit en 1982 par "A. Bensousan [I]".

Ce travail s’articulera autour de trois chapitres.

» Le premier est un chapitre introductif permettant d’introduire les outils essentiels
pour le reste des chapitres. Nous allons donner quelques rappels de calculs stochas-

tiques essentielles (processus stochastique, martingale, mouvement brownien, résul-
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tats importants relatifs au calcul d’Ito, et quelques inégalités, ...etc.) permettant de

mieux comprendre notre probléme.

» Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des équations différentielles stochastiques,
tout d’abord, nous allons présenter la défnition d’'une EDS, puis, énoncer le théoréme
d’Itd6 qui nous assurons l’existence et 1'unicité d’une solution, ensiute nous allons
donner une démonstration détaillée de ce théoréme en utilisant la méthode itérative

de Picard.

» Le dernier chapitre présente le corps principal de ce mémoire, nous allons établir des
conditions nécessaires d’optimalité sous forme principe du maximum stochastique
pour des systémes gouvernés par des équations différentiélles stochastiques, nous
commencons par la formulation du probléme, puis nous énongons le théoréme prin-
cipe du maximum, ensuite la preuve de ce théoréme en appliquant des perturbations

fortes et quelques estimations sur le processus d’état.



Chapitre 1

Intoduction générale

1.1 Notion de processus

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1 Soit T un ensemble (T =[0,7], ou T =R, ). On appelle processus
stochastique sur un espace de probabilité (Q, F,P) indexé par T et & valeurs dans R une
famille (X;);er d’applications mesurables de (2, F) dans (R?, B(RY)); pour tout t € T,

soit X, une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 On peut noter qu’un processus stochastique comme une fonction qui &

w € Q associe une fonction de [0,T] dans R, t — X(w), appelée trajectoire du processus.

Définition 1.1.2 Un processus X est mesurable si l'application (t,w) — X;(w) de

Ry x Q dans R* est mesurable par rapport aux tribus B(R, ) ® F et B(R?).

Définition 1.1.3 Soient X et Y deux processus. On dit que :

— X est modification de Y si, pour tout t > 0, les variables X; et Y; sont égales P—p.s.

Vt>0,P(X, =Y;) = 1.
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- X etY sont indistinguable si, P—p.s., les trajectoires de X et'Y sont les mémes c-a-d

P(X, =Y, Vt>0) = 1.

Remarque 1.1.2 La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion demodification.
Notons que si X est une modification de Y et st X et'Y sont a trajectoire continues a

droite ou a gauche alors X et'Y sont indistinguables.

1.1.2 Filtration

Définition 1.1.4 Une filtration est une famille croissante de sous tribus de F,

c’est-a-dire : telle que Fy C Fy pour tout s < t.

Définition 1.1.5 On dit qu’une filtration {F},., est continue a droite si

Fi = Fir = N>y pour tout t > 0.

Définition 1.1.6 La famille croissante de sous tribus G, = o(Xs, s < t) s’appelle la
filtration naturelle du processus stochastique X . Mais Gy ne contient pas nécessairement
les ensembles négligeables (N'), ¢’est pour cela on introduit la filtration naturelle augmentée
de X définie par FX = o(N U G;). Lorsque nous parlerons de filtration naturelle, il s’agira

toujours de la filtration naturelle augmentée.

Définition 1.1.7 Un processus X est adapté par rapport a la filtration {ft}tzo st pour

tout t, X; est Fi-mesurable.

Définition 1.1.8 Un processus X est progressivement mesurable par rapport a {J:If}tzo
si pour tout t > 0, Uapplication (s,w) — X (w) de ([0,t] x Q) dans Rest mesurable par
rapport a B([0,t]) @ F; et B(RY).
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1.2 Martingale

Définition 1.2.1 (Martingale, sous martingale, sur martingale) Un processus (X;)i>o
est dit martingale, sous martingale ou sur martingale si :

— Pour tout t > 0, X; est mesurable.

— Pour tout t <0, X est intégrable i.e. B(|X;|) < oc.

— Pour tout 0 < s <t:
E[X;/F] = X, P—p.s. (si martingale).

E[X;/F] > X, P—p.s. (sisous-martingale).

E[X;/F] < X, P—p.s. (sisur-martingale).

1.3 Mouvement brownien

Définition 1.3.1 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique B

a valeurs reélles telque :

— P—p.s. t — B, est continue,

— pour 0 < s <t, By — By est indépendant de la tribu o {B,, u < s} et de lois gaussienne
centrée de variance t — s ;

- By =0 P—p.s.

Remarque 1.3.1 On dit que B est un {Fi},-MB si B est un processus continue, adapté

a la filtration {F,},5, vérifiant :Vu € R,V0 < s < t, B(e™BB) [ F)) = exp {—u*=) /2} .

Remarque 1.3.2 Un mouvement brownien est un processus gaussien, d’esperence nulle

et sa covariance cov(By, Bs) = s At.

Définition 1.3.2 On appelle MB standard & valeurs dans R, un vecteur B = (B1, ...... , BY)

ot les B* sont des MB reéls indépendants.
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1.4 Calcul d’Ito6

1.4.1 Intégrale stochastique

On cherche maintenant a définir la v.a. :

t
| b,
0

quand {f;, s > 0} est un processus stochastique, on note {]:tB , t> 0} la filtration

naturelle du mouvement Brownien B.

Cas étagés

On dit qu'un processus 6 est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels
t;, 0 <tg <ty... <t, et une suite de variables aléatoires 0; telles que 6; est F;-mesurable

de carré intégrables 0; = 6; pour tout ¢ € |t;,t;11], soit :

n—1

05(“) = ZHZ(w) 1}ti,tz‘+ﬂ(5)v

1=0

on définit
0o n—1
/ 0,dB, = ZQZ (Btz'+1 - Bti) )
0 i=0
on obtient

t n—1
[ 048 = 36 (Buine — B
0 i=0

Cas général

Si € est un bon processus, il existe {6, s > 0} suite de processus étagés telle que :

t
E U (o" —95)%53] — 0.
0 n—oo
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Ainsi, pour tout t > 0 il existe une v.a. I;(f) de carré intégrable telle que :

E [|1,(0") — L(0)[* ds] — 0,

n—oo

on pose
I,(0) = /t 0sdBs.
0
On a alors
E[1,(0)] = 0,
et

Var [I(0)] = E { /0 t Hids} :

Propriétés de lintégrale stochastique

- fot 0.dB, est linéaire.

- fg 0,dB, est continue p.s.

( fot HSdBS) est un processus F;-adapté.

0<t<T

B (fy 0saB,) =0, et Var ( [y 0,dB,) =B ( [y 6ds)

— Propriétés disométrie :
t 2 t
(/ Hsst) =E (/ 6’3ds> .
0 0

- fot 0,dB, est une F;-martingale.

E

— La variation quadratique de lintégrale stochastique est donnée par :

¢ t
</ Hsst> :/ 9§ds.
0 0
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— La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

t v tAv
</ 0,dB;,, / ¢sst> :/ Os0.ds.
0 0 0

1.4.2 Processus d’Ito

Ce sont des processus écrite sous la forme :

t t
Xi=x+ /bsds + /O‘SdBS,
0 0

t
ol b est un processus FP-adapté tel que / |bs| ds < 00 p.s.
0

On peut I’écrite sous la forme suivante :

dX(t) = b(t)dt+ o(t)dB(t)
Xo = ux,

ou le cofficient b est la dérivée du processus, o et son cofficient de diffusion.

1.4.3 Formule d’Ito6

Théoréme 1.4.1 (Premiére formule d’It6 )

Supposons f de classe C* alors :

Si f est a dériveés, le processus

FOX®) ~ [ £ s — 5 [ X)) (5)ds
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est une martingale

Cette formule s’écrite sous forme différentielle :
1
df (X (1)) = f(X(0)dX (1) + 5 [1(X(1)d (X, -

Théoréme 1.4.2 (Deuxiéme formule d’It6)
Soit  une fonction définie sur Ry x R de classe C'par rapport a t et de classe C* par

rapport a X, ona :

& f

@(3, X (s))o%(s)ds.

ft, X(t) = f(O,X(O))+/Z—];(s,X(s))ds+/%(s,X(s))dX(s)—F%/

On peut écrire cette formule sous forme différentielle :

1 d2f
2 dx?

art, X)) = L xenae + Lo, xy)yax ) +

dt dr (t, X(t))d(X)s.

Théoréme 1.4.3 (Troisiéme formule d’Ito)
Soient X et Y deux processus d’Itoé , et f une fonction de R? dans R de classe C? a

dérivées bornées ona :

Fdf Fdf | a2y
f(Xt7 }/;3) = f<1;7y) + _<XS7§/s)dXS + _(X87 K)difs + = _<X57 }/S)d<X>S
O/dx O/dy 20/@lx2
| [df [ a2t
+ 5 [ R+ 5 [ YY),
0 0

Proposition 1.4.1 (Formule d’intégration par parties)

Avec les mémes notation que dans le théoréme ona :

t t
XYy = XoYo + /Xdes + /stXs + (X, V),
0 0
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et la formule d’intédration par parties s’écrite :

1.5 Quelques inégalités utilisables

Théoréme 1.5.1 (Inégalités maximales)

Soit X une martingale (ou une sous-martingale positive ) continue o droite. Alors
1. ¥p > 1,Va > 0,aPP(sup, | X;| > a) < sup, E [| X;|"].

2. Vp > 1,E [sup, | X;|"] < ¢? sup, E [| X;["]ow q = p%l.

Théoréme 1.5.2 (Inégalité de doob)

Soit (M, t > 0) une martingale continue & droite, alors pour tout t > 0,

E | sup \M5|2

s€[0,t]

< 4E [|M)?] . (1.1)

Proposition 1.5.1 (Inégalité de cauchy-schwarz)
Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien réel ou complex. Alors pour tous vecteurs X et'Y de
E,

V(z,y) € E* [z, y)| < |lz| |lyll-

Lemme 1.5.1 ( fatou)

Si (Xy)nen > 0, alors il existe une suite de variables aléatoires positives telque :

E [lim inf Xn} < lim inf B [X,].

n—o0 n—o0

Proposition 1.5.2 (Inégalité de tchebychev)

Soit X une variable aléatoire d’espérence . et de variance 3% finie, pour tout réel stricte-

10
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ment positif € on a :

]P’(X—u>€)§f

11



Chapitre 2

Equation Differentielle stochastique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner un modéle mathématique pour une équation différen-
tielle perturbée par un bruit aléatoire.

Partons d’une équation différentielle ordinaire de la forme suivante :

dX;

== b(X,).

Ces équations décrivent en générale ’évolution dans le temps d’un systéme physique, par
example X; peut étre la position et le mouvement d’un satellite & I'instant ¢. L’équation
décrivant 1’évolution du satellite ne peut pas étre déterministe a cause des nombreux
parameétres inconnus. On ajoute donc un terme de bruit (aléatoire) de la forme o (X;)dB;
ol B; est un mouvement brownien et o(.) représente I'intensité du bruit dépendant de 1’état
du systéme physique a 'instant ¢. On arrive donc & une équation différentille stochastique

(abréviation : E.D.S.) de la forme suivante :

dXt = b(Xt)dt+U(Xt)dBt
X() = I,

12



Chapitre 2. Equation Differentielle stochastique

ou comme suit :

t t
Xy==x +/ b(X,)ds +/ 0(Xs)dBs,
0 0

telle que
b:10,T] x R" — R",

et

o:[0,T] x R® — R™¢,

ou 1" est un réel strictement positive.
L’inconnu est le processus (X;),les cofficients b et o sont appelles respectivement la dérivé

(drift) du processus, et son cofficient de diffusion.

2.2 Définitions et notations

Définition 2.2.1 On s’intéressera & un espace de probabilité complet, dison (0, F,P) et
on se donne B un MB d-dimensionnel sur cet espace. On considére également une variable
aléatoire x, de carré intégrable, et indépendante du MB B. On considére la filtration définie,

pour tout t positive, par Fy = o {o{x, Bs;s <t} UN}.

Définition 2.2.2 Un processus continu X est une solution forte de l’EDS st X est
progressivement mesurable, satisfaisant :

~ P—p.s. [y |b(s, X,)|ds + [ |o(s, X,)|> ds < 00, ¥t € R,

~ P—p.s. ona : Xy =+ fot b(s, Xs)ds + f(f o(s, Xs)dBs, VYt € RT.

Définition 2.2.3 On dite que [’equation admet une solution unique si pour deux

solutions fortes X = (X¢)icppr) €t Y = (Yi)iepo,r) ona :

P(sup |Xt—Yt|>0> = 0.

te[0,T]

13
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2.3 Théoréme d’éxistance et unicité

Théoréme 2.3.1 Soient b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une

constante K telle que, pour toutt € [0,T], z ,y € R™:

1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :

2. Croissance linéaire :

[b(t, )| + llo(t, 2) || < K(1+ |2]). (2.3)

3. E [\x|2] < 0.
Alors ’EDS posséde une unique solution X sur [0,T] continue et adaptée a la
filtration naturelle standard du Mouvement Brownien sous -jacent, qui de plus est

bornée dans L? :

E | sup |X|*| < oc.

te[0,7

2.4 Démonstration du théoréme

Remarque 2.4.1 Pour simplifier les calculs déja nombreux, les démonstrations seront

effectuées dans le cas n = d = 1.
On commence par le lemma de gronwall.

Lemme 2.4.1 (Lemme de gronwall)

Soit g : [0,T] — R une fonction continue telle que, pour tout t,
t

g(t) < a—l—b/ g(s)ds,a € R,;b >0,
0

alors, ona a pour tout t € [0,T], g(t) < aexp(bt).

14
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Proof.

En intérant la condition sur g sous l'intégrale : on écrit

g(t)§a+b/0t <a—i—b/osg(u)du)ds

< a+ abt + b / g(u)duds

0<u<s<t

<a+abt+b2/ (a—l—b/ ()dv)duds

0<u<s<t

< a + abt + ab® / duds + b3/ / / v)dvduds
0<u<s<t

<a—|—abt—|—a—+b3/// v)dvduds

2t2 b3t3
< a+ abt + G- = a4 + ... = aexp(bt).
Enfin
g(t) < aexp(bt).
|

Remarque 2.4.2 Notons par M? ’espace de Banach constitué des processus (Xt)eepo1]

progressivement mesurables, telle que

E ( sup | X;|? < oo) ,

0<t<T

2
x| = B K sup |Xt|2)} .
0<t<T

Et M? le sous espace de M? formé des processus continus.

munt de la norme

15
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Proof.

On introduit ¥ définit par, pour X € M2, pour tout t € [0,7],
t t
V(X)) =uz +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, X,)dBs.
0 0

Le processus ¥(X) est bien définit et est continu si X € M2.
Pour chaque étape, on a recours a I’estimation suivante :

Si X et Y deux éléments de M2, telle que

t t
UV(X) ==z +/ b(s, Xs)ds —|—/ o(s, X,)dB;,
0 0

et

t t
U(Y)=x+ / b(s,Ys)ds + / o(s,Ys)dBs.
0 0

Donc

[U(X) = W(Y),[*

2

t t t t
x + / b(s, Xs)ds +/ o(s,Xs)dBs — x — / b(s,Ys)ds — / o(s,Ys)dBs
0 0 0 0

2

/0 (b(s, Xs) — b(s,Ys))ds +/0 (o(s, X,) — o(s,Ys))dB,

On applique mainenant cette inégalité (a+ )2 < 2(a®+b%), on a pour tout 0 <t <u < T

)

/0 (0(s,X,) —0(s,Y;))dB,

2
+

/0 (0(57Xs) - U(S, }/S))dBS

2

+ sup
0<t<u

/0 (b(s, X,) — b(s, Y))ds

/0 (b(s, X,) — b(s, Y))ds

)

16
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En passant a I'espérence mathématique, on obtient :

E [Osgjgu (W (X); — ‘I’(Y)tﬂ

+ sup
0<t<u

2

< 2[E | sup

0<t<u

/0 (U(Sva) - 0(3, Y;))st

/0 (b(s, X,) — b(s,Y,))ds

En utilisant I'intégalité de doob (|1.1)) et I'isométrie des 'intégrales stochastiques,

alors

E { sup |¥(X); — ‘I’(Y)tﬂ

0<t<u

( [ b5, < s v2) d8>2

Ensuite d’apres I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

< 2E + 8E U lo(s, X,) — o(s,Y) [ ds| .
0

E { sup |¥(X); — ‘I’(Y)tﬂ

0<t<u

<21 [ [0, 0 s v 5] 58] [ 1ots. 0~ s v Ps]

Comme les fonctions b et o sont lipschitz en espace, on obtient, pour tout v € [0,7],

E {sup W(X), - @(Y)AQ]

0<t<u

< 2TE U K?|X, —YS|2ds} + SE [/ K?|X, —Y8|2d8:|
0 0

< 2K? (TE U |XS—Y5\2ds} +4E U |X5—YS|2dsD.
0 0

Donc

E { sup |¥(X), — \li(y)ﬂ < 2K*(T +4)E [/Ou X, — Y;|2ds] .

0<t<u

17



Chapitre 2. Equation Differentielle stochastique

On pose A = 2K*(T + 4),

E | sup |¥(X), — \If(Y)t|2] < AE Uou X, — Ys\st}

0<t<u
< AE [/ sup | X — Y}|2d8] :
0

0<t<s

Donc l'inégalité suivante :

E | sup \@(X)t—\p(y)ﬂ < AE U sup th—Yt\?ds}.
0

0<t<u 0<t<s

De plus on va montrer que la fonction ¥(X) € M2

Dans ce cas , on note 0 le processus nul,

t t
U(0), =x+ / b(s,0)ds +/ o(s,0)dBs,
0 0

partant de :
(WX )" = [U(X), — W(0), + W (0),]”.

On applique mainenant cett inégalité (a + b)? < 2(a® + b?), alors
W (X),|* < 2T(0),° + 2 [T (X), — T(0)]*.

On a premiérment, d’aprés 'inégalité (2.4)) il vient :

E | sup |\1:(X)t—\1:(0)t|2] <2K*(T +4)E U sup |Xt—0|2ds}
0

0<t<T 0<t<T

§2K2(T—|—4)/ E{sup |Xt—0|2d8}
0

0<t<T

< A/ E [ sup |Xt|2} ds.
0

0<t<T
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Chapitre 2. Equation Differentielle stochastique

On a deuxiément :

2

t t
1T(0)]? = x—l—/ b(s,O)ds+/ o(s,0)dB,
0 0

On applique mainenant cett inégalité (a + b + ¢)? < 3(a® + b? + ¢?) , on a, pour tout
0<t<T,

[WO)* =3 ||z +

2
+

2

t
/ o(s,0)dBs
0

2

/Ot b(s,0)ds
/Ot b(s,0)ds

En passant a I'espérence mathématique, on obtient :

2

2
<3| sup |z|"+ sup
0<t<T 0<t<T

+ sup
0<t<T

t
/ o(s,0)dBs
0

B | sup (WO

0<t<T
2

+ sup
0<t<T

2

< 3E ||z|* + sup

0<t<T

t
/ o(s,0)dB,| | .
0

/Otb(s,O)ds

Utilisant I'inégalité de Doob (|1.1)) et I'isométrie de 'intégrale stochastique, on obtient

B | sup (B0

0<t<T
2 2

+ 3E | sup

0<t<T /OtU(S,O)dBS
+12E [(/OT (s, 0)? ds)}

+ 12E [/OT |0(3,O)|2d5} :

En appliquant 'inégalité de Cauchy Schwartz, il vient :

< 3E [|x|2} +3E | sup

0<t<T

/0 t b(s, 0)ds

< 3E [|z[*] + 3E | sup (/Ot|b(s,0)|ds>2

0<t<T

< 3E[|z|*] + 3E (/OT |b(s,0)] ds)2

E [ sup |xp(0)t|2] < 3B [|o] + 3TE {/OT|b(s,0)|2ds} +12E VOTW(S,O)F@}.

0<t<T
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Et utilisant I'inégalité de croissance linéaire ([2.3)), on obtient :

B[ s 1201
< 3B [|e?] + 3T UOT |b(s,0)|2ds} +12 UOT |0(s,0)|2ds}
< 3E[|z*] + 3T UOT K2(1+ |0|)2ds} +12 {/OT K2(1+ |0|)2d3}

=3 (E [|z]°] + T°K* + 4K°T)..
Alors

E { sup |\If(0)t|2] < 3(E [Jz°] + T?K? + 4K*T)
0<t<T

< 00.

Donc

E{sup |W(X 2} <A/ [Sup | X:| }derE{sup I‘P(O)tIQ}

0<t<T 0<t<s 0<t<T

Ce qui assure que ¥(X) € M2, donc ¥(X) € M? des que le processus X € M2
Existance

On commence par prouver l'existence de la solution de notre EDS, on procéde comme
pour les équation avec une méthode d’approximation de Picard comme dans le cas
déterministe.

On définit alors par récurrence la suite de processus (X™),>q de M? par :
XY =0, et X" = ¥(X™), pour n > 1.

On voudrait montrer que la suite X" converge vers une limite qui représente la solution
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Chapitre 2. Equation Differentielle stochastique

de 'EDS 1D Pour cela, nous allons majorer supy«;<r Xt Xt”|2 et montrer que la
série de terme générale X, — X7 est uniformément convergente sur [0, 7] .

Alors

X7t = X = e, - (x|

D’aprés I'inégalité (2.4)), on obtient,
B { sup |X[H! — X;ﬂ =E [ sup |W(X"), — \p(an)t\2]
0<t<T 0<t<T

T
<2K*T +4)E U sup ‘X[L—Xt"‘1|2dsl} :
0

0<t<s1
Alors

T
E [ sup }Xt"H — thﬂ < A/ E [ sup ‘th — thlﬂ dsy.
0

0<t<T 0<t<s1

Et utilisé récurrence, on a

T S1 52 Sn—1
E [ sup |Xt"Jrl - Xfﬂ < A”/ / / / E [ sup ‘XHQ] ds,,...dssdsads;.
0<t<T 0 0 0 0 0<t<sn

Donc

E [ sup ‘thH _thﬂ < AnTnE [ sup ‘thf] .

0<t<T n! 0<t<T

Soit encore,notant R est le majorant de E [ sup |Xt1|1 ,

0<t<T
alors
AT
E { sup |X,f’Jrl - Xt”ﬂ <R ,
0<t<T n!
et ona X )
3 AT 2
el ) < (o).
0<t<T n!
donc

N

(E { sup | X[t —Xt"|2D < vEUAD?

0<t<T
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Et comme

sup | X7t — X7'|
0<t<T

%
= (E [ sup }Xt"H - Xt”ﬂ) .
12 0<t<T

Alors

n
2

(AT)
p§%§¢ﬁ'

sup | X7 — X7
0<t<T

Il résulte de cette derniére inégalité que

n
2

< 00

2

n>0

sup ‘thﬂ — Xt”}

0<t<T

sup }Xt"*l — Xt”|

= Z 0<t<T

L1 >0 L

<VEY 2
, =0 Vnl
Ainsi, la série ) sup, ‘Xf“ — X[‘} converge P—p.s., et donc, P—p.s., X" converge uni-
formément sur [0, 7]vers un processus X.On déduit de 'uniforme convergence que X est
continu par rapport a la variable ¢ et {Ft}tzo -adapté. De plus X € M? puisque la conver-
gence a lieu dans M?2.0On vérifie trés facilement que X est solution de I'EDS en
passant & la limite dans la définition X" = ¥ (X™).

En effet

X = lim (X™)

n—oo

= lim ¥(X")

n—oQ

= U(lim X")

n—oo

— U(X).

Unicité

Maintenant, on prouver 'unicité, Si X et Y deux solutions fortes de 'EDS
(X,Y € M?), alors X =¥ (X)et Y =U(Y).

D’apres L'inégalité (2.4)), pour tout u € [0, 77,

E%WL&—mﬂgA/Elmﬂ&—Kﬂw.
0

0<t<u 0<t<s
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Par appliqué le lemme de Gronwall, avec a = 0, on obtient

E { sup |Xt—Yt|1 < 0eT = 0.

0<t<T
Ainsi d’aprés I'inégalité de Tchebychev, pour tout € > 0, on obtient

E[|X, — Y
P{IX, — ¥i| > e < Z0X Xl

< E [SUPogth |Xt - Ytﬂ

e2

= 0.
Alors pour tout ensemble I dénombrable partout dense dans [0,77], on a :

0§P{sup|Xt—Yt|>€} < 0.

tel

Enfin, comme les processus X et Y sont continue, on conclut que

0§P{sup|Xt—Yt|>5} <0,

tel

c’est & dire que les processus X et Y sont indistinguables, i.e :
P(X, =Y, Vte[0,T]) = 1.

Pour montrer I'unicité au sens de la définition (2.2.3]), nous devons montrer que toute
solutions X de 'EDS(2.1)) appartient & M? c’est a dire, comme toute solution est continue
par définition, appartient a M?2.

Pour cela, cosidérons le temps d’arrét

T, = inf {t € [0,T],|X¢| > n},
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avec la convention inf § = +o00. Si u € [0,t], ona

2
|—X—u/\7-n|2 =

UNTh, UNTR,
a:+/ b(s,Xs)ds—l—/ o(s, Xs)dBs
0 0

On applique maintenant cett inégalité : (a 4+ b+ ¢)> < 3(a? + b + ¢2), obtient, pour tout

0<u<t<T,

‘AXvu/\7'n|2

2
+

2

i UNTp,
<3 ||z + / b(s, Xs)ds
0

UNTR,
/ b(s, Xs)ds
0

UNATy,
/ o(s, Xs)dBs
0

2

+ sup
0<u<t

2
<3 |[z[* + sup

0<u<t

UNTn,
/ o(s, Xs)dBs
0

En passant a I’espérence mathématique, on obtient :

0<u<t

E {sup |Xu/\m\2}

2 2

< 3E ||z|* 4+ sup

0<u<t

+ sup
0<u<t

UNTp,
/ b(s, Xs)ds
0

UNTp,
/ o(s, Xs)dBs
0

D’aprés I'inégalité de Doob (1.1f) et I'isométrie de I'intégrale stochastique on obtient :

E [sup | Xunr, 2}
0<u<t

2 2

< 3E [|2z[’] + 3E | sup

0<u<t

+3E | sup

0<u<t

UNTn
/ b(s, Xs)ds
0

UNTR 2
< 3E [|z[’] + 3E wp(/“ |M&XMd%
0

0<u<t

UNTR,
/ o (s, X.)dB,
0

UNTn
+12E [ sup / lo(s, X, ds}
0

0<u<t

tATh
198 [/ |J(3,XS)|2ds] |
0

tATh 2
< 3E [|2[’] + 3E (/) |M&X9hm>
0

Comme on a p.s.

sup ’X’U,/\Tn’ = sup ’Xu|7

0<u<t 0<u<tAtyp
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donc

E [ sup \Xu|2] <3 (]E [|2]*] +E (/OM |b(5,Xs)|ds)

2

0<u<tATh

+4E UOW” |o—(s,Xs)|2dsD |

En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwartz, il vient :

E { sup |Xu|2]

0<u<tATy,

<3 (E (%] + TE UOW" 1b(s, X,)|? ds] 4B UOW" (s, X, dsD |

Et utilisant la croissance linéaire de b et o (2.3)), on obtient :

E[ sup ]Xud

0<u<tAtp

tATh tATh

<3 (E [|2]?] +TE{ 0 K2(1+ |X5|)2ds] +4E[ K2(1+ \X5|)2ds]> .

0

On applique maintenant cett inégalité (a + b)* < 2(a® + b?) pour tout 0 < u <t < T, ona

s, p_ ]

0<u<tATy

<3 <E [|2]%] + TK?E UOM 2(1 + |X5\2)ds] +AKE UOMT" 2(1 + stE)dsD

t t
E [|z] + 272 K? + 2T K*E [/ | Xopr, |” ds] +8TK? + 8K’E V | Xonr, | dsD
0 0

< o 0
t t t t
§3<E [|2*] + 2T K*E [/ ds+/ |X5Mn\2ds} +8K°E U ds+/ yanﬁdsD
0 0 0 0

t
<3 E[\xﬂ+2T2K2+8TK2+(2TK2+8K2)/E{ sup yXuFdsD.
0

0<u<sAtyp

Donc

t
E[ sup |Xu\2] §3(E [z]*] +2T2K2+8TK2+(2TK2+8K2)/ E[ sup |Xu\2dsD.
0

0<u<tATy 0<u<sATy
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Donc par le lemme de Gronwall, a la fonction ¢ — E [supogugs At |Xu]2} avec :
a = 3(E[’] +272K? + 8TK?),
b = 3(2TK? + 8K?),

on trouve

E [ sup |Xu]2} <3 (B [|2)’] +27°K* + 8TK?) exp {3 (2T K* + 8K*) T} .

0<u<tATp

Et par le lemme de fatou donne

]E[ sup |Xu]2} < lim infEl sup ]Xu|2}

0<u<tATn 0<u<tATn
<3 (B [|2|’] +27°K* + 8TK?) exp {3 (2T K* + 8K*) T}

< OQ.

Ceci implique I"unicité des solution de 'EDS (2.1). =
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Chapitre 3

Principe du maximum

D ans ce chapitre, nous allons étudier le princimpe de maximum srtochastique dans
le cas ot le systéme est gouverné par une équation différentielle stochastique ot
les coefficient sont outorisés & dépendre du processus de ’état et un control. Ce resultat

est établit par Bensoussan [I] en 1982 ou le domaine de controle est supposé convexe.

3.1 Formulation du probléme

Soit 7" > 0 un horizon temporel fixé, B(.) = (B(t))icr, un mouvement brownien standard
défini sur un espace de probabilité filtré (0, F, (Fi)ier, ,P) statisfaisant aux conditions
habituelles, ot (F;)icr, est la filtration naturelle de B(.) augmentée par les ensembles

P-nulle de F.

Définition 3.1.1 (un contréle admissible ) Un controle admissible est un processus

u(.) Fi—adapté de carré intégrable et a valeurs dans un borélien A de R, c’est a dire

u(.) € L% (0,T,R).

Notation 3.1.1 On note U, ([0,T]) l'ensemble de tous le controle admissibles c’est a
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dire :
Uaa ([0, T]) = {u() 1[0, T] x Q — A telle que E/O lu(t)[>dt < oo} :

Le systéme considéré dans ce chapitre est régi par l’équation différentielle stochastique de

la forme suivante :

dX(t) = b(t,X(t),u(t))dt+ o(t, X(t),u(t))dB(t) 3.1)
X(0) = =, '

ol € R est un condition initiale donnée a la date ¢ = 0 et les fonctions

b:[0,T]x Rx A— R,

0:[0,T]xRx A— R,

sont données.
Le probléme du contréle optimal est de minimiser sur U,y la fonction du cott J donnée
par :

J(u()) = E { /0 g(t, X (1), u(t))dt + h(X(T))] , (3.2)

ou

g:[0,T] xR x A— R,

h:R — R,

sont données.
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Un contréle admissible qui résout ce probléeme est appelé controle optimal, on le note par

u*(.), et par x*(.) la trajectoire correspondante c-a-d

J(w*)= inf J(u).

uEUad([O,T])

Au cours de ce chapitre, on suppose que :
b est continuement différentiables en x et u,

o est continuement différentiables en x et u,
g est continuement différentiables en x et wu,

les dérivées b, b,, 0., 04 g, g, sont lipschitzinnes et bornées.

3.2 Princimpe de maximum

Dans la suite, nous énongons les conditions nécessaires d’optimalité, sous I’hypothése de la
convexité du domaine du controle, on peut utiliser la méthode de perturbations convexes du
controle optimal. On suppose que la fonction du cotit J est dérivable au sens de Gateaux,

puis on perturbe le controle u*(.), da la maniére suivante :

ug(t) = u*(t) + 0(u(t) — u*(?))

= Ou(t) + (1 — 0)u*(1),

telque 6 est plus petit, on note par X?(.) la trajectoire correspondante & cette perturbation.
On note ici que uY(.) est un controle admissible. Le résultat des conditions nécessaires
d’optimalité va porter sur la dérivation par rapport a ¢ de la fonction du cotit perturbé

J(u%(.)) au point § = 0, pour ce but on a supposé que les cofficients son contintiment
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différentiables.

Pour établir ces conditions, on introduit les définitions suivantes :

Définition 3.2.1 Soit u*(t) un controle optimal et X*(t) la trajectoire optimale

correspondante. L’équation adjointe est donnée par :

—dp(t) = [(0;(1) p(t) + gz ()] dt + (o7 (1))q(t)dt — q(t)dB(t)
p(T) = hy(T).

(3.3)

Définition 3.2.2 On définie Uhamiltonien H : [0, T] x Rx AxRxR — R

comme suit :
H(t, X(t),u(t),p(t),q(t)) = b(t, X(t), u(®))p(t) — q(t)o(t, X (1), u(t)) + g(t, X (1), u(t)).

Théoréme 3.2.1 (Princimpe de mazximum)
Soit (u*(t), X*(t)) une paire optimal. Alors il existe un paire de processus adjoint (p*(t), ¢*(t))

vérifie léquation de telle sorte que, pour tout u(t) € A on a

B /O Ho(t, X* (1), u* (1), p (8), " (1)) (u(t) — w*(£)) dt > 0. (3.4)

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoins les lemmes suivantes :

Lemme 3.2.1 Pour tout t € [0,T] on a la convergance suivante :

E |sup w — Z(t) 2 . 0, (3.5)
ol vérifié ’éqation suivante :
dZ(t) = (b (t)Z(t) + by (t)v(t))dt + (0. (1) Z(t) + o (t)v(t)dB(t) (36)

Z(0) = o.
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Proof. On note yy(t) = %(Xg(t) — X*(t) — Z(t)), ce implique que
Xo(t) = X7(t) + 0(Z(1) + 9o (1)),

et on note aussi que v(t) = u(t) — u*(t).

Alors on a yy(t) satisfait I'EDS suivante avec yy(0) =0 :

1

dye(t) = ] (dXy(t) —dX*(t)) — dZ(t),
donc
dyg(t) = % [b(t, Xo(t), ug(t)) — b*(t)] dt — [b(t)Z(t) + b, (t)v(t)] dt 37
+$ [o(t, Xo(1), ug(t)) — o™ ()] dB(t) — [02(1) Z(t) — au(t)v(t)] dB(2),

on obtient par la formule du développement de Taylor d’ordre 1 avec reste intégral

Lo e, Xo(t), up(1)) — b (1)

- (/ol[bw(t’ XU() + M(Z(8) + yo 1)), ut () + M) (Z(1) + (1) (38)

b (1, X*(8) + AO(Z(E) + yu(0)), w* (£) + Ao(D))u(t)) dA,

>

et
o(t, Xo(t),ug(t)) — o*(t)

— </01[Ux(t,X*(t) FN(Z(E) + yo(1)), ur (£) + M) (Z(1) + yo (1) (3.9)

ot X5(8) + AO(Z(E) + ys(t)), u* (£) + Au(t))v(t)) dA.

|~
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Nous remplagons (3.8]).et (3.9) dans (3.7)) on trouve :

y(T) = /0 (/0 bz(t,X*(t)+/\9(Z(t>+y9(t)),u*(t)+)\Qv(t))y6(t)d)\) dt
+/0 </0 02 (8, X (1) + A(Z () + yo (1)), u (1) + M)v(t))ye(t)dk) dB(t)

/ Lyt + OTp§<t>dB<t>,

avec

plt) = /0 (b (2, X*(8) + M(Z(t) + yo(t)), u™(t) + A0u(t)) — 03(t)) Z(t)dA

+/0 (bu(t, X*(t) + NO(Z(t) + yo(t)), u*(t) + Nv(t)) — bu(t)) v(t)dA,
et

pa(t) = /0 (02 (8, X7 (1) + A0(Z(t) + o (1)), u™(t) + A (1)) — 07(1)) Z(t)dA

1
+ / (0t X*(8) + MO(Z () + yo(£)),u" (1) + Mu(8)) — 0 (£)) v()dA.
0
Comme les dérivés b, et o, sont bornnées,

g L wo()dB(s) ’

WDF < || s

re|

ou ¢ > 0 . Par I'inégalité de Cauchy Schwarz on obtient :

T ¢ 2 T ¢ 2
S bt + | [ bt |,

i was| )|

2 T
B ‘SuPogth ye(t)‘ < c {E (fo SUPg<s<t |ye(3)|2 dt) +E (Sup0<s<t

+e [E I dt+ B \fOT pg(t)dB(t)ﬂ .
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En suite par linégalité de Burkholder-Davis-Gundy on a

B [supocier oD < ¢ |B () supoeece luo(s)l* dt) + B (suppcocs fy luals)P dt) |
+c [EfOT 0 dt+B [ |pg(t)|2dt} .

Comme b,, b,, 0,0, sont continues etl’inégalité de Cauchy Schwarz, alors

9 )
P1<t) a)’ 0 et Pz(t) E)) 0,

dans L2 ([0, 7] x Q).

Maintenant, nous appliquons le lemme de Gronwall on obtient que

Bluo()f* < Cesp(etB [ |0 i

on a EfOT |p9(t)}2 dt — 0 lorsque # — 0, ce qui termine la preuve de 1} [ ]

Lemme 3.2.2 (résultat de dualité) Soient p*(.) la solution de et Z(.) la solution

de (@), respectivement, on a :

B (N)Z(T)) = B [[] 5 (0) bult)(u(t) - u*(t)d]

; . (3.10)
—Jo ZWgit)dt + [y a*(t) [0, () (u(t) — u*(t))] dt]-

Proof. En appliquant la formule d’intégration par parties a p*(¢)Z(t) on a

dp™(1)Z(t) = p"(1)dZ(t) + Z({)dp*(t) + d (p*, Z), -
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Par l'intégration des deux membres de 0 & 7" on trouve

p(DZ(T) = [y p"(0)dZ(t) + [} Z@)dp*(t) + [, d
= [y DO Z(t) + () (u(t) — u*(t)))dt
+o,(t >Z< )+ 0y () (u(t) — u*(+)))dB(1)]
—fo £y ([0 > <>+gx< )] dt + (o5()g" ()t — g (1)dB(t)]
() [0 o, () (u(t) — u (1)) dt,

nous pronons l’espérance, il vient

ou v(t) = u(t) — u*(t). m

Lemme 3.2.3 La dérivée de Gateaux de la fonction du codt est donneé par la formule

sutvante :
d T
@J(UG( 9)) ZE/ (92 (D) Z(t) + gn(t)v(t)) dt + B [h(X(T))Z(T)] (3.11)
0=0 0
Proof. On a
d o J(ue() = J(ur())
)] =l =
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En déduit que la valeur

= 1,(0) + L(0).

On obtient par la formule du dévlopement de Taylor dordre 1 avec reste intégral que

[1(9)215[ Jo § la(t, Xo(t), ug(t)) — g(t, X* (1), u* (1)) dt ]

_ / (/ (1 X (1) + MXo() — X*(1)), (1) + Mo (b)) <w) d/\) dt

+E /0 < / GE(E X (1) + A(Xo(t) — X (1)), u*(t) + Aﬁv(t))v(t)d)\) dt.

0

Par P’approximation (3.5])

g%mm=E£<¢wmw+@wwmﬁ

lim I,(0) = B [h,(X*(T))Z(T)],

6—0

alors

:E/O (9:()Z(t) + g, (1)v(1)) dt + B [ho(X™(T)) Z(T)]

Corollaire 3.2.1 La dérivée de Gateaux de la fonction du cout peut étre expprimée en

termes de ’hamiltonien de H de la fagon suivante

d
@J U@

—E/fftx u (), p(t), g(8)) (ult) — u () dt > 0.
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Proof. D’aprés le lemme ([3.2.3]) ona

d

-5 (ue()) :E/O (9:()Z(t) + g, (t)v(1)) dt + B [ho(X™(T)) Z(T)]

0=0
On sait que le processus adjoint p(t) verifié une équation différentielle stochastique rétro-
grade EDSRs (13.3) avec une condition terminale p(7') = h,(X(7T)) c-a-d

B [he(X*(T))Z(T)] = B [p"(X™(T))Z(T)],

et d’aprés le lemme ([3.2.2)) on a

B [he(X™(T)Z(T)] = B [/0 p*(t) [bu(t)(u(t) — u*(2)))dt]

*

- / Z(t)g:(t)dt + / ¢ (1) [on(t) (ult) — u ()] dt] |

ce qui implique

d
@J(UGC))

On a

= inf J
) w€thoa([0.7) (u)

donc J(u*) < J(up) ceci implique que

]E/O H,(t, X*(t),u*(t),p(t),q(t)) (u(t) —u*(t)) dt > 0.
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Conclusion

En conclusion, dans ce modeste travail, nous avons étudié le principe du maximum
stochastique de A.Bensoussan en (1982), pour un systéme gouverné par des équa-
tions différentielles stochastiques. Pour ce faire, nous avons présenté d’abord introduction
générale présentant les notions de base. D’autre part nous avons étudié des équations

différentielles stochastiques. Enfin nous énoncons les conditions nécessaires d’optimalité.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Q I’ensemble de résultat possible.

F Tribu sur €.

P Probabiliteé.

R¢ Espace réel enclidien de dimension d.
B(R%) La tribu boriliénne sur R,

(Q,F,P) Espace de probabilité.

(2, F,{Fi};50,P)  Espace probabilité filtre.

E [X] Espérence mathématique ou moyenne du v.a X.
Var [X] Variance du v.a X.

Cov Fonction de covariance.

sAt min(s, t).

p.S Presque Surement.

P—p.s Presque Surement pour la mesure de probabilité P.
MB Mouvement brownien.

M? Espace de Banach.

R? x R™ Ensemble des matrices réelles d x n.
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Annexe A : Abréviations et Notations

(X),  Variation quadratique de X sur [0,77].

N Ensemble des négligeable N.

C! Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont la premiére dérivée est continue.
EDS  Equations différentielle stochastique.

v.a Variable aléatoire.

i.e C’est-a-dire.
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Résumé
Dans ce travail, nous €¢tudions un probléme de contrdle stochastique
optimal, pour des systemes gouvernés par des équations différentielles
stochastiques. Notre objectif principal dans ce travail est d'établir les
conditions nécessaires d'optimalité sous la forme du principe
maximum dans le cas ou les coefficients sont contr6lés et le domaine
contrdle est convex. Ce résultat a été prouvé par A. Bensousan.

Mots clés: Equations différentielles stochastiques, controle optimal,
processus stochastique, principe du maximum.

Abstract
In this research, we study optimal stochastic control problem for
systems governed by stochastic differential equations. Our main
objective in this research is to establish the necessary conditions of
optimality in the form of the maximum principle diffusion in which
the coefficients is controlled and the control domain is convex. This
results have been proved by A. Bensousan.

Key words: Stochastic differentiel equations, optimal control,
stochastic process, maximum principle.
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