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Introduction

Dans ce travail, notre objectif est d�obtenir les conditions des conditions nécessaires

d�optimalités sous forme d�un principe du maximum stochastique de Pontryagin

où le domaine de contrôle est supposé convexe et les coe¤cients sont contrôlés.

Le système de notre problème est gouverné par l�équation di¤érentielle stochastique de la

forme suivante :

8><>: dX(t) = b(t;X(t); u(t))dt+ �(t;X(t); u(t))dB(t)

X(0) = x;

où x 2 R est un condition initiale, et B(:) = (B(t))t2R+ un mouvement brownien standard

dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; (Ft)t2R+ ;P) statisfaisant aux conditions

habituelles, où (Ft)t2R+ est la �ltration naturelle de B(:).

Ce problème consiste à minimiser sur un ensemble des contrôles la fonction de coût donnée

par la formule suivante :

J(u(:)) = E
�Z T

0

g(t;X(t); u(t))dt+ h(X(T ))

�
;

ce résultat de principe du maximum a été introduit en 1982 par "A. Bensousan [1]".

Ce travail s�articulera autour de trois chapitres.

I Le premier est un chapitre introductif permettant d�introduire les outils essentiels

pour le reste des chapitres. Nous allons donner quelques rappels de calculs stochas-

tiques essentielles (processus stochastique, martingale, mouvement brownien, résul-
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Introduction

tats importants relatifs au calcul d�Itô, et quelques inégalités, ...etc.) permettant de

mieux comprendre notre problème.

I Le deuxième chapitre est consacré à l�étude des équations di¤érentielles stochastiques,

tout d�abord, nous allons présenter la défnition d�une EDS, puis, énoncer le théorème

d�Itô qui nous assurons l�existence et l�unicité d�une solution, ensiute nous allons

donner une démonstration détaillée de ce théorème en utilisant la méthode itérative

de Picard.

I Le dernier chapitre présente le corps principal de ce mémoire, nous allons établir des

conditions nécessaires d�optimalité sous forme principe du maximum stochastique

pour des systèmes gouvernés par des équations di¤érentiélles stochastiques, nous

commençons par la formulation du problème, puis nous énonçons le théorème prin-

cipe du maximum, ensuite la preuve de ce théorème en appliquant des perturbations

fortes et quelques estimations sur le processus d�état.
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Chapitre 1

Intoduction générale

1.1 Notion de processus

1.1.1 Processus stochastique

Dé�nition 1.1.1 Soit T un ensemble (T = [0; T ] ; ou T =R+). On appelle processus

stochastique sur un espace de probabilité (
;F ;P) indexé par T et à valeurs dans Rd une

famille (Xt)t2T d�applications mesurables de (
;F) dans (Rd; B(Rd)) ; pour tout t 2 T,

soit Xt une variable aléatoire.

Remarque 1.1.1 On peut noter qu�un processus stochastique comme une fonction qui à

! 2 
 associe une fonction de [0; T ] dans R; t! Xt(!); appelée trajectoire du processus.

Dé�nition 1.1.2 Un processus X est mesurable si l�application (t; w) �! Xt(w) de

R+ � 
 dans Rd est mesurable par rapport aux tribus B(R+)
F et B(Rd):

Dé�nition 1.1.3 Soient X et Y deux processus. On dit que :

� X est modi�cation de Y si, pour tout t � 0, les variables Xt et Yt sont égales P�p:s:

8t � 0;P(Xt = Yt) = 1:

3



Chapitre 1. Intoduction générale

� X et Y sont indistinguable si, P�p.s.; les trajectoires de X et Y sont les mêmes c-à-d

P(Xt = Yt;8t � 0) = 1:

Remarque 1.1.2 La notion d�indistinguabilité est plus forte que la notion demodi�cation.

Notons que si X est une modi�cation de Y et si X et Y sont à trajectoire continues à

droite ou à gauche alors X et Y sont indistinguables.

1.1.2 Filtration

Dé�nition 1.1.4 Une �ltration est une famille croissante de sous tribus de F ,

c�est-à-dire : telle que Fs � Ft pour tout s � t.

Dé�nition 1.1.5 On dit qu�une �ltration fFtgt�0 est continue à droite si

Ft = Ft+ = \s>t pour tout t � 0.

Dé�nition 1.1.6 La famille croissante de sous tribus Gt = �(Xs; s � t) s�appelle la

�ltration naturelle du processus stochastique X. Mais G0 ne contient pas nécessairement

les ensembles négligeables (N ), c�est pour cela on introduit la �ltration naturelle augmentée

de X dé�nie par FX
t = �(N [ Gt): Lorsque nous parlerons de �ltration naturelle, il s�agira

toujours de la �ltration naturelle augmentée.

Dé�nition 1.1.7 Un processus X est adapté par rapport à la �ltration fFtgt�0 si pour

tout t, Xt est Ft-mesurable.

Dé�nition 1.1.8 Un processus X est progressivement mesurable par rapport à fFtgt�0
si pour tout t � 0, l�application (s; w) ! Xs(w) de ([0; t] � 
) dans Rdest mesurable par

rapport à B([0; t])
Ft et B(Rd):

4



Chapitre 1. Intoduction générale

1.2 Martingale

Dé�nition 1.2.1 (Martingale, sous martingale, sur martingale) Un processus (Xt)t�0

est dit martingale, sous martingale ou sur martingale si :

� Pour tout t � 0, Xt est mesurable.

� Pour tout t � 0, Xt est intégrable i.e. E(jXtj) <1:

� Pour tout 0 � s � t :
E [Xt=Fs] = Xs P�p:s: (si martingale).

E [Xt=Fs] � Xs P�p:s: (si sous-martingale).

E [Xt=Fs] � Xs P�p:s: (si sur-martingale).

1.3 Mouvement brownien

Dé�nition 1.3.1 On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique B

à valeurs reélles telque :

� P�p:s: t! Bt est continue,

� pour 0 � s � t, Bt�Bs est indépendant de la tribu � fBu, u � sg et de lois gaussienne

centrée de variance t� s ;

� B0 = 0 P�p:s:

Remarque 1.3.1 On dit que B est un fFtgt�0-MB si B est un processus continue, adapté

à la �ltration fFtgt�0, véri�ant : 8u 2 R;80 � s � t; E(eiu(Bt�Bs)=Fs)) = exp
�
�u2(t�s)=2

	
:

Remarque 1.3.2 Un mouvement brownien est un processus gaussien, d�esperence nulle

et sa covariance cov(Bt; Bs) = s ^ t:

Dé�nition 1.3.2 On appelle MB standard à valeurs dans Rd, un vecteur B = (B1; ::::::; Bd)

où les Bi sont des MB reéls indépendants.
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Chapitre 1. Intoduction générale

1.4 Calcul d�Itô

1.4.1 Intégrale stochastique

On cherche maintenant à dé�nir la v.a. :

Z t

0

�sdBs

quand f�s; s � 0g est un processus stochastique, on note
�
FB
t ; t � 0

	
la �ltration

naturelle du mouvement Brownien B:

Cas étagés

On dit qu�un processus � est étagé (ou élémentaire) s�il existe une suite de réels

ti, 0 � t0 � t1::: � tn et une suite de variables aléatoires �i telles que �i est Ft-mesurable

de carré intégrables �t = �i pour tout t 2 ]ti; ti+1], soit :

�s(!) =
n�1X
i=0

�i(!)1]ti;ti+1](s);

on dé�nit Z 1

0

�sdBs =
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1 �Bti

�
;

on obtient Z t

0

�sdBs =
n�1X
i=0

�i
�
Bti+1^t �Bti^t

�
:

Cas général

Si � est un bon processus, il existe f�s; s � 0g suite de processus étagés telle que :

E
�Z t

0

(�ns � �s)
2 ds

�
�!
n!1

0:
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Chapitre 1. Intoduction générale

Ainsi, pour tout t > 0 il existe une v.a. It(�) de carré intégrable telle que :

E
�
jIt(�n)� It(�)j2 ds

�
�!
n!1

0;

on pose

It(�) =

Z t

0

�sdBs:

On a alors

E [It(�)] = 0;

et

V ar [It(�)] = E
�Z t

0

�2sds

�
:

Propriétés de lintégrale stochastique

�
R t
0
�sdBs est linéaire.

�
R t
0
�sdBs est continue p:s.

�
�R t

0
�sdBs

�
0�t�T

est un processus Ft-adapté.

� E
�R t

0
�sdBs

�
= 0; et V ar

�R t
0
�sdBs

�
= E

�R t
0
�2sds

�
:

� Propriétés disométrie :

E

"�Z t

0

�sdBs

�2#
= E

�Z t

0

�2sds

�
:

�
R t
0
�sdBs est une Ft-martingale.

� La variation quadratique de lintégrale stochastique est donnée par :

�Z t

0

�sdBs

�
=

Z t

0

�2sds:
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Chapitre 1. Intoduction générale

� La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par :

�Z t

0

�sdBs;

Z v

0

�sdBs

�
=

Z t^v

0

�s�sds:

1.4.2 Processus d�Itô

Ce sont des processus écrite sous la forme :

Xt = x+

tZ
0

bsds+

tZ
0

�sdBs;

où b est un processus FB
t -adapté tel que

tZ
0

jbsj ds <1 p:s:

On peut l�écrite sous la forme suivante :

8><>: dX(t) = b(t)dt+ �(t)dB(t)

X0 = x;

où le co¢ cient b est la dérivée du processus, � et son co¢ cient de di¤usion.

1.4.3 Formule d�Itô

Théorème 1.4.1 (Première formule d�Itô )

Supposons f de classe C2 alors :

f(X(t)) = f(x) +

tZ
0

f 0(X(s))dX(s) +
1

2

tZ
0

f 00(X(s))�2(s)ds:

Si f est à dériveés, le processus

f(X(t))�
tZ
0

f 0(X(s))b(s)ds� 1
2

tZ
0

f 00(X(s))�2(s)ds

8



Chapitre 1. Intoduction générale

est une martingale

Cette formule s�écrite sous forme di¤érentielle :

df(X(t)) = f 0(X(t))dX(t) +
1

2
f 00(X(t))d hXit :

Théorème 1.4.2 (Deuxième formule d�Itô)

Soit f une fonction dé�nie sur R+ � R de classe C1par rapport à t et de classe C2 par

rapport à X, ona :

f(t;X(t)) = f(0; X(0))+

tZ
0

df

dt
(s;X(s))ds+

tZ
0

df

dx
(s;X(s))dX(s)+

1

2

tZ
0

d2f

dx2
(s;X(s))�2(s)ds:

On peut écrire cette formule sous forme di¤érentielle :

df(t;X(t)) =
df

dt
(t;X(t))dt+

df

dx
(t;X(t))dX(t) +

1

2

d2f

dx2
(t;X(t))dhXit:

Théorème 1.4.3 (Troisième formule d�Itô)

Soient X et Y deux processus d�Itô , et f une fonction de R2 dans R de classe C2 à

dérivées bornées ona :

f(Xt; Yt) = f(x; y) +

tZ
0

df

dx
(Xs; Ys)dXs +

tZ
0

df

dy
(Xs; Ys)dYs +

1

2

tZ
0

d2f

dx2
(Xs; Ys)dhXis

+
1

2

tZ
0

d2f

dy2
(Xs; Ys)dhY is +

1

2

tZ
0

d2f

dxdy
(Xs; Ys)dhX; Y is:

Proposition 1.4.1 (Formule d�intégration par parties)

Avec les mêmes notation que dans le théorème (1.4.3) ona :

XtYt = X0Y0 +

tZ
0

XsdYs +

tZ
0

YsdXs + hX;Y it;

9



Chapitre 1. Intoduction générale

et la formule d�intédration par parties s�écrite :

d(XY )t = XtdYt + YtdXt + dhX; Y it:

1.5 Quelques inégalités utilisables

Théorème 1.5.1 (Inégalités maximales)

Soit X une martingale (ou une sous-martingale positive ) continue à droite. Alors

1. 8p � 1;8a > 0; apP(supt jXtj � a) � supt E [jXtjp].

2. 8p � 1;E [supt jXtjp] � qp supt E [jXtjp]où q = p
p�1 :

Théorème 1.5.2 (Inégalité de doob)

Soit (Mt; t � 0) une martingale continue à droite, alors pour tout t > 0,

E

"
sup
s2[0;t]

jMsj2
#
� 4E

�
jMtj2

�
: (1.1)

Proposition 1.5.1 (Inégalité de cauchy-schwarz)

Soit (E; h:; :i) un espace préhilbertien réel ou complex. Alors pour tous vecteurs X et Y de

E,

8(x; y) 2 E2; jhx; yij � kxk kyk :

Lemme 1.5.1 ( fatou)

Si (Xn)n2N > 0; alors il existe une suite de variables aléatoires positives telque :

E
h
lim
n!1

infXn

i
� lim

n!1
inf E [Xn] :

Proposition 1.5.2 (Inégalité de tchebychev)

Soit X une variable aléatoire d�espérence � et de variance �2 �nie, pour tout réel stricte-

10



Chapitre 1. Intoduction générale

ment positif " on a :

P(X � � > ") � �2

"2
:
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Chapitre 2

Équation Di¤erentielle stochastique

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de donner un modèle mathématique pour une équation di¤éren-

tielle perturbée par un bruit aléatoire.

Partons d�une équation di¤érentielle ordinaire de la forme suivante :

dXt
dt

= b(Xt):

Ces équations décrivent en générale l�évolution dans le temps d�un système physique, par

example Xt peut être la position et le mouvement d�un satellite à l�instant t. L�équation

décrivant l�évolution du satellite ne peut pas être déterministe à cause des nombreux

paramètres inconnus. On ajoute donc un terme de bruit (aléatoire) de la forme �(Xt)dBt

oùBt est un mouvement brownien et �(:) représente l�intensité du bruit dépendant de l�état

du système physique à l�instant t. On arrive donc à une équation di¤érentille stochastique

(abréviation : E.D.S.) de la forme suivante :

8><>: dXt = b(Xt)dt+ �(Xt)dBt

X0 = x;
(2.1)

12



Chapitre 2. Equation Di¤erentielle stochastique

ou comme suit :

Xt = x+

Z t

0

b(Xs)ds+

Z t

0

�(Xs)dBs,

telle que

b : [0; T ]� Rn ! Rn;

et

� : [0; T ]� Rn ! Rn�d;

où T est un réel strictement positive.

L�inconnu est le processus (Xt),les co¢ cients b et � sont appelles respectivement la dérivé

(drift) du processus, et son co¢ cient de di¤usion.

2.2 Dé�nitions et notations

Dé�nition 2.2.1 On s�intéressera à un espace de probabilité complet, dison (
;F ;P) et

on se donne B un MB d-dimensionnel sur cet espace. On considère également une variable

aléatoire x, de carré intégrable, et indépendante du MB B. On considère la �ltration dé�nie,

pour tout t positive, par Ft = � f� fx;Bs; s � tg [ Ng :

Dé�nition 2.2.2 Un processus continu X est une solution forte de l�EDS(2.1) si X est

progressivement mesurable, satisfaisant :

� P�p:s:
R t
0
jb(s;Xs)j ds+

R t
0
j�(s;Xs)j2 ds <1;8t 2 R+:

� P�p:s: ona : Xt = x+
R t
0
b(s;Xs)ds+

R t
0
�(s;Xs)dBs, 8t 2 R+:

Dé�nition 2.2.3 On dite que l�equation (2.1) admet une solution unique si pour deux

solutions fortes X = (Xt)t2[0;T ] et Y = (Yt)t2[0;T ] ona :

P

 
sup
t2[0;T ]

jXt � Ytj > 0
!
= 0:

13



Chapitre 2. Equation Di¤erentielle stochastique

2.3 Théorème d�éxistance et unicité

Théorème 2.3.1 Soient b et � deux fonctions boréliennes. On suppose qu�il existe une

constante K telle que, pour tout t 2 [0; T ] ; x ; y 2 Rn :

1. Condition de lipschitz en espace, uniforme en temps :

jb(t; x)� b(t; y)j+ j�(t; x)� �(t; y)j � K jx� yj : (2.2)

2. Croissance linéaire :

jb(t; x)j+ k�(t; x)k � K(1 + jxj): (2.3)

3. E
�
jxj2
�
<1.

Alors l�EDS (2.1) posséde une unique solution X sur [0; T ] continue et adaptée à la

�ltration naturelle standard du Mouvement Brownien sous -jacent, qui de plus est

bornée dans L2 :

E

"
sup
t2[0;T ]

jXtj2
#
<1:

2.4 Démonstration du théorème

Remarque 2.4.1 Pour simpli�er les calculs déjà nombreux, les démonstrations seront

e¤ectuées dans le cas n = d = 1:

On commence par le lemma de gronwall.

Lemme 2.4.1 (Lemme de gronwall)

Soit g : [0; T ]! R une fonction continue telle que, pour tout t,

g(t) � a+ b
Z t

0

g(s)ds; a 2 R; b � 0;

alors, ona a pour tout t 2 [0; T ] ; g(t) � a exp(bt):

14



Chapitre 2. Equation Di¤erentielle stochastique

Proof.

En intérant la condition sur g sous l�intégrale : on écrit

g(t) � a+ b
Z t

0

�
a+ b

Z s

0

g(u)du

�
ds

� a+ abt+ b2
Z
0�u�s�t

g(u)duds

� a+ abt+ b2
Z
0�u�s�t

�
a+ b

Z u

0

g(v)dv

�
duds

� a+ abt+ ab2
Z
0�u�s�t

duds+ b3
Z t

0

Z s

0

Z u

0

g(v)dvduds

� a+ abt+ ab
2t2

2
+ b3

Z t

0

Z s

0

Z u

0

g(v)dvduds

:

:

:

� a+ abt+ ab
2t2

2
= a

b3t3

3!
+ ::: = a exp(bt):

En�n

g(t) � a exp(bt):

Remarque 2.4.2 Notons par M2 l�espace de Banach constitué des processus (Xt)t2[0;T ]

progressivement mesurables, telle que

E

�
sup
0�t�T

jXtj2 <1
�
;

muni de la norme

kXk = E
��

sup
0�t�T

jXtj2
��2

:

EtM2 le sous espace deM2 formé des processus continus.
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Proof.

On introduit 	 dé�nit par, pour X 2M2
c ; pour tout t 2 [0; T ] ;

	(X)t = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs:

Le processus 	(X) est bien dé�nit et est continu si X 2M2
c :

Pour chaque étape, on a recours à l�estimation suivante :

Si X et Y deux éléments deM2
c , telle que

	(X)t = x+

Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs;

et

	(Y )t = x+

Z t

0

b(s; Ys)ds+

Z t

0

�(s; Ys)dBs:

Donc

j	(X)t �	(Y )tj2

=

����x+ Z t

0

b(s;Xs)ds+

Z t

0

�(s;Xs)dBs � x�
Z t

0

b(s; Ys)ds�
Z t

0

�(s; Ys)dBs

����2
=

����Z t

0

(b(s;Xs)� b(s; Ys))ds+
Z t

0

(�(s;Xs)� �(s; Ys))dBs
����2 :

On applique mainenant cette inégalité (a+ b)2 � 2(a2+ b2), on a pour tout 0 � t � u � T

j	(X)t �	(Y )tj2

� 2
 ����Z t

0

(b(s;Xs)� b(s; Ys))ds
����2 + ����Z t

0

(�(s;Xs)� �(s; Ys))dBs
����2
!

� 2
 
sup
0�t�u

����Z t

0

(b(s;Xs)� b(s; Ys))ds
����2 + sup

0�t�u

����Z t

0

(�(s;Xs)� �(s; Ys))dBs
����2
!
:
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En passant à l�espérence mathématique, on obtient :

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�

� 2E
"
sup
0�t�u

����Z t

0

(b(s;Xs)� b(s; Ys))ds
����2 + sup

0�t�u

����Z t

0

(�(s;Xs)� �(s; Ys))dBs
����2
#
:

En utilisant l�intégalité de doob (1.1) et l�isométrie des l�intégrales stochastiques,

alors

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�

� 2E
"�Z u

0

jb(s;Xs)� b(s; Ys)j ds
�2#

+ 8E
�Z u

0

j�(s;Xs)� �(s; Ys)j2 ds
�
:

Ensuite d�après l�inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�

� 2TE
�Z u

0

jb(s;Xs)� b(s; Ys)j2 ds
�
+ 8E

�Z u

0

j�(s;Xs)� �(s; Ys)j2 ds
�
:

Comme les fonctions b et � sont lipschitz en espace, on obtient, pour tout u 2 [0; T ] ;

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�

� 2TE
�Z u

0

K2 jXs � Ysj2 ds
�
+ 8E

�Z u

0

K2 jXs � Ysj2 ds
�

� 2K2

�
TE
�Z u

0

jXs � Ysj2 ds
�
+ 4E

�Z u

0

jXs � Ysj2 ds
��
:

Donc

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�
� 2K2(T + 4)E

�Z u

0

jXs � Ysj2 ds
�
:
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On pose A = 2K2(T + 4);

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�
� AE

�Z u

0

jXs � Ysj2 ds
�

� AE
�Z u

0

sup
0�t�s

jXt � Ytj2 ds
�
:

Donc l�inégalité suivante :

E
�
sup
0�t�u

j	(X)t �	(Y )tj2
�
� AE

�Z u

0

sup
0�t�s

jXt � Ytj2 ds
�
: (2.4)

De plus on va montrer que la fonction 	(X) 2M2
c :

Dans ce cas , on note 0 le processus nul,

	(0)t = x+

Z t

0

b(s; 0)ds+

Z t

0

�(s; 0)dBs;

partant de :

j	(X)tj2 = j	(X)t �	(0)t +	(0)tj2 :

On applique mainenant cett inégalité (a+ b)2 � 2(a2 + b2); alors

j	(X)tj2 � 2 j	(0)tj2 + 2 j	(X)t �	(0)tj2 :

On a premiérment, d�aprés l�inégalité (2.4) il vient :

E
�
sup
0�t�T

j	(X)t �	(0)tj2
�
� 2K2(T + 4)E

�Z u

0

sup
0�t�T

jXt � 0j2 ds
�

� 2K2(T + 4)

Z u

0

E
�
sup
0�t�T

jXt � 0j2 ds
�

� A
Z u

0

E
�
sup
0�t�T

jXtj2
�
ds:
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On a deuxièment :

j	(0)tj2 =
����x+ Z t

0

b(s; 0)ds+

Z t

0

�(s; 0)dBs

����2 :
On applique mainenant cett inégalité (a + b + c)2 � 3(a2 + b2 + c2) , on a, pour tout

0 � t � T ,

j	(0)tj2 = 3
"
jxj2 +

����Z t

0

b(s; 0)ds

����2 + ����Z t

0

�(s; 0)dBs

����2
#

� 3
"
sup
0�t�T

jxj2 + sup
0�t�T

����Z t

0

b(s; 0)ds

����2 + sup
0�t�T

����Z t

0

�(s; 0)dBs

����2
#
:

En passant à l�espérence mathématique, on obtient :

E
�
sup
0�t�T

j	(0)tj2
�

� 3E
"
jxj2 + sup

0�t�T

����Z t

0

b(s; 0)ds

����2 + sup
0�t�T

����Z t

0

�(s; 0)dBs

����2
#
:

Utilisant l�inégalité de Doob (1.1) et l�isométrie de l�intégrale stochastique, on obtient

E
�
sup
0�t�T

j	(0)tj2
�

� 3E
�
jxj2
�
+ 3E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

b(s; 0)ds

����2
#
+ 3E

"
sup
0�t�T

����Z t

0

�(s; 0)dBs

����2
#

� 3E
�
jxj2
�
+ 3E

"
sup
0�t�T

�Z t

0

jb(s; 0)j ds
�2#

+ 12E
��Z T

0

j�(s; 0)j2 ds
��

� 3E
�
jxj2
�
+ 3E

"�Z T

0

jb(s; 0)j ds
�2#

+ 12E
�Z T

0

j�(s; 0)j2 ds
�
:

En appliquant l�inégalité de Cauchy Schwartz, il vient :

E
�
sup
0�t�T

j	(0)tj2
�
� 3E

�
jxj2
�
+ 3TE

�Z T

0

jb(s; 0)j2 ds
�
+ 12E

�Z T

0

j�(s; 0)j2 ds
�
:
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Et utilisant l�inégalité de croissance linéaire (2.3), on obtient :

E
�
sup
0�t�T

j	(0)tj2
�

� 3E
�
jxj2
�
+ 3T

�Z T

0

jb(s; 0)j2 ds
�
+ 12

�Z T

0

j�(s; 0)j2 ds
�

� 3E
�
jxj2
�
+ 3T

�Z T

0

K2 (1 + j0j)2 ds
�
+ 12

�Z T

0

K2 (1 + j0j)2 ds
�

= 3
�
E
�
jxj2
�
+ T 2K2 + 4K2T

�
:

Alors

E
�
sup
0�t�T

j	(0)tj2
�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ T 2K2 + 4K2T

�
<1:

Donc

E
�
sup
0�t�T

j	(X)tj2
�
� A

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

jXtj2
�
ds+ E

�
sup
0�t�T

j	(0)tj2
�

< +1:

Ce qui assure que 	(X) 2M2, donc 	(X) 2M2
c dès que le processus X 2M2

c :

Éxistance

On commence par prouver l�existence de la solution de notre EDS, on procéde comme

pour les équation avec une méthode d�approximation de Picard comme dans le cas

déterministe.

On dé�nit alors par récurrence la suite de processus (Xn)n�0 deM2
c par :

X0 = 0; et Xn+1 = 	(Xn); pour n � 1:

On voudrait montrer que la suite Xn converge vers une limite qui représente la solution
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de l�EDS (2.1). Pour cela, nous allons majorer sup0�t�T
��Xn+1

t �Xn
t

��2 et montrer que la
série de terme générale Xn+1

t �Xn
t est uniformément convergente sur [0; T ] :

Alors ��Xn+1
t �Xn

t

��2 = ��	(Xn)t �	(Xn�1)t
��2 :

D�aprés l�inégalité (2.4), on obtient,

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� = E � sup
0�t�T

��	(Xn)t �	(Xn�1)t
��2�

� 2K2(T + 4)E
�Z T

0

sup
0�t�s1

��Xn
t �Xn�1

t

��2 ds1� :
Alors

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � AZ T

0

E
�
sup
0�t�s1

��Xn
t �Xn�1

t

��2� ds1:
Et utilisé récurrence, on a

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � An Z T

0

Z s1

0

Z s2

0

:::

Z sn�1

0

E
�
sup
0�t�sn

��X1
t

��2� dsn:::ds3ds2ds1.
Donc

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � AnT n

n!
E
�
sup
0�t�T

��X1
t

��2� :
Soit encore,notant R est le majorant de E

�
sup
0�t�T

jX1
t j
2

�
,

alors

E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2� � RAnT n
n!

;

et ona �
E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2�� 1
2

�
�
R
(AT )n

n!

� 1
2

;

donc �
E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2�� 1
2

�
p
R
(AT )

n
2

p
n!

:
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Et comme  sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

=

�
E
�
sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��2�� 1
2

:

Alors  sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
p
R
(AT )

n
2

p
n!

:

Il résulte de cette derniére inégalité que

X
n�0

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L1

�
X
n�0

 sup
0�t�T

��Xn+1
t �Xn

t

��
L2

�
p
R
X
n�0

(AT )
n
2

p
n!

<1:

Ainsi, la série
P

n supt
��Xn+1

t �Xn
t

�� converge P�p:s:, et donc, P�p:s:, Xn converge uni-

formément sur [0; T ]vers un processus X.On déduit de l�uniforme convergence que X est

continu par rapport à la variable t et fFtgt�0 -adapté. De plus X 2M2
c puisque la conver-

gence a lieu dans M2:On véri�e très facilement que X est solution de l�EDS (2.1) en

passant à la limite dans la dé�nition Xn+1 = 	(Xn):

En e¤et

X = lim
n!1

(Xn+1)

= lim
n!1

	(Xn)

= 	( lim
n!1

Xn)

= 	(X):

Unicité

Maintenant, on prouver l�unicité, Si X et Y deux solutions fortes de l�EDS (2.1)

(X; Y 2M2
c); alors X = 	(X) et Y = 	(Y ):

D�après L�inégalité (2.4), pour tout u 2 [0; T ],

E
�
sup
0�t�u

jXt � Ytj2
�
� A

Z u

0

E
�
sup
0�t�s

jXt � Ytj2
�
ds.
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Par appliqué le lemme de Gronwall, avec a = 0, on obtient

E
�
sup
0�t�T

jXt � Ytj2
�
� 0eAT = 0:

Ainsi d�après l�inégalité de Tchebychev, pour tout " > 0; on obtient

P fjXt � Ytj > "g �
E
�
jXt � Ytj2

�
"2

�
E
�
sup0�t�T jXt � Ytj2

�
"2

= 0:

Alors pour tout ensemble I dénombrable partout dense dans [0; T ], on a :

0 � P
�
sup
t2I
jXt � Ytj > "

�
� 0:

En�n, comme les processus X et Y sont continue, on conclut que

0 � P
�
sup
t2I
jXt � Ytj > "

�
� 0;

c�est à dire que les processus X et Y sont indistinguables, i.e :

P (Xt = Yt;8t 2 [0; T ]) = 1:

Pour montrer l�unicité au sens de la dé�nition (2.2.3), nous devons montrer que toute

solutions X de l�EDS(2.1) appartient àM2
c c�est à dire, comme toute solution est continue

par dé�nition, appartient àM2
c :

Pour cela, cosidérons le temps d�arrêt

�n = inf ft 2 [0; T ] ; jXtj > ng ;
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avec la convention inf � = +1: Si u 2 [0; t], ona

jXu^�nj
2 =

����x+ Z u^�n

0

b(s;Xs)ds+

Z u^�n

0

�(s;Xs)dBs

����2 :
On applique maintenant cett inégalité : (a+ b+ c)2 � 3(a2 + b2 + c2), obtient, pour tout

0 � u � t � T;

jXu^�nj
2

� 3
"
jxj2 +

����Z u^�n

0

b(s;Xs)ds

����2 + ����Z u^�n

0

�(s;Xs)dBs

����2
#

� 3
"
jxj2 + sup

0�u�t

����Z u^�n

0

b(s;Xs)ds

����2 + sup
0�u�t

����Z u^�n

0

�(s;Xs)dBs

����2
#
:

En passant à l�espérence mathématique, on obtient :

E
�
sup
0�u�t

jXu^�nj
2

�
� 3E

"
jxj2 + sup

0�u�t

����Z u^�n

0

b(s;Xs)ds

����2 + sup
0�u�t

����Z u^�n

0

�(s;Xs)dBs

����2
#
:

D�aprés l�inégalité de Doob (1.1) et l�isométrie de l�intégrale stochastique on obtient :

E
�
sup
0�u�t

jXu^�nj
2

�
� 3E

�
jxj2
�
+ 3E

"
sup
0�u�t

����Z u^�n

0

b(s;Xs)ds

����2
#
+3E

"
sup
0�u�t

����Z u^�n

0

�(s;Xs)dBs

����2
#

� 3E
�
jxj2
�
+ 3E

"
sup
0�u�t

�Z u^�n

0

jb(s;Xs)j ds
�2#

+12E
�
sup
0�u�t

Z u^�n

0

j�(s;Xs)j2 ds
�

� 3E
�
jxj2
�
+ 3E

"�Z t^�n

0

jb(s;Xs)j ds
�2#

+12E
�Z t^�n

0

j�(s;Xs)j2 ds
�
:

Comme on a p:s:

sup
0�u�t

jXu^�nj = sup
0�u�t^�n

jXuj ;
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donc

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

 
E
�
jxj2
�
+ E

�Z t^�n

0

jb(s;Xs)j ds
�2
+ 4E

�Z t^�n

0

j�(s;Xs)j2 ds
�!
:

En appliquant l�inégalité de Cauchy Schwartz, il vient :

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ TE

�Z t^�n

0

jb(s;Xs)j2 ds
�
+ 4E

�Z t^�n

0

j�(s;Xs)j2 ds
��
:

Et utilisant la croissance linéaire de b et � (2.3), on obtient :

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ TE

�Z t^�n

0

K2(1 + jXsj)2ds
�
+ 4E

�Z t^�n

0

K2 (1 + jXsj)2 ds
��
:

On applique maintenant cett inégalité (a+ b)2 � 2(a2 + b2) pour tout 0 � u � t � T , ona

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ TK2E

�Z t^�n

0

2(1 + jXsj2)ds
�
+ 4K2E

�Z t^�n

0

2(1 + jXsj2)ds
��

� 3
�
E
�
jxj2
�
+ 2TK2E

�Z t

0

(1 + jXs^�nj
2)ds

�
+ 8K2E

�Z t

0

(1 + jXs^�nj
2)ds

��
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2TK2E

�Z t

0

ds+

Z t

0

jXs^�nj
2 ds

�
+ 8K2E

�Z t

0

ds+

Z t

0

jXs^�nj
2 ds

��
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2T 2K2 + 2TK2E

�Z t

0

jXs^�nj
2 ds

�
+ 8TK2 + 8K2E

�Z t

0

jXs^�nj
2 ds

��
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2T 2K2 + 8TK2 +

�
2TK2 + 8K2

� Z t

0

E
�
sup

0�u�s^�n
jXuj2 ds

��
:

Donc

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2T 2K2 + 8TK2 +

�
2TK2 + 8K2

� Z t

0

E
�
sup

0�u�s^�n
jXuj2 ds

��
:
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Donc par le lemme de Gronwall, à la fonction t! E
�
sup0�u�s^�n jXuj2

�
avec :8><>: a = 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2T 2K2 + 8TK2

�
;

b = 3 (2TK2 + 8K2) ;

on trouve

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2T 2K2 + 8TK2

�
exp

�
3
�
2TK2 + 8K2

�
T
	
:

Et par le lemme de fatou donne

E
�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� lim

n!1
inf E

�
sup

0�u�t^�n
jXuj2

�
� 3

�
E
�
jxj2
�
+ 2T 2K2 + 8TK2

�
exp

�
3
�
2TK2 + 8K2

�
T
	

<1:

Ceci implique l�unicité des solution de l�EDS (2.1).

26



Chapitre 3

Principe du maximum

Dans ce chapitre, nous allons étudier le princimpe de maximum srtochastique dans

le cas où le système est gouverné par une équation di¤érentielle stochastique où

les coe¢ cient sont outorisés à dépendre du processus de l�état et un control. Ce resultat

est établit par Bensoussan [1] en 1982 où le domaine de contrôle est supposé convexe.

3.1 Formulation du problème

Soit T > 0 un horizon temporel �xé, B(:) = (B(t))t2R+ un mouvement brownien standard

dé�ni sur un espace de probabilité �ltré (
;F ; (Ft)t2R+ ;P) statisfaisant aux conditions

habituelles, où (Ft)t2R+ est la �ltration naturelle de B(:) augmentée par les ensembles

P-nulle de F .

Dé�nition 3.1.1 (un contrôle admissible ) Un contrôle admissible est un processus

u (:) Ft�adapté de carré intégrable et a valeurs dans un borélien A de R; c�est à dire

u (:) 2 L2F (0; T;R) :

Notation 3.1.1 On note Uad ([0; T ]) l�ensemble de tous le contrôle admissibles c�est à
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dire :

Uad ([0; T ]) =
�
u (:) : [0; T ]� 
! A telle que E

Z T

0

ju(t)j2 dt <1
�
:

Le système considèrè dans ce chapitre est régi par l�équation di¤érentielle stochastique de

la forme suivante :

8><>: dX(t) = b(t;X(t); u(t))dt+ �(t;X(t); u(t))dB(t)

X(0) = x;
(3.1)

où x 2 R est un condition initiale donnée à la date t = 0 et les fonctions

b : [0; T ]� R� A! R;

� : [0; T ]� R� A! R;

sont données.

Le problème du contrôle optimal est de minimiser sur Uad la fonction du coût J donnée

par :

J(u(:)) = E
�Z T

0

g(t;X(t); u(t))dt+ h(X(T ))

�
; (3.2)

où

g : [0; T ]� R� A! R;

h : R! R;

sont données.
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Un contrôle admissible qui résout ce problème est appelé contrôle optimal, on le note par

u�(:), et par x�(:) la trajectoire correspondante c-à-d

J(u�) = inf
u2Uad([0;T ])

J(u):

Au cours de ce chapitre, on suppose que :

b est continuement di¤érentiables en x et u;

� est continuement di¤érentiables en x et u;

g est continuement di¤érentiables en x et u;

les dérivées bx; bu; �x; �u gx; gu sont lipschitzinnes et bornées.

3.2 Princimpe de maximum

Dans la suite, nous énonçons les conditions nécessaires d�optimalité, sous l�hypothèse de la

convexité du domaine du contrôle, on peut utiliser la méthode de perturbations convexes du

contrôle optimal. On suppose que la fonction du coût J est dérivable au sens de Gâteaux,

puis on perturbe le contrôle u�(:), da la manière suivante :

u�(t) = u
�(t) + �(u(t)� u�(t))

= �u(t) + (1� �)u�(t);

telque � est plus petit, on note parX�(:) la trajectoire correspondante à cette perturbation.

On note ici que u�(:) est un contrôle admissible. Le résultat des conditions nécessaires

d�optimalité va porter sur la dérivation par rapport à � de la fonction du coût perturbé

J(u�(:)) au point � = 0; pour ce but on a supposé que les co¢ cients son continûment
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Chapitre 3. Principe du maximum

di¤érentiables.

Pour établir ces conditions, on introduit les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 3.2.1 Soit u�(t) un contrôle optimal et X�(t) la trajectoire optimale

correspondante. L�équation adjointe est donnée par :

8><>: �dp(t) = [(b�x(t)) p(t) + g
�
x(t)] dt+ (�

�
x(t))q(t)dt� q(t)dB(t)

p (T ) = h�x(T ):
(3.3)

Dé�nition 3.2.2 On dé�nie l�hamiltonien H : [0; T ]� R� A� R� R! R

comme suit :

H(t;X(t); u(t); p(t); q(t)) = b(t;X(t); u(t))p(t)� q(t)�(t;X(t); u(t)) + g(t;X(t); u(t)):

Théorème 3.2.1 (Princimpe de maximum)

Soit (u�(t); X�(t)) une paire optimal. Alors il existe un paire de processus adjoint (p�(t); q�(t))

véri�e léquation (3.3) de telle sorte que, pour tout u(t) 2 A on a

E
Z T

0

Hu(t;X
�(t); u�(t); p�(t); q�(t)) (u(t)� u�(t)) dt � 0: (3.4)

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoins les lemmes suivantes :

Lemme 3.2.1 Pour tout t 2 [0; T ] on a la convergance suivante :

E

"
sup
t�T

����X�(t)�X�(t)

�
� Z(t)

����2
#
�!
��!0

0; (3.5)

où véri�é l�éqation suivante :

8><>: dZ(t) = (bx(t)Z(t) + bu(t)v(t))dt+ (�x(t)Z(t) + �u(t)v(t)dB(t)

Z(0) = 0:
(3.6)
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Proof. On note y�(t) =
1

�
(X�(t)�X�(t)� Z(t)), ce implique que

X�(t) = X
�(t) + �(Z(t) + y�(t));

et on note aussi que v(t) = u(t)� u�(t):

Alors on a y�(t) satisfait l�EDS suivante avec y�(0) = 0 :

dy�(t) =
1

�
(dX�(t)� dX�(t))� dZ(t);

donc

dy�(t) =
1

�
[b(t;X�(t); u�(t))� b�(t)] dt� [bx(t)Z(t) + bu(t)v(t)] dt

+
1

�
[�(t;X�(t); u�(t))� ��(t)] dB(t)� [�x(t)Z(t)� �u(t)v(t)] dB(t);

(3.7)

on obtient par la formule du développement de Taylor d�ordre 1 avec reste intégral

1

�
b(t;X�(t); u�(t))� b�(t)

=

�Z 1

0

[bx(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))(Z(t) + y�(t))

+bu(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))v(t)) d�;

(3.8)

et
1

�
�(t;X�(t); u�(t))� ��(t)

=

�Z 1

0

[�x(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))(Z(t) + y�(t))

+�u(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))v(t)) d�:

(3.9)
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Nous remplaçons (3.8).et (3.9) dans (3.7) on trouve :

y(T ) =

Z T

0

�Z 1

0

bx(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))y�(t)d�

�
dt

+

Z T

0

�Z 1

0

�x(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))y�(t)d�

�
dB(t)Z T

0

��1(t)dt+

Z T

0

��2(t)dB(t);

avec

��1(t) =

Z 1

0

(bx(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))� b�x(t))Z(t)d�

+

Z 1

0

(bu(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))� bu(t)) v(t)d�;

et

��2(t) =

Z 1

0

(�x(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))� ��x(t))Z(t)d�

+

Z 1

0

(�u(t;X
�(t) + ��(Z(t) + y�(t)); u

�(t) + ��v(t))� ��u(t)) v(t)d�:

Comme les dérivés bx et �x sont bornnées,

jy�(T )j2 � c

����R T0 y�(s)ds���2 + ���R T0 y�(s)dB(s)���2�
+c

����R T0 ��1(t)dt���2 + ���R T0 ��2(t)dB(t)���2� ;
où c � 0 . Par l�inégalité de Cauchy Schwarz on obtient :

E
��sup0�t�T y�(t)��2 � c

�
E
�R T

0
sup0�s�t jy�(s)j

2 dt
�
+ E

�
sup0�s�t

���R T0 y�(s)dB(s)���2��
+c

�
E
R T
0

����1(t)��2 dt+ E ���R T0 ��2(t)dB(t)���2� :
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En suite par linégalité de Burkholder-Davis-Gundy on a

E
��sup0�t�T y�(t)��2 � c

h
E
�R T

0
sup0�s�t jy�(s)j

2 dt
�
+ E

�
sup0�s�t

R T
0
jy�(s)j2 dt

�i
+c
h
E
R T
0

����1(t)��2 dt+ E R T0 ����2(t)��2 dti :
Comme bx; bu; �x; �u sont continues etl�inégalité de Cauchy Schwarz, alors

��1(t) �!
�!0

0 et ��2(t) �!
�!0

0;

dans L2 ([0; T ]� 
) :

Maintenant, nous appliquons le lemme de Gronwall on obtient que

E jy�(t)j2 � C exp(ct)E
Z T

0

����(t)��2 dt;
on a E

R T
0

����(t)��2 dt! 0 lorsque � ! 0; ce qui termine la preuve de (3.5).

Lemme 3.2.2 (résultat de dualité) Soient p�(:) la solution de (3.3) et Z(:) la solution

de (3.6), respectivement, on a :

E [p�(T )Z(T )] = E
hR T
0
p�(t) [bu(t)(u(t)� u�(t)))dt]

�
R T
0
Z(t)g�x(t)dt+

R T
0
q�(t)

�
�
�
u(t)(u(t)� u�(t))

�
dt
i
:

(3.10)

Proof. En appliquant la formule d�intégration par parties à p�(t)Z(t) on a

dp�(t)Z(t) = p�(t)dZ(t) + Z(t)dp�(t) + d hp�; Zit :
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Par l�intégration des deux membres de 0 à T on trouve

p�(T )Z(T ) =
R T
0
p�(t)dZ(t) +

R T
0
Z(t)dp�(t) +

R T
0
d hp�; Zit

=
R T
0
p�(t)[bx(t)Z(t) + bu(t)(u(t)� u�(t)))dt

+(�
�
x(t)Z(t) + �

�
u(t)(u(t)� u�(t)))dB(t)]

�
R T
0
Z(t) [[(b�x(t)) p

�(t) + g�x(t)] dt+ (�
�
x(t))q

�(t)dt� q�(t)dB(t)]

+
R T
0
q�(t)

�
�
�
x(t)Z(t) + �

�
u(t)(u(t)� u�(t))

�
dt;

nous pronons l�espérance, il vient

E [p�(T )Z(T )] = E
�Z T

0

p�(t) [(bx(t)Z(t) + bu(t)(u(t)� u�(t)))dt]

�
Z T

0

Z(t) [[(b�x(t)) p
�(t) + g�x(t)] dt+ �

�
x(t))q

�(t)dt]

+

Z T

0

q�(t)
�
�
�

x(t)Z(t) + �
�

u(t)(u(t)� u�(t))
�
dt

�
= E

�Z T

0

p�(t) [bu(t)(u(t)� u�(t)))dt]

�
Z T

0

Z(t)g�x(t)dt+

Z T

0

q�(t)
�
�
�

u(t)(u(t)� u�(t))
�
dt

�
;

où v(t) = u(t)� u�(t):

Lemme 3.2.3 La dérivée de Gâteaux de la fonction du coût est donneé par la formule

suivante :

d

d�
J(u�(:))

����
�=0

= E
Z T

0

(g�x(t)Z(t) + g
�
u(t)v(t)) dt+ E [hx(X(T ))Z(T )] : (3.11)

Proof. On a
d

d�
J(u�(:))

����
�=0

= lim
�!0

J(u�(:))� J(u�(:))
�

:
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En déduit que la valeur

1

�
(J(u�(:))� J(u�(:)))

= E
�Z T

0

1

�
(g(t;X�(t); u�(t))� g(t;X�(t); u�(t))) dt

�
+ E

�
1

�
(h(X�(T ))� h�(X(T ))

�
= I1(�) + I2(�):

On obtient par la formule du dévlopement de Taylor dordre 1 avec reste intégral que

I1(�) = E
� R T

0
1
�
[g(t;X�(t); u�(t))� g(t;X�(t); u�(t))] dt

�
= E

Z T

0

�Z 1

0

g�x(t;X(t) + �(X�(t)�X�(t)); u�(t) + ��v(t))

�
X�(t)�X�(t)

�

�
d�

�
dt

+E
Z T

0

�Z 1

0

g�u(t;X(t) + �(X�(t)�X(t)); u�(t) + ��v(t))v(t)d�
�
dt:

Par l�approximation (3.5)

lim
�!0

I1(�) = E
Z T

0

(g�x(t)Z(t) + g
�
u(t)v(t)) dt

lim
�!0

I2(�) = E [hx(X�(T ))Z(T )] ;

alors

d

d�
J(u�(:))

����
�=0

= E
Z T

0

(g�x(t)Z(t) + g
�
u(t)v(t)) dt+ E [hx(X�(T ))Z(T )] :

Corollaire 3.2.1 La dérivée de Gateaux de la fonction du cout peut être expprimée en

termes de l�hamiltonien de H de la façon suivante

d

d�
J(u�(:))

����
�=0

= E
Z T

0

Hu(t;X
�(t); u�(t); p(t); q(t)) (u(t)� u�(t)) dt � 0:

35



Chapitre 3. Principe du maximum

Proof. D�aprés le lemme (3.2.3) ona

d

d�
J(u�(:))

����
�=0

= E
Z T

0

(g�x(t)Z(t) + g
�
u(t)v(t)) dt+ E [hx(X�(T ))Z(T )] :

On sait que le processus adjoint p(t) veri�é une équation di¤érentielle stochastique rétro-

grade EDSRs (3.3) avec une condition terminale p(T ) = hx(X(T )) c-à-d

E [hx(X�(T ))Z(T )] = E [p�(X�(T ))Z(T )] ;

et d�aprés le lemme (3.2.2) on a

E [hx(X�(T ))Z(T )] = E
�Z T

0

p�(t) [bu(t)(u(t)� u�(t)))dt]

�
Z T

0

Z(t)g�x(t)dt+

Z T

0

q�(t)
�
�
�

u(t)(u(t)� u�(t))
�
dt

�
;

ce qui implique

d

d�
J(u�(:))

����
�=0

= E
Z T

0

Hu(t;X
�(t); u�(t); p(t); q(t)) (u(t)� u�(t)) dt:

On a

J(u�) = inf
u2Uad([0;T ])

J(u);

donc J(u�) � J(u�) ceci implique que

E
Z T

0

Hu(t;X
�(t); u�(t); p(t); q(t)) (u(t)� u�(t)) dt � 0:
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Conclusion

En conclusion, dans ce modeste travail, nous avons étudié le principe du maximum

stochastique de A.Bensoussan en (1982), pour un système gouverné par des équa-

tions di¤érentielles stochastiques. Pour ce faire, nous avons présenté d�abord introduction

générale présentant les notions de base. D�autre part nous avons étudié des équations

di¤érentielles stochastiques. En�n nous énonçons les conditions nécessaires d�optimalité.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.


 l�ensemble de résultat possible.

F Tribu sur 
.

P Probabilité.

Rd Espace réel enclidien de dimension d.

B(Rd) La tribu boriliènne sur Rd:

(
;F ;P) Espace de probabilité.

(
;F ; fFtgt�0 ;P) Espace probabilité �ltrè.

E [X] Espérence mathématique ou moyenne du v.a X.

V ar [X] Variance du v.a X.

Cov Fonction de covariance.

s ^ t min(s; t):

p:s Presque Surement.

P� p:s Presque Surement pour la mesure de probabilité P.

MB Mouvement brownien.

M2 Espace de Banach.

Rd � Rn Ensemble des matrices réelles d� n.
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Annexe A : Abréviations et Notations

hXit Variation quadratique de X sur [0; T ] .

N Ensemble des négligeable N .

C1 Ensemble des fonctions une fois dérivable et dont la première dérivée est continue.

EDS Équations di¤érentielle stochastique.

v.a Variable aléatoire.

i.e C�est-à-dire.
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Résumé 
Dans ce travail,  nous étudions un problème de contrôle stochastique 
optimal, pour des systèmes gouvernés par des équations différentielles 
stochastiques. Notre objectif principal dans ce travail est d'établir les 
conditions nécessaires d'optimalité sous la forme du principe 
maximum dans le cas ou les coefficients sont contrôlés et le domaine 
contrôle est convex. Ce résultat a été prouvé par A. Bensousan.  
 
 
Mots clés: Equations différentielles stochastiques, contrôle optimal, 
processus stochastique,  principe du maximum. 
 
 
 

Abstract 
In this research, we study optimal stochastic control problem for 
systems governed by stochastic differential equations. Our main 
objective in this research is to establish the necessary conditions of 
optimality in the form of the maximum principle diffusion in which 
the coefficients is controlled and the control domain is convex. This 
results have been proved by A. Bensousan. 
 
Key words: Stochastic differentiel equations, optimal control, 
stochastic process, maximum principle.  
 
 

 الملخص

ندرس مشكلة التحكم العشوائیة المثلى للأنظمة التي تحكمها المعادلات التفاضلیة  ،في هذا العمل

ى في زمة للأمثل في شكل مبدأ الحد الأقصالأهدفنا الرئیسي في هذا العمل هو إنشاء الشروط . العشوائیة

    . بنسوسن.قد تم إثبات هذه النتیجة من طرف أالتحكم محدب و مجال حالة التحكم في المعاملات و 

     

 .المبدأ الأقصى ،العملیة العشوائیة ،الأمثل التحكم ،معادلات تفاضلیة عشوائیة: الكلمات المفتاحیة
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