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Introduction

On considére un probleme de controle stochastique,ou le domaine de controle est convexe
et le systeme est régi par une équation différentielle stochastique progréssive et rétrograd

(EDSPRs) de type

dxy = b(t, x4, v) dt + o (t, x4, vp) AW, To=1T

dye = — [ (L, @, Yo, 20, 00) AL + 2 AW, yr = ¢ (o)

ou b,o, fet ¢ sont des fonctions données,W = (W), > est un mouvement brownien stan-
dard définit sur un éspace de probabilité filtré (Q, F i (Ft)is0 P) satisfaisant aux conditions
usuelles.la variable de controle v = (v;) est un processus progréssivement mesurable avec des
valeurs dans un sous-ensemble fermé convexe de RF.

I’objectif du probleme de controle est de choisir v de maniere a minimiser une fonction,avec

des valeurs initiales et terminales du type :

T
J(”) :E g(SE'T)+h(y0)+/ l(taxtvytazhvt) dt
0

ol g, h,et [ sont des fonctions données.

un processus de control qui résout ce probleme est appelé optimal.

Notre objectif dans ce mémoire est de dériver les conditions nécessaires et suffisantes d’opti-
malité sous la forme du principe maximum de Pontryagin. Ces résultats sont donnés lorsque
la condition terminale de I'équation dépend de l'état terminal de 1’équation directe, et le
critere a minimiser est sous la forme générale, avec les cotits initiaux et terminaux.

L’idée principale est d’introduire trois processus adjoints pour établir les conditions suffisantes



Introduction

d’optimalité. Ceci est une construction d’une nouvelle méthode pour ce genre de probleme.
Puisque le domaine de controle est convexe, la maniere classique d’atteindre notre objectif
est d’utiliser la méthode de la perturbation convexe. Plus précisément, si v est un controle

optimal et v est arbitraire, alors nous définissons un controle perturbé comme suit :

u =u+6(v—u)
Nous dérivons I’équation variationnelle de 1’équation d’état, et la variationnelle inégalité du
fait que

0<J (W)= J(u)

Les conditions d’optimalité sont alors données sous une forme faible. De plus, sous ad-
hypotheses conditionnelles, nous donnons les résultats sous la forme d’un maximum sto-
chastique global principe.

Le cas particulier, ou la condition terminale yr = £ est un aléatoire mesurable vecteur, est
étudié et nous prouvons que dans ce cas un principe maximum stochastique est dérivé avec
seulement deux processus adjoints.

Enfin, nous donnons une application sur un marché financier. Nous étudions le cash-flow (des
flux de trésorerie) probleme de valorisation et nous prouvons que le systeme de cet exemple
est naturellement régi par un EDSPR controlé.

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre nous donnons des rappelles sur le calcule stochastique et des notions
de base, dans la deuxiéme nous formulons le probleme et donnez les différentes hypotheses
utilisées tout au long du mémoire puis nous introduisons les équations adjoints et nous déri-
vons les conditions nécessaires d’optimalité, puis nous reformulons les conditions nécessaires
et suffisantes d’optimalité sous la forme d’un principe de maximum Enfin, dans la derniere
chapitre, nous appliquons notre version du principe du maximum stochastique au modele

financier d’un probléme de valorisation des flux de trésorerie.



Chapitre 1

le calcul stochastique

1.1 (énéralités sur les processus stochastique

Définition 1.1 (processus stochastique) Soit T' C R, toute famille X = (X;),., de va-

teT
riable aléatoire d valeurs dans R? est appelée un processus stochastique tel que t est souvent

interprété comme le temps.

Définition 1.2 (processus a trajectoire continue) Le processus X = (X),p est dil a

trajectoire continues si pour tout w € §,la fonction t — X, (w) est continue sur R

Définition 1.3 (cadlag et caglad) Un processus est dit cadlag (continu a droite,pourvu de
limites a gauche) si ses trajectoires sont continue a droite et pourvues de limites a gauche.
Un processus est dit caglad (continu a gauche,pourvu de limites a droite) si ses trajectoires

sont continue a gauche et pourvues de limites a droite.

Définition 1.4 (filtration) Une filtration est une famille F = (Fi),cp, de sous -tribu de
F,c’est a dire

VO<s<t<oo F, CF; CF,
et nous appelons(Q,]:, (]:t)tzo , P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.5 (la mesurabilité) un processus X est dit mesurable si l'application sui-
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vante,

([0, +00[ x Q, B ([0, +o0]) ® F) — (R", B (R"))

(t,w) — X; (w) est mesurable

Définition 1.6 (processus adapté) On dit X = (Xy),cp, est F-adapté si pour tout t >

0,la variable aléatoire (X;),5,est Fi-mesurable.
Remarque 1.1 Un processus est toujourd adapté a sa filtration naturelle.

Définition 1.7 (processus progressivement mesurable) On dit qu’'un processus X est

"progressivement mesurable” pour la filtration (F,t > 0) si Vt > 0,VA € B (R),
{(s,w) /0<s<t;X,(w) € A} € B([0,t]) @ F
c’est a dire que 'application sur
([0,t] x Q,B([0,t]) ® Ft) : (s,w) — X, (w) est mesurable.

Définition 1.8 (processus de markov) Soit (Q,f, (]—"t)tZO,P) une base stochastique et
X = (Xt)ieg, un processus stochastique.
Le processus X est un processus de markov st X est adapté et si pour tout s,t > 0 et
BeB(R)ona:

P (X5 € B/F;) = P(Xsys € Bfo (X)) p.s.

Définition 1.9 (temp d’arrét) une variable aléatoire T : Q — {oo} est un temps d’arrét

par rapport a une filtration(F,), sq Si,

Vn e N,{T =n} € F,
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ou bien,de maniére équivalente,si,
Vn e N, {T <n} e F,

Définition 1.10 (martingale) un processus (X;),, réel,adapté et intégrable,(X;),5, est

une :
1 martingale siVs <t: E(X;/Fs) = Xs.
2 sous martingale siVs <t: E(X;/Fs) > Xs.

3 sur martingale siVs <t: E(X;/F;) < Xg.

Définition 1.11 (martingale locale) un processus M est une martingale locale s’il existe
une suite de temps d’arrét (1,,), oy croissant vers +oo telle que pour tout n € N,le processus

arrété M™ soit une martingale nulle en 0.

Définition 1.12 (variation totale et variation quadratique) la variation infinitésimale
d’ordre p d’un pracessus Xy défini sur [0,T] associée a une subdivision II,, = (t7,...,t%)est

définie par
p

V(L) = > | X = X,

i=1

Si VE(I1,,) a une limite dans un certain sens (convergence presque sire,convergence LP)
lorsque

L, = HHnHoo = max ‘t?—i—l - t?| —0
i<n

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous [’appellerons alors la variation
d’ordre p de X, sur [0,T].En particulier,

1. Si p = 1,la limite s’appelle la variation totale de Xysur [0,7T] .

e pour tout T,V} est fini ,on dit que X est d variation finie.

o pour tout T,V} est borné,on dit que X est a variation finie.

2. Sip=2,la limite s’appelle la variation quadratique de Xysur [0,T] et notée < X > .
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Théoréme 1.1 (variation bornée) un processus X, est un processus a variation bornée

sur [0,T] s’l est a variation bornée trajectoire par trajectoire,c’est a dire que
sup Z ‘Xti — Xy, .| < 0o presque surement.

Remarque 1.2 Si la variation totale d’un processus existe presque surement,alors elle vaut

n

V:Z1 ‘= Sup Z ‘Xti - X,

meP ‘=5

presque surement.
ot P est l’ensemble des subdivision possibles de [0,T] réciprocequement,si ce supemum est
fini,le processus admet une variation totale.

La variation totale d’un processus s’interprete comme la longueure de ses trajectoires.

1.2 Le mouvement brownien

On se donne un espace (€2, F, P),et un processus B = (B;),5, sur cet espace.
On appelle (B;),, un mouvement brownien avec By = 0 si :

® (By),> est continue.

o(Accroissements indépendants) :Pour tout 0 < ¢y < ¢, < ... <t, les variable
(Btn — By, ..., By, — By, Bto) sont indépendantes.

o(Accroissements stationnaires) :Pour 0 < s < ¢,B, — B, est une variable réelle de loi gaus-

sienne,centrée de variance (t — s) .

Proposition 1.1 B est un mouvement brownien si et seulement si B est un processus gaus-

sien centré a trajectoires continues de fonction de covariance
cov (B, B;) = min (s,t).

Proposition 1.2 si B est un mouvement brownien alors :
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1. —B est aussi un mouvement brownien.
2. Pour tout o € R,(é X Bazt) est un mouvement brownien.

3. pour tout s > 0,W; = By s — Bs est un mouvement brownien independant de F.

Wy =20
4. le processus défini par est un mouvement brownien.
Wt == tBl/t

Proposition 1.3 (propriétés de martingale) soit B un mouvement brownien et pour tout

t € [0,T),F; est la tribu o (Bs,s < t) complétée.

1. B est une (F;) martingale.

2. pour tout A\ € R,(exp (/\ X By — A% x %)) est une (F;) martingale.

t€[0,T]

3. (B} —t),c/0.r) st une (F;) martingale.

Proposition 1.4 (Propriété de Markov) La propriété de Markov du mouvement Brow-
nien est utilisée sous la forme (un peu plus forte que la propriété de Markov) :pour tout s,le
processus (Wi, t > 0) défini par

Wt = Bt+s - Bsa
est un mouvement Brownien indépendant de Fi.

Preuve. pour f borélienne bornée,et pour u > t,
E(f(Bu) | Ft) = E(f(Bu) | 0(By))
On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de ’espérance conditionnelle :
E(f(Bu) | Ft) = E(f(Bu — Bi+ By) | Ft) = ®(u—t, By),

avec

O(u—t,x) = E(f(Bu — Bi + x)) = E(f(y + x)),
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ou y a méme loi que B, — By,soit une loi N(0,u — t) par les mémes arguments,E(f(B,) |

o(B;)) = ®(u —t, By).On a trés précisement

1 (y — x)?

0(s.0) = <= [ 1wesp(="5

une autre facon de décrire cette propriété est de dire que, pour u > t,conditionnellement a
By, la v.a.B, est de loi gaussienne d’espérance B, et de variance u—t.alors E(1p, <z | F;) =

E(lp, <z|o(B;))=E(lg, <x|By),pour u <t. m

1.3 calcul d’Ito

L’intégrale d’Ito est un des outils fondamentaux du calcul stochastique
Soit (€, F, (F¢);=g » P) un espace de probabélité filtré,et soit B = (By, ¢ > 0) un (F;) mouve-

ment brownien standard.

1.3.1 intégrale stochastique
Définition 1.13 on dit que {6;,t > 0} est un processus s’il est (F;)-adapté,caglad,et si

t
E /dis < +00

0

pour tout t > 0.

cas des processus étagés :

ce sont les processus de type

n—1
9? - Z Qil]tz‘ﬂfiﬂ] (t) )
t=0

oﬁnGN,Oztogtl§...§tnetHiEL2(Q,}—ti,P)
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pour tout ¢ = 0, ..., n,on définit

) n—1
/ 0.dB, = 0; (B, — By,)
0 i=0

E { / GSdBS] =0 et var { / GSdBS] = / 0%ds
0 0 0

n—1

/ 0sdBy =Y 0; (Biiint — Bint) -
0

1=0

on sais que

alors

cas générale :

Soit I'ensemble L? (2 x R") des processus F; adaptés caglad et si 6 est un bon processus,il

existe {#",n > 0} suit de processus étagés telle que quand n — 400 :

E[/Ot(HS—QZ)st} -0

Ainsi,pour tout ¢ > 0,11 existe une v.a.l; (f) = fooo 0,dBs de carré intégrable telle que :
E (I (0)) =0 et var (I (9)) = / 0%ds.
0

Preuve. On va montrer que F (I, (6)) =0 on a :

n—1

]t(Q):/ est_Ze B, — By),

0

I; () est gaussien,car (B;) est un processus gaussien alors

-1
Z Bt+1 - )
1=0

i
L

- QZE (Bti-H - Btl)

~
Il
o

=0



Chapitre 1. le calcul stochastique

comme [ (Btl, o Bti) = 0,car (Bti o Bt,.) sont acroissement indépendants.

Pour montrer que var (I, (6)) = [;° 62ds.en effet,on a :

var (I; (0)) =

0

1.3.2 Propriétés d’intégrale stochastique :

Il y’a quelque propriétés sur I'intégrale stochastique les plus important sont :

R4

I, (alel + a292) = a1y (91) + asly (92) )

2. propriété de martingale :

t
t I, (0) et t — I, (0)* — /egds,

0

sont des (]-"tB)—martingales continues.

3. isométrie :pour tous bons processus ¢, 6 et tout s,¢ > 0,on a

Bl n0) -5 [ . bupud]

10
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4. additivité :pour 0 < s < u <'t,

t u t
/ 0,dB, :/ 0,dB, —|—/ 0,dB,.
0 s u

5. la variation quadratique de I'intégrale stochastique est donnée par :

t
< I (0) >= /eids.
0

1.3.3 Processus d’Ito

Définition 1.14 Soit (2, F,(Fi),5,P) un espace de probabélité filtré et soit B un (F)

mouvement brownien On appelle processus d’Ité tout processus (X, t > 0) tel que :

t

t
X=X+ /HSdBS + /V;ds.
0 0
ou Xg est Fo-mesurable, H un processus adapté tel que
t
Vt, /Hfds < 00 P.s,
0
etV un processus adapté tel que

¢
Vt,/|Vs|ds < oop.S.
0

Le coefficient V' s’appelle la dérivée (ou le drift ) et H son coefficient de diffusion.

étant donné un processus d’Ito X ,on peut définir un processus continu adapté croissant

t
< X >= /des,t > 0.
0

Remarque 1.3 un processus d’Ito X est continu adapté.En particulier si H est adapté tel

11
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t
que Vt, /Hfds < 00 p.s,alors

0

t
/ X,H,dB,,
0

est bien défini.

Proposition 1.5 soient

Xy = Xo+ [y Kyds + [y HdD,
Y, = Yo+ [i Kids + [i H.dB,.

alors :

t t t
XY, = XY, + / X, dY, + / Y,dX, + / H,Hds.
0 0 0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.3.4 Formule d’Ito

Théoréme 1.2 soit

t t
X; :X0+/ Vsds+/ H,dB;,
0 0
un processus d’Ito,et soit f : R? — R une fonction de classe C?.alors :

f(Xy) = f(Xo)+ /f s) dX +1/2/f” s)d < X >g,

ou

/f J)dX, : /f Vds+/f ) HydB,.

plus généralement,si f : (t,z7) € Ry x R — f(t,x) € R est de classe C1? (contintiment

différentiable en ¢ et deux fois continiment différentiable en x) alors :

f(t,Xt):f(O,Xo)+/0 fs (s,XS)ds+/0 fo (s,XS)dXSJrl/Q/O Foo (8, X)d < X >, .

12
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1.4 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 1.15 On se donne :

b:RT xR —R
SRt xR—-R

X :une variable aléatoire Fy-mesurable et (By),~, un Fi-mouvement brownien,c’est & dire
adapté a la filtration (F),sq
on dit qu’un processus stochastique X (.) a valeurs dans R™ est solution de l’équation diffé-

rentielle stochastique d’Ito ;

dXt — b (t, Xt) dt + 6 (t, Xt) dBt
pour 0 <t < 7T si:
1. X (.) est progressivement mesurable par rapport a F (.).

2. b(t,X,) € L1 (0,T):5(t, X,) € L2

nxm

(0,7).

3. X (t) = Xo+ fotb(s,Xs) ds + fch(s,Xs) dBs P-pspour 0 <t <T.

1.4.1 Existence et unicité

On considére 1’équation différentielle stochastique
dXt = b (t, Xt) dt + (S (t, Xt) dBt (*)

ou b,d € [0,7] x R — R sont des fonction déterministes mesurables.

Théoréme 1.3 (existence et unicité) Soient b et & deuz fonctions continues,on suppose

que’il existe une constante k telle que, pour toutt € [0,T],x,y € R,

13
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a) condition de lipschitz en espace,uniforme en temps

[b(t,2) =b(t )+ 0 (t,2) =0ty < rlz—y|.

b) croissance linéaire

[b(t,2)] + 10 (¢, )] < 5 (1 +[z]).

c) E|Z2| < oc.

Alors pour tout ¢ > 0 'équation (*) admet une solution unique dans U'intervalle [0, ¢].

14



Chapitre 2

Conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalité

2.1 Formulation du probleme

soit (Q, F, (.7-})120 , P) un éspace de probabilité équipé d'une filtration satisfaisant aux condi-
tions usuelles,sur I'aquelle un d-dimentielle mouvement brownien W = (W;),- est définit.On

suppose que (F) i>pest le P-augmentation de la filtration naturelle du W.

Définition 2.1 soit T un nombre réel strictement positif fixe et U un sous-ensemble conveze

fermé de RF.

un controle admissible v est un processus progressivement mesurable par apport une filtration

(Ft)y>0 et avec des valeurs en U telles que

sup E|vg]* < oo
te[0,T]

on note U l'ensemble de tous les controle admissible pour tous v € U,nous considérons le
EDSPR suivant :

dxy = b(t, x4, v) dt + o (t, x4, vp) AW, To=1T

dyy = —f (t, 24, Y1, 26, v¢) dt + 2z AW, yr = o (z7)

15
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ou

b . [0,T]xR*"xU — R", 00, T] xR" x U — Myxq (R),

f o [0,T] x R® X R™ X Myxaq (R) x U — R™, v :R" — R™,
nous définissons le critere a minimiser,avec les couts initiaux et finaux,comme suit :

J(0) =E |g(er) +h(go) + / Lt 20y, 20, 00) d | (2.2)

ou

g : R"—R, h:R™ — R,

I 2 [0,T] xR" X R™ x Mypxq (R) x U — R,

le probleme du controle est de minimiser la fonctionnelle .J sur U.un controle u € U est appelé
optimal s’il résout :

J (u) = inf J (v) (2.3)

veU

Notre objectif dans ce mémoire est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes sous la

forme d’un principe maximum stochastique. supposons que :

b,o, f,q,h,l, ¢ sont continuellement différentiables parrapport a (z,y, z,v),
ils sont bornés par C' (1 + |z| + |y| + || + |v]) (2.4)

et leurs dérivées parrapport a(x,y, z,v) sontcontinuesetbornées.

Sous les hypotheses ([2.4)), pour chaque v € U , (2.1]) a une solution unique et le fonctionnelle
J est bien définie de U dans R.

16
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2.1.1 Résultats préliminaires

Puisque le domaine de controle U est convexe, une maniere classique pour traiter un tel
probleme, il faut utiliser la méthode de la perturbation convexe. Plus précisément,soit u un
controle optimal et (xy,y, 2;) la trajectoire optimale associée, nous définissons un controle

perturbé comme suit :

u! = w4 0 (v, — wy) (2.5)

ou 6 > 0 est suffisamment petit et v est un élément quelconque de U.

Le controle perturbé u? est admissible. On note (:1:?, y?, 20 ) la trajectoire du systeme associé
aul.

A partir de 'optimalité de u , I'inégalité variationnelle de ’hamiltonien sera dérivée du fait

que;
0<J (W) —J(u), (2.6)

pour cela, nous avons besoin des lemmes classiques suivants :

Lemme 2.1 Sous les hypotheéses (2.4) , on a

lim | sup E }azf - a;t|2 =0, (2.7)

6—0 lo<t<T

lim | sup E }yf — yt|2 =0, (2.8)
6—0 Lo<t<T |
T 2
lim E/ 2] — 2| dt =0, (2.9)
0—0 0

Preuve. puisque b et ¢ sont Lipschitz par rapport a (z,v), on a

¢ t
E‘x?—xtfgC/ E’xz_xs|2d8+062/ E’US_USFdS?
0 0

17



Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

en utilisant le lemme de Gronwall et la définition (2.1), nous obtenons

eligloE |a:t9 — xt‘Q =0.

L’application de I'inégalité Biirkholder — Davis — Gundy pour la partie martingale permet

nous pour obtenir une convergence uniforme en ¢ :

. 2
lim | sup E ‘x? — xt| =0.
0—0 |o<t<T

Cela prouve (2.7)) ,Prouvons maintenant (2.8]) et (2.9) .

En appliquant la formule d’ It6 a (yf — yt)Q, on a

2

T
E‘yf—yt}2+E/ ‘Zf—zt‘zds = Elp (z%) — ¢ (z7)] (2.10)
¢

T
F28 [ (68 =) [F (508l 800) — o2 s
t

Par la formule de Young, pour tout € > 0 , on a

E|<y§ - ys) [f (57$g7y§72’g7ug) - f (37%7%72’5,%)”

< 2_1€E |yg - ?/s|2 + %E [/ (s, 22,90, 22 ul) — f (s, 25, Ys, 26, )] ‘2
1 Ce 0 2 Ce 0 9
< <2_€+7)E|y5_ys| +7E|ZS—ZS|
Ce 0 2 Ceb 9
+7E |373 — :L‘S| + TE |vs — s

Ainsi, (2.10]) devient

T T T
E\yf—ytf*E/ |Zf—2s|2d3§<c”é)/ Elyﬁ—ysfd”&/ E |2 — 2|’ ds+af,
t t t
(2.11)
ou

T T
&f:E}zfop—xT‘Q—i-Ca(]E/t ‘xz—xsfds%—QQE/t |vs—us\2ds>.
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Par définition (2.1) et (2.7), on obtient

lim of = 0. (2.12)

6—0

Choisissez € = 5 Alors (2.11)) devient
0 2 1 T 0 2 1 T 0 2 0
E}yt—yt| +§E |zs—zs} ds < 20—1—5 E’ys—ys| ds + oy,
t t

de l'inégalité ci-dessus, nous dérivons deux inégalités
9 2 1 g 9 2 9
E’yt—yt‘ < 20—1—5 E’ys—ys| ds + ay (2.13)
t

T T
]E/ ‘zg —zs‘zds < (4C + 1)/ E‘yg —y8‘2d3+2af, (2.14)
¢ t

pour utilisé (2.7)) ,(2.13)), le lemme de Gronwall et le Biirkholder — Davis — Gundy inégalité,

nous obtenons
1. 0 . 2 -0
Jim E |yt Yt ‘ 0

Pour obtenir le résultat avec la norme sup (ie, (2.8), il suffit d’appliquer le Biirkholder—

Inégalité de Davis — Gundy & la partie martingale dans la formule It6. On a alors (2.8]).Enfin,
a partir de (2.8) et (2.12), nous obtenons (2.9) le lemme (2.1) est prouvé. =

Lemme 2.2 Soit T, et ; respectivement , les solutions d’équations linéaires suivantes :

djt - [bl’ (t, xt7 ut) jt + bv (t, Ty, Ut) (Ut - Ut)] dt
+ 0w (t e, w) Ty + 04 (8 20, wp) (v — wg) dW] (2.15)

330:0

dye = — [fo (t, T, Yp, 20, we) Ty + [y (8, 20, Y, 20, we) G dit
— [fe (G e, e, 20, we) Ze) + fo (2, yes 26, ue) (0 — ug) dt 4 Z,dWr, (2.16)

?jT = @ (wT) jT
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

puLS
20—z,
lim E |7, — —| =0, (2.17)
0—0 9
0 2
lim E|g, — 24— Y| —o, (2.18)
0—0 0
T 0 _ . |2
lim E/ A S () (2.19)
0—0 0 0
Preuve. Pour plus de simplicité, nous mettons
Xo=i -ty =g - g — g 2R
0 0 0

et
Af = (t,xt+)\9 (jft—Xt) yt+/\9 (yt ) Zt+/\9 (Zt ) ut—i-)\@ (Ut —Ut))
on a
t pl
/ / by (8,25 + N0 (Ts — X)), us + M0 (vs — ug)) XgdNds
o Jo
1
+/ / 0u (5,25 + N0 (T — X,) s + N (05 — ) XodNdW, + 57,
o Jo
ou

t
5f = /bx S, Tg, Ug xsds+/ Oy (s,xs,us)i’des
0
+

t
bv (s T, Us) (Vs — ug) ds + / oy (8,25, us) (Vs — us) AWy
0

bz (s,25 + A0 (s — X)), us + N0 (vs — uy)) TsdNds

1

0z (8,25 + N0 (s — Xs) , us + N0 (v — ug)) TsdAdW,

1
by (8,25 + A0 (T — Xs) ,us + A0 (vs — us)) (vs — ug) dAds

1

0y (8,25 + A0 (T — X)), us + N0 (vs — 1)) (vs — us) AAIW

|
No\éc\“c\c\

~+

NS}\N
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Puisque les dérivées b, et o, sont bornées, on a

| 2

T
E|X,|> = CIE/ |1 X,|*ds + CE |8
0
Puisque b,,0,,b,, 0, sont continues et bornés, on a
lim 8¢ = 0.
030 b =0

En utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons (2.17)) ,Prouvons maintenant (2.8)) et(2.8]) ;on
a

dY, = — (EYY, + F/ Z, — +)) dt + Z,dW,

ou

1 1
L R ACO L  E EATOON
0 0

et 7Y est donné par

1 1 1
— » (AY) Zd\ y (A9) Ged L (A9) zd\ :
= [ e [ @haane [0 (2.20)

1 1
+ / fo (AY) (v — wg) dX — / fo (AY) XpdX
0 0
—fo (&2, e, 20, we) Ty + foy (8, 0, Yr, 20, 0e) Uy

—f- (t,l’t, Yt Zmut) Z— fo (t, Tty Yty 2ty Ut) (Ut - Ut) )
en appliquant la formule d’ Ito a (}/})2, on trouve que

T T
E\Y;|2+E/ |zs|2ds_IE|Yt|2+2E/ Y, (FYY, + FZZ, —+%)| ds, (2.21)
t

t
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

par la formule de Young, pour tout € > 0, on obtient

E|Y, (FYY, + F:Z, )| < %E\YSIH%E\(mezzs—vi)f
< LR+ SRipyp
2e 2

c c
+75E|F;Zs\2 n 751@ [

2
)

depuis F} et F7 sont bornés, nous avons

E|Y, (FYY, + F?Z, — 47| < (21_5 + %) E|Y.|* + %JEIZSI2 + %E R

ainsi, nous pouvons réécrire (2.21]) comme suit :

T 1 T T
]E|Yt|2+IE/ |25|* ds < (CeJrg)/ E|YS|2ds+Cs/ E|Z,|* ds + 6, (2.22)
t t

t

ou

T
5f:E|YT|2+CeE/ 70| ds, (2.23)
t

choisissez € = 5 ; alors ([2.22) devient

9 1 T 9 1 T 9 9
E|Y;| + éE/ |Zs| ds < (QC-f- 5) / E |Ys‘ ds + 5ta
t

t

de l'inégalité ci-dessus, nous déduisons deux inégalités

1 T
E|Y,* < (2(]+§)/ E|Y,|* ds + 6 (2.24)
t

T T
IEJ/ |25 * ds < (4C’+1)/ E |Y.|* ds 4 267, (2.25)
t

t

de (2.20) et de la continuité de f, fy, f2, f», on déduit que

. 0
91310 vy = 0. (2.26)
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

D’autre part, nous avons

2

Z/%—Z/T - K

EYr|” = E'?JT— ¢, (v7) Tr —

1
S 2K (V2 (iL‘T) iT - / (2% (SCT + A0 (.i'T — XT)) i’TdA
0

1
+2]E/ oy (o + M (i — Xp)) X2 dA,
0
puisque ¢, est continue et borné, on obtient de (2.17) que
lim E[Y7|* =0, (2.27)
0—0

par ([2.23)), (2.26) et (2.27]), nous déduisons que

. 0
lim 57 =0, (2.28)

en utilisant (2.24]),(2.28]) , le lemme de Gronwall et le Biirkholder — Davis — Gundy inégalité,

nous obtenons (2.18])
enfin, (2.19) est dérivé de (2.18]), (2.25)) et (2.28)). Lemme (2.2) est prouvé. m

Lemme 2.3 Soit u un controle optimal minimisant la fonctionnelle J surlU, et soit (x4, ys, 2¢)

sa trajectoire associée. Alors pour tout v € U on a

T
0 < Elg,(zr)Zr] +E[hy (vo)g0] + E/ Ly (8, e, yr, 2, we) (0p — wy) dt (2.29)
0

T
—HE/ o (e, Yoy 26, ue) Te + Ly (8, T, Yy 26, we) Ge + L (8 4, Y, 20, 0) 2] dt
0

Preuve. Nous utilisons la méme notation que dans la preuve du lemme (2.2),de I'inégalité

(2.6)), nous avons

1

1
0

0
T 1
R / / [y (M%) Z 4+ 1, (AD) G+ 1 (M) 2+ 1y (AY) (0r — )] dAdt —
0 0
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ou

1 1
- ]E/ 0ot 2, + A6 (:zt—xt»xthE/ hy (v + A0 (i — ) Yed
0 0
T 1
+E / / [lo (AY) Xy + 1, (A]) Y + 1. (A)) Z] dAdt,
0 0

puisque les dérivées g,, hy, l;, 1, l,et [, sont continues et bornées, en déduire d’apres (2.17),(2.18)
et (2.19) que

lim pf =
AP =0,

en laissant 6 tend vers 0 dans l'inégalité ci-dessus, la preuve est complétée. m

2.1.2 Equations adjointes et conditions nécessaires d’optimalité

Introduire les trois équations différentielles stochastiques suivantes, appelées équations ad-

jointes :

dpy = — [l:c (ﬂ Tty Yty 2t Ut) + b, (757 T, ut)pt + 04 (ta Ty, Ut) Pt] dt (2-30)
—fo (8, 2, Y, 20, we) udt + PodWi,

Pr = Gz (l’T),

dg. = [ly (t, 2, Y, 26, ur) + fo (8 Te, Yty 22, Ur) Go] di (2.31)
+ Uz (ta Tty Yty Zt, ut) + fz (t7 Ty Yty 2ty ut) qt] tha

o = hy(yo),
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

dk; = — [bac (t7 T, Ut) ke + o, (t7 Tt, Ut) Kt] dt + K dW, (2-32>

ke = —p,(z7)qr,

Les processus p , q et k (appelés processus adjoints) sont progressivement mesurables par

rapport a la filtration(F;),., et nous avons

(p,P) € Lx([0,T];R") x L% ([0,T); R,
¢ € L%([0,T];R™),

(k) € LA(0.T): R") x L% ([0.7]: R

Puisque pr = g, (z1) et g0 = hy (yo), I'inégalité (2.29)) devient

T

0 < Elprzr]+ Elqg) +E Ly (t, e, Yr, 2o, ue) (0p — ug) dt (2.33)
0

T
+E/ Lo (e, Yy 20, we) Ty 4 Ly (8, @0, Yes 20, we) G+ L (8, 4, Y, 20, we) 2] dE.
0

En appliquant la formule d’ 1t6 a (p;24) , (¢:9:) on a

T
E [prT] = —E/ [lx (ta Tty Y, 2ty Ut) T+ fo (ta Tty Y, 2ty Ut) Qtjt] dt (2-34>
0

T
+E/ [by (, 4, up) Pt + 0y (t, T4, ug) Py (vp — uy) dt
0

T
E [CJO@O] = E [QTQT] - E/ [ly (t, Tty Yty 2ty Ut) U+ 1, (t, Tty Yty 2t Ut) 5t] dt (2.35)
0

T
+E/ [fx (757 Tty Yty 2t Ut) Qs + fv (ta Tty Yty 2t Ut) qt (Ut - Ut)] dt,
0
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alors ([2.33]) devient

T
0 S E [QTZQT] + ]E/ [(bv (tu Ty, ut) 2 + oy <t7 T, ut) P)t) (Ut - ut)] dt (236>
0
T
+E/ [fx (t, Tty Yt, 2t Ut) QT + fv (t, T, Yty 2ty Ut) qt (Ut - Ut)] dt
0

T
+E/ Ly (t, e, Yr, 2, ue) (Vg — wy) dt
0

On remarque que qrgyr = —krZ7 ,puis en appliquant la formule 1t6 & (k;2;), on avoir que

T
E [QTﬂT] =-FE [kaT] = —E/ [bv (tu T, Ut) ki + oy (t7 Tt, Ut) Kt] (Ut - Ut) dt,
0

ainsi ([2.36)) devient
T
0< E/ Hy (L, 2, Yr, 2, Wi, Di, Gy Kr) (wg — vg) dt Vo el (2.37)
0

ot 'hamiltonien H de [0,7] x R" X R™ X M,,xq (R) x U x R" x R™ x R™ dans R est défini

par

H(t,x,y,z,v,p,q, k) = - (t,:r;,y,z,v) —b(t,ﬂ?,?)) (p_ k)

—O'(t,CIZ,U)(P - K) - f(taxvya Zvv)Q-

Nous pouvons maintenant énoncer les conditions nécessaires d’optimalité.

Théoreme 2.1 Soit u un contréole optimal minimisant la fonctionnelle J sur U, et soit
(x4, Ys, 2¢) la trajectoire optimale correspondante. Ensuite, il y a trois uniques processus pro-

gressivement mesurables p, q et k, qui sont , respectivement , des solutions d’équations diffé-

rentielles stochastiques (2.30)), (2.31) et(2.32)) telles que

O S Hv (ta Lty Yy 2t Uty Pty G,y k:t) (U’t - Ut) \V/U € u <238)
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Preuve. Le résultat découle immédiatement de (2.37). m

2.1.3 Les conditions suffisantes d’optimalité

Dans cette section, nous étudions quand les conditions nécessaires d’optimalité (2.38)) de-

viennent suflisantes.

Théoréme 2.2 (conditions suffisantes d’optimalité) Supposons que g (.) et h (.) sont conveze

et Uapplication (x,y, z,v) — H (t,z,y,z,v,p,q, k) est concave.Alors u est un contréle opti-

mal s’il satisfait (2.38)).

Preuve. Soit u un controle admissible arbitraire (candidat optimal), et soit (x}, vy}, z}') la
trajectoire du systeme controlé par u . Pour tout controle admissible v, avec trajectoire

associée (z7,yy, z{), on a

J(W)=J(u) = Elg(zy) —g(@7)] +E[h(y) — h (yp)]

T
+/ [l(t7xg>yz}7zf7vt)_l(taxgayfa%%L?ut)]dt
0

puisque g et h sont convexes, nous avons

Q
=
S
N
|
K
=
2=
v
N
8
=
S
N
=
S
|
8
2=

puis

J () = J(u) = Elg. (z7) (7 — 27)] + Ehy (%) (45 — v0)]

T
—HE/ [l (t7$;}7yz}7z;)7vt) _l(taxgayfazzl7ut)] dt
0
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On remarque que pr = g, (%) et go = hy (y§) ;en suit

J() = J(u) = Elpr (27 —27)] + Elg (5 — v0)]

T
+E/ [l (tv'rgvyz)?zfvvt) - l(t,xf,yf,zﬁ,ut)] dt.
0
En appliquant la formule 1t6 & p; (z}' — z})et ¢ (y)* — y}), on obtient

T
Efpr(ah—2%)] = —E / Lo (6,22, s 20 ) + by (£, 22 ) ] () — ) dl

T
E/ O-mtxtaut Pt+fx(t xtaytaztaut)Qt](U Ig)dt
0

+

T

]E/ b(t, 2 v) — b (62 )] pe + o (£ 20, 00) — o(t, 2%, w)] P,) dt
0

(vr — vr)]

E/ txt7yt7zt7ut>+fy(t xtvytvztﬂut)%](y}&)_yg)dt
0

=

N

Elgo (yo — %) = Elg

T
—HE/ t xtﬂytﬂzﬂvt) f(t,xq;,yf,zzi,ut)] qtdt
0

T
E/ txtayt7zt7ut)+f2<t xt7yt72t7ut)Qt]< _Zt>dt
0

puis

J(w)—J(u) > Elgr (yr — yz)]

E t‘rthyt?Zt?ut)—'_b (t xt7ut)pt]( _xt)dt

E O-mt‘rtaut Pt+fr<t ‘rt?ytazt?ut)qt]( _xt)dt

/T
f

0

’ﬂ

—i—E/ b(t,zy,ve) —b(t,x},u)] pe + [o (¢, 2], vr) — o(t, xy, up)| Pr) dt

o
’ﬂ

]E/ txtvytvztaut>+fy(t xtvytvzwut)qt] (yf—yf)dt

=)
’ﬂ

+

E/ t :Ct?ytazmvt) f (tvxgvyyvzzluutﬂ qtdt
0

’ﬂ

]E/ txtaytaztaut)+fz(t mtaytaztaut)qt]< v—ZZL)dt
0

T
—|—E/ t .CL't R yt s Zt s Ut) l (t, :E?? ytu? Z?? ut)] dt.
0
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On remarque que gr(y4—y4) = —kr(xk—z%) puis en appliquant la formule 1t6 a k; (y; — y}*)on

a

T

E [kr(zf —2f)] = —E (t, ), ug) ke + o(t, ), ug) K] (x) — af) dt

+E b(t,xy,ve) —b(t,xy,u) ke + [0 (t, 2], v0) — o(t, xy, up)] Ky) dt

f, e

T
J, o
puis

T
J(w)—J(u) > E/ [H (t, 2,y 2 e, P, @, k) — H (8,27, 97 2, 0, Des Qs Ke)] dt
’ T
+E/ Hy (2 y's 215 wes ey G k) () — ) dt
0T
E / H, (1, 2 4, 22 Py o Ke) (97 — ) dt

T
+E/ Hz (tvxg7ygvzfautaptaqt7kt) (ZZ] —Z?) dt7
0

puisque 'hamiltonien H est concave par rapport a (x,y, z,u) nous avons

T
E/ [H (tv x:f}v ?Jfa sza Vg, Pty Gt k:t) _H (tv l‘?, ?J?a ZZJJ’ U, Pty Gt kt)] dt
0

IA

T
E / Hy (1, 2y, 2 e, pr, s ) () — ) dt
‘ T
+E / Hy (8, 2%y, 20 e, pos oK) (5 — 42 dlt
OT
|E / HL (1, 22 s 2 ey e s ) () — 22) e

T
_HE’/ Hv (taxgayrazfuuhphqwkt) (Ut _ut) dt)
0
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ou,équivalent ;

T
]E/ Hv (taxgayfazz??utvptaqut) (ut _Ut) dt
0

T

]E/ [H (tu x:‘,ta yfu ZZLJ Ut, Pt, qt, kt) - H (tu xiju yfu ZZIJ Uty Pt qt, kt)] dt
0

IA

T
+E/ Hz (taxgayga Zgautaptv ) kt) (il';) - iL’;‘) dt
0
T
—|—E/ Hy (t,.mg,yg?Z;L:utaptaqt?kt) (y;) _y?) dt
0
T
+E/ Hz (ta-I;L?y;L?zg;utaptaqut) (Z:_ZZL) dt
0
puis
T
J (U) - J (U) Z ]E/ HU (tafE%Zy% ZZL; Uy, Pty Gty k:t) (ut - vt) dt
0

Les conditions nécessaires d’optimalité (38)impliquent J (v) — J (u) > 0. Le théoreme est

prouvé. m

2.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité
sous la forme global

Dans cette section, nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité dans

le forme global

Théoréme 2.3 (conditions nécessaires d’optimalité sous la forme global).Supposer que H
est concave par rapport a la variable de controle v. Soit w un controle optimal minimisant
la fonctionnelle J sur U, et soit (xy,ys, z) la trajectoire optimal correspondent, ensuite, il

y a trois processus uniques mesurables progressivement p, q,et k qui sont respectivement des

solutions d’équations différentielles stochastiques (2.30)), (2.31)) ,et (2.32) , de telle sorte que

H(ta Tty Yt, Zt, Ut, Pt, Gt kt) - I;I}eag{H(t7 Tt, Yty Zt, Ut, Pt, Gt kt) (239>
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Preuve. La condition que H est concave dans la variable de controle u implique que —H est
convexe par rapport au méme argument. De plus 'application v — —H (x,y, z,v,p, q, k) est
continu, et Gateaux-différentiable, avec différentielle continue. Puis en appliquant le principe
d’optimisation convexe , nous avons

w; minimise —H <= —H,, (t, x4, Yr, 2e, Us, Pty Gt k) (0 — ug) >0 Yvoeld

ou équivalent a

u; maximise H <= H, (t, T, Yt, 2t, Uty Dty G, ki) (ug — v1) >0 Yoel

A partir de la propriété ci-dessus et du théoreme 1, la preuve est complétée. m

Théoreme 2.4 (conditions suffisantes d’optimalité sous forme global).Supposons que g (.)et
h(.)sont convexes et Uapplication (x,y, z,v) — H (t, T4, Yz, 2¢, Ug, e, @i, k) est concave.

puis u un controle optimal s’il satisfait (2.39)) .
Preuve. A partir de (77), il est facile de voir que si u satisfait (2.39)), alors u satisfait

(2.38]).Par conséquent, a partir du théoreme (2.2), u est un contrdle optimal. m

2.2.1 Modeéle avec condition terminale constante

Prenons un cas particulier de probleme (2.1]) — (2.3) étudié dans les sections précédentes, ou

la condition terminale yr = & est un vecteur aléatoire Fp mesurable a n dimensions tel que

E |£]* < oo

Alors la condition terminale dans (2.16]) est g = 0, de sorte que E [g7gr] = 0, et équation

(2.35) devient

Elqoio] = =l (t, 26, ye, 26, ue) Ge + fo (8, T, Yes 20, Ut) G2 (2.40)

+fo (tv Ly Yty 2ty Ut) qi (Ut - Ut) -1, (ﬂ T, Yty 2ty Ut) 2.

Par conséquent, a partir de I'inégalité variationnelle(2.36]) , on a

31



Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

0 S f{v (taxayazavap7 q) (Ut - ut)’

olt I'hamiltonien H dans ce cas, est défini & partir de [0,7] x R" x R x Mxq (R) x U x

R™ x R™ x R™ dans R par

H(twray?Z?’U?paCI) = -l (t,x,y,z,v) _b(t7xvv)p_0—(taxav>P_f(t7$7y>ZaU)Q'

Dans ce cas, nous n’avons que deux processus adjoints donnés par

dp, = H, (t, Tty Yty 2ty Uty Pty Qt) dt + P,dW,, Pr = Gz (xT) ) (2-41)

et

dgr = _Hy (tu Tty Yty 2ty Uty Pty Qt) dt — H, (twrt: Ut, Zt, Ut, Pt, Qt) AWy, qo = hy (yo) . (242)

Avec Phamiltonien H et les processus adjoints p et q , il est facile de voir en utilisant les

mémes preuves, que les théoremes 1,4 sont valides, sans les processus k.
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Chapitre 3

Application a I’évaluation des flux de

trésorerie

Modélisation et controle des flux de trésorerie les processus d’'une entreprise ou d’un projet ,
par exemple, la tarification et la gestion d’une assurance contract, est une classe de problemes
ou les EDSPR fournissent une configuration naturelle et un puissant outil. Dans ce chapitre,
nous donnerons un exemple d’une telle situation survenant dans la tarification d’un contrat
d’assurance simple.

Un preneur d’assurance d’'une compagnie d’assurance a payé des primes au moment 0 ont
accumulé a la somme my. L’argent est investi dans un portefeuille d’actifs riche (It)te[O,T] géré
par la compagnie d’assurance sous un intervalle de temps [0, T']. A chaque Uinstant ¢ € [0, 7]
le preneur d’assurance devrait recevoir un montant c;x;.

Le présent valeur (prix) du flux de trésorerie (css),< 1, actualisé au temps ¢ avec une remise
facteur (déflateur) exp {— f(f )\Sds}, A¢ est supposé non négatif, borné et déterministe, est

donnée par

T
ye = E {/ e Jo Ardr e xods | T (3.1)

t
Supposons que le portefeuille soit investi dans un modele de marché Black — Scholes simple

consistant en un actif sans risque (par exemple, une obligation ou un compte bancaire) avec
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un taux d’intérét r; supposé borné et déterministe et un actif risqué évoluant en tant que
mouvement brownien géométrique avec taux de rendement g, et volatilité o; ,tous deux
supposés fonctions bornées et déterministes du temps, avec o; > & > 0 pour tout t € [0,7].

Dans ce marché le processus de richesse (), est régi par

dxy = (ryxy + pyug) dt + opudWy, To = My, (3.2)

ou u; est le montant investi dans ’actif risqué et p, = pu, — 7, est la prime de risque .

L’assureur répartit les montants (u;) afin de se rapprocher dela cible suivante au temps 7" :
Trouver des stratégies admissibles (¢, u) qui maximisent les préférences du preneur d’assu-
rance représentées par la fonction d’utilité F' des flux de trésorerie,actualisé a son taux d’ac-
tualisation personnel  , supposé constant, et minimiser la variance de la fortune terminale,

a condition que le montant total a verser est égal a la prime totale my :

maxcy) & UOT e PUE (cyy) dt — (xp — Ext)Q]
sous contrainte Exr =d et E [fOT e Jo Asdscsxsdg} = my.

En utilisant la méthode du multiplicateur de Lagrange, le probleme peut étre réduit au

suivant probleme de controle sans contrainte :

T
I(na})cE [/ e PUF (comy) dt — g (20 —a)” + 0 (yo — d)] , (3.3)
c,u, 0

ou J et 6 sont les poids relatifs de I'atteinte de la cible et

T
yo=E {/ e Jo ATd”cszlcsds/]:o}
t

est la valeur totale du flux de trésorerie actualisé au temps zéro.
Nous avons besoin de la définition suivante des stratégies admissibles adaptées a notre pro-

bleme.

Définition 3.1 Une stratégie admissible est une paire de (F),,- processus adaptés(c,u) tel

34
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que(3.2) a une solution forte (1), qui satisfail
T
E/ |z, |” dt < o0 (3.4)
0

et
2

T
E( / e Jo Asdsctxtdt) < 00 (3.5)
0

maintenent,pour chaque stratégie admissible (c,u), le (F;),~, -processus de valeur adaptée

(y), (3.1) satisfait le EDSR suivant :

dyy = (Myr — cixe) dt + 2 dW, yr =0,

olt (2¢),est (Fi),~o -adapté et intégrable au carré par rapport a dt x P sur[0,T] x

posons

¢ T
A, = exp {—/ )\Sds} ., M,=E {/ Ascs:csds/ﬂ}
0 0

maintenent, par (3.5)) il s’ensuit que M; est une martingale carrée intégrable adaptée a
(Ft),;>0 -Par conséquent, par le théoreme de représentation des martingales, il existe un

unique(F;),~-processus stochastique adapté ¢, tel que

t
Mt = MO +/ QOSdWS,
0

N . T . .
oll pest un(F;),, -processus adapté tel que E J, ¥% < co. Maintenant, nous pouvons écrire

y; comme suit :
M, 1 /t
Y= — — — A.cox.ds
A A

Par conséquent, y, satisfait
_ Pt
dyt = ()\tyt — Ctl‘t) dt + Kth
¢

on pose z; = /%, on obtient que (z)est(F;),--adapté et intégrable au carré par rapport
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a dt x P sur[0,T] x Q et que (y;), satisfait(??) .Par conséquent, (3.2]) - (??) satisfait par
(z,y,2) est un EDSPR.Supposons que la fonction d’utilité du preneur d’assurance soit de
type HARA. Autrement dit, F'(X) = X7/ ou «y € [0, 1] .Nous voulons résoudre le probleme

d’optimisation suivant :

T Yy
r(na))cE g (xr)+ h(yo) +/ P dt] : (3.6)
c,u 0
ou
9 2

et (z, y) est la solution du EDSPR linéaire (3.2),(3.1) .En appliquant les résultats du chapitre

précédent, le hamiltonien de notre probleme de controle est

+(cx)”
Y

H(taxayaz7uacvpa Q) = 6_6 + (Tt$+th)p+UtUP+ ()\ty—C.I) q, (37)

et le systeme d’équations adjointes (2.41)), (2.42) devient

dpt = — {T’tpt -+ e_ﬁtCzQJZil — tht} dt + Ptth,

(3.8)
pr = gu (v7) = =6 (v7 — a)
dg; = M\qqdt,
qt tqt (39)
qo = hy (yO) - 97

Maintenant, nous allons (¢, @) étre candidat & une stratégie optimale, soit (4, g, 2;) la solution
de notre FBSDE ({3.2)), (??) avec une solution associé(py, ¢¢). La valeur de ¢ qui maximise

H (ta i'b yta éta ) aa ﬁt» th) Vériﬁe
& = (e Pl g) Y (3.10)

Puisque (\;),, est supposé non négatif, la condition (3.5)est satisfaite. Par ailleurs,puisque

le terme impliquant v dans I’hamiltonien est linéaire, le coefficient u devrait disparaitre,c’est
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a dire

Par conséquent, par(3.10)) et , (p;, ¢) satisfait a ce qui suit découplé FBSDE :

p
dp; = —rpydt — O_—tptth, pr = gz (T7),
t

dg: = Mqidt, g0 = hy (Y0) -

L’équation (3.13)) a une solution unique

t
Gr = hy (o) exp {/ /\Sds} .
0

Cherchons une solution a (3.12)) de la forme

pe=f() 2 +g(t)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

ot les fonctions f et g sont déterministes.Ce choix est motivé par le fait que la valeur finale

pr est linéaire en Zp. En utilisant le lemme It6 et en identifiant les coefficients en (3.2]) et

(13.12), les fonctions f et g doivent satisfaire
(f () +2re f (1) @ + pytie f (8) + g (t) +1eg (1) = 0,

“Pe i+ g () = £ (1) oy,

D’ou
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Les solutions de ces équations sont

(1) = —5exp {/tT (g_z _ 2rs> ds} el (3.18)

g(t)zéaexp{/tT <§—§§—rs> ds}, e, (3.19)

Uy = T : (3.20)

finalement

Puisque u; est linéaire en ; , elle conduit a une EDS linéaire a coefficients bornée pour  ,et
donc il satisfait (3.4).En résumé, une stratégie optimale admissible(¢, @) de probleme ({3.6))
soumis aux dynamique (3.2)) et (3.1)) est donnée par(3.10|) et (3.20)).
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Conclusion

Dans ce mémoire , nous nous intéressé aux problemes de controles dans lesquels le systeme
est régi par une équation différentielle stochastique progréssive et rétrograd (EDSPRs)

La premiere partie est basée sur le calcule stochastique , le calcul d'It6 et I’'équation différen-
tielle stochastique et 1’éxistence et 1'unicité de cette équation , et cette étude nous aide dans
la deuxieme partie.

Dans la deuxieme partie , nous avons parlons sur le principe du maximums stochastique
L’objectif principale de cette étude est de trouver des conditions nécessaires d’optimalité
vériffées par un controle optimale minimisant le cott

Dans la troisieme partie nous appliquons notre version du principe du maximum stochastique

au modele financier d'un probleme de valorisation des flux de trésorerie
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Annexe :

Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.
(€, F,p)

(Qaf7 (]:t)t207p>
By

sup
inf

cadlag
caglad

exp

Espace de probabilité.

Espace de probabilité filtré.

Mouvement Brownien.

Espace réel euclidien de dimension d.

Tribu Borélienne sur R?.

Espérance par rapport a la probabilité P.
Sépérieur.

Inférieur.

Continue a droite pourvu de limite a gauche.
Continu agauche pourvu de limite a droite.

exponentiel.
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Annexe B : Abréviations et Notations

EDS Equation différentielle stochastique.
<. .> Produit scalaire dans R,

U,d L’ensemble des corntroles admissibles.
u controle admissible.

u* controle optimal.

u” Controle perturbé.

J(.) fonction de cotit.

PMS Principe du maximum stochastique.

H(t,z,u,p,q) Hmiltonien.
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Résumé

Dans ce mémoire nous donnons des rappelles sur le calcule stochastique et des notions de base
puis nous formulons le probleme et donnez les différentes hypotheses utilisées tout au long de le
mémoire, et certains résultats préliminaires, qui seront utilisés dans ce qui suit puis nous introduisons
des processus adjoints et nous dérivons les conditions nécessaires d'optimalité, pour obtenir les
conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité sous la forme d'un principe de maximum. Enfin nous
appliquons notre version du principe du maximum stochastique au modele financier d'un probleme de

valorisation des flux de trésorerie.

Mots clés : équation différentielle stochastique avant et arriere, principe du maximum stochastique,

contrdle optimal, équation adjointe, équation variation elle, évaluation des flux de trésorerie
Abstract

In this thesis we give reminders on the stochastic calculus and basic notions then we formulate the
problem and give the different hypotheses used throughout the thesis, and some preliminary results,
which will be used in what follows then we introduce some adjunct processes and we derive the
necessary conditions of optimality, to obtain the necessary and sufficient conditions of optimality in the
form of a maximum principle. Finally, we apply our version of the principle of the stochastic maximum

to the financial model of a problem of evaluation of cash flows.

Key words: forward and backward stochastic differential equation, stochastic maximum principal,

optimal control, adjoint equation, variational equation, cash flow valuation
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