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son soutien,son aide,ses conseils,et ses dirétives du début jusqu’à la fin de ce travail.
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1.3 calcul d’Itô . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Introduction

On considére un problème de contrôle stochastique,où le domaine de contrôle est convexe

et le système est régi par une équation différentielle stochastique progréssive et rétrograd

(EDSPRs) de type











dxt = b (t, xt, vt) dt+ σ (t, xt, vt) dWt, x0 = x

dyt = −f (t, xt, yt, zt, vt) dt+ zt dWt, yT = ϕ (xT )

où b, σ, f,et ϕ sont des fonctions données,W = (Wt)t ≥0 est un mouvement brownien stan-

dard définit sur un éspace de probabilité filtré
(

Ω,F , (Ft)t≥0 , P
)

satisfaisant aux conditions

usuelles.la variable de contrôle v = (vt) est un processus progréssivement mesurable avec des

valeurs dans un sous-ensemble fermé convexe de Rk.

l’objectif du problème de contrôle est de choisir v de manière à minimiser une fonction,avec

des valeurs initiales et terminales du type :

J (v) = E

[

g (xT ) + h (y0) +

∫ T

0

l (t, xt, yt, zt, vt) dt

]

où g, h,et l sont des fonctions données.

un processus de contrôl qui résout ce problème est appelé optimal.

Notre objectif dans ce mémoire est de dériver les conditions nécessaires et suffisantes d’opti-

malité sous la forme du principe maximum de Pontryagin. Ces résultats sont donnés lorsque

la condition terminale de l’équation dépend de l’état terminal de l’équation directe, et le

critère à minimiser est sous la forme générale, avec les coûts initiaux et terminaux.

L’idée principale est d’introduire trois processus adjoints pour établir les conditions suffisantes
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Introduction

d’optimalité. Ceci est une construction d’une nouvelle méthode pour ce genre de problème.

Puisque le domaine de contrôle est convexe, la manière classique d’atteindre notre objectif

est d’utiliser la méthode de la perturbation convexe. Plus précisément, si u est un contrôle

optimal et v est arbitraire, alors nous définissons un contrôle perturbé comme suit :

uθ = u+ θ (v − u)

Nous dérivons l’équation variationnelle de l’équation d’état, et la variationnelle inégalité du

fait que

0 ≤ J
(

uθ
)

− J (u)

Les conditions d’optimalité sont alors données sous une forme faible. De plus, sous ad-

hypothèses conditionnelles, nous donnons les résultats sous la forme d’un maximum sto-

chastique global principe.

Le cas particulier, où la condition terminale yT = ξ est un aléatoire mesurable vecteur, est

étudié et nous prouvons que dans ce cas un principe maximum stochastique est dérivé avec

seulement deux processus adjoints.

Enfin, nous donnons une application sur un marché financier. Nous étudions le cash-flow (des

flux de trésorerie) problème de valorisation et nous prouvons que le système de cet exemple

est naturellement régi par un EDSPR contrôlé.

Ce mémoire est organisé de la manière suivante :

Dans le premier chapitre nous donnons des rappelles sur le calcule stochastique et des notions

de base, dans la deuxième nous formulons le problème et donnez les différentes hypothèses

utilisées tout au long du mémoire puis nous introduisons les équations adjoints et nous déri-

vons les conditions nécessaires d’optimalité, puis nous reformulons les conditions nécessaires

et suffisantes d’optimalité sous la forme d’un principe de maximum Enfin, dans la dernière

chapitre, nous appliquons notre version du principe du maximum stochastique au modèle

financier d’un problème de valorisation des flux de trésorerie.
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Chapitre 1

le calcul stochastique

1.1 Généralités sur les processus stochastique

Définition 1.1 (processus stochastique) Soit T ⊂ R,toute famille X = (Xt)t∈T de va-

riable aléatoire á valeurs dans Rd est appelée un processus stochastique tel que t est souvent

interprété comme le temps.

Définition 1.2 (processus a trajectoire continue) Le processus X = (Xt)t∈R+
est dit à

trajectoire continues si pour tout w ∈ Ω,la fonction t 7−→ Xt (w) est continue sur R+.

Définition 1.3 (càdlàg et càglàd) Un processus est dit càdlàg (continu à droite,pourvu de

limites à gauche) si ses trajectoires sont continue à droite et pourvues de limites à gauche.

Un processus est dit càglàd (continu à gauche,pourvu de limites à droite) si ses trajectoires

sont continue à gauche et pourvues de limites à droite.

Définition 1.4 (filtration) Une filtration est une famille F = (Ft)t∈R+
de sous -tribu de

F ,c’est à dire

∀0 ≤ s ≤ t < ∞,Fs ⊂ Ft ⊂ F ,

et nous appelons
(

Ω,F , (Ft)t≥0 , P
)

est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.5 (la mesurabilité) un processus X est dit mesurable si l’application sui-
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Chapitre 1. le calcul stochastique

vante,

([0,+∞[× Ω, B ([0,+∞[)⊗Ft) →
(

Rd, B
(

Rd
))

(t, ω) 7→ Xt (ω) est mesurable

Définition 1.6 (processus adapté) On dit X = (Xt)t∈R+
est F-adapté si pour tout t ≥

0,la variable aléatoire (Xt)t≥0est Ft-mesurable.

Remarque 1.1 Un processus est toujourd adapté à sa filtration naturelle.

Définition 1.7 (processus progressivement mesurable) On dit qu’un processus X est

”progressivement mesurable” pour la filtration (Ft, t ≥ 0) si ∀t ≥ 0,∀A ∈ B (R),

{(s, w)�0 ≤ s ≤ t;Xs (w) ∈ A} ∈ B ([0, t])⊗Ft

c’est à dire que l’application sur

([0, t]× Ω, B ([0, t])⊗Ft) : (s, ω) 7−→ Xs (ω) est mesurable.

Définition 1.8 (processus de markov) Soit
(

Ω,F , (Ft)t≥0 , P
)

une base stochastique et

X = (Xt)t∈R+
un processus stochastique.

Le processus X est un processus de markov si X est adapté et si pour tout s, t ≥ 0 et

B ∈ B (R) on a :

P (Xs+t ∈ B/Fs) = P (Xs+t ∈ B/σ (Xs)) p.s.

Définition 1.9 (temp d’arrêt) une variable aléatoire T : Ω → {∞} est un temps d’arrêt

par rapport à une filtration(Fn)n≥0 si,

∀n ∈ N, {T = n} ∈ Fn
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Chapitre 1. le calcul stochastique

ou bien,de maniére équivalente,si,

∀n ∈ N, {T ≤ n} ∈ Fn

Définition 1.10 (martingale) un processus (Xt)t≥0 réel,adapté et intégrable,(Xt)t≥0 est

une :

1 martingale si ∀s ≤ t : E (Xt�Fs) = XS.

2 sous martingale si ∀s ≤ t : E (Xt�Fs) ≥ XS.

3 sur martingale si ∀s ≤ t : E (Xt�Fs) ≤ XS.

Définition 1.11 (martingale locale) un processus M est une martingale locale s’il existe

une suite de temps d’arrêt (Tn)n∈N croissant vers +∞ telle que pour tout n ∈ N,le processus

arrêté MTn soit une martingale nulle en 0.

Définition 1.12 (variation totale et variation quadratique) la variation infinitésimale

d’ordre p d’un pracessus Xt défini sur [0, T ] associée à une subdivision Πn = (tn1 , ..., t
n
n)est

définie par

V p
T (Πn) =

n
∑

i=1

∣

∣

∣
Xtn

i
−Xtn

i−1

∣

∣

∣

p

.

Si V p
T (Πn) a une limite dans un certain sens (convergence presque sûre,convergence Lp)

lorsque

Πn = ‖Πn‖∞ = max
i≤n

∣

∣tni+1 − tni
∣

∣→ 0

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons alors la variation

d’ordre p de Xt sur [0, T ].En particulier,

1. Si p = 1,la limite s’appelle la variation totale de Xtsur [0, T ] .

• pour tout T ,V 1
T est fini ,on dit que X est à variation finie.

• pour tout T ,V 1
T est borné,on dit que X est à variation finie.

2. Si p = 2,la limite s’appelle la variation quadratique de Xtsur [0, T ] et notée < X >T .
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Chapitre 1. le calcul stochastique

Théorème 1.1 (variation bornée) un processus Xt est un processus à variation bornée

sur [0, T ] s’il est à variation bornée trajectoire par trajectoire,c’est à dire que

sup
Πn

n
∑

i=1

∣

∣Xti −Xti−1

∣

∣ < ∞ presque sûrement.

Remarque 1.2 Si la variation totale d’un processus existe presque sûrement,alors elle vaut

V 1
T := sup

Π∈P

n
∑

i=1

∣

∣Xti −Xti−1

∣

∣

presque sûrement.

où P est l’ensemble des subdivision possibles de [0, T ] réciprocequement,si ce supemum est

fini,le processus admet une variation totale.

La variation totale d’un processus s’interprète comme la longueure de ses trajectoires.

1.2 Le mouvement brownien

On se donne un espace (Ω,F , P ),et un processus B = (Bt)t≥0 sur cet espace.

On appelle (Bt)t≥0 un mouvement brownien avec B0 = 0 si :

• (Bt)t≥0 est continue.

•(Accroissements indépendants) :Pour tout 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn les variable
(

Btn − Btn−1 , ..., Bt1 − Bt0 , Bt0

)

sont indépendantes.

•(Accroissements stationnaires) :Pour 0 ≤ s ≤ t,Bt − Bs est une variable réelle de loi gaus-

sienne,centrée de variance (t− s) .

Proposition 1.1 B est un mouvement brownien si et seulement si B est un processus gaus-

sien centré à trajectoires continues de fonction de covariance

cov (Bs, Bt) = min (s, t) .

Proposition 1.2 si B est un mouvement brownien alors :
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Chapitre 1. le calcul stochastique

1. −B est aussi un mouvement brownien.

2. Pour tout α ∈ R,
(

1
α
× Bα2t

)

est un mouvement brownien.

3. pour tout s > 0,Wt = Bt+s − Bs est un mouvement brownien independant de Fs.

4. le processus défini par











W0 = 0

Wt = tB1/t

est un mouvement brownien.

Proposition 1.3 (propriétés de martingale) soit B un mouvement brownien et pour tout

t ∈ [0, T ],Ft est la tribu σ (Bs, s ≤ t) complétée.

1. B est une (Ft) martingale.

2. pour tout λ ∈ R,
(

exp
(

λ× Bt − λ2 × t
2

))

t∈[0,T ]
est une (Ft) martingale.

3. (B2
t − t)t∈[0,T ] est une (Ft) martingale.

Proposition 1.4 (Propriété de Markov) La propriété de Markov du mouvement Brow-

nien est utilisée sous la forme (un peu plus forte que la propriété de Markov) :pour tout s,le

processus (Wt, t ≥ 0) défini par

Wt = Bt+s − Bs,

est un mouvement Brownien indépendant de Fs.

Preuve. pour f borélienne bornée,et pour u > t,

E(f(Bu) | Ft) = E(f(Bu) | σ(Bt))

On fait apparaitre les accroissements et on utilise les propriétés de l’espérance conditionnelle :

E(f(Bu) | Ft) = E(f(Bu − Bt +Bt) | Ft) = Φ(u− t, Bt),

avec

Φ(u− t, x) = E(f(Bu − Bt + x)) = E(f(y + x)),

7



Chapitre 1. le calcul stochastique

où y a même loi que Bu − Bt,soit une loi N(0, u − t) par les mêmes arguments,E(f(Bu) |

σ(Bt)) = Φ(u− t, Bt).On a trés précisement

Φ(s, x) =
1

1
√
2πs

∫

R

f(y) exp(−(y − x)2

2s
)dy,

une autre facon de décrire cette propriété est de dire que, pour u > t,conditionnellement à

Bt, la v.a.Bu est de loi gaussienne d’espérance Bt et de variance u− t.alors E(1Bu
≤ x | Ft) =

E(1Bu
≤ x | σ(Bt)) = E(1Bu

≤ x | Bt),pour u ≤ t.

1.3 calcul d’Itô

L’intégrale d’Itô est un des outils fondamentaux du calcul stochastique

Soit
(

Ω,F , (Ft)t≥0 , P
)

un espace de probabélité filtré,et soit B = (Bt, t ≥ 0) un (Ft) mouve-

ment brownien standard.

1.3.1 intégrale stochastique

Définition 1.13 on dit que {θt, t ≥ 0} est un processus s’il est (Ft)-adapté,càglàd,et si

E





t
∫

0

θ2sds



 < +∞

pour tout t > 0.

cas des processus étagés :

ce sont les processus de type

θnt =
n−1
∑

t=0

θi1]ti,ti+1] (t) ,

où n ∈ N, 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn et θi ∈ L2 (Ω,Fti , P )

8



Chapitre 1. le calcul stochastique

pour tout i = 0, ..., n,on définit

∫ ∞

0

θsdBs =
n−1
∑

i=0

θi
(

Bti+1
− Bti

)

on sais que

E

[
∫ ∞

0

θsdBs

]

= 0 et var

[
∫ ∞

0

θsdBs

]

=

∫ ∞

0

θ2sds

alors
∫ t

0

θsdBs =
n−1
∑

i=0

θi
(

Bti+1∧t − Bti∧t

)

.

cas générale :

Soit l’ensemble L2 (Ω× R+) des processus Ft adaptés càglàd et si θ est un bon processus,il

existe {θn, n ≥ 0} suit de processus étagés telle que quand n → +∞ :

E

[
∫ t

0

(θs − θns )
2 ds

]

→ 0

Ainsi,pour tout t > 0,Il existe une v.a.It (θ) =
∫∞

0
θsdBs de carré intégrable telle que :

E (It (θ)) = 0 et var (It (θ)) =

∫ ∞

0

θ2sds.

Preuve. On va montrer que E (It (θ)) = 0 on a :

It (θ) =

∫ ∞

0

θsdBs =
n−1
∑

i=0

θi
(

Bti+1
− Bti

)

,

It (θ) est gaussien,car (Bt) est un processus gaussien alors

E (It (θ)) = E

[

n−1
∑

i=0

θi
(

Bti+1
− Bti

)

]

=
n−1
∑

i=0

θiE
(

Bti+1
− Bti

)

= 0

9



Chapitre 1. le calcul stochastique

comme E
(

Bti+1
− Bti

)

= 0,car
(

Bti+1
− Bti

)

sont acroissement indépendants.

Pour montrer que var (It (θ)) =
∫∞

0
θ2sds.en effet,on a :

var (It (θ)) = E
(

I2t (θ)
)

− E (It (θ))
2

= E
(

I2t (θ)
)

= E





(

n−1
∑

i=0

θi
(

Bti+1
− Bti

)

)2




=
n−1
∑

i=0

θ2iE
[

(

Bti+1
− Bti

)2
]

=
n−1
∑

i=0

θ2iE (ti+1 − ti)

=

∫ ∞

0

θ2sds.

1.3.2 Propriétés d’intégrale stochastique :

Il y’a quelque propriétés sur l’intégrale stochastique les plus important sont :

1. linéairété :

It
(

a1θ
1 + a2θ

2
)

= a1It
(

θ1
)

+ a2It
(

θ2
)

.

2. propriété de martingale :

t 7→ It (θ) et t 7→ It (θ)
2 −

t
∫

0

θ2sds,

sont des
(

FB
t

)

-martingales continues.

3. isométrie :pour tous bons processus ϕ, θ et tout s, t ≥ 0,on a

E [Is (ϕ) It (θ)] = E

[
∫ s Λ t

0

θuϕudu

]

.

10



Chapitre 1. le calcul stochastique

4. additivité :pour 0 ≤ s ≤ u ≤ t,

∫ t

0

θvdBv =

∫ u

s

θvdBv +

∫ t

u

θvdBv.

5. la variation quadratique de l’intégrale stochastique est donnée par :

< It (θ) >=

t
∫

0

θ2sds.

1.3.3 Processus d’Itô

Définition 1.14 Soit
(

Ω,F , (Ft)t≥0 , P
)

un espace de probabélité filtré,et soit B un (Ft)

mouvement brownien On appelle processus d’Itô tout processus (Xt, t ≥ 0) tel que :

Xt = X0 +

t
∫

0

HsdBs +

t
∫

0

Vsds.

où X0 est F0-mesurable,H un processus adapté tel que

∀t,
t
∫

0

H2
sds < ∞ p.s,

etV un processus adapté tel que

∀t,
t
∫

0

|Vs| ds < ∞p.s.

Le coefficient V s’appelle la dérivée (ou le drift ) et H son coefficient de diffusion.

étant donné un processus d’Itô X,on peut définir un processus continu adapté croissant

< X >t=

t
∫

0

H2
sds, t ≥ 0.

Remarque 1.3 un processus d’Itô X est continu adapté.En particulier si H est adapté tel

11



Chapitre 1. le calcul stochastique

que ∀t,
t
∫

0

H2
sds < ∞ p.s,alors

∫ t

0

XsHsdBs,

est bien défini.

Proposition 1.5 soient











Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdBs

Yt = Y0 +
∫ t

0
K

′

sds+
∫ t

0
H

′

sdBs.

alors :

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

HsH
′

Sds.

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.3.4 Formule d’Itô

Théorème 1.2 soit

Xt = X0 +

∫ t

0

Vsds+

∫ t

0

HsdBs,

un processus d’Itô,et soit f : R2 → R une fonction de classe C2.alors :

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0

f
′

(Xs) dXs + 1/2

∫ t

0

f ′′ (Xs) d < X >S,

où
∫ t

0

f
′

(Xs) dXs :=

∫ t

0

f
′

(Xs)Vsds+

∫ t

0

f
′

(Xs)HsdBs.

plus généralement,si f : (t, x) ∈ R+ × R → f (t, x) ∈ R est de classe C1,2 (continûment

différentiable en t et deux fois continûment différentiable en x) alors :

f (t,Xt) = f (0, X0) +

∫ t

0

fs (s,Xs) ds+

∫ t

0

fx (s,Xs) dXs + 1/2

∫ t

0

fxx (s,Xs) d < X >s .

12



Chapitre 1. le calcul stochastique

1.4 Equation différentielle stochastique (EDS)

Définition 1.15 On se donne :

b : R+ × R → R

δ : R+ × R → R

X :une variable aléatoire F0-mesurable et (Bt)t≥0 un Ft-mouvement brownien,c’est à dire

adapté à la filtration (Ft)t≥0

on dit qu’un processus stochastique X (.) à valeurs dans Rn est solution de l’équation diffé-

rentielle stochastique d’Itô ;











dXt = b (t,Xt) dt+ δ (t,Xt) dBt

X (0) = X0

pour 0 ≤ t ≤ T si :

1. X (.) est progressivement mesurable par rapport à F (.) .

2. b (t,Xt) ∈ L1
n (0, T ) ; δ (t,Xt) ∈ L2

n∗m (0, T ) .

3. X (t) = X0 +
∫ t

0
b (s,Xs) ds+

∫ t

0
δ (s,Xs) dBs P-p.s pour 0 ≤ t ≤ T.

1.4.1 Existence et unicité

On considére l’équation différentielle stochastique

dXt = b (t,Xt) dt+ δ (t,Xt) dBt (∗)

où b, δ ∈ [0, T ]× R → R sont des fonction déterministes mesurables.

Théorème 1.3 (existence et unicité) Soient b et δ deux fonctions continues,on suppose

que’il existe une constante κ telle que, pour tout t ∈ [0, T ] , x, y ∈ Rn,

13



Chapitre 1. le calcul stochastique

a) condition de lipschitz en espace,uniforme en temps

|b (t, x)− b (t, y)|+ |δ (t, x)− δ (t, y)| ≤ κ |x− y| .

b) croissance linéaire

|b (t, x)|+ |δ (t, x)| ≤ κ (1 + |x|) .

c) E |Z2| < ∞.

Alors pour tout t ≥ 0 l’équation (∗) admet une solution unique dans l’intervalle [0, t] .
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Chapitre 2

Conditions nécessaires et suffisantes

d’optimalité

2.1 Formulation du problème

soit
(

Ω,F , (Ft)t≥0 , P
)

un éspace de probabilité équipé d’une filtration satisfaisant aux condi-

tions usuelles,sur l’aquelle un d-dimentielle mouvement brownien W = (Wt)t≥0est définit.On

suppose que (Ft)t≥0est le P -augmentation de la filtration naturelle du W.

Définition 2.1 soit T un nombre réel strictement positif fixe et U un sous-ensemble convexe

fermé de Rk.

un contrôle admissible v est un processus progressivement mesurable par apport une filtration

(Ft)t≥0 et avec des valeurs en U telles que

sup
t∈[0,T ]

E |vt|2 < ∞

on note U l’ensemble de tous les contrôle admissible pour tous v ∈ U ,nous considérons le

EDSPR suivant :











dxt = b (t, xt, vt) dt+ σ (t, xt, vt) dWt, x0 = x

dyt = −f (t, xt, yt, zt, vt) dt+ zt dWt, yT = ϕ (xT )
(2.1)

15



Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

où

b : [0, T ]× Rn × U −→ Rn, σ : [0, T ]× Rn × U −→ Mn×d (R) ,

f : [0, T ]× Rn × Rm ×Mm×d (R)× U −→ Rm, ϕ : Rn −→ Rm,

nous définissons le critère à minimiser,avec les coûts initiaux et finaux,comme suit :

J (v) = E

[

g (xT ) + h (y0) +

∫ T

0

l (t, xt, yt, zt, vt) dt

]

, (2.2)

où

g : Rn −→ R, h : Rm −→ R,

l : [0, T ]× Rn × Rm ×Mm×d (R)× U −→ R,

le problème du contrôle est de minimiser la fonctionnelle J sur U .un contrôle u ∈ U est appelé

optimal s’il résout :

J (u) = inf
v∈U

J (v) (2.3)

Notre objectif dans ce mémoire est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes sous la

forme d’un principe maximum stochastique. supposons que :

b, σ, f, g, h, l, ϕ sont continuellement différentiables parrapport à (x, y, z, v) ,

ils sont bornés par C (1 + |x|+ |y|+ |z|+ |v|)

et leurs dérivées parrapport à (x, y, z, v) sontcontinuesetbornées.

(2.4)

Sous les hypothèses (2.4), pour chaque v ∈ U , (2.1) a une solution unique et le fonctionnelle

J est bien définie de U dans R.
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

2.1.1 Résultats préliminaires

Puisque le domaine de contrôle U est convexe, une manière classique pour traiter un tel

problème, il faut utiliser la méthode de la perturbation convexe. Plus précisément,soit u un

contrôle optimal et (xt, yt, zt) la trajectoire optimale associée, nous définissons un contrôle

perturbé comme suit :

uθ
t = ut + θ (vt − ut) (2.5)

où θ > 0 est suffisamment petit et v est un élément quelconque de U .

Le contrôle perturbé uθ est admissible. On note
(

xθ
t , y

θ
t , z

θ
t

)

la trajectoire du système associé

à uθ.

À partir de l’optimalité de u , l’inégalité variationnelle de l’hamiltonien sera dérivée du fait

que ;

0 ≤ J
(

uθ
)

− J (u) , (2.6)

pour cela, nous avons besoin des lemmes classiques suivants :

Lemme 2.1 Sous les hypothèses (2.4) , on a

lim
θ−→0

[

sup
0≤t≤T

E
∣

∣xθ
t − xt

∣

∣

2
]

= 0, (2.7)

lim
θ−→0

[

sup
0≤t≤T

E
∣

∣yθt − yt
∣

∣

2
]

= 0, (2.8)

lim
θ−→0

E

∫ T

0

∣

∣zθt − zt
∣

∣

2
dt = 0, (2.9)

Preuve. puisque b et σ sont Lipschitz par rapport à (x, v), on a

E
∣

∣xθ
t − xt

∣

∣

2 ≤ C

∫ t

0

E
∣

∣xθ
s − xs

∣

∣

2
ds+ Cθ2

∫ t

0

E |vs − us|2 ds,
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

en utilisant le lemme de Grönwall et la définition (2.1), nous obtenons

lim
θ−→0

E
∣

∣xθ
t − xt

∣

∣

2
= 0.

L’application de l’inégalité Bürkholder – Davis – Gundy pour la partie martingale permet

nous pour obtenir une convergence uniforme en t :

lim
θ−→0

[

sup
0≤t≤T

E
∣

∣xθ
t − xt

∣

∣

2
]

= 0.

Cela prouve (2.7) ,Prouvons maintenant (2.8) et (2.9) .

En appliquant la formule d’ Itô à
(

yθt − yt
)2
, on a

E
∣

∣yθt − yt
∣

∣

2
+ E

∫ T

t

∣

∣zθt − zt
∣

∣

2
ds = E

∣

∣ϕ
(

xθ
T

)

− ϕ (xT )
∣

∣

2
(2.10)

+2E

∫ T

t

∣

∣

(

yθs − ys
) [

f
(

s, xθ
s, y

θ
s , z

θ
s , u

θ
s

)

− f (s, xs, ys, zs, us)
]∣

∣ ds.

Par la formule de Young, pour tout ε > 0 , on a

E
∣

∣

(

yθs − ys
) [

f
(

s, xθ
s, y

θ
s , z

θ
s , u

θ
s

)

− f (s, xs, ys, zs, us)
]∣

∣

≤ 1

2ε
E
∣

∣yθs − ys
∣

∣

2
+

ε

2
E
∣

∣

[

f
(

s, xθ
s, y

θ
s , z

θ
s , u

θ
s

)

− f (s, xs, ys, zs, us)
]∣

∣

2

≤
(

1

2ε
+

Cε

2

)

E
∣

∣yθs − ys
∣

∣

2
+

Cε

2
E
∣

∣zθs − zs
∣

∣

2

+
Cε

2
E
∣

∣xθ
s − xs

∣

∣

2
+

Cεθ

2
E |vs − us|2 .

Ainsi, (2.10) devient

E
∣

∣yθt − yt
∣

∣

2
+E

∫ T

t

∣

∣zθs − zs
∣

∣

2
ds ≤

(

Cε+
1

ε

)
∫ T

t

E
∣

∣yθs − ys
∣

∣

2
ds+Cε

∫ T

t

E
∣

∣zθs − zs
∣

∣

2
ds+αθ

t ,

(2.11)

où

αθ
t = E

∣

∣xθ
T − xT

∣

∣

2
+ Cε

(

E

∫ T

t

∣

∣xθ
s − xs

∣

∣

2
ds+ θ2E

∫ T

t

|vs − us|2 ds
)

.
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Par définition (2.1) et (2.7), on obtient

lim
θ−→0

αθ
t = 0. (2.12)

Choisissez ε = 1
2C

Alors (2.11) devient

E
∣

∣yθt − yt
∣

∣

2
+

1

2
E

∫ T

t

∣

∣zθs − zs
∣

∣

2
ds ≤

(

2C +
1

2

)
∫ T

t

E
∣

∣yθs − ys
∣

∣

2
ds+ αθ

t ,

de l’inégalité ci-dessus, nous dérivons deux inégalités

E
∣

∣yθt − yt
∣

∣

2 ≤
(

2C +
1

2

)
∫ T

t

E
∣

∣yθs − ys
∣

∣

2
ds+ αθ

t (2.13)

E

∫ T

t

∣

∣zθs − zs
∣

∣

2
ds ≤ (4C + 1)

∫ T

t

E
∣

∣yθs − ys
∣

∣

2
ds+ 2αθ

t , (2.14)

pour utilisé (2.7) ,(2.13), le lemme de Grönwall et le Bürkholder – Davis – Gundy inégalité,

nous obtenons

lim
θ−→0

E
∣

∣yθt − yt
∣

∣

2
= 0.

Pour obtenir le résultat avec la norme sup (ie, (2.8), il suffit d’appliquer le Bürkholder–

Inégalité de Davis – Gundy à la partie martingale dans la formule Itô. On a alors (2.8).Enfin,

à partir de (2.8) et (2.12), nous obtenons (2.9) le lemme (2.1) est prouvé.

Lemme 2.2 Soit x̃t et ỹt respectivement , les solutions d’équations linéaires suivantes :























dx̃t = [bx (t, xt, ut) x̃t + bv (t, xt, ut) (vt − ut)] dt

+ [σx (t, xt, ut) x̃t + σv (t, xt, ut) (vt − ut) dWt] ,

x0 = 0

(2.15)























dỹt = − [fx (t, xt, yt, zt, ut) x̃t + fy (t, xt, yt, zt, ut) ỹt] dt

− [fz (t, xt, yt, zt, ut) z̃t] + fv (t, xt, yt, zt, ut) (vt − ut) dt+ z̃tdWt,

ỹT = ϕx (xT ) x̃T

(2.16)
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puis

lim
θ−→0

E

∣

∣

∣

∣

x̃t −
xθ
t − xt

θ

∣

∣

∣

∣

2

= 0, (2.17)

lim
θ−→0

E

∣

∣

∣

∣

ỹt −
yθt − yt

θ

∣

∣

∣

∣

2

= 0, (2.18)

lim
θ−→0

E

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

z̃t −
zθt − zt

θ

∣

∣

∣

∣

2

dt = 0, (2.19)

Preuve. Pour plus de simplicité, nous mettons

Xt = x̃t −
xθ
t − xt

θ

, Yt = ỹt −
yθt − yt

θ

, Zt = z̃t −
zθt − zt

θ

,

et

Λθ
t = (t, xt + λθ (x̃t −Xt) , yt + λθ (ỹt − Yt) , zt + λθ (z̃t − Zt) , ut + λθ (vt − ut))

on a

Xt =

∫ t

0

∫ 1

0

bx (s, xs + λθ (x̃s −Xs) , us + λθ (vs − us))Xsdλds

+

∫ t

0

∫ 1

0

σx (s, xs + λθ (x̃s −Xs) , us + λθ (vs − us))XsdλdWs + βθ
t ,

où

βθ
t =

∫ t

0

bx (s, xs, us) x̃sds+

∫ t

0

σx (s, xs, us) x̃sdWs

+

∫ t

0

bv (s, xs, us) (vs − us) ds+

∫ t

0

σv (s, xs, us) (vs − us) dWs

−
∫ t

0

∫ 1

0

bx (s, xs + λθ (x̃s −Xs) , us + λθ (vs − us)) x̃sdλds

−
∫ t

0

∫ 1

0

σx (s, xs + λθ (x̃s −Xs) , us + λθ (vs − us)) x̃sdλdWs

−
∫ t

0

∫ 1

0

bv (s, xs + λθ (x̃s −Xs) , us + λθ (vs − us)) (vs − us) dλds

−
∫ t

0

∫ 1

0

σv (s, xs + λθ (x̃s −Xs) , us + λθ (vs − us)) (vs − us) dλdWs
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Puisque les dérivées bx et σx sont bornées, on a

E |Xt|2 = CE

∫ T

0

|Xs|2 ds+ CE
∣

∣βθ
t

∣

∣

2

Puisque bx, σx, bv, σv sont continues et bornés, on a

lim
θ−→0

βθ
t = 0.

En utilisant le lemme de Grönwall, nous obtenons (2.17) ,Prouvons maintenant (2.8) et(2.8) ;on

a

dYt = −
(

F y
t Yt + F z

t Zt − γθ
t

)

dt+ ZtdWt

où

F y
t =

∫ 1

0

fy
(

Λθ
t

)

dλ, F z
t =

∫ 1

0

fz
(

Λθ
t

)

dλ,

et γθ
t est donné par

γθ
t =

∫ 1

0

fx
(

Λθ
t

)

x̃dλ+

∫ 1

0

fy
(

Λθ
t

)

ỹtdλ+

∫ 1

0

fz
(

Λθ
t

)

z̃dλ (2.20)

+

∫ 1

0

fv
(

Λθ
t

)

(vt − ut) dλ−
∫ 1

0

fx
(

Λθ
t

)

Xtdλ

−fx (t, xt, yt, zt, ut) x̃t + fy (t, xt, yt, zt, ut) ỹt

−fz (t, xt, yt, zt, ut) z̃t − fv (t, xt, yt, zt, ut) (vt − ut) ,

en appliquant la formule d’ Itô a (Yt)
2, on trouve que

E |Yt|2 + E

∫ T

t

|zs|2 ds = E |Yt|2 + 2E

∫ T

t

∣

∣Ys

(

F y
s Ys + F z

s Zs − γθ
s

)∣

∣ ds, (2.21)
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par la formule de Young, pour tout ε > 0, on obtient

E
∣

∣Ys

(

F y
s Ys + F z

s Zs − γθ
s

)
∣

∣ ≤ 1

2ε
E |Ys|2 +

ε

2
E
∣

∣

(

F y
s Ys + F z

s Zs − γθ
s

)
∣

∣

2

≤ 1

2ε
E |Ys|2 +

Cε

2
E |F y

s Ys|2

+
Cε

2
E |F z

s Zs|2 +
Cε

2
E
∣

∣γθ
s

∣

∣

2
,

depuis F y
t et F z

t sont bornés, nous avons

E
∣

∣Ys

(

F y
s Ys + F z

s Zs − γθ
s

)∣

∣ ≤
(

1

2ε
+

Cε

2

)

E |Ys|2 +
Cε

2
E |Zs|2 +

Cε

2
E
∣

∣γθ
s

∣

∣

2
,

ainsi, nous pouvons réécrire (2.21) comme suit :

E |Yt|2 + E

∫ T

t

|zs|2 ds ≤
(

Cε+
1

ε

)
∫ T

t

E |Ys|2 ds+ Cε

∫ T

t

E |Zs|2 ds+ δθt , (2.22)

où

δθt = E |YT |2 + CεE

∫ T

t

∣

∣γθ
s

∣

∣

2
ds, (2.23)

choisissez ε = 1
2C

; alors (2.22) devient

E |Yt|2 +
1

2
E

∫ T

t

|zs|2 ds ≤
(

2C +
1

2

)
∫ T

t

E |Ys|2 ds+ δθt ,

de l’inégalité ci-dessus, nous déduisons deux inégalités

E |Yt|2 ≤
(

2C +
1

2

)
∫ T

t

E |Ys|2 ds+ δθt (2.24)

E

∫ T

t

|zs|2 ds ≤ (4C + 1)

∫ T

t

E |Ys|2 ds+ 2δθt , (2.25)

de (2.20) et de la continuité de fx, fy, fz, fv, on déduit que

lim
θ−→0

γθ
t = 0. (2.26)
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D’autre part, nous avons

E |YT |2 = E

∣

∣

∣

∣

ỹT − yθT − yT

θ

∣

∣

∣

∣

2

= E

∣

∣

∣

∣

∣

ϕx (xT ) x̃T − ϕ
(

xθ
T

)

− ϕ (xT )

θ

∣

∣

∣

∣

∣

2

≤ 2E

∣

∣

∣

∣

ϕx (xT ) x̃T −
∫ 1

0

ϕx (xT + λθ (x̃T −XT )) x̃Tdλ

∣

∣

∣

∣

2

+2E

∫ 1

0

|ϕx (xT + λθ (x̃T −XT ))XT |2 dλ,

puisque ϕx est continue et borné, on obtient de (2.17) que

lim
θ−→0

E |YT |2 = 0, (2.27)

par (2.23), (2.26) et (2.27), nous déduisons que

lim
θ−→0

δθt = 0, (2.28)

en utilisant (2.24),(2.28) , le lemme de Grönwall et le Bürkholder – Davis – Gundy inégalité,

nous obtenons (2.18) ,

enfin, (2.19) est dérivé de (2.18), (2.25) et (2.28). Lemme (2.2) est prouvé.

Lemme 2.3 Soit u un contrôle optimal minimisant la fonctionnelle J sur U , et soit (xt, yt, zt)

sa trajectoire associée. Alors pour tout v ∈ U on a

0 ≤ E [gx (xT ) x̃T ] + E [hy (y0) ỹ0] + E

∫ T

0

lv (t, xt, yt, zt, ut) (vt − ut) dt (2.29)

+E

∫ T

0

[lx (t, xt, yt, zt, ut) x̃t + ly (t, xt, yt, zt, ut) ỹt + lz (t, xt, yt, zt, ut) z̃t] dt

Preuve. Nous utilisons la même notation que dans la preuve du lemme (2.2),de l’inégalité

(2.6), nous avons

0 ≤ E

∫ 1

0

gx(t, xt + λθ (x̃t −Xt))x̃tdλ+ E

∫ 1

0

hy (yt + λθ (yt − ỹt)) ỹtdλ

+E

∫ T

0

∫ 1

0

[

lx
(

Λθ
t

)

x̃t + ly
(

Λθ
t

)

ỹt + lz
(

Λθ
t

)

z̃t + lv
(

Λθ
t

)

(vt − ut)
]

dλdt− ρθt
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où

ρθt = E

∫ 1

0

gx(t, xt + λθ (x̃t −Xt))Xtdλ+ E

∫ 1

0

hy (yt + λθ (yt − ỹt))Ytdλ

+E

∫ T

0

∫ 1

0

[

lx
(

Λθ
t

)

Xt + ly
(

Λθ
t

)

Yt + lz
(

Λθ
t

)

Zt

]

dλdt,

puisque les dérivées gx, hy, lx, ly, lzet lv sont continues et bornées, en déduire d’après (2.17),(2.18)

et (2.19) que

lim
θ−→0

ρθt = 0,

en laissant θ tend vers 0 dans l’inégalité ci-dessus, la preuve est complétée.

2.1.2 Équations adjointes et conditions nécessaires d’optimalité

Introduire les trois équations différentielles stochastiques suivantes, appelées équations ad-

jointes :

dpt = − [lx (t, xt, yt, zt, ut) + bx (t, xt, ut) pt + σx (t, xt, ut)Pt] dt (2.30)

−fx (t, xt, yt, zt, ut) qtdt+ PtdWt,

pT = gx (xT ) ,

dqt = [ly (t, xt, yt, zt, ut) + fy (t, xt, yt, zt, ut) qt] dt (2.31)

+ [lz (t, xt, yt, zt, ut) + fz (t, xt, yt, zt, ut) qt] dWt,

q0 = hy (y0) ,
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dkt = − [bx (t, xt, ut) kt + σx (t, xt, ut)Kt] dt+KtdWt, (2.32)

kt = −ϕx (xT ) qT ,

Les processus p , q et k (appelés processus adjoints) sont progressivement mesurables par

rapport à la filtration(Ft)t≥0 et nous avons

(p, P ) ∈ L2
F ([0, T ] ;Rn)× L2

F

(

[0, T ] ;Rn×d×
)

,

q ∈ L2
F ([0, T ] ;Rm) ,

(k,K) ∈ L2
F ([0, T ] ;Rn)× L2

F

(

[0, T ] ;Rn×d×
)

.

Puisque pT = gx (xT ) et q0 = hy (y0), l’inégalité (2.29) devient

0 ≤ E [pT x̃T ] + E [q0ỹ0] + E

∫ T

0

lv (t, xt, yt, zt, ut) (vt − ut) dt (2.33)

+E

∫ T

0

[lx (t, xt, yt, zt, ut) x̃t + ly (t, xt, yt, zt, ut) ỹt + lz (t, xt, yt, zt, ut) z̃t] dt.

En appliquant la formule d’ Itô a (ptx̃t) , (qtỹt) on a

E [pT x̃T ] = −E

∫ T

0

[lx (t, xt, yt, zt, ut) x̃t + fx (t, xt, yt, zt, ut) qtx̃t] dt (2.34)

+E

∫ T

0

[bv (t, xt, ut) pt + σv (t, xt, ut)Pt] (vt − ut) dt

E [q0ỹ0] = E [qT ỹT ]− E

∫ T

0

[ly (t, xt, yt, zt, ut) ỹt + lz (t, xt, yt, zt, ut) z̃t] dt (2.35)

+E

∫ T

0

[fx (t, xt, yt, zt, ut) qtx̃t + fv (t, xt, yt, zt, ut) qt (vt − ut)] dt,
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alors (2.33) devient

0 ≤ E [qT ỹT ] + E

∫ T

0

[(bv (t, xt, ut) pt + σv (t, xt, ut)Pt) (vt − ut)] dt (2.36)

+E

∫ T

0

[fx (t, xt, yt, zt, ut) qtx̃t + fv (t, xt, yt, zt, ut) qt (vt − ut)] dt

+E

∫ T

0

lv (t, xt, yt, zt, ut) (vt − ut) dt

On remarque que qT ỹT = −kT x̃T ,puis en appliquant la formule Itô à (ktx̃t), on avoir que

E [qT ỹT ] = −E [kT x̃T ] = −E

∫ T

0

[bv (t, xt, ut) kt + σv (t, xt, ut)Kt] (vt − ut) dt,

ainsi (2.36) devient

0 ≤ E

∫ T

0

Hv (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) (ut − vt) dt ∀v ∈ U (2.37)

où l’hamiltonien H de [0, T ]×Rn ×Rm ×Mm×d (R)×U ×Rn ×Rm ×Rn dans R est défini

par

H (t, x, y, z, v, p, q, k) = −l (t, x, y, z, v)− b (t, x, v) (p− k)

−σ(t, x, v)(P −K)− f(t, x, y, z, v)q.

Nous pouvons maintenant énoncer les conditions nécessaires d’optimalité.

Théorème 2.1 Soit u un contrôle optimal minimisant la fonctionnelle J sur U , et soit

(xt, yt, zt) la trajectoire optimale correspondante. Ensuite, il y a trois uniques processus pro-

gressivement mesurables p, q et k, qui sont , respectivement , des solutions d’équations diffé-

rentielles stochastiques (2.30), (2.31) et(2.32) telles que

0 ≤ Hv (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) (ut − vt) ∀v ∈ U . (2.38)
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Preuve. Le résultat découle immédiatement de (2.37).

2.1.3 Les conditions suffisantes d’optimalité

Dans cette section, nous étudions quand les conditions nécessaires d’optimalité (2.38) de-

viennent suffisantes.

Théorème 2.2 (conditions suffisantes d’optimalité) Supposons que g (.) et h (.) sont convexe

et l’application (x, y, z, v) 7−→ H (t, x, y, z, v, p, q, k) est concave.Alors u est un contrôle opti-

mal s’il satisfait (2.38).

Preuve. Soit u un contrôle admissible arbitraire (candidat optimal), et soit (xu
t , y

u
t , z

u
t ) la

trajectoire du système contrôlé par u . Pour tout contrôle admissible v, avec trajectoire

associée (xv
t , y

v
t , z

v
t ), on a

J (v)− J (u) = E [g (xv
T )− g (xu

T )] + E [h (yv0)− h (yu0 )]

+

∫ T

0

[l (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)− l (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut)] dt,

puisque g et h sont convexes, nous avons

g (xv
T )− g (xu

T ) ≥ gx (x
u
T ) (x

v
T − xu

T )

h (yv0)− h (yu0 ) ≥ hy (y
u
0 ) (y

v
0 − yu0 ) ,

puis

J (v)− J (u) ≥ E [gx (x
u
T ) (x

v
T − xu

T )] + E [hy (y
u
0 ) (y

v
0 − yu0 )]

+E

∫ T

0

[l (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)− l (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut)] dt.

27
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On remarque que pT = gx (x
u
T ) et q0 = hy (y

u
0 ) ;en suit

J (v)− J (u) ≥ E [pT (xv
T − xu

T )] + E [q0 (y
v
0 − yu0 )]

+E

∫ T

0

[l (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)− l (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut)] dt.

En appliquant la formule Itô à pt (x
u
t − xv

t )et qt (y
u
t − yvt ), on obtient

E [pT (xv
T − xu

T )] = −E

∫ T

0

[lx (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut) + bx (t, x

u
t , ut) pt] (x

v
t − xu

t ) dt

−E

∫ T

0

[σx (t, x
u
t , ut)Pt + fx (t, x

u
t , y

u
t , z

u
t , ut) qt] (x

v
t − xu

t ) dt

+E

∫ T

0

([b (t, xv
t , vt)− b (t, xu

t , ut)] pt + [σ (t, xv
t , vt)− σ(t, xu

t , ut)]Pt) dt

E [q0 (y
v
0 − yu0 )] = E [qT (yvT − yuT )]

−E

∫ T

0

[ly(t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut) + fy (t, x

u
t , y

u
t , z

u
t , ut) qt] (y

v
t − yut ) dt

+E

∫ T

0

[f (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)− f (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut)] qtdt

−E

∫ T

0

[lz(t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut) + fz (t, x

u
t , y

u
t , z

u
t , ut) qt] (z

v
t − zut ) dt

puis

J (v)− J (u) ≥ E [qT (yvT − yuT )]

−E

∫ T

0

[lx (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut) + bx (t, x

u
t , ut) pt] (x

v
t − xu

t ) dt

−E

∫ T

0

[σx (t, x
u
t , ut)Pt + fx (t, x

u
t , y

u
t , z

u
t , ut) qt] (x

v
t − xu

t ) dt

+E

∫ T

0

([b (t, xv
t , vt)− b (t, xu

t , ut)] pt + [σ (t, xv
t , vt)− σ(t, xu

t , ut)]Pt) dt

−E

∫ T

0

[ly(t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut) + fy (t, x

u
t , y

u
t , z

u
t , ut) qt] (y

v
t − yut ) dt

+E

∫ T

0

[f (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)− f (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut)] qtdt

−E

∫ T

0

[lz(t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut) + fz (t, x

u
t , y

u
t , z

u
t , ut) qt] (z

v
t − zut ) dt

+E

∫ T

0

[l (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt)− l (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut)] dt.

28
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On remarque que qT (y
v
T−yuT ) = −kT (x

v
T−xu

T ) puis en appliquant la formule Itô à kt (y
v
t − yut )on

a

E [kT (x
v
T − xu

T )] = −E

∫ T

0

[bx (t, x
u
t , ut) kt + σ(t, xu

t , ut)Kt] (x
v
t − xu

t ) dt

+E

∫ T

0

([b (t, xv
t , vt)− b (t, xu

t , ut)] kt + [σ (t, xv
t , vt)− σ(t, xu

t , ut)]Kt) dt

puis

J (v)− J (u) ≥ E

∫ T

0

[H (t, xu
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt)−H (t, xv

t , y
v
t , z

v
t , vt, pt, qt, kt)] dt

+E

∫ T

0

Hx (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (x

v
t − xu

t ) dt

+E

∫ T

0

Hy (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (y

v
t − yut ) dt

+E

∫ T

0

Hz (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (z

v
t − zut ) dt,

puisque l’hamiltonien H est concave par rapport à (x, y, z, u) nous avons

E

∫ T

0

[H (t, xv
t , y

v
t , z

v
t , vt, pt, qt, kt)−H (t, xu

t , y
u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt)] dt

≤ E

∫ T

0

Hx (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (x

v
t − xu

t ) dt

+E

∫ T

0

Hy (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (y

v
t − yut ) dt

+E

∫ T

0

Hz (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (z

v
t − zut ) dt

+E

∫ T

0

Hv (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (vt − ut) dt,
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ou,équivalent ;

E

∫ T

0

Hv (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (ut − vt) dt

≤ E

∫ T

0

[H (t, xu
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt)−H (t, xv

t , y
v
t , z

v
t , vt, pt, qt, kt)] dt

+E

∫ T

0

Hx (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (x

v
t − xu

t ) dt

+E

∫ T

0

Hy (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (y

v
t − yut ) dt

+E

∫ T

0

Hz (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (z

v
t − zut ) dt

puis

J (v)− J (u) ≥ E

∫ T

0

Hv (t, x
u
t , y

u
t , z

u
t , ut, pt, qt, kt) (ut − vt) dt.

Les conditions nécessaires d’optimalité (38) impliquent J (v) − J (u) ≥ 0. Le théorème est

prouvé.

2.2 Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

sous la forme global

Dans cette section, nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité dans

le forme global

Théorème 2.3 (conditions nécessaires d’optimalité sous la forme global).Supposer que H

est concave par rapport à la variable de contrôle v. Soit u un contrôle optimal minimisant

la fonctionnelle J sur U , et soit (xt, yt, zt) la trajectoire optimal correspondent, ensuite, il

y a trois processus uniques mesurables progressivement p, q,et k qui sont respectivement des

solutions d’équations différentielles stochastiques (2.30), (2.31) ,et (2.32) , de telle sorte que

H(t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) = max
v∈U

H(t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) (2.39)

30



Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

Preuve. La condition que H est concave dans la variable de contrôle u implique que −H est

convexe par rapport au même argument. De plus l’application v 7−→ −H (x, y, z, v, p, q, k) est

continu, et Gâteaux-différentiable, avec différentielle continue. Puis en appliquant le principe

d’optimisation convexe , nous avons

ut minimise −H ⇐⇒ −Hv (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) (vt − ut) ≥ 0 ∀v ∈ U

ou équivalent a

ut maximise H ⇐⇒ Hv (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) (ut − vt) ≥ 0 ∀v ∈ U

À partir de la propriété ci-dessus et du théorème 1, la preuve est complétée.

Théorème 2.4 (conditions suffisantes d’optimalité sous forme global).Supposons que g (.)et

h (.)sont convexes et l’application (x, y, z, v) 7−→ H (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt, kt) est concave.

puis u un contrôle optimal s’il satisfait (2.39) .

Preuve. A partir de (??), il est facile de voir que si u satisfait (2.39), alors u satisfait

(2.38).Par conséquent, à partir du théorème (2.2), u est un contrôle optimal.

2.2.1 Modèle avec condition terminale constante

Prenons un cas particulier de problème (2.1)− (2.3) étudié dans les sections précédentes, où

la condition terminale yT = ξ est un vecteur aléatoire FT mesurable à n dimensions tel que

E |ξ|2 < ∞

Alors la condition terminale dans (2.16) est ỹT = 0 , de sorte que E [qT ỹT ] = 0, et équation

(2.35) devient

E [q0ỹ0] = −ly (t, xt, yt, zt, ut) ỹt + fx (t, xt, yt, zt, ut) qtx̃t (2.40)

+fv (t, xt, yt, zt, ut) qt (vt − ut)− lz (t, xt, yt, zt, ut) z̃t.

Par conséquent, à partir de l’inégalité variationnelle(2.36) , on a
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Chapitre 2. Conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité

0 ≤ H̃v (t, x, y, z, v, p, q) (vt − ut) ,

où l’hamiltonien H̃ dans ce cas, est défini à partir de [0, T ] × Rn × Rm ×Mm×d (R) × U ×

Rn × Rm × Rn dans R par

H̃ (t, x, y, z, v, p, q) = −l (t, x, y, z, v)− b (t, x, v) p− σ (t, x, v)P − f (t, x, y, z, v) q.

Dans ce cas, nous n’avons que deux processus adjoints donnés par

dpt = H̃x (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt) dt+ PtdWt, pT = gx (xT ) , (2.41)

et

dqt = −H̃y (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt) dt− H̃z (t, xt, yt, zt, ut, pt, qt) dWt, q0 = hy (y0) . (2.42)

Avec l’hamiltonien H̃ et les processus adjoints p et q , il est facile de voir en utilisant les

mêmes preuves, que les théorèmes 1, 4 sont valides, sans les processus k.
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Chapitre 3

Application à l’évaluation des flux de

trésorerie

Modélisation et contrôle des flux de trésorerie les processus d’une entreprise ou d’un projet ,

par exemple, la tarification et la gestion d’une assurance contract, est une classe de problèmes

où les EDSPR fournissent une configuration naturelle et un puissant outil. Dans ce chapitre,

nous donnerons un exemple d’une telle situation survenant dans la tarification d’un contrat

d’assurance simple.

Un preneur d’assurance d’une compagnie d’assurance a payé des primes au moment 0 ont

accumulé à la somme m0. L’argent est investi dans un portefeuille d’actifs riche (xt)t∈[0,T ] géré

par la compagnie d’assurance sous un intervalle de temps [0, T ]. A chaque l’instant t ∈ [0, T ]

le preneur d’assurance devrait recevoir un montant ctxt.

Le présent valeur (prix) du flux de trésorerie (csxs)t≤s≤T , actualisé au temps t avec une remise

facteur (déflateur) exp
{

−
∫ t

0
λsds

}

, λt est supposé non négatif, borné et déterministe, est

donnée par

yt = E

[
∫ T

t

e−
∫ s

0 λrdrcsxsds/Ft

]

(3.1)

Supposons que le portefeuille soit investi dans un modèle de marché Black – Scholes simple

consistant en un actif sans risque (par exemple, une obligation ou un compte bancaire) avec
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un taux d’intérêt rt supposé borné et déterministe et un actif risqué évoluant en tant que

mouvement brownien géométrique avec taux de rendement µt et volatilité σt ,tous deux

supposés fonctions bornées et déterministes du temps, avec σt ≥ ε > 0 pour tout t ∈ [0, T ] .

Dans ce marché le processus de richesse (xt)t est régi par

dxt = (rtxt + ρtut) dt+ σtutdWt, x0 = m0, (3.2)

où ut est le montant investi dans l’actif risqué et ρt = µt − rt est la prime de risque .

L’assureur répartit les montants (ut) afin de se rapprocher dela cible suivante au temps T :

Trouver des stratégies admissibles (c, u) qui maximisent les préférences du preneur d’assu-

rance représentées par la fonction d’utilité F des flux de trésorerie,actualisé à son taux d’ac-

tualisation personnel β , supposé constant, et minimiser la variance de la fortune terminale,

à condition que le montant total à verser est égal à la prime totale m0 :







max(c,u) E
[

∫ T

0
e−βtF (ctxt) dt− (xT − E xt)

2
]

sous contrainte ExT = d et E
[

∫ T

0
e−

∫ t

0 λsdscsxsds
]

= m0.







En utilisant la méthode du multiplicateur de Lagrange, le problème peut être réduit au

suivant problème de contrôle sans contrainte :

max
(c,u)

E

[
∫ T

0

e−βtF (ctxt) dt−
δ

2
(xT − a)2 + θ (y0 − d)

]

, (3.3)

où δ et θ sont les poids relatifs de l’atteinte de la cible et

y0 = E

[
∫ T

t

e−
∫ s

0 λrdrcsxsds/F0

]

est la valeur totale du flux de trésorerie actualisé au temps zéro.

Nous avons besoin de la définition suivante des stratégies admissibles adaptées à notre pro-

blème.

Définition 3.1 Une stratégie admissible est une paire de (Ft)t≥0- processus adaptés(c, u) tel
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que(3.2) a une solution forte (xt)t∈[0,t] qui satisfait

E

∫ T

0

|xt|2 dt < ∞ (3.4)

et

E

(
∫ T

0

e−
∫ t

0 λsdsctxtdt

)2

< ∞ (3.5)

maintenent,pour chaque stratégie admissible (c, u), le (Ft)t≥0 -processus de valeur adaptée

(yt)t (3.1) satisfait le EDSR suivant :

dyt = (λtyt − ctxt) dt+ ztdWt, yT = 0,

où (zt)test (Ft)t≥0 -adapté et intégrable au carré par rapport à dt× P sur[0, T ]× Ω

posons

Λt = exp

{

−
∫ t

0

λsds

}

, Mt = E

[
∫ T

0

Λscsxsds/Ft

]

maintenent, par (3.5) il s’ensuit que Mt est une martingale carrée intégrable adaptée à

(Ft)t≥0 .Par conséquent, par le théorème de représentation des martingales, il existe un

unique(Ft)t≥0-processus stochastique adapté ϕs tel que

Mt = M0 +

∫ t

0

ϕsdWs,

où ϕsest un(Ft)t≥0 -processus adapté tel que E
∫ T

0
ϕ2
s < ∞. Maintenant, nous pouvons écrire

yt comme suit :

yt =
Mt

Λt

− 1

Λt

∫ t

0

Λscsxsds

Par conséquent, yt satisfait

dyt = (λtyt − ctxt) dt+
ϕt

Λt

dWt.

on pose zt = ϕt

Λt
, on obtient que (zt)test(Ft)t≥0-adapté et intégrable au carré par rapport
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à dt × P sur[0, T ] × Ω et que (yt)t satisfait(??) .Par conséquent, (3.2) - (??) satisfait par

(x, y, z) est un EDSPR.Supposons que la fonction d’utilité du preneur d’assurance soit de

type HARA. Autrement dit, F (X) = Xγ/γ où γ ∈ [0, 1] .Nous voulons résoudre le problème

d’optimisation suivant :

max
(c,u)

E

[

g (xT ) + h (y0) +

∫ T

0

e−βt
(ctxt)

γ

γ dt

]

, (3.6)

où

g (x) = −δ

2
(x− a)2 , h (y) = θ (y − d) ,

et (x, y) est la solution du EDSPR linéaire (3.2),(3.1) .En appliquant les résultats du chapitre 

précédent, le hamiltonien de notre problème de contrôle est

H(t, x, y, z, u, c, p, q) = e−βt (cx)
γ

γ
+ (rtx+ ρtu) p+ σtuP + (λty − cx) q, (3.7)

et le système d’équations adjointes (2.41), (2.42) devient











dpt = −
{

rtpt + e−βtcγt x
γ−1
t − ctqt

}

dt+ PtdWt,

pT = gx (xT ) = −δ (xT − a)
(3.8)











dqt = λtqtdt,

q0 = hy (y0) = θ,
(3.9)

Maintenant, nous allons (ĉ, û) être candidat à une stratégie optimale, soit (x̂t, ŷt, ẑt) la solution

de notre FBSDE (3.2), (??) avec une solution associé(p̂t, q̂t). La valeur de c qui maximise

H (t, x̂t, ŷt, ẑt, ., û, p̂t, q̂t) vérifie

ĉt =
(

e−βtx̂1−γ
t q̂t

)1/(γ−1)
(3.10)

Puisque (λt)t≥0 est supposé non négatif, la condition (3.5)est satisfaite. Par ailleurs,puisque

le terme impliquant u dans l’hamiltonien est linéaire, le coefficient u devrait disparâıtre,c’est
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à dire

P̂t = −ρt
σt

p̂t (3.11)

Par conséquent, par(3.10) et , (p̂t, q̂t) satisfait à ce qui suit découplé FBSDE :

dpt = −rtptdt−
ρt
σt

ptdWt, pT = gx (xT ) , (3.12)

dqt = λtqtdt, q0 = hy (y0) . (3.13)

L’équation (3.13) a une solution unique

q̂t = hy (ŷ0) exp

{
∫ t

0

λsds

}

. (3.14)

Cherchons une solution à (3.12) de la forme

pt = f (t) x̂t + g (t)

où les fonctions f et g sont déterministes.Ce choix est motivé par le fait que la valeur finale

p̂T est linéaire en x̂T . En utilisant le lemme Itô et en identifiant les coefficients en (3.2) et

(3.12), les fonctions f et g doivent satisfaire

(f (t) + 2rt f (t)) x̂t + ρtût f (t) + g (t) + rtg (t) = 0, (3.15)

− ρt
σt

(f (t) x̂t + g (t)) = f (t) σtût. (3.16)

D’où

ḟ (t) =

(

ρ2t
σ2
t

− 2rt

)

f (t) , f (T ) = −δ, (3.17)

ġ (t) =

(

ρ2t
σ2
t

− rt

)

g (t) , g (T ) = δa,
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Les solutions de ces équations sont

f (t) = −δ exp

{
∫ T

t

(

ρ2s
σ2
s

− 2rs

)

ds

}

, t ∈ [0, T ] , (3.18)

g (t) = δa exp

{
∫ T

t

(

ρ2s
σ2
s

− rs

)

ds

}

, t ∈ [0, T ] , (3.19)

finalement

ût = − ρt
σ2
t

x̂t −
g (t)

f (t) σ2
t

. (3.20)

Puisque ût est linéaire en x̂t , elle conduit à une EDS linéaire à coefficients bornée pour x̂ ,et

donc il satisfait (3.4).En résumé, une stratégie optimale admissible(ĉ, û) de problème (3.6)

soumis aux dynamique (3.2) et (3.1) est donnée par(3.10) et (3.20).
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Conclusion

Dans ce mémoire , nous nous intéressé aux problèmes de contrôles dans lesquels le système

est régi par une équation différentielle stochastique progréssive et rétrograd (EDSPRs)

La première partie est basée sur le calcule stochastique , le calcul d’Itô et l’équation différen-

tielle stochastique et l’éxistence et l’unicité de cette équation , et cette étude nous aide dans

la deuxième partie.

Dans la deuxième partie , nous avons parlons sur le principe du maximums stochastique

L’objectif principale de cette étude est de trouver des conditions nécessaires d’optimalité

vériffées par un contrôle optimale minimisant le coût

Dans la troisieme partie nous appliquons notre version du principe du maximum stochastique

au modèle financier d’un problème de valorisation des flux de trésorerie
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous.

(Ω,F , p) Espace de probabilité.

(Ω,F , (Ft)t≥0, P ) Espace de probabilité filtré.

Bt Mouvement Brownien.

Rd Espace réel euclidien de dimension d.

B(Rd) Tribu Borélienne sur Rd.

E Espérance par rapport à la probabilité P.

sup Sépérieur.

inf Inférieur.

càdlàg Continue à droite pourvu de limite à gauche.

càglàd Continu àgauche pourvu de limite à droite.

exp exponentiel.
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Annexe B : Abréviations et Notations

EDS Equation différentielle stochastique.

< ., . > Produit scalaire dans Rd.

Uad L’ensemble des corntrôles admissibles.

u contrôle admissible.

u∗ contrôle optimal.

uρ Contrôle perturbé.

J(.) fonction de coût.

PMS Principe du maximum stochastique.

H(t, x, u, p, q) Hmiltonien.
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Résumé 

Dans ce mémoire nous donnons des rappelles sur le calcule stochastique et des notions de base 

puis nous formulons le problème et donnez les différentes hypothèses utilisées tout au long de le 

mémoire, et certains résultats préliminaires, qui seront utilisés dans ce qui suit puis nous introduisons 

des processus adjoints et nous dérivons les conditions nécessaires d'optimalité, pour obtenir les 

conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité sous la forme d'un principe de maximum. Enfin nous 

appliquons notre version du principe du maximum stochastique au modèle financier d'un problème de 

valorisation des flux de trésorerie. 

Mots clés : équation différentielle stochastique avant et arrière, principe du maximum stochastique, 

contrôle optimal, équation adjointe, équation variation elle, évaluation des flux de trésorerie 

Abstract 

In this thesis we give reminders on the stochastic calculus and basic notions then we formulate the 

problem and give the different hypotheses used throughout the thesis, and some preliminary results, 

which will be used in what follows then we introduce some adjunct processes and we derive the 

necessary conditions of optimality, to obtain the necessary and sufficient conditions of optimality in the 

form of a maximum principle. Finally, we apply our version of the principle of the stochastic maximum 

to the financial model of a problem of evaluation of cash flows. 

Key words: forward and backward stochastic differential equation, stochastic maximum principal, 

optimal control, adjoint equation, variational equation, cash flow valuation 

 ملخص
ثم  سية،الأسافي هذƋ الأطروحة Ɗعطي تذƄيرا بحساب اƅتفاضل واƅتƄامل اƅعشوائي واƅمفاهيم 
واƅتي  ƅية،الأو Ɗصوغ اƅمشƄلة وƊعطي اƅفرضيات اƅمختلفة اƅمستخدمة في الأطروحة، وبعض اƊƅتائج 

 لأمثل،اسيتم استخدامها فيما يلي ثم Ɗقدم بعض اƅعمليات اƅمساعدة وƊشتق اƅشروط اƅلازمة ƅتحقيق 
ا من مبدأ Ɗطبق ƊسختƊ أخيرا،ƅلحصول على اƅشروط اƅضرورية واƄƅافية الأمثل في شƄل مبدأ أقصى. 

 اƅحد الأقصى اƅعشوائي على اƊƅموذج اƅماƅي ƅمشƄلة تقييم اƅتدفقات اƊƅقدية

 ƅعشوائية،ااƅقيمة الأساسية اƅقصوى  واƅخلف،ƅمعادƅة اƅتفاضلية اƅعشوائية ƅلأمام  اƃمفتاحية:Ƃƃلمات ا
  تقييم اƅتدفق اƊƅقدي اƅمتغيرة،اƅمعادƅة  اƅمساعدة، اƅمعادƅة الأمثل،اƅتحƄم 
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