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Dans ce travail nous avons étudié une méthode non paramétrique d'estimation des densités. 
Ensuite nous avons vu la méthode d'estimation  par l'histogramme et ses propriétés et on a 
étudié les propriétés de l'estimateur à noyau. Enfin, nous avons essayé de simuler un 
estimateur de densité simple par la méthode des histogrammes et la méthode d'estimation 
du noyau. 

 Mots-clés :   Estimation à noyau , densité, noyaux,  Paramètre de lissage, MISE. 
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In this work we have studied a non-parametric method for estimating densities. 
Then we saw the histogram estimation method and its properties and we studied 
the properties of the kernel estimator. Finally, we tried to simulate a simple 
density estimator by the histogram method and the kernel estimation method. 
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Introduction

La théorie de l�estimation est une des préoccupations majeures des statisticiens. On trouve

dans la littérature deux types d�approches d�estimations de la densité de probabilité : l�ap-

proche paramétrique et l�approche non-paramétrique. L�approche paramétrique suppose

que les données sont issues d�une loi de probabilité de forme connue dont seuls les para-

mètres sont inconnus. Son objectif est de connaitre la vraie valeur du paramètre ou plus

généralement une fonction de cette valeur. Le principal inconvénient de cette approche est

qu�elle nécessite une connaissance préalable du phénomène aléatoire considéré.

Pour pallier les insu¢ sances et les défauts des familles paramétriques, une seconde ap-

proche dite non paramétrique propose de laisser parler les données, sans spéci�er au préa-

lable de forme sur f . L�outil d�estimation non paramétrique nous est fourni par l�histo-

gramme : une fois les données regroupées en classes de valeurs, les fréquences empiriques

sont représentées par des aires rectangulaires dont les bases correspondent aux classes elles

mêmes. L�histogramme convient bien pour des analyses relativement grossières.Néanmoins,

ses discontinuités n�apparaissent pas très naturelles et, ce qui est plus grave, les points

tombant près des bords d�une lieu ne sont pas di¤érenciés, ceci explique la variabilité des

interprétations statistiques que l�on peut faire d�un histogramme suivant le choix de l�ori-

gine et des classes. Pour des densités raisonnablement lisses, l�histogramme apparaît donc

comme un estimateur sévèrement limité.

Il existe d�autres méthodes non paramétriques plus robustes que la méthode par l�histo-

gramme : la méthode d�estimation par les séries orthogonales et la méthode du noyau.
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Introduction

Nous regarderons brièvement en quoi consiste la méthode d�estimation par l�histogramme

et la méthode par les séries orthogonales et en détail l�estimateur par la méthode du

noyau vu sa souplesse d�utilisation et ses propriétés de convergence. Le succès rencontré

par l�estimateur à noyau auprès de la communauté des utilisateurs peut essentiellement

s�expliquer en trois points :

�D�abord l�expression théorique de l�estimateur est extrêmement simple puisque il s�écrit

sous la somme de n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

�Ensuite l�estimateur converge vers la densité f en de nombreux sens, en particulier au

sens L1. d�autres part, il est convergent dans tous les modes : en probabilité, en moyenne,

presque sûrement et presque completement.

�En�n, l�estimateur à noyau est �exible, dans la mesure où il laisse à l�utilisateur une

grande latitude non seulement dans le choix du noyau K, mais encore dans le choix du

paramètre de lissage h. C�est Rosenblatt [52] en 1956, suivi de Parzen [50] en 1962, qui ont

proposé une classe d�estimateurs à noyau d�une densité univariée. Les estimateurs à noyau

sont des fonctions de deux paramètres K, appelé noyau, et h dit paramètre de lissage

(largeur de fenêtre). Rosenblatt reprenait l�idée de Fix et Hodges en 1951, qui consistait à

estimer la densité en un point, en comptant le nombre d�observations situées dans l�inter-

valle de longueur 2h et centré en ce point. Avant de construire les estimateurs à noyaux

de la densité, d�en mesurer les perfomances théoriques et, le cas échéant, d�identi�er le

meilleur, il est nécessaire de spéci�er un critère d�erreur qui puisse être éventuellement

optimisé. Citons par exemple l�erreur quadratique moyenne intégrée MISE et l�intégrale

de l�erreur quadratique ISE. Les propriétés de convergence de l�estimateur à noyau ont

été établies par Parzen [50], Silverman [53] et Nadaraya [47]. Les théorèmes relatifs à l�er-

reur quadratique moyenne et l�erreur quadratique intégrée moyenne ont été obtenus sous

forme élémentaire par Parsen [50]. En�n, c�est Epanechnikov en 1969 [27] qui s�est rendu

compte de l�existence d�un noyau asymptotiquement optimal Ke. Mais l�erreur quadra-

tique moyenne asymptotiquement intégrée varie peu en fonction du choix de K. Si le choix
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du noyau n�est pas un problème dans l�estimation de la densité, il n�en est pas de même

pour le choix de la largeur de fenêtre qui ne dépend que de la taille n de l�échantillon.

Plusieurs travaux ont montré que les estimateurs peuvent changer dramatiquement pour

de petites variations du paramètre de lissage. Actuellement, il n�existe pas de choix opti-

mal pour ce paramètre de lissage. Le choix optimal qui minimise l�erreur relative globale

(MISE) dépend de la dérivée seconde de la densité inconnue. Les auteurs se sont alors

attachés à introduire des procédures de sélection automatiques et donc moins subjectives

que le simple choix à l�oeil. L�étude de ce problème a nourri une littérature abondante,

notamment vers le milieu des années quatre-vingt.

Le mémoire est structuré comme suit :

Une introduction générale pour situer notre étude , Un premier chapitre où nous présentons

les di¤érentes méthodes non paramétriques d�estimation de la densité tel que la méthode

des histogrammes et la méthode du noyau qui sera étudiée en détail. Le deuxième chapitre

traitera les principales méthodes de sélection du paramètre de lissage par la méthode du

noyau. Le troisième chapitre regroupera les résultats de simulation des di¤érentes méthodes

de sélection du paramètre de lissage. Nous terminerons par une conclusion générale.

3



Chapitre 1

Estimation non paramétrique d�une

densité.

L�approche classique pour estimer une densité est de supposer un modèle paramétrique :

par exemple, en dimension 1, on représente les données par un histogramme, et si la courbe

est en cloche avec des queues légères, on conclut qu�il y a de fortes chances que le modèle

suive une loi gaussienne. Il n�y a alors plus qu�à estimer la moyenne et la variance (�; 2),

c�est-à-dire un paramètre de dimension 2. On peut aussi se trouver dans un cas où on a des

connaissances a priori sur les données, nous amenant à poser encore une loi paramétrique

(ex typique : nombre de voitures passant par un carrefour par jour, représenté en général

par une loi de poisson). Il y a plusieurs problèmes possibles avec cette approche : en

dimension supérieure à 2 il sera di¢ cile de représenter les données et d�intuiter une loi

connue, parfois on n�a pas de connaissances a priori sur le sujet ....etc.

De plus, si on se trompe de modèle, on arrivera à une interprétation erronée des données.

Un modèle non paramétrique est moins rigide, et fait moins de suppositions a priori sur

les données. Evidemment, comme pour le cas des tests, si on a des connaissances a priori

�ables sur les données nous indiquant un modèle paramétrique, il faut utiliser le modèle

paramétrique. Autrement dit, si le modèle paramétrique choisi est correct, ou plus pré-

4



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

cisément su¢ samment proche de la réalité, alors le modèle paramétrique sera en général

meilleur qu�un modèle non paramétrique.

1.1 Dé�nitions et Critéres :

Dé�nition 1.1.1 (Statistique non paramétrique )

La statistique paramétrique est le cadre "classique" de la statistique.Le modéle statistique

y est d�écrit par un nombre �ni de paramétres.Typiquement M = fP�; � 2 Rpg est le

mod ele statistique qui décrit la distribution des variables aléatoires observées.

� Observations r eelles avec un seul mode : fN(�; �2); � 2 R; �2 2 R+�g,modéle Gaussien.

� Observations réelles avec plusieurs modes :

MK =

�
KP
i=1

piN(�; �
2); (p1; :::; pK) 2 (0; 1)K ;

P
i pi = 1; (�1; :::; �K) 2 RK ; �2 2 R+�

�
;modéle

de mélange Gaussien.

� Observations de comptage :M = fP�; � 2 R�+g modéle loi Poisson.

� M = fP à suppport dans S �nig ' [0; 1]jSj
�1
:

Par opposition, en statistique non paramétrique, le modéle n�est pas d�écrit par un nombre

�ni de paramétres.Divers cas de �gures peuvent se présenter, comme par exemple :

� On s�autorise toutes les distributions possibles, i:e: on ne fait aucune hypothése sur la

forme/nature/type de la distribution des variables aléatoires.

� On travaille sur des espaces fonctionnels, de dimension in�nie.

�Le nombre de param etres du mod ele n�est pas x e et varie (augmente) avec le nombre

d�observations.

� Le support de la distribution est discret et varie (augmente) avec le nombre d�observa-

tions.

les densités continues sur [0; 1], ou les densités monotones sur R.

� Le nombre de paramétres du modéle n�est pas �xé et varie (augmente) avec le nombre

d�observations.

5



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

� Le support de la distribution est discret et varie (augmente) avec le nombre d�observa-

tions.

Dé�nition 1.1.2 (Estimation de densité)

On observe toujours X1; :::; Xn, n variables réelles de loi P . Mais on suppose en plus que

P est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue et on souhaite estimer sa

densité f. En général, la dérivée de bFn n�est pas une bonne solution.

Fig. 1.1 � Estimation de densité avec python, fonction "gausian_kde" du pa-
ckage"scipy.stats.kde".

Dé�nition 1.1.3 (Régression non-paramétrique)

On observe une suite de couples ((Xi; Yi))1�i�n obéissant au modèle Yi = f(Xi) + i;

i = 1; :::; n

On cherche à estimer la fonction de régression f.On peut aussi considérer d�autres pro-

blèmes de statistique non-paramétrique qui ne sont pas directement de l�estimation.

Dé�nition 1.1.4 (Estimateur à noyau)

�soit K : R! R intégrable telle que
R
K(u)du = 1. Alors K est appellé noyau.

�Pour tout h > 0 petit (en fait h = h0 !
n!+1

0) .on peut dé�nir bfn(x) = 1
n

nP
i=1

1
h
K(Xi�x

h
):

estimateur à noyau de f .On a
R bfn(x)dx = 1 et si K > 0 Alors bfn est une densité.

6



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

�Le paramétre h > 0 est appellé fenétre.C�est un paramétre de lissage : plus h est grand,

plus l�estimateur est régulier.

Remarque 1.1.1 On concidérera souvent des noyaux positifs et paires.mais ce n�est pas

obligatoire.

L�estimateur à noyau est probablement l�estimateur le plus utilisé et certainement le plus

étudie mathématiquement, car il possède des propriétés qui le rendent fort intéressant.Un

estimateur à noyau noté fn de la fonction f est dé�ni par :

fn(x) =
1

nhn

nX
i=1

K

�
x�Xi

hn

�
(1:13)

où fhn � 1gest une suite de réels positifs appelés paramètres de lissage ou largeur

de la fenêtre, qui tend vers 0 quand n tend vers l�in�ni. Comme nous allons le voir par

la suite, si le noyau K est une fonction de densité alors l�estimateur à noyau fn est lui

aussi une fonction de densité. De plus, ce dernier possède les propriétés de continuité et de

di¤erentiabilité. De sorte que si, par exemple, K est la densité normale alors fn possède

des dérivées de tout ordre.

Dé�nissons maintenant plus généralement la notion d�estimateur à noyau :

Dé�nition 1.1.5 �soit K : R! R ,on dit que K est un noyau si et si

R
K(u)du = 1

� K est dit positif si K(u) < 0;8u:

� K est dit symétrique si K(u) = K(�u);8u:

Propriété 1.1.1 Un estimateur à noyau est une densité.

Démonstration :
+1R
�1
fn(x)dx =

1
nhn

nP
i=1

+1R
�1
K
�
x�Xi
hn

�
dx = 1

nhn

nP
i=1

+1R
�1
K (u)du (change-

ment de variable u = x�Xi
hn
)

= 1
n

nP
i=1

+1R
�1
K (u)du = 1

n
n = 1:

7



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

Dé�nition 1.1.6 (Noyau d�ordre r)

soit r � 1 un entier .On dit que qu�un noyaux K est d�ordre r si :

8j = 1; :::; r:
R
ujK(u)du = 0 et

R
ur+1K(u)du 6= 0:

Remarque 1.1.2 � si K est un noyau pair alors pair alors K est d�ordre au moins 1.

� pour j = 0,on a
R
ujK(u)du =

R
K(u)du = 1:

�on sait contruire des noyaux d�ordre r pour tout entier r � 0:

Dé�nition 1.1.7 (Biais des estimateurs à noyau)

Le risque quadratique ponctuel :

Rx(fn; f) = Ef( bfn(x)� f(x))2 = Biais2f( bfn(x)) + V arf ( bfn(x)):
Etude du biais :

Ef ( bfn(x)) = Ef �1
h
K(
X � x
h

�
) =

Z �
1

h
K(
u� x
h

�
f(u)du =

Z
K(d)f(x+ hd)du:

Si f est une fonction dérivable au voisinage de x , alors on peut écrire

f(x+ hd) = f(x) + hdf 0(x+ "hd); " 2]0; 1[:

D�où

Ef ( bfn(x)) = R K(d)[f(x)+hdf 0(x+hd)]dv = f(x)+h R vK(v)f 0(x+hv)dv :
Si de plus jjf jj < +1 et

R
dK(d)j@d <1 , alors on obtient que Ef (fn(x)) = f(x)+O(h),

lorsque h! 0 .

Controle du biais :

8



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

Dans ce cas, on a montré que le biais
���Ef ( bfn(x))� f(x)��� converge vers 0 lorsque h ! 0

.Plus généralement, si on suppose que f appartient à une classe de fonctions su samment

réguliéres, on va pouvoir montrer une décroissance du terme de biais vers 0.

Variance des estimateurs a noyaux :

Proposition 1.1.1 Si f est une densit e bornée sur R:(i:e: jjf jj < 1) et si K est un

noyau tel que
R
K2(u)du < +1,

alors pour tout x 2 R, pour tout h > 0 et tout n � 1, on a V arf ( bfn(x)) = jjf jj1(
R
K2(u)du)

nh
:Si

de plus,

f(x) > 0 et f continue au voisinage de x et
R
K(u)du < +1, alors

V arf (fn(x)) =
f(x)
nh
(
R
K2(u)du)(1 + o(1)). lorsque h! 0.

1.2 Exemples de noyaux :

Voici quelques exemples de noyaux les plus communément utilisés :

� le noyau rectangulaire : K(u) = 1
2
I[�1;1[(u): C�est celui qui donne l�estimateur de type

histogramme appelé noyau de Rosenblatt.

� le noyau triangulaire : K(u) = (1� juj)I[�1;1[(u)

� le noyau d�Epanechnikov : K(u) = 3
4
(1� u2)I[�1;1[(u)

� le noyau de Tukey ou biweight : K(u) = 15
16
(1� u2)2I[�1;1[(u)

� le noyau gaussien : K(u) = 1p
2�
exp�

u2

2 ; u 2 R

Les deux premiers ont l�avantage d�être simples, le noyau triangulaire étant continu partout

et conduisant à une estimation fn continue. Le troisième doit sa notoriété à une propriété

d�optimalité théorique mais sans grand intérêt pratique. Le quatrième est, à notre sens,

le plus intéressant car donnant une estimation dérivable partout, tout en étant simple

à mettre en �uvre. En fait il s�agit du noyau le plus simple parmi les noyaux de forme

polynomiale dérivables partout. Ainsi il assure le lissage local de la fonction fn . Ce noyau

est d�une forme très proche du noyau Gaussien et il est donc préférable. Notons que plus

9



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

la valeur de h est élevée plus on élargit la fenêtre, ce qui donne un e¤et de lissage globale

de fn plus important.

Voici quelques courbes de noyaux usuels présentées ci-dessous :

Fig. 1.2 �Les courbes des noyaux les plus communs.

Pour mieux saisir l�intuition derrière l�estimateur à noyau, nous avons construit cet estima-

teur en utilisant un ensemble de données constitué seulement de 7 observations. Le noyau

K a été choisi comme étant la densité d�une loi normale de moyenne 0 et de variance 1

et le paramètre de lissage h égale à 4. On centre d�abord un noyau individuel sur chacune

des 7 observations et la valeur de l�estimateur à noyau f(z) au point z est simplement la

somme des ordonnées de chacun des 7 noyaux individuels à ce point x comme représentée

à la Fig 1.3. Dans une région où l�on a plusieurs observations, la vraie densité a une valeur

relativement grande et l�estimateur de la densité, par la méthode du noyau, nous donne

e¤ectivement une valeur relativement grande ce qui est observé dans la Fig 1.3.

Par exemple si x = 5 on a bf(x) = 0:03 qui est égale a la somme des densités des 7

noyaux gaussiens au même point x = 5 .autre example : (Rosenblatt ou noyau rectan-

gulaire , Noyau triangle , Epanechinkov.Beiweight)

10



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

Fig. 1.3 �Estimateur �a noyau bas´e sur 7 observations (h=4 )

Fig. 1.4 �Exemples de noyaux.

Fig. 1.5 � E¤et de la variation de h sur l�estimateur à noyau.

11



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

Mise en perspective histogrammes/noyaux :

� Dans l�estimateur par histogramme, on calcule la fréquence des observations dans des

intervalles �xés à l�avance,

� Dans l�estimateur à noyau rectangulaire, on calcule la fréquence des observations dans

une fenétre glissante.

� Dans l�estimateur à noyau gaussien, toutes les observations sont prises en compte : celles

qui sont proches du point x ou on estime la densité ont un poids plus important que les

autres.

1.3 Estimation par la methode de l�histogramme

La probabilité qu�une observation de X appartienne à l�intervalle
�
mj � h

2
;mj +

h
2

	
et

donnée par :

P (X 2
�
mj �

h

2
;mj +

h

2

�
) =

mj+
h
2Z

mj�h
2

f(u)du

L�estimation de la densité par l�histogramme au point x est donnée par :

fn(x) =
1

nh
I

��
mj �

h

2
;mj +

h

2

��
:

Avant de construire l�histogramme, on doit choisir le positionnement des intervalles ainsi

que le paramètre de lissage h. Chacun de ces choix peut avoir un e¤et signi�catif sur

l�histogramme résultant, ce qui constitue une di¢ culté. Une autre di¢ culté de la méthode

de l�histogramme est que l�on estime toutes les densités par des fonctions étagées ce qui

n�est pas toujours le cas. De plus, cet estimateur de la densité est une fonction discontinue,

donc l�application de certaines opérations sur l�estime, comme par exemple une dérivée ou

une intégration, devient impossible ou trés di¢ cile à e¤ectuer.

12



Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

1.3.1 Propriétés de l�estimateur par histogramme :

On étudiera quelques propriétés statistiques de l�estimation par la méthode de l�histo-

gramme. On commence par la présentation du concept de l�erreur quadratique moyenne

qui est dé�nie comme suit :

MSE(fn(x)) = E[fn � f(x)]2 qui s�écrit aussi sous la forme suivante :

MSE(fn) = V ar(fn(x)) +Biais
2(fn(x)) où

V ar(fn) = E[(f
n(x))2]� (E[fn(x)])2 et

Biais(fn(x)) = E[fn(x)� f(x)]:

Etude du biais :

Supposons que l�on dispose d�un échantillon d�observations X1; :::; Xn, provenant d�une

distribution univariée continue et possédant pour fonction de densité la fonction f que

l�on d´esire estimer. Pour x 2 Bj �xe, on a :

E(fn(x)) =
1
nh

P
E [Xi 2 Bj] = 1

n
E
�
IfXi2Bjg

�
On note que IfXi2Bjg~B(p) tel que p =

jhR
(j�1)h

f(u)du

I(X1 2 Bj) =

8><>: 1; avec la probabilité p

0; avec laprobabilité 1� p

on a E
�
IfXi2Bjg

�
=

jhR
(j�1)h

f(u)du

ce qui veut dire que fn est biaisé et son biais est :

Biais =
1

h

jhZ
(j�1)h

f(u)du� f(x) = 1

h

jhZ
(j�1)h

f(u)� f(x)du

En appliquant le développement de Taylor pourf(u)� f(x) au point x on a :

Biais = f 0(x)
�
h(j � 1

2
)� x

�
+ o(h): (1:1)
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Etude de la variance :

Calculons la variance de l�estimateur fn

var(fn(x)) =
1

n2h2

nP
i=1

var IfXi2Bjg =
1
nh2
var

�
IfXi2Bjg

	
= 1

nh2

jhR
(j�1)h

f(u)du

 
1�

jhR
(j�1)h

f(u)du

!

var(fn(x)) =
1

nh
f(x) + o(

1

nh
) (1:2)

On remarque que la variance diminue si h augmente et inversement pour le biais.

L�erreur quadratique moyenne (MSE) :

En utilisant (1.1) et (1.2) on trouve

MSE(fn(x)) = f 0(x)2
�
h(j � 1

2
)� x

�2
+ 1
nh
f(x)+o(h)+o( 1

nh
) (1.3)

On conclut que le MSE converge si h! 0 et nh!1:

L�erreur quadratique moyenne intégrée (MISE) :

MISE =
+1R
�1
MSE(fn)dx

En utilisant (1.3), on peut écrire :

MISE =

Z
1

1

nh
+

Z
1

X
j

I (x 2 Bj) f 0(x)
�
h(j � 1

2
)� x

�
(1:4)

= 1
nh

P
j

R
Bj

f 0(x)2
�
h(j � 1

2
)� x

�2
dx (1.5)

= 1
nh
+
P
j

R
Bj

f 0(x)2dx
R
Bj

�
h(j � 1

2
)� x

�2
dx (1.6)

= 1
nh
+ h2

12

R
Bj

f 0(x)2dx (1.7)

En posant C(f) =
R
f 0(x)2dx:on a :

MISE(fn) =
1
nh
+ h2C(f)

12

Le paramétre de lissage optimal est celui qui minimise le MISE et qui est donné par :

dMISE(fn)
dh

= �1
nh2
+ 1
6
C(f) = 0 Par conséquent : hopt =

�
6

C(f)

� 1
3
n�

1
2 (1.8)
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

Exemple 1.3.1 On dispose des données de 709 modéles d�avion du 20é siécle. On désire

estimer la densité

de l�envergue de ces avions par la méthode de l�histogramme en utilisant di¤érents para-

métres de lissage :

Remarque 1.3.1 Dans ce travail on utilise le langage R pour la simulation des données.

Accéder aux données

data (aircarf) avec la commande provide.data(aircarf) nécessite l�installation du package

(sm) :

Fig. 1.6 �Di¤érents histogrammes associés à un méme ensemble de données
avec di¤érents paramétres de lissages.

La Fig 1.6 nous montre deux histogrammes basés sur le méme ensemble de données et avec

deux paramétres de lissage petit et grand. Un paramétre de lissage trop petit conduit à

un histogramme plus découpé, tandis que l�autre donne un histogramme plus lissé comme

le montre la Fig 1.6.A l�exception du choix du paramétre de lissage, ces di¢ cultés peuvent
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

étre évitées si l�on utilise la méthode d�estimation de la densité par le noyau. C�est la raison

pour laquelle nous utiliserons cet estimateur plutôt que l�histogramme dans ce travail. Une

étude approfondie de celui-ci est présentée dans la section suivante.

1.4 Estimation par la méthode des noyaux :

Le concept de noyau d�abord a été introduit par ROSENBLATT(1956), mais c�est CA-

COULOS (1966) qui a été le premier à utiliser le terme �noyau�pour d´esigner la fonction

que l�on utilise dans les méthodes non paramétriques. En hydrologie, c�est YAKOTZ(1983)

et FELUCH(1983) qui ont introduit indépendamment la méthode des noyaux lors d�une

conférence de l�AGU à l�automne 1983.

Dans la méthode des noyaux, une fonction K(x) est associée à chaque observation de

l�échantillon. La seule véritable restriction concernant le noyau K est que son intégration

sur tout le domaine de dé�nition de x doit étre égale à un. On rencontre parfois d�autres

restrictions théoriques qui sont appliquées à K, comme la symétrie ou la positivité sur

tout le domaine de dé�nition du noyau (ADAMOWSKI,1989). Toutefois, ces restrictions

sont surtout introduites a�n de simpli�er les développements théoriques. L�estimation non

paramétrique de la fonction de densité peut se voir comme le cumul des fonctions K

de chaque observation sur tout le domaine : Supposons que nous observons n variables

aléatoires i.i.d X1; :::; Xn de densité f . L�objectif de notre étude est la construction d�un

estimateur de f en un point �xe x. Notons F (x) = P (X1 � x) la fonction de répartition

de la loi de X1.La densité est la dérivée de la fonction de répartition, ce qui permet d�écrire

pour tout x :

f(x) = F 0(x) = lim
h!0

F (x+h)�F (x)
h

= lim
h!0

F (x+h)�F (x�h)
2h

Considérons la fonction de répartition empirique :

Fn(x) =
1
n

nP
i=1

IfXi�xg;8x 2 R:

La loi des grands nombres permet d�a¢ rmer que Fn est un estimateur de F , c�est-�a-
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Chapitre 1. Estimation non paramétrique d�une densité.

dire

Fn(x)
P! F (x): (1.9)

De plus, le théoréme de Glivenko-Cantelli nous donne :

sup
x2R

j Fn(x)� F (x)j !
a:s
0 (1.10)

Il est même possible d�obtenir des intervalles de con�ance et de tester l�adéquation des

données à di¤érentes lois. Néanmoins, il n�est pas évident d�utiliser Fn pour estimer f .

Une des premières idées intuitives est de considérer pour �xé �petit�:

fn(x) =
Fn(x+h)�F (x�h)

2h
= 1

2nh

nP
i=1

If�h�Xi�x�hg: On a alors :

E [fn(x)] =
1
2n
(E [Fn(x+ h)]� Fn(x� h))

= 1
2
(Fn(x+ h)� Fn(x� h)) :

E[fn(x)] tend vers f(x) quand h ! 0 . Il faut donc faire dépendre h de la taille de

l�échantillon, et le faire tendre vers 0 quant n ! 1 , de sorte que Cet estimateur appelé

estimateur de Rosenblatt, est le premier exemple d�estimateur à noyau construit à l�aide

du noyau fn(x) soit un estimateur asymptotiquement sans biais de f(x) . L�estimateur fn

reste une fonction en escalier. Pour obtenir quelque chose de plus lisse, on peut remarquer

que :

fn(x) =
1
2nh

nP
i=1

Ijx�hn;x+hnj(Xi) =
1
nhn

nP
i=1

1
2
Ifx�hn<Xi�x+hng (1.11)

= 1
nhn

nP
i=1

1
2
I[�1;1[

�
x�Xi
hn

�
= 1

nhn

nP
i=1

K
�
x�Xi
hn

�
(1.12)

Cet estimateur appelé estimateur de Rosenblatt, est le premier exemple d�estimateur à

noyau construit à l�aide du noyau k(u) = 1
2
If�1<u�1g:

1.4.1 Estimation par noyaux associés unidimensionnelles :

Estimation par noyaux classiques univariés :

Dé�nition 1.4.1 Une fonction K de support S est dite noyau si elle est une densité de

probabilité symétrique (i.e K(�u) = K(u)), de moyenne K nulle (� =
R
S
uK(u)du = 0),

de variance �2K �nie (�
2
K =

R
S
u2K(u)du < +1) et de carré intégrable
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(
R
S
K2(u)du < +1). Précisons ici qu�en tant que densité de probabilité, le noyau K

est positif et de masse totale égale à 1 (i.e pour tout élément u de S , K(u) > 0 etR
S
K(u)du = 1).

Dé�nition 1.4.2 Soit hn > 0 la fenêtre de lissage et K la fonction noyau véri�ant la Fig

1.4.1l�estimateur à noyau continu (classique) de f est dé�ni en un point x 2 T par :

bfn(x) = 1
nhn

nP
i=1

K
�
x�Xi
hn

�
Alors la moyenne des valeurs des fonctions noyaux centrés sur chaque observation Xi de

l�échantillon est l�estimation par noyau en un point donné x 2 T.

Estimation par noyaux associés discrets univariés :

Dé�nition 1.4.3 On appelle type de noyau discret toute fonction de masse de probabilité

(f.m.p) K� , paramétrée par

� 2 � � R2, de support S� � Z et de carré sommable. Donnons maintenant la dé�nition

améliorée du noyau associé discret.

Dé�nition 1.4.4 Soit x 2 T � Z et h > 0 avec T le support de la fonction de masse de

probabilité f à estimer. Une densité paramétrée Kx;h de support Sx;h � Z est appelée noyau

associé discret lorsque les conditions suivantes sont véri�ées :

x 2 Sx;h (1.13)

E(Zx;h) = x+A(x;h) (1.14)

V ar(Zx;h) = B(x;h) (1.15)

avec A(x;h) et B(x;h) tendent vers zéro quand h tend vers 0, et Zx;h une variable aléatoire

discrète de loi Kx;h.
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Fig. 1.7 �Examples noyaux associés discrets

Noyau associé Kx;h(u) T

Aitchison et Aitken (1� h)�fu 6=xg + h
c�1�fu 6=xg f0; 1; :::; c� 1g

Binomial (x+1)!
u!(x+1�u) (

x+h
x+1
)u(1�h

x+1
)x+1�u f0; 1; :::;x+ 1g

Binomial Négatif (x+u)!
u!x!

( x+h
2x+1+h

)u( x+1
2x+1+h

)x+1 N

Poisson (x+h)ue�(x+h)

u!
N

Wang et Van Ryzin (m+1)h�ju�xjh
P (m;h)

f0;�1; :::;�kg

Triangulaire (1� h) �
fu 6=xg

+ 1
2
(1� h)hju�xj �

fu�x�1g
Z

Tab. 1.1 �Quelques noyaux associés discrets.

avec P (m;h) = (2m+ 1)(m+ 1)h � 2
mP
k=0

km

La dé�nition suivante présente l�estimateur à noyau associé discret.

Estimation à noyaux associés continus univariés :

Dé�nition 1.4.5 (i) Le mode M(a; b) d�un type de noyau K(a; b) appartient toujours à

son support S(a; b).

(ii) Le mode a la meilleure probabilité que le point moyen.

(iii) Lorsque la dispersion autour du mode tend vers zéro alors celle autour de la moyenne

tend également vers zéro.
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Dé�nition 1.4.6 On considère x 2 T � Ret h > 0 avec T le support de la densité f, à

estimer. Une fdp paramétrée Kx;h de support Sx;h � R est appelée noyau associé continu

lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

x 2 Sx;h (1.16)

E(Zx;h) = x+A(x;h) (1.17)

V ar(Zx;h) = B(x;h) (1.18)

où Zx;h est une variable aléatoire de densité Kx;h sur Sx;h et A(x;h) ; B(x;h) tendent vers

0 quand h tend aussi vers 0.

Dans la proposition suivante, nous montrons que tous les noyaux classiques sont des noyaux

associés. Nous y donnons aussi la forme de leurs supports en tant que noyaux associés ainsi

que leurs caractéristiques.

Proposition 1.4.1 Soit K un noyau classique. Pour un x 2 T = R donné et h > 0, alors

le noyau associé classique de support Sx (Sx;h = x� h les bornes du S) et de plus :

E(Zx;h) = x et V ar(Zx;h) = h2�2K (1.19)

En d�autres termes, (1.19) montre que les caractéristiques A et B du noyau associé classique

Kx;h sont :

A(x;h) = 0 et B(x;h) = o(h2) (1.20)

Nous désignons tout au long de cette section par X1;X2; :::::;Xn une suite de variables

aléatoires (i.i.d) de densité f inconnue sur T � R, par Z�(x;h) une variable aléatoire de

densité K�(x;h) (où K�(x;h) est un noyau associé construit par la méthode mode-dispersion).

Dé�nition 1.4.7 Soit f la densité à estimer sur T� R ; h > 0 et K�(x;h) un noyau

associé continu. L�estimateur fn de f issu de K�(x;h) est dé�ni par :bfn(x) = 1
n

nP
i=1

K�(x;h)(Xi);x 2 T � R:
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1.4.2 Estimation par noyaux associés multidimensionnels :

Dé�nition 1.4.8 (Noyau associé discret multivarié)

Soient x 2 Td � Zd et H une matrice des fenêtres, avec Td est le support de la fmp

f à estimer. Une fmp Kx;H() de support Sx;H � Zd est appelée noyau associé discret

multivarié si

x 2 Sx;H (1.21)

E(Zx;H) = x+A(x;H) (1.22)

Cov(Zx;H) = B(x;H) (1.23)

où A(x;H) et B(x;H) tendent vers le vecteur nul et la matrice nulle respectivement quand

H ! 0d ( 0d est la matrice carrée nulle d�ordre d) et Zx;H est un vecteur de variables

aléatoires discrètes de loi Kx;H .

Dé�nition 1.4.9 (Noyau associé discret produit)

Soient T[j]1 le support des marges univariés de f ; x = (x1;x2; :::;xd)t est le vecteur cible hj

avec j = 1; :::; d sont les fenêtres de lissage univariés et K[j]xj;hj est le j
��eme noyau associé

discret univarié de support Sxj;hj. "Le noyau associé discret multivarié produit" est dé�ni

comme suit :

Kx;H(:) =
d

�
j=1
K
[j]
xj ;hj

(:);8xj 2 T [j]1 � Z (1.24)

Estimateur à noyau associé discret multivarié :

Dé�nition 1.4.10 Soient x1; :::;xn des vecteurs aléatoires (i.i.d) de fmp multivariée

commune inconnue f à estimer sur Td. L�estimateur à noyau associé discret multivariébfn de f est de la forme :
bfn(x) = 1

n

nP
i=1

Kx;H(Xi);x 2 Td (1.25)

où Kx;H(:) est le noyau associé discret multivarié dépendant du vecteur cible x et de la

matrice des fenêtres H symétrique dé�nie positive, tend vers la matrice nulle (0d) quand

n tend vers 1.
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Dé�nition 1.4.11 (L�estimateur à noyau associé produit)

Selon 1.4.10 le produit des noyaux associés discrets univariés (1.28) conduit à une version

utile de (1.25) que nous appelons "estimateur à noyau associé produit" :bfn(x) = 1
n

nP
i=1

d

�
j=1
K
[j]
xj ;hj

(Xij);xj 2 T [j]1 � Z (1.26)

où T [j]1 est le support de la marge univariée de f pour j = 1; :::; d ;x = (x1; ::::;xd)
t 2

Xd
j=1:T

[j]
1 , Xi = (Xi1; ::::;Xid)

t

pour i = 1; :::;n et h1; :::;hd sont les paramètres de lissage unidimensionnels. La fonction

K
[j]
xj;hj est le j

eme noyau associé discret univarié de support Sxj;hj � Z.

1.4.3 Estimation par noyaux associés mixtes :

Dé�nition 1.4.12 Un type de noyau mixte K de support S est une combinaison convexe

des types de noyaux continus et discrets K [j] de support S[j]. On écrit alors K�(u) =P
j �jK

[j]
� (u)1S[j]�

(u) ; avec �j > 0, tels que
P

j �j = 1.

Nous précisons ici que le support S du type de noyau mixte est la réunion des supports

S[j] des types de noyaux continus et discrets dont il est issu. On le note généralement par :

S� = [jS[j] (1.27)

Sans perte de généralité, nous désignerons par S�1 le support d�un type de noyau continu

et par S�N celui d�un type de noyau discret. Par conséquent, le support S de K sera la

réunion de S�1 et S�N . Nous allons maintenant dé�nir le noyau associé mixte.

Dé�nition 1.4.13 Soit T = [jTj .le support de la densité mixte f à estimer. Un noyau

associé mixte K�(x;h) est une densité de probabilité paramétrée par le point d�estimation x

et le paramètre de lissage h, et constitué à la fois de noyaux associés continus et discrets.

Il s�écrit :

K�(x;h)(:) =
pP
j=1

�jK
[j]
x;h(:)1S[j]x;h

(x)1Tj(:) (1.28)

où les �j sont des réels positifs tels que
P

j �j = 1. Il a pour support S�(x;h) dé�ni par :
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S�(x;h) =
p
[
j=1
S
[j]
x;h (1.29)

avec S[j]x;h supports de K
[j]
x;h(:)1S

[j]
x;h(x)1Tj(:).

On véri�e facilement que K�(x;h)(:) récrire de la forme :

x 2 S�(x;h) (1.30)

E(Zx;h�) = x+A�(x;h) (1.31)

V ar(Zx;h�) = B�(x;h) (1.32)

où A�(x;h) =
pP
j=1

Aj(x;h)1S[j]x;h
(x) et B�(x;h) =

pP
j=1

Bj(x;h)1S[j]x;h
(x) tendent vers 0 lorsque h

tend vers 0 et Z�(x;h) est une variable aléatoire de loi K�(x;h). Proposons maintenant les

estimateurs à noyaux associés mixtes et quelques unes de leurs propriétés fondamentales.bfn(x) = pP
j=1

�j
nj

njP
i=1

K
[j]
x;h1S[j]x;h

(x)1Tj(Xi) (1.33)

où nj le nombre d�observations tombant dans Tj et lesK
[j]
x;h(:)1S[j]x;h

(x)1Tj(:) sont des noyaux

associés de support S[j]x;h. Cet estimateur peut être écrit encore sous la forme :bf(x) = pP
j=1

�j bfj(x)1Tj(x) (1.34)

où les bf j sont les estimateurs à noyaux associés K [j]
x;h(:)1S[j]x;h

(x)1Tj(:) de support S
[j]
x;h,

pondérés par les poids j (connus) sur les composantes Tj de T.

Nous signalons ici que l�estimateur à noyaux associés mixtes hérite simultanément quelques

une des propriétés élémentaires des noyaux associés discrets et continus le constituant.

1.4.4 Estimateur à noyau dans le cas multivarié :

On suppose que Xi est un q � vecteur aléatoire et on veut estimer la densité

f(x) = f(x1; :::; xq). L�estimateur à noyau multivarié est donné par :

fn(x) =
1

njHj

nP
i=1

K (H�1(Xi � 1)) (1.35)

Ou K(u) est la fonction du noyau multivarié qui dépend du vecteur

H = (h1; :::; hq)0et jHj = h1; h2; :::; hq. avec
R
k(u)(du) =

R
k(u)du1du2:::duq = 1

Typiquement,k(u) est : k(u) = K(u1)K(u2):::::K(uq)

Quand K(u) est le produit des noyaux alors la densité marginale de fn(x) est égale a la
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densité de l�estimateur à noyau dans le cas univarié avec k la fonction du noyau et hj le

paramétre de lissage.

On peut donc montrer que quandK(u) prend la forme d�un produit, le biais de l�estimateur

est :

Biais( bf(x)) = Kd(k)
d!

qP
i=1

�d

�xdj
f(x)hdj + o(h

d
1 + :::+ h

d
1)

et la variance est donnée par : V ar( bf(x))f (x)R(k)q
njHj + o( 1

n
) où R(k) =

R
kq(u)du

Par conséquent le AMISE est :

AMISE( bf(x)) = Kd2(k)
(d!)2

R  qP
j=1

�d
�xdj
f(x)hdj

!2
(dx) + R(k)q

njHj :

Fig. 1.8 �Densité d�un noyau d�Epanechnikov dans le cas multivarié.

1.5 Propriétés de l�estimateur à noyau :

Nous allons maintenant donner quelques propriétés statistiques élémentaires de l�estima-

teur de la densité

à noyau ainsi que di¤érentes méthodes pour choisir le paramètre de lissage.

1.5.1 Etude du biais :

Supposons que l�on dispose d�un échantillon X1; :::; Xn issu d�une v.a X d�observations

pour fonction de densité la fonction f que l�on désire estimer. On suppose que fn est
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l�estimateur à noyau obtenu en utilisant le noyau K et le paramètre de lissage h et fn .

Supposons que :

K(u) � 0;
R
K(u)du = 1;

R
K(u)udu = 0;

R
K(u)du <1

et en supposant que la densité de probabilité f admet les deux premières dérivées (conti-

nues) nécessaire.(1.36)

E [fn(x)] =
1
n

nP
i=1

1
h
E
�
K
�
x�Xi
h

��
= 1

n

nP
i=1

1
h

+1R
�1
K
�
x�t
h

�
f(t)dt = 1

h

+1R
�1
K
�
x�t
h

�
f(t)dt

La transformation z = x�t
h
; i.e t = �hz + x ,

��dz
dt

�� = 1
h

E [fn(x)] =
+1R
�1
K (z) f(x� hz)

Un développement de Taylor de f(x� hz) nous donne :

f(x� hz) = f(x)� hzf �0(x) + 1
h
(hz)2f 00(x) + o(h2)

E [fn(x)] =
+1R
�1
K (z) f(x)dz �

+1R
�1
K (z)hzf �(x)dz +

+1R
�1
K (z) (hz)

2

2
f �(x)dz + o(h2)

=
+1

f(x)
R
�1

K (z) dz� hf �(x)
+1R
�1
zK (z) dz+ (hz)2

2
f �(x)

+1R
�1
z2K (z) dz + o(h2)

= f(x) + h2

2
K2f �(x) + o(h2)

Biais(fn(x)) t h2
2
K2f �(x)+o(h2) (1.36)

Le biais dépend de :

� h :paramétre de lissage.

� k2 : la variance du noyau.

� f00(x) la seconde dérivée de la fonction de densité au point x.

1.5.2 Etude de la variance :

La variance de fn(x) est donnée par :

V ar(fn(x)) = var

�
1
nh

nP
i=1

K
�
x�Xi
h

��
= 1

n2h2

nP
i=1

var
�
K
�
x�Xi
h

��
car les Xi , i = 1; :::; n, sont i:i:d

V ar
�
K
�
x�Xi
h

��
= E

h
K
�
x�Xi
h

�2i� E �K �x�Xi
h

��2
=
R
K
�
x�Xi
h

�2
f (t)dt�

�R
K
�
x�Xi
h

�
f(t)dt

�2
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V ar (fn (x)) =
1
n

R
1
h2
K
�
x�Xi
h

�2
f (t)dt� 1

n
f(x) +Biais(fn(x))

2

En e¤ectuant le changement de variable suivant z = x�t
h
; obtient :

V ar (fn (x)) =
1
nh

R
K (x)2 f (x� hz)dz � 1

n
(f(x) + o(h2))

2

et en e¤ectuant un dévelloppement limité à l�ordre 2, il vient :

V ar (fn (x)) =
1
nh

R
K (x)2 (f (x)� hzf �(x) + o(h))dz � 1

n
(f(x) + o(h2))

2

� Discussion du comportement du biais et de la variance :

_ Le biais décroit si h diminue mais la variance augmente.

_ La variance diminue si h augmente mais le biais augmente.

_ Pour que la variance tende vers zéro, il faut que nh!1.

_ Plus la courbure de la densité est haute en x, plus le biais est grand.

_ La variance est plus grande pour des valeurs plus grandes de la densité.

La �gure suivante nous permet de mieux voir le comportement du biais et de la variance.

Fig. 1.9 � Le �trad-o¤�biais-variance en fonction de h.

La variance est représentée par la courbe en pointillé et le biais par la courbe �ne, la

courbe en gras représente le MSE.

1.6 Le choix optimal du noyau :

Le tableau suivant donne quelques noyaux et leurs e¢ cacités respectives :
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Kernel K E¤ (K)

Epanchinkov 3
4
(1� u2)I(juj � 1) 1.000

Quartie (biweight) 15
16
(1� u2)2I(juj � 1) 0.994

Triweight 35
32
(1� u2)3I(juj � 1) 0.987

Gaussien 1p
2�
exp(�1

2
u2) 0.951

Uniforme 1
2
I(juj � 1) 0.930

Triangle (1� juj)I(juj � 1) 0.986

Tab. 1.2 �Quelques noyaux et leurs e¢ cacités

Exemple 1.6.1 Nous considérons les données data (faithful) qui ce trouvent dans le pa-

ckage datasses et on représente dans la �gure suivante les di¤érentes densités des quatre

noyaux di¤érents en utilisant le paramètre de lissage optimale.

Remarque 1.6.1 D�aprés la Fig 1.10, on voit que les densités estimées par les quatre

noyaux sont pratiquement les mêmes sauf le noyau rectangulaire qui donne un estimateur

moins lisse que les autres, ce qui veut dire que le choix du noyau n�a pas impact sur

l�estimateur à noyau.

Fig. 1.10 �Estimation de la densité avec di¤érents noyaux.
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1.7 Choix théorique optimal du paramètre de lissage :

Pour le paramètre de lissage on fait la distinction entre

� h paramètre de lissage constant (ou global).

� h(x) paramètre de lissage variable (local).

Ces choix di¤érents du paramètre de lissage résultent des estimateurs à noyau suivants :

fn(x) =
1
n

nP
i=1

1
h
K
�
x�Xi
h

�
fn;L(x) =

1
n

nP
i=1

1
h(x)
K
�
x�Xi
h(x)

�
dMISE(fn)

dh
= h3K2

2�(f)� 1
nh2
j2:

hopt =
�
1
n

(K)
�(f)

� 1
5

(1.37)

Un critère approprié pour sélectionner un paramètre de lissage variable (local) h(x) est la

mesure de performance locale MSE.

dMISE
dh

= h3K2
2f�(x)

2 � 1
nh2
f(x)j2

d�où

hopt(x) =
�
1
n
f(x)
(K)
�(f)

� 1
5

(1.38)

Remarque 1.7.1 Les choix hopt et hopt(x) sont des choix théoriques, qui ne sont pas

utilisables en pratique car

ils d�épandent des quantités inconnues f et f �.

Exemple 1.7.1 on fait varier le paramètre de lissage pour estimer la densité par la mé-

thode du noyau, et on

obtient les résultats représentés dans les trois �gures suivantes :
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Fig. 1.11 � Illustration d�un phénomène de sous-lissage lors de l�estimation
d�une densité .

Le choix d�une valeur de h trop grande conduit à une courbe trop lisse. La courbe estimée

ne traduit pas su¢ samment les variations de la vraie distribution. Fig 1.11

Par contre, en choisissant un paramétre de lissage trés petit, l�allure de la distribution

change. Il s�agit d�une distribution estimée Fig 1.12

Fig. 1.12 �Illustration d�un phénomène de sur-lissage lors de l�estimation d�une densité .

L�estimation de la densité nécessite également le choix adéquat de la fenêtre h, et pour

cette valeur idéale du paramètre de lissage, nous obtenons une allure qui suit parfaitement

la vraie distribution.FIG 1.13
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Fig. 1.13 � Illustration d�une estimation idéale

Les courbes obtenues dans cette exemple illustrent à quel point les formes estimées sont

di¤érentes en fonction de l�ordre de grandeur du paramètre de lissage. La principale di¢ -

culte repose sur le choix optimal de la fenêtre

1.8 Simulation des données :

Dans cette partie, nous illustrons certains estimateurs à noyaux continus symétriques à

savoir le noyau d�Epanechnikov, le noyau Gaussien, le noyau Biweight et le noyau triangu-

laire. Nous simulons un échantillon de taille n = 100 de la loi normale centrée et réduite.

Pour chaque noyau �xé, la fenêtre optimale est choisie par les méthodes de validation

croisée par moindres carrés et de Plug-in.Nous obtenons les résultats suivants :

Nous obtenons dans la Fig 1.14 pratiquement des estimations similaires pour chaque noyau

continu utilisé ; ceci s�explique par le fait que les noyaux continus symétriques possèdent

tous des e¢ cacités proches l�une de l�autre. Pour chaque noyau continu symétrique �xé,

la Fig 1.15présente la fenêtre optimale hcv = 0:1636.

Pour cette valeur de h, les estimations des di¤érentes densités sont pratiquement similaires.

Nous comparons di¤érentes estimations en faisant varier la valeur de la fenêtre pour le

même noyau continu. Nous choisissons le noyau optimal d�Epanechnikov. Les simulations
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e¤ectuées dans la Fig 1.16 mettent en lumière le fait que les performances pratiques des

estimateurs à noyaux continus symétriques considérés dépendent fortement du choix de

la fenêtre h. Par conséquent, ce choix est plus crucial que le choix du noyau. Les valeurs

de h sont celles choisies par Plug-In (hPi = 0:338), validation croisée par vraisemblance

(hcv = 0:429) et deux autre valeurs arbitraires tel que h = 0:5 et h = 1.
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Fig. 1.14 �Lissages par des estimateurs à noyaux continus de la distribution d�un échan-
tillon

Fig. 1.15 �Lissages par des estimateurs à noyaux continus de la distribution d�un échan-
tillon
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Fig. 1.16 �Comparaison des lissages par l�estimateur à noyau continu d�Epanchnikov en
faisant

33



Chapitre 2

Estimation à noyau de la densité et

correction des e¤ets de bord.

2.1 Introduction

L�estimateur à noyau de la densité a été introduit et étudié par Rosenblatt [52], Parzen [50]

et Watson et Leadbetter [32]. Plus tard, Schuster [57] a prouvé la convergence uniforme

des dérivées de la densité.

Lorsque le support d�estimation est compact, les estimateurs à noyau sont sujets à des

e¤ets de bord. De nombreuses méthodes ont vu le jour a�n d�y remédier. Gasser et Müller

[63]ont modi�é le noyau aux bords du support, tout comme Gasser, Müller et Mammitzsch

puis Müller [64]. Schuster [57] et Silverman [53] ont adopté une méthode de ré�exion (et

même négative pour le second) autour des bords du support alors que Hall et Wehrly [51]

ont employé une méthode géométrique alliant la ré�exion et la modi�cation du noyau aux

bords du support.Cowling et Hall ont eu l�idée de générer des pseudodata et de les intégrer

à l�estimateur à noyau.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur l�estimation à noyau classique de la densité et

de ses dérivées successives. Nous améliorons tout d�abord le biais des estimateurs à l�aide
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de noyaux d�ordre supérieur. Nous développons ensuite une méthode de correction des

e¤ets de bord à partir des dérivées successives de la fonction estimée, ce qui justi�e une

fois de plus l�utilité d�estimer les dérivées successives d�une fonction.

2.2 Cadres d�études :

Soit x un réel �xé.

(C.1)Hypothèse (H1)

Fn est un estimateur consistant de F.

(C.2)Hypothèse (H2)

	(x; :) est continue par rapport à la norme sup.

Nous donnons plus de détails sur l�hypothèse (H2). Elle signi�e que pour toute suite

de fonctions de répartition Fn véri�ant sup x 2 R

jFn(x)�F (x)j ! 0, nous obtenons sup x 2 Rj	(x; Fn)�	(x; F )j ! 0.Désormais, Fn dé-

signera la fonction de répartition empirique classique basée sur lesobservations X1; :::; Xn :

Fn(x) =
1
n

nP
i=1

1[Xi�x]:

Alors l�hypothèse (H1) est satisfaite et puisque nous supposons (H2),

(C.3)Hypothèse (H3)

(i)
1R
�1
uiK

(m)
r (u)du =

8>>>><>>>>:
m! ; i = 0 ;

0 ; i 6= m et i 2 f1; :::; rg;

Cr+1; i > r ;

avec Cr+1 une constante �nie ,

(ii) C = sup
u2[�1;1]

K
(m)
r (u) < +1;

(iii) Le support de K(m)
r (u) est [-1,1].

(C.4)Hypothèse (H4)

(hn) est une suite décroissante de nombres réels strictement positifs telle quehn ! 0

lorsque n! +1:
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Ainsi, l�expression b	(m)n (x) = 1
hmn
	(z; Fn)

1
h
K
(m)
r

�
z�x
h

�
dz

de l�estimateur de �(m)(x; F ) est légèrement modi�ée et devient :b	(m)n (x) =
R
	(z; Fn) 1

hm+1n
K
(m)
r (u)(z � x)dz:

2.3 Estimation à noyau classique de la densité et de

ses dérivées :

Soient r 2 N� et m un entier tels que 1 � m � r. Notons X1; :::; Xn des variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées de même fonction de répartition F

Soit t 2 R. Nous faisons suite au (C.2) et nous nous tournons maintenant vers le but

principal de l�estimation à noyau, qui est d�estimer les dérivées de la fonction de répartition,

F (m)(t) pour

m = 1; :::; r. Pour cela, nous avons besoin de poser l�hypothèse suivante :

Hypothèse (H1)

F est (m+ 2) fois continûment di¤érentiable en tout point t. Introduisons un noyau k tel

que :

Hypothèse (H2)

(i) k est m fois continûment dé¤érentiabilité.

(ii) Le support de k(m) est [�1; 1]

(iii) sup
u2[�1;1]

k(m)(u) < +1;

puis nommons (hn) une suite de fenêtres réelles strictement positives véri�ant

hn ! 0 lorsque n! +1.

Par commodité de notation, nous travaillons avec la densité F = f comme fonction ini-

tiale,considérons l�estimateur de f (m)(t),m = 0; :::; r � 1 :bf (m)n (t) = 1
n

nP
i=1

g
(m)
n (t�Xi): (2.1)

Les proprieté statistiques de l�estimateur bf (m)n (t) sont simplement dérivées car il correspond

à une moyenne de copies i:i:d. d�une variable aléatoire.
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g
(m)
n (t�X) = 1

hm+1n
K(m)

�
t�X
hn

�
: (2.2)

Nous énonçons deux lemmes concernant respectivement le biais et la variance de l�estima-

teur bf (m)n (t) .

Lemme 2.3.1 Si t est un réel et m est un entier compris entre 0 et r�1, alors sous les hy-

pothèses (H1)�(H2), nous avons : E bf (m)n (t) = f (m)(t)+O(hn) (2.3)

Lemme 2.3.2 Soient t 2 R et m un entier compris entre 0 et r � 1. Si (H1) et (H2)

sont satisfaites, alors

var bf (m)n (t) = 1
nh2m+1n

(bm(t)+O(hn))� (f (m)(t)+O(hn))2

n
: (2.4)

avec bm(t) = f(t)
1R
�1
K(m)(u)2du: (2.5)

Si m < r � 1, nous distinguons à quel point l�avantage de l�estimation polynomiale locale

est béné�que. En e¤et, l�ordre du biais dans (2.3) est supérieur à celui dans (2.6). Les

expressions (2.5) et (2.18) intervenant dans la variance des estimateurs ne sont pas tout-

à-fait similaires. La première dépend d�un noyau k(m)(:) et dans la seconde,

le terme
1R
�1
K(m+1)(u)du (qui représente un lissage du noyau K(m+1)

r ) joue son rôle. Ren-

contrer K(m+1)
r pour estimer la dérivée me de la densité ne doit pas paraître déroutant

puisque le noyau K(m)
r est utilisé pour l�estimation de la dérivée me de �(.,F)=F(.). Nous

pouvons maintenant prouver deux résultats sur les propriétés asymptotiques de l�estima-

teur lorsque n! +1. Le premier concerne la consistance.

Théorème 2.3.1 Soient un réel t et un entier m compris entre 0 et r � 1 et supposons

les hypothèses (H1)� (H2) satisfaites. Si lorsque n! +1 ,

hn ! 0 (2.6)

su¢ samment lentement tel que nh2m+1n ! +1: (2.7)

alors l�estimateur bf (m)n (t) est convergent en moyenne quadratique

E
h bf (m)n (t)� f (m)(t)

i2
! 0: (2.8)
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donc également convergent en probabilité, bf (m)n (t)
P! f (m)(t): (2.9)

Nous devrions chercher des conditions plus faibles que (2.7) pour la convergence en proba-

bilité, et pour cela il faudrait consulter . En quête d�un résultat sur la normalité asympto-

tique, le point de départ naturel est la di¤érence normalisée entre l�estimateur et la valeur

a estimer .
bf (m)n (t)�f (m)(t)p
V ar bf (m)n (t)

= Zn+�n : (2.10)

Zn =
bf (m)n (t)�E bf (m)n (t)p

V ar bf (m)n (t)
. (2.11)

est une variable aléatoire normalisée se prêtant aux théorèmes de la limite centrale, et

�n = E bf (m)n (t)�f (m)(t)p
V ar bf (m)n (t)

: (2.12)

est un terme de biais qui peut tendre vers 0 avec un choix de fenêtre approprié.

Théorème 2.3.2 Posons t 2 R et m un entier tel que 0 � m � r � 1 et admettons les

hypothèses (H1)� (H2).

Si lorsque n! +1, su¢ samment lentement tel que nhn ! 0 (2.13)

et su¢ samment vite tel que

nh2m+3n ! 0 (2.14)

avec q
nh2m+1n

bm(t)

� bf (m)n (t)� f (m)(t)
�

%! N(0; 1): (2.15)

avec bm(t) donné par (2.5).

Corollaire 2.3.1 (Au théorème2.3.2)

Un intervalle le de con�ance asymptotique pour f (m)(t) au niveau de con�ance 1� e est

donné par les bornesbf (m)n (t)�z 1�e
2

q
bm(t)

nh2m+1n
: (2.16)

où z1�e est le quantile d�ordre 1 � e de la loi normale centrée réduite. Sa longueur tend

vers 0 si hn tend vers 0 su¢ samment lentement tel que la condition de consistance (2.7)

est satisfaite :
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nh2m+1n ! +1:

Les conditions de consistance (2.6) et (2.7) sont intuitivement acceptables : la première

est la même pour tout m, alors que la seconde est plus restrictive quand m augmente.

Théorème 2.3.3 Soient x un réel �xé et m un entier compris entre 0 et r � 1. Sous

(H30) � (H3) et si lorsque n ! +1, hn ! +1 et su¢ samment lentement tel que

h2m+1n ! +1

Les conditions (2.13) et (2.14) pour la normalité asymptotique sont moins intuitives : la

première estn identique pour tout m , alors que la seconde devient moins stricte quand

m augmente. Ces observations servent à illustrer que les deux modes de convergence en

moyenne quadratique et en loi sont très déférents. Le Corollaire résout ce puzzle en indi-

quant que la normalité asymptotique est utile seulement si la condition de consistance est

satisfaite.

Notons que les conditions de consistance et de normalité asymptotique dépendent de m

donc si l�on s�intéresse à l�estimation conjointe des dérivées, on ne peut appliquer la même

fenêtre pour tous les ordres de dérivation.Si m < r� 1, alors la condition nh2r+1n ! 0: est

plus souple que la condition (2.14). Cela est dû à la réduction de biais, qui est l�avantage de

la méthode d�approximation locale polynomiale par rapport à la méthode de convolution.

Mais nous expliquons dans la section suivante comment modi�er le cadre a�n d�améliorer

la condition (2.14).

2.4 Amélioration à l�aide de noyaux réducteurs de

biais :

Soit d un entier non nul et posons a présent deux nouvelles hypothèses :

Hypothèse (H10)

F est (m+ d+ 1) fois continument di¤érentiable en tout point t.
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Hypothèse (H3)

k est un noyau d�ordre d, c�est-a-dire tel que

(i)
R
u4K(u)du = 0 pour tout i = 1; :::; d� 1

et (ii)
R dudK(u)du = 1:

L�ordre d�un noyau est toujours pair, donc d�ordre 2 ou plus, c�est pourquoi d désigne par

la suite un nombre pair. Notons que les noyaux positifs symétriques sont d�ordre 2. Quant

aux noyaux d�ordre supérieur à 2, ils possèdent des parties négatives et ne sont pas des

densités de probabilité.

Le lemme suivant montre que l�ordre d�un noyau détermine sa capacité à réduire le biais

de l�estimateur.

Lemme 2.4.1 Si t est un réel et m est un entier compris entre 0 et r�1, alors sous les hy-

pothèses (H10)�(H2)�(H3), nous avons E
h bf (m)n (t)

i
= f (m)(t)+O(hdn); (2.17)

L�estimateur est asymptotiquement sans biais et le biais est d�ordre hdn, ce qui améliore le

résultat du lemme

2.3.2puisque d � 2. Le théorème 2.3.2 peut être ainsi renforcé comme suit.

Théorème 2.4.1 Soient t un réel et m un entier puis supposons que les hypothèses

(H10); (H2); (H3) sont satisfaites.

Si hn ! 0 su¢ samment lentement tel que nhn ! +1 (2.18)

et su¢ samment vite tel que :

nh
2(m+d)
n +1! 0 (2.19)

avec q
nh

2(m+d)
n

bm(t)

� bf (m)n (t)� f (m)(t)
�

%! N(0; 1): (2.20)

avec bm(t) donné par (2.5). Si d � 2, la condition (2.19) est moins stricte que (2.14) tandis

que les conditions (2.13) et (2.18) sont similaires.
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2.5 Application à une méthode de correction des ef-

fets de bord :

Soient m; p et r des entiers, a; b; c et h des réels tels que a � b et h > 0. Dans le cadre

de l�estimation de la densité, les e¤ets de bord surviennent lorsque f a un support com-

pact [a; b]: Les fonctions f (m)(b) représentent des dérivées à gauche et on suppose qu�elles

existent. Avec une fenêtre donnée h < b�a
2
, les estimateurs f (m)n (t) sont uniquement dé-

�nis sur l�intervalle [a + h; b � h]. Pour t 2 [a; a + h] [ [b � h; b]; ils doivent donc être

modi�és. La méthode standard de correction des e¤ets de bord pour l�estimation de la

densité est l�application d�un noyau ayant un support tronqué, par exemple [�1; b�t
h
] pour

h fix�e et t 2 [b�h; b]:Cependant, une méthode alternative basée sur un développement de

Taylor peut être proposée, à condition que des estimateurs soient connus pour les dérivées

successives de la densité f . Considérons l�estimation de f (m)(b), pour m < r � 1. Grâce

à la formule de Taylor-Lagrange de f (m) à l�ordre p � r � m en un point b � c tel que

0 < c < b� a, nous écrivons :

f (m)(b) =
rP
j=0

1
j!
f (m+j)(b�c)cj+O(cp+1) (2.21)

où

O(cp+1) = 1
(p+1)!

f (m+p+1)(b� c0)cp+1

avec c0 compris entre 0 et c. Un estimateur naturel de f (m)(b) est obtenu en injectant les

estimateurs a noyau standards (2.1) des dérivées f (m+j)(b�c) apparaissant dans la somme

a droite de (2.21) :bf (m)n (b) =
pP
j=0

1
j!
bf (m+j)n (b�c)cj; (2.22)

Pourvu que les deux hypothèses suivantes soient satisfaites :

Hypothèse (H1�)

F est (m+ p+ 2) fois continûment di¤érentiable en tout point t.

Hypothése(H2�)

(i) K est (m+ p) fois continument di¤érentiable.

41



Chapitre 2. Estimation à noyau de la densité et de ses dérivées successives et correction
des e¤ets de bord.

(ii) Le support de K(m+j) est [�1; 1] pour j = 0; :::; p;

(iii) sup
u2[�1;1]

��K(m+j)(u)
�� < +1 pour j = 0; :::; p .Alors l�estimateur f (m)n (b) est proche de

avec un terme d�erreur d�ordre O(Cp + 1):pour n assez grand, d�après la consistance des

estimateurs bf (m+j)n (b � c) En quête de résultats asymptotiques plus ra¢ nes, nous rem-

plaçons la constante c par une suite (Cn) convergeant vers 0. Il est désormais nécessaire

d�expliquer comment les fenêtres a l�origine des estimateurs bf (m+j)n sont déterminées. Rap-

pelant le théorème 2.3.1,le théorème 2.3.2 ainsi que son Corollaire, un choix naturel de

fenêtre intervenant dans l�expression des estimateurs bf (m+j)n est

hm+j;n = n
� 1
2(m+j+1)

h; (2.23)

où h > 0 est une constante choisie convenablement. En e¤et, nous avons hm+j;n ! 0

et nh2(m+j)+1m+j;n ! +1, assurant la consistance, et nh2(m+j)+3m+j;n ! 0, garantissant la nor-

malité asymptotique et le rétrécissement des intervalles de con�ance lorsque la taille de

l�échantillon n croît. Insérons c = cn dans (2.21) et (2.22), alors :ef (m)n (b)� f (m)(b) =
pP
j=0

1
j!

� bf (m+j)n (b� cn)� f (m+j)(b� cn)
�
cjn +O(c

p+1
n )

=
pP
j=0

bm+j

p
(b�cn)
j!

aj;nZm+j;n+O (c
p+1
n ), (2.24)

où

aj;n = (nh
2(m+j)+1
m+j;n )�

1
2 cjn: (2.25)

et

zm+j;n =

r
nh

2(m+j)+1
m+j;n

bm+j(b�cn)(
bf (m+j)n (b�cn)�f (m+j)(b�cn)): (2.26)

La décomposition (2.24) est primordiale pour démontrer la consistance de bf (m)n (b) l�esti-

mateur corrige des e¤ets de bord des dérivées d�ordre supérieur de la densité..

Théorème 2.5.1 Si les hypothèses (H1�) et (H20) sont véri�ées alors l�estimateur bf (m)n (b)

est convergent en probabilité bf (m)n (b)
P! f (m)(b); (2.27)

avec le choix de fenêtre (2.23). Or la suite (Cn) doit être telle que Cn soit le plus petit

possible, et puisque

hm+j;n ,n augmente avec j, nous devrions prendre
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cn = hm;n = n
� 1
2(m+1)h: (2.28)

lorsque nous e¤ectuons le développement de Taylor jusqu�a l�ordre p. Avec un tel choix

pour Cn, nous établissons la normalité asymptotique de l�estimateur bf (m)n (b):

Théorème 2.5.2 Sous les hypothèses (H1�) et (H20), si la suite (Cn) véri�e (2.28), le

choix de fenêtre (2.23)

conduit à :

p!p
bm+p(b)

n
1
4
( 1
m+p+1

+ 2p
m+1

)hm+
1
2 ( bf (m)n (b)�f (m)(b)) L! N(0; 1): (2.29)

Avec

bm+p(b) = f(b)
1R
�1
K(m+p)(u)2du: (2.30)

Pour p = 0, le résultat est conforme a celui obtenu dans le Théorème 2.3.2.

hn = n
� 1
2(m+1)h:

Corollaire 2.5.1 (Au théorème2.4.1)

Un intervalle de con�ance pour au niveau de con�ance 1� e est donné par les bornesbf (m)n (b)�z1�e=2
p
bm+p(b)

p!hm+
1
2 n

1
4 ( 1

m+p+1
+ 2p
m+1

)
: (1.31)

Le résultat est valable seulement si bm+p(b) > 0. La longueur de l�intervalle de con�ance est

égale à 2
p
bm+p(b) fois un facteur qui décroît avec p : l�exposant 14

1
m+p+1

+ 2p
m+1

: augmente

avec p, il est supérieur à 1
4(m+1)

(pour p = 0) et converge vers +1 (lorsque p! +1).

2.6 Preuves :

Remarque 2.6.1 Dans toutes les preuves, t représente un réel et m correspond a un

entier compris entre 0 et r � 1. v est un nombre pair supérieur ou égal a 2.

2.6.1 Preuve du Lemme2.3.1 :

Nous avons mis en lumière précédemment le fait que l�estimateur f (m)n (t) est une moyenne

de copies i:i:d. d�une variable aléatoire
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g
(m)
n (t�X) = 1

hm+1
n
k(m)( t�X

hn
)

Ainsi, l�espérance de l�estimateur f (m)n (t) est égale au premier moment de g(m)n (t�X), que

nous calculons plus bas.

E
h
g
(m)
n (t�X)

i
=
R
g
(m)
n (t� s)f(s)ds =

R
f (m)(t� s)gn(s)ds;

d�après l�identité entre (C.3) et (C.4). En utilisant un développement de Taylor-Lagrange

avec s0 compris entre 0 et s, nous obtenons

E
h
g
(m)
n (t�X)

i
=

hnR
�hn

�
f (m)(t)� f (m+1)(t� s0)s

�
gn(s)ds

= f (m)(t)+O(hn) (2.32)

jO(hn)j � 2hnsupfjf (m+1)(t�s)j; s 2 [�hn; hn]g: (2.33)

D�où

Ef
(m)
n (t) = f (m)(t)+O(hn). (2.34)

2.6.2 Preuve du Lemme 2.3.2 :

La formule (2.1) utilisée conjointement avec l�indépendance et l�équidistribution des

Variables g(m)n (t�X) entraine que

V ar bf (m)n (t) = V ar g
(m)
n (t�X)

n
: (2.35)

Déterminer le second moment de g(m)n (t � X) s�avère donc crucial pour disposer d�une

expression de la variance exacte asymptotique de l�estimateur bf (m)n (t): En appliquant suc-

cessivement la dé�nition de l�espérance, le changement de variable u = s�t
hn
puis la formule

de Taylor-Lagrange pour u0 compris entre 0 et hnu, avec u 2 [�1; 1], on a :

E
h
g
(m)
n (t�X)

i2
= E

h
1

hm+1n
k(m)( t�X

hn
)
i2
= 1

h2m+1n

R
1
hn
k(m)( t�s

hn
)2f(s)ds

= 1
h2m+1n

1R
�1
k(m)(�u)2f(t+ hnu)du

= 1
h2m+1n

�
f(t)

1R
�1
k(m)(u)2du+O(hn)

�
:

Grâce à (2.32), il vient que :

V ar
h
g
(m)
n (t�X)

i
= 1

h2m+1n
(bm(t)+O(hn))� (f (m)(t)+O(hn))2, (2.36)

avec
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bm(t) = f(t)
1R
�1
k(m)(u)2du . (2.37)

En injectant (2.36) dans (2.35), nous obtenons

V ar bf (m)n (t) = 1
nh2m+1n

(bm(t)+O(hn))� f (m)(t)+O(hn)2

n
. (2.38)

2.6.3 Preuve du Théorème 2.3.1 :

L�erreur quadratique moyenne de bf (m)n (t) est

E
h bf (m)n (t)� f (m)(t)

i2
= V ar bf (m)n (t) +[E bf (m)n (t)� f (m)(t)]2

= 1
nh2m+1n

(bm(t) +O(hn))� (f (m)(t)+O(hn))2

n
+O(h2n)

Par (2.34), le second terme est O(h2n), qui tend vers 0 sous la condition (2.6). Le premier

terme est donne par (2.38), qui tend vers 0 si la condition (2.7) est satisfaite.

Cela prouve (2.8), et ensuite (2.9) decoule de l�inégalité de Markov 3.5.7 pour p = 2 :

P
h��� bf (m)n (t)� f (m)(t)

��� > "i � IE
h bf (m)n (t)�f (m)(t)

i2
"2

.

2.6.4 Preuve du Théorème 2.3.2 :

On remarque la decomposition suivante :q
nh2m+1n

bm(t)
( bf (m)n (t)�f (m)(t)) =

s
V ar bf (m)n (t)

bm(t)

nh2m+1n

(Zn+�n); (2.39)

avec Zn et �ndonnés respectivement par (2.11) et (2.12). Analysons d�abord le terme Zn ,

candidat pour être asymptotiquement normal. En insérant les expressions (2.1), (2.2), et

(2.4), on a

Zn =
1

nhm+1n

Pn
i=1(k

(m)( t�Xi
hn

)�Ek(m)( t�Xi
hn

))r
1

nh2m+1n
(bm(t)+O(hn))� (f(m)(t)+O(hn))2

n
:

Nous pensons immédiatement a utiliser le théorème de la limite centrale de Lindesberg-

Feler 3.5.7 avec kn = n et Yn;i , des copies i.i.d. de

Yn =
k(m)( t�X

hn
)p

nhn(bm(t)+O(hn))
:

Comme V arZn = 1 pour tout n, on en déduit que lim
n!+1

V ar eZn = 1 est satisfaite. Le
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noyau k(m) est borne selon (H2(iii)) donc, si on suppose (2.13), alors la condition de

Lindesberg-Feler (iii) 8" > 0; nE [Y 2n 1[jYnj >2]]! 0

est véri�ée. Ceci entraine que eZn suit une loi normale centrée réduite, donc y compris Zn
Concentrons-nous ensuite sur le terme de biais (2.12). En injectant (2.3) et (2.4), nous

obtenons :

�n =
O(hn)r

1nh2m+1n (bm(t)+O(hn))� (f(m)(t)+O(hn))2

n

= O(
p
nh2m+3n ) ,

qui converge vers 0 sous la condition (2.14). Finalement, observons que

V ar bf (m)n (t)

bm(t)nh
2m+1
n

P ! 1 .

2.6.5 Preuve du Lemme 2.4.1 :

L�hypothèse (H1�) nous permet d�e¤ectuer un développement de Taylor de f (m) à l�ordre

d� 1 au point t et par suite, nous pouvons remplacer (2.32) parR hn
�hn(

d�1P
j=0

f (m+j)(t) (�s)
j

j!
+ f (m+d)(t� s0) sd

d!
)gn(s)ds

pour s0 compris entre 0 et s et obtenir

E bf (m)n (t) = f (m)(t)+O(hdn): (2.40)

2.6.6 Preuve du Théorème 2.3.3 :

Pour démontrer le théorème 2.3.3, on s�inspire de la preuve du théorème 2.3.2. Toutes

les étapes doivent être reproduites a l�identique, exceptée celle concernant le calcul du

terme de biais dans (2.12). Grâce a (2.40), celui-ci a pour expression :

�n =
O(hvn)

1

nh2m+1n
(bm(t)+O(hn))

= O(

q
nh

2(m+v)+1
n );

et converge vers 0 lorsque n! +1 sous la condition (2.19).

2.6.7 Preuve du Théorème 2.4.1 :

Reprenons l�expression (2.24)
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ef (m)n (b)�f (m)(b) =
pP
j=0

p
bm+j(b�cn)

j!
aj;nZm+j;n+O(c

p+1
n ); (2.41)

avec aj;n et Zm+j;n donnes respectivement par (2.25) et (2.26). Par inspection de la preuve

du Théorème 2.3.2, avec b� cn dans le rôle de t, il vient que :

Zm+j;n
L! N(0; 1) (2.42)

pour tout j = 0; :::; p.

Puisque nh2(m+j)+1m+j;n ! +1; cn! 0;et bm+j(b� cn)! bm+j(b); les règles de Cramér 3.5.7

entraînent queef (m)n (b) est un estimateur consistant de f (m)(b).

Preuve du Théorème.5 :

Dans le but d�obtenir un résultat sur la distribution asymptotique de ef (m)
n (b) nous avons

besoin d�identi�er le terme aj;n dominant dans l�expression a droite de (2.24). Pour cela,

développons le coe¢ cient aj;n donne par (2.25) a l�aide de (2.23) et (2.28),

aj;n =

�
n
�
n�

1
2(m+j+1)h

�2(m+j)+1�� 1
2 �
n�

1
2(m+1)h

�j
= n�

1
4
( 1
m+j+1

+ 2j
m+1

)h�(m+
1
2
): (2.43)

Le terme aj;n dominant étant celui de plus petit ordre, nous sommes amènes à déterminer

argmaxj =0;:::;p g(j) ,

où

g : R+ ! R est la fonction dé�nie par g(x) = 1
m+x+1

+ 2x
m+1

:

Puisque

g�(x) = 2
(m+x+1)3

> 0;

la fonction g est convexe, donc elle atteint son maximum en x = 0 ou en x = p.

Le dernier cas se produit si g(0) < g(p), c�est-à-dire si 0 < 1
m+p+1

+ 2p�1
m+1

,

ce qui équivaut à 0 < (2p+ 2m+ 1)p. Cette inégalité est toujours véri�ée donc le terme

aj;n dominant dans la somme à droite de (2.24) est le pe terme ap;n. Une conséquence

directe est :
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aj;n
ap;n

! 0 pour j = 1; :::; p�1. (2.44)

De plus, avec (2.28) et (2.43), on a :

cp+1n

ap;n
=
�
n�

1
2(m+1)h

�p+1
n1
4
( 1
m+p+1

+ 2p
m+1

)hm+12

= n� 1
4
( 2
m+1

� 1
m+p+1

)hm+p+
3
2 ;

d�où

cp+1n

ap;n
! 0: (2.45)

En e¤et,

2
m+1

- 1
m+p+1

= 2p+m+1
(m+1)(m+p+1)

> 0 .

En multipliant par p!p
bm+p(b)ap;n

dans (2.24), il vient que :

p!p
bm+p(b)ap;n

� bf (m)n (b)� f (m)(b)
�
=

pP
j=0

p!p
bm+p(b)

bm+j(b�cn)
j!

aj;n
ap;n
Zm+j;n + O

�
cp+1n

ap;n

�

donc d�après (2.44) et (2.45) et la règle de Cramér 3.5.7 (2) p!p
bm+p(b)ap;n

� bf (m)n (b)� f (m)(b)
�

a la même loi asym ptotique que
p
bm+p(b�cn)p
bm+p(b)

Zm+p;n.

Faisons tendre n vers +1 dans cette dernière expression puis utilisons le fait que cn ! 0,

bm+p(b � cn) ! bm+p(b) et (2.42). La règle de Cramér 3.5.7 (ii) puis la forme de ap;n

obtenue à l�aide de (4.43) pour j = p nous permet d�arriver à

p!p
bm+p(b)

n
1
4 ( 1
m+p+1

+ 2p
m+1

)hm+
1
2

� bf (m)n (b)� f (m)(b)
�

L! N(0; 1) , (2.46)

avec

bm+p(b) = f(b)
1R
�1
k(m+p)(u)2du: (2.47)

2.7 Conclusion :

Ce chapitre s�est concentré sur l�estimation à noyau classique de la densité et de ses dérivées

successives. A�n de réduire le biais de ces estimateurs, nous avons montré l�avantage

d�employer des noyaux d�ordre supérieur. La convergence en probabilité et la normalité

asymptotique de ces nouveaux estimateurs ont été prouvées. Ce chapitre a ensuite motivé
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l�estimation à noyau des dérivées successives de la densité (ou d�une autre fonction) en

montrant qu�elle est utile pour remédier aux e¤ets de bord de l�estimateur de toute dérivée

de la densité (ou d�une autre fonction). Nous avons développé une méthode de correction

des e¤ets de bord apparaissant notamment lorsque le support d�estimation est compact et

qui pourrait être appliquée en analyse de survie.
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Simulation

3.1 Un estimateur simple de la densité : l�histogramme

Supposons pour simpli�er qu�on soit en dimension 1 et que les variables de l�échantillon

soient à valeurs dans [0; 1] donc f : [0; 1]! R+:

On se donne un découpage de [0; 1] en un certain �nombre de classes ]a1; a2], . . . ,

]ap; ap+1].Pour simpli�er encore, on suppose que les classes sont de même longueur ai+1�ai

=ai�ai�1. Cette longueur est notée h. Estimer f par la méthode de l�histogramme consiste

simplement à estimer f par une fonction constante sur chaque classe, cette constante étant

liée à la proportion de Xi tombant dans cette classe. Plus exactement on pose, pour

t 2]aj; aj+1], bfn(t) = 1
nh
Cardfi : Xi 2]aj; aj+1]g

Pour voir très exactement d�où vient cette formule : on a, si f est égale à une constante

cjconstante sur ]aj; aj+1],

F (aj+1)� F (aj) =
aj+1R
aj

f(t)dt = cjh

La performance de cet estimateur dépend fortement du nombre de classes.
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3.2 Code R et illustration graphique du choix du nombre

de classes.

On va illustrer l�importance de bien choisir le nombre de classes par un exemple faisant

intervenir une densité bimodale. On va pour cela simuler un mélange de deux lois gaus-

siennes : la densité simulée est f(x) = 1
2

1p
2�

�
exp(� (x�2)2

2
) + exp(� (x�6)2

2
)
�

On devrait donc, si l�approximation par l�histogramme est bien faite, se retrouver avec

deux �cloches�qui se chevauchent un petit peu (écart-type=1) et qui sont centrées en 2

et 6 respectivement.

Simulation d�un échantillon de taille n=500 de loi de densité f :

f=function(x){0.5*dnorm(x,mean=2)+0.5*dnorm(x,mean=6)}

sim=function(n){

X=rnorm(n,2,1)

Y=rnorm(n,6,1)

ber=rbinom(n=n,size=1,prob=0.5)

return(ber*X+(1-ber)*Y)}

Z=sim(500)

On estime la densité par un histogramme (on utilise ici la bibliothèque ggplot2) et on

rajoute la vraie densité f en rouge :

library(ggplot2)

p<

p1<-p+ geom_histogram(aes(y=..density..),color="black",�ll="white")+

stat_function(fun=f,col=�red�)+

labs(title="nb de classes= 30")

p1

## �stat_bin()�using �bins = 30�. Pick better value with �binwidth�.
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Fig. 3.1 �la densité par un histogramme (par bibliothèque ggplot2)

La fonction histogram dans ggplot calcule un histogramme avec 30 classes par défaut (ce

qu�il signale d�ailleurs). Ce n�est donc pas la valeur optimale en général. Essayons avec

d�autres valeurs du nombre de classes (=bins).

p1<-p+geom_histogram(aes(y=..density..),bins=3,color="black",�ll="white")+stat_function(fun=f,col=�red�,xlim=c(-

4,12))+labs(title="nb de classes = 3")

p2<-p+geom_histogram(aes(y=..density..),bins=10,color="black",�ll="white")+stat_function(fun=f,col=�red�,xlim=c(-

4,12))+labs(title="nb de classes = 10")

p3<-ggplot(data.frame(x=Z),aes(x))+geom_histogram(aes(y=..density..),bins=100,color="black",�ll="white")+stat_function(fun=f,col=�red�,xlim=c(-

4,12))+labs(title="nb de classes = 100",x="",y="")

library(gridExtra)#pour faire apparaitre les trois �gures en même temps

grid.arrange(p1,p2,p3,nrow=1)

On peut aussi indiquer le pas h (binwidth) plutôt que le nombre de classes (bins).

On constate donc que, avec une fenêtre h trop petite, c�est-à-dire avec un trop grand

nombre de classes, on fait apparaitre trop de variations souvent insigni�antes (variance

trop grande). Au contraire avec une fenêtre h trop grande, on a une approche trop grossière

(biais trop grand) et une distribution peu discriminante : en particulier ici on ne voit même

plus qu�il s�agit d�une distribution bimodale . On voit qu�il faut trouver un compromis entre

le biais (au carré) et la variance, compromis qu�on va illustrer plus en détail plus loin, par

le calcul.
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Fig. 3.2 � la densité par un histogramme (par bibliothèque ggplot2) tel� que nbr de
classes=3/10/100

Il existe d�ailleurs dans R des estimations de la taille optimale du pas h, cf l�aide en ligne

ou la page wikipedia sur l�histogramme. L�estimateur par histogramme étant présenté ici

essentiellement à titre illustratif, nous ne donnons pas plus de détails sur le sujet. Des dé-

tails plus précis seront donnés pour l�estimateur qui nous intéresse vraiment : l�estimateur

à noyau.

Evidemment le nombre optimal de classes dépend de n. Illustrons ceci en changeant la

taille de l�échantillon : on passe de 500 à 50000.

Z=sim(50000)

p<-ggplot(data.frame(x=Z),aes(x))+labs(x="",y="")

p1<-p+geom_histogram(aes(y=..density..),color="black",�ll="white")+stat_function(fun=f,col=�red�)+labs(title="nb

de classes=30")

p2<-ggplot(data.frame(x=Z),aes(x))+geom_histogram(aes(y=..density..),bins=100,color="black",�ll="white")+stat_function(fun=f,col=�red�)+

labs(title="nb de classes=100")

grid.arrange(p1,p2,nrow=1)

## �stat_bin()�using �bins = 30�. Pick better value with �binwidth�.

On voit donc qu�avec un nombre de classes égal à 100, on a, conrairement à précédemment,

un très bon choix.
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Fig. 3.3 � la densité par un histogramme (par bibliothèque ggplot2) tel� que nbr de
classes=30/100

La taille optimale du nombre de classes est croissante avec n, autrement dit, le pas h

optimal décroit avedc n, ce que l�on va illustrer plus tard avec l�estimateur à noyau de

fenêtre h.

Remarquez que l�on fait deux approximation successives : une première approximation

quand on approche la densité par une fonction constante par morceaux, et ensuite une

deuxième approximation quand on approche chaque constante à l�aide des données.

3.3 Estimateurs à noyaux

Un inconvénient de l�estimateur par histogramme précédent est que la fonction de densité

résultante bfn n�est pas régulière : il s�agit d�une fonction constante par morceau, qui a
donc des sauts aux extrémités de chaque classe. En général, la densité à estimer est plus

lisse, au moins continue.L�estimation par noyau a pour but de répondre à cet écueil.

Principe : Si f est continue en x (ce qui va être le cas pour les classes de fonctions qu�on

va considérer) alors

f(x) = F 0(x)= lim
h!0

F (x+h)�F (x)
h

= lim
h!0

F (x+h)�F (x�h)
2h

L�idée est donc d�utiliser l�approximation suivante, pour h petit,

f(x) t F (x+h)�F (x�h)
2h
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Pour estimer la densité f on peut donc passer par un estimateur bFn de la cdf F.Voyons
ce qui se passe si on choisit comme estimateur la fonction de répartitionempirique Fn.

(On rappelle que Fn(x) = 1
n

nP
i=1

1Xi�n) On choisit un h > 0 petit pour que l�approximation

ci-dessus soit valable, et on posebfn(x) = F (x+h)�F (x�h)
2h

= 1
n

nP
i=1

1
2h
1Xi2]x�h;x+h]

K0 est appelé le noyau de Rosenblatt. Cet estimateur a le même inconvénient d�irrégularité

que l�estimateur par histogramme.On a donc l�idée d�utiliser des noyaux plus réguliers.

Dé�nition 3.3.1 Etant donnéK un noyau et h > 0, on pose 8x 2 R; bfn(x) = 1
n

nP
i=1

1
h
K(Xi�x

h
)

Remarque 3.3.1 � La plupart des noyaux sont symétriques, positifs et sont décroissants

sur R+ comme le noyau Gaussien : plus y est proche de 0, plus K(y) est grand. Donc,

pour un x 2 R donné, plus une observation Xi est proche de x, plus K(Xi�xh ) est grand.

Donc bfn(x) est d�autant plus grand que x est proche de beaucoup d�observations Xi (somme
de beaucoup de grandes valeurs K(Xi�x

h
)).

� L�estimateur est somme de fonctions K(Xi-xh ) qui sont continues si K est

continu. Donc bfn est continu si K est continu.
�
R bfn(x)dx = 1, donc, si K(x) � 0 ,8x 2 R, alors bfn est une densité.

� Le paramètre h > 0 est appelé fenêtre (bandwidth). C�est un paramètre de lissage :

plus h est grand, plus l�estimateur est régulier. Comme dans le cas de l�estimateur à

histogramme, le choix de h est délicat, la fenêtre h optimale devant réaliser un équilibre

biais/variance (cf section suivante).

� Dans la pratique, le choix du noyau est peu in�uent, contrairement au choix de la

fenêtre !

3.4 Illustration graphique et code R

On va utiliser le même exemple de distribution bimodale que précédemment. L�estimation

par noyaux peut se faire avec di¤érentes méthodes. On peut utiliser la fonction density
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du package stat. Cette procédure n�estime que des densités à une seule variable. Pour des

fonctions multivariées, on peut utiliser par exemple la fonction kde du package ks (de 1 à

6 variables).

Par défaut le noyau utilisé est le noyau gaussien, il est possible de changer de noyau avec

l�option kernel. On va en fait utiliser la version de ggplot pour représenter l�estimateur à

noyau. La fonction qui permet de dessiner l�estimateur à noyau est geom_density

Le paramètre représentant le fenêtre h s�appelle bw (comme bandwidth). On illustre l�in-

�uence du choix de la fenêtre. On tire les mêmes conclusions que pour l�histogramme.

p<-ggplot(data.frame(x=Z),aes(x))+labs(x="",y="")

p1<-p+geom_density(bw=0.1 )+stat_function(fun=f,col=�red�,alpha=0.4 )+ggtitle("h=0.1")

p2<-p+geom_density(bw=0.5 )+stat_function(fun=f,col=�red�,alpha=0.4 )+ggtitle("h=0.5")

p3<-p+geom_density(bw=0.8 )+stat_function(fun=f,col=�red�,alpha=0.4 )+ggtitle("h=0.8")

p4<-p+geom_density(bw=1.2 )+stat_function(fun=f,col=�red�,alpha=0.4 )+ggtitle("h=1.2")

grid.arrange(p1,p2,p3,p4,nrow=2,ncol=2 )

Fig. 3.4 � représention de l�estimateur à noyau (par la la version de ggplot) pour
h=0.1/0.5/0.8/1.2

Pour �nir, on illustre le choix de deux fenêtres calculées à partir des données. L�une est la

méthode de Sheather et Jones (SJ) et l�autre est basée sur la validation croisée, qui sera
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vue en �n de chapitre (ucv=unbiased cross-validation). Pour d�autres méthodes, consultez

la documentation liée à bw.

p<-ggplot(data.frame(x=Z),aes(x))+labs(x="",y="")

p5<-p+geom_density(bw="ucv")+stat_function(fun=f,col=�red�,alpha=0.4 )+ggtitle("ucv")

p6<-p+geom_density(bw="SJ")+stat_function(fun=f,col=�red�,alpha=0.4)+ggtitle("SJ")

Il existe une version en dimension 2 de cette fonction dans ggplot2 qui s�appelle

geom_density_2d.

Fig. 3.5 � L�estimation de densité par la méthode de Sheather et Jones (SJ) et la méthode
de la validation croisée

Il existe une version en dimension 2 de cette fonction dans ggplot2 qui s�appelle geom_density_2d

3.5 Codes des simulations :

3.5.1 Estimateur à noyau décomposé :

Tout estimateur à noyau est composé d�une somme de n fonctions, soit une pour chaque

observation.

> x = c( -1.111, -0.257, 1.797, 2.163, -2.2264, -0.949)

> K = function(x,a) dnorm(x,a,1.09)/6

# noyau gaussien, n = 6, h = 1.09 (règle de Silverman)
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> b = seq(-6,6,.01) # valeurs où l�on calcule K

> for (i in 1 :6) {plot(b,K(b,x[i]),type=�l�,ylab=��,

xlim=c(-7,7),ylim=c(0,.06),col=�blue�) ;

par(new=T)}

#chaque observation détermine un graphique

#xlim, ylim permettent une super position parfaite des graphiques#

> title(�Estimateur du noyau decomposé�)

3.5.2 Fonction densité :

Forme générale de la fonction densité

density(x, bw = "nrd0", adjust = 1, kernel =c("gaussian", "epanechnikov", "rectangu-

lar","triangular", "biweight", "cosine", "optcosine"),

weights =NULL, window = kernel, width, give.Rkern = FALSE,

n =512, from, to, cut = 3, na.rm = FALSE, ...)

x #vecteur de données univariées

bw #paramètre de lissage

bw="nrd0" #règle de Silverman

bw="nrd" #règle de Scott

bw="ucv" #règle de la validation croisée,

bw="SJ-dpi" #règle de Sheather-Jones

kernel #type de noyau, par défaut �gaussian�

n=512 #n. de points équidistants où f est estimée

3.5.3 Sortie de densité :

Liste de longueur 7 dont les principales composantes sont :

[[1]] x #vecteur des points où f est estimée
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[[2]] y #vecteur des valeurs de f estimées Par défaut n = 512 points ou valeurs. Si n >

512, le n. de points ou de valeurs est la puissance de 2 supérieure à 512.

[[3]] bw #paramètre de lissage h utilisé

[[4]] n #n. de points où b f est calculé (puissance de 2)

L�application de density ne produit aucun graphique.On obtient plutôt de l�information

sur les valeurs estimées et sur h.

La fonction plot appliquée à l�objet créé par density produit le graphique.

3.5.4 Application de la méthode du noyau :

> par(mfrow=c(1,2))

> taux = scan(�cdrate.dat�) Jeu des taux d�épargne. Bimodal : deux types d�institutions

�nancières.

Paramètre de lissage par défaut

> bw.nrd0(taux) h = 0.1152792 (Silverman)

> bw.nrd(taux) h = 0.1357733 (Scott)

> bw.SJ(taux) h = 0.0687455 (Sheather-Jones)

> plot(density(taux,kernel=�rectangular�),xlab=�taux�,

ylab=�Densité�,main=�noyau rectangulaire�)

> plot(density(taux,kernel=�gaussian�),xlab=�taux�,

ylab=�Densité�,main=�noyau normal�)

#on utilise ici le paramètre de lissage par défaut (règle de Silverman)

3.5.5 Package sm :

*Fonction sm.density : > library(sm)

sm.density(x, h, model = "none", weights = NA,group=NA, ...)#estimation avec le noyau

gaussien

*Produit le graphique de l�estimateur à noyau gaussien
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*x #données uni- (vecteur), bi- ou tridimensionnelles (matrice, tableau) ; h #paramètre

de lissage (par défaut, règle de Scott)

*Autres arguments intéressants (voir sm.options)

add=TRUE #ajoute à un graphique la densité estimée

display=�se�#produit une bande de variabilité method #choix de h, ="normal" (Scott),

"cv" (validation croisée),

"sj" (Sheather-Jones)

hmult #multiple du h, = 1 par défaut.

3.5.6 Variation du paramètre de lissage :

> library(sm)Jeu aircraft : 709 modèles d�avion du 20é siècle,tableau à 8 variables, incluant

Span et Period

> provide.data(aircraft)# commande propre à sm

> y = log(Span[Period==3])#var. Span 1956�1984

> par(mfrow=c(2,2))

sm.density(y,hmult=1/36,xlab=�log(envergure)nn hm =1/36�, ylab=�densité�)# hmult

facteur multipliant h optimal

sm.density(y,hmult=1/3,xlab=�log(envergure)nn hm =1/3�, ylab=�densité�)

sm.density(y,hmult=2,xlab=�log(envergure)nn hm = 2�,ylab=�densité�)

sm.density(y,hmult=6,xlab=�log(envergure)nn hm =6�,ylab=�densité�).

3.5.7 Comparaison de 3 densités :

> y1 = log(Span)[Period==1]#début du 20e siècle

> y2 = log(Span)[Period==2]#milieu du 20e siècle

> y3 = log(Span)[Period==3]#�n du 20e siècle

Superposition des graphiques

> sm.density(y3,xlab=�log(envergure)�,ylab=�densité�,col=�red�)
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> sm.density(y2,add=T,lty=2,col=�blue�)

> sm.density(y1,add=T,lty=3,col=�black�)

Légende

> legend(3.15,1,c(�1914-1935�,�1936-1955�,�1956-1984�),lty=3 :1)

#3 périodes du 20é siècle couvertes par le jeu aircraft.
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Dans ce travail, nous avons étudié une méthode non-paramétrique d�estimation de densité.

Dans le premier chapitre, nous avons trouvé de¢ rents dé¢ nitions et critères d�estimation

non paramétrique d�une densité,l�estimation à noyau et biais des estimateurs à noyau (Le

risque quadratique ponctuel, controle du biais, variance des estimateurs a noyaux). Nous

avons donné plusieures examples de noyaux. Ensuite, on a vu l�estimation par la méthode

de l�histogramme et leurs propriétés. Nous avons étudié les propriétés de l�estimateur à

noyau , le choix optimal du noyau et choix théorique optimal du paramètre de lissage.

Nous avons présenté l�état de l�art sur l�estimateurs à noyaux continus (classiques) de

Rosenblatt (1956) et Parzen (1962) de la densité univarié continue et ses propriétés sta-

tistiques, et des estimateurs à noyaux associés discrets de Kokonendji & Senga Kiessé

(2011) et continues. Nous avons commencé par une dé�nition pour les noyaux continus

(classiques) qui jusqu�alors se déduit de celle de l�estimateur puis nous avons aussi amé-

lioré la dé�nition des noyaux associés discrets et continus. Nous avons introduit la forme

de l�estimateur à noyau associé discret/continu multivarié. En�n,nous illustrons certains

estimateurs à noyaux continus symétriques à savoir le noyau d�Epanechnikov, le noyau

Gaussien, le noyau Biweight et le noyau triangulaire. Nous simulons un échantillon de

taille n de la loi normale centrée et réduite.

Le deuxième chapitre s�est concentré sur l�estimation à noyau classique de la densité et

de ses dérivées successives. A�n de réduire le biais de ces estimateurs, nous avons mon-

tré l�avantage d�employer des noyaux d�ordre supérieur. La convergence en probabilité et
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la normalité asymptotique de ces nouveaux estimateurs ont été prouvées. Ce chapitre a

ensuite motivé l�estimation à noyau des dérivées successives de la densité en montrant

qu�elle est utile pour remédier aux e¤ets de bord de l�estimateur de toute dérivée de la

densité . Nous avons développé une méthode de correction des e¤ets de bord apparaissant

notamment lorsque le support d�estimation est compact et qui pourrait être appliquée en

analyse de survie.

Dans La troisième chapitre, nous avons essayé de simuler un estimateur simple de la

densité par la méthode d�histogramme et par méthode d�estimateur à noyau.et nous avons

donné l�illustration (graphique / code R) de chaque méthode.Depui,nous avons donné

quelques Codes des simulations(Estimateur à noyau décomposé,Variation du paramètre

de lissage,Comparaison de 3 densités,...etc).
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les di¤érentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

E[X] espérance mathématique ou moyenne du v.a. X.

exp exponentiel

F fonction de répartition

Fn fonction de répartition empirique

iid indépendant et identiquement distribuée.

MISE L�erreur quadratique moyenne intégrée.

MSE L�erreur quadratique moyenne.

hopt La fenétre optimale.

CV La validation croisée.

BCV La validation croisée biaisée.

UCV La validation croisée non biaisée.

LCV La validation crois ee par le maximum de vraisemblance.
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Annexe A : Abréviations et Notations

X predicteur variable

Y variable d�intérêt

E(X) espérance où moyenne de X

F fonction de distribution fonction de distribution

f densité marginale de Xbf estimateur de f

h largeur de bande

iid indépendant et identiquement distribué

K kernel fonction

f (j) la jth dérivée

f �, f �, f �� la première, la deuxième et la troisième dérivées de f.
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Annexe B : Théorèmes et Critères

[1]Règles de Cramer :
1. Soient X une variable aléatoire et c une constante. (Xn) et (Yn) sont deux suites de

variables aléatoires telles que Xn
L! X et Yn

L! c. Alors :

(i) Xn + Yn
L! X + c ,

(ii) Xn:Yn
L! X:c,

(iii) Xn
Yn

L! X
c
si c 6= 0 .

2. Soit X une variable aléatoire. (Xn) et (Yn) sont deux suites de variables aléatoires telles

que

Xn
L! X et jXn � Ynj

P! 0. Alors Yn
L! X.

[2]Théorème des fonctions continues :
Soit g : Rk ! Rm une fonction continue en tout point d�un ensemble C tel que

P [X 2 C] = 1. Alors :

(i) Si Xn
L! X, alors ,g(Xn)

L! g(X):

(ii) Si Xn
P! X, alors ,g(Xn)

P! g(X):

(iii) Si Xn
p:s! X, alors ,g(Xn)

p:s! g(X):

Grâce au théorème des fonctions continues , ces règles sont vraies en remplaçant la conver-

gence en loi par la convergence en probabilité ou la convergence presque sûre.

2. Soit X une variable aléatoire. (Xn) et (Yn) sont deux suites de variables aléatoires telles

que Xn
L! X et jXn � Ynj

P! 0. Alors Yn
L! X:

[3]Inégalité de Markov :
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Annexe B : Théorèmes et Critères

Soient X une variable aléatoire et p 2 N�. Alors pour tout " > 0, on a

P (jXj � ") � E[jXjp]
"P

:

[4]Théorème de Lindeberg-Feller :
Pour tout n = 1; 2; ::: soit Yn1 ; :::; Yn;kn des d-vecteurs aléatoires indépendants de carré

intégrable satisfaisant les conditions :

(i)8" > 0;
knP
i=1

E
�
jjYnijj2 1[jjYnijj>"]

�
! 0 (Lindeberg-Feller)

(ii)
knP
i=1

CovYni ! 1 6= 0:

lorsque n! +1. Alors le théorème de la limite centrale de Lindeberg-Feller pour tableaux

triangulaires a¢ rme que
knP
i=1

(Yni � EYni)
L! N(0; 1):

Si kn = n et Yni ; :::; Ynn sont des copies i.i.d. d�une variable aléatoire Yn, alors (i) et (ii) se

réduisent à :

(iii) 8" > 0; nE
�
jjYnijj2 1[Y n>"]

�
! 0:

et

(iv) nCovYn ! 1 6= 0:

Nous donnons deux conditions su¢ santes pour (iii) faciles à véri�er. La première s�obtient

à l�aide du théorème de la convergence dominée.
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