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RESUME

Nul ne doute de I'importance de l'interpolation; L’interpolation est utile
lorsque on souhaite approximer une fonction d’une seule variable par une
autre fonction mathématiquement plus simple, un polyndéme par exemple,
ou de prédire un modéle.

Malheureusement les applications les plus répandues dans la nature sont
les applications de deux variables (traitement d’images).

Dans ce mémoire nous allons présenter 'interpolation de deux variables et

nous mettons 1’accent sur 'interpolation bilinéaire.
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ABSTRACT

No one doubts the importance of interpolation ; Interpolation is
useful when we want to approximate a function of a single variable
by a another mathematically simpler function, a polynomial for
example,or predict a pattern.

Unfortunately the most widespread applications in nature are
applications of two variables (image processing).

In this thesis we will present the interpolation of two variables

and we focus on bilinear interpolation.
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Introduction

Motivation

Nul ne doute de I'importance de l'interpolation; L’interpolation est utile lorsque on
souhaite approximer une fonction d’une seule variable par une autre fonction mathéma-
tiquement plus simple, un polynéme par exemple, ou de prédire un modele (voir {4| ou
B).

Malheureusement, les applications les plus répandues dans la nature sont les applications

de deux variables (traitement d’images)

L’interpolation peut étre étendue a des fonctions de plusieurs variables. La procédure
consiste en interpoler sur une variable, fixer les valeurs des autres variables puis combiner

les résultats.
On définit le polyndéme d’interpolation de Lagrange en deux dimensions par :
P(fiz,y) =320 2 im0 f@i yi) Li(X; 2) Li(Yiy)

avec | X| =n,|Y| =m et L;(X;x) et L;(Y;y) sont calculés & partir d’une interpolation

1D en fixant 'autre variable et vice versa (voir |3)



Introduction

Organisation du mémoire

La partie principale de ce mémoire est composée de quatre chapitres, Le mémoire comporte
également, un résumé, une introduction et une conclusion.

Le chapitre [I| est consacré a un rappel de l'interpolation 1D avec des exemples et de
quelques programmes Matlab.

Dans le chapitre 2| on définit 'interpolation 2D qui consiste en interpoler sur une variable,
fixer les valeurs des autres variables puis combiner les résultats. Ce chapitre est doté, aussi
avec des exemples et de quelques programmes Matlab.

Dans le chapitre |3 nous mettons I'accent sur I’interpolation bilinéaire 'interpolation 2D
la plus utilisée dans le traitement d’image.

Enfin dans le chapitre |4, on montre I'utilité de 'interpolation pour le traitement d’image.

Et on termine par une conclusion )



Chapitre 1

L’interpolation 1D

1.1 introduction

Définition 1.1.1 E'tant donné les points (xi, fi) ,i = 0,1,2,...,n d’une fonction f diffé-

rentiable inconnue , on veut trouver une fonction g pour l’approcher.

f(x)

[
X, X, X, X Xy

Fic. 1.1 — Interpolation simple

L’interpolation est une technique mathématique qui permet de décrire un ensemble de

points en utilisant une certaine fonction. L’interpolation est utile lorsque on souhaite



Chapitre 1. L’interpolation 1D

approcher une fonction par une autre fonction mathématiquement plus simple, un poly
par exemple :g(z) =p,(z) = apz™ + 12" + ... + a,_17T + a,
Ce polynéme p est appelé polynome d’interpolation. Voici quelques fondements de base liés

au polyndéme d’interpolation.

Existance du polyndme d’interpolation

Le polynéme d’interpolation p doit inclure en chaque point donné :
r=2p: pn<$0) = Clol’g + alngl + ...+ a, 129 +a, = fo

-1
r=ux1:pp(T1) = apr} + ] 4+ ..+ a1 +a, = f1

T =Ty pu(Tn) = apx™ + @127 + L+ Ay 1Ty + Ay = [

Exprimé en notation matricielle :

n—1

x5 g . xg 1 ao fo
n—1

f A .oz 1 ay fi
-1

xn Ty R | an fn

Exemple 1.1.1 on cherche a déterminer le polynéme de degré 1, pi(x) = apx+a; passant

par les points (—3,—1) et (0,2). Les a; peuvent étre déterminés par la résolution du systéme

linéaire :
-3 1 ao —1
0 1 ay 2
—3ap +a; = —1 ap =1
=
ap = 2 ap = 2

La solution est (1,2)” . Donc ,le polynéme recherché est : p;(z) = z + 2.



Chapitre 1. L’interpolation 1D

Unicité du polynéme d’interpolation

La matrice de coefficients (matrice de Vandermonde)

T xo 1

n n—1

oz ry 1
p=| """ '

n n—1 1

T, Ty Ty

Le déterminant

| D|=TI(zj —2) #0  ssi x; #a;
j<i
Compte tenu des donnée (z;, f;),7 = 0,1,2,...,n , le polynome d’interpolation qui inclut

tous les points est unique. Pour la démonstration, il suffit de supposer qu’il existe deux

polynomes et de démontrer qu’ils sont identiques.

1.2 Polynéme d’interpolation de Lagrange

1.2.1 L’interpolation de lagrange(1736-1813)

Soit xg, 1, ..., Ty, n + 1 réeis distines . Il existe n 4+ 1 polynémes L; pour ¢ = 0 a n définis

par :

L. — (z—z0)(z—21)....(x—2i—1)(—Tit1)(T—Tn)
g (zi—z0)(xi—x1)....(Ti—xi—1)(Ti—Xi41) (Ti—Tn)

Ou sous une forme contractée :

=
Il
—s

<O

Ti—Tj

Qqh
el

(S8



Chapitre 1. L’interpolation 1D

Les propriétés suivantes peuvent notamment étre démontrées :

1. Li est un polynome de degré n

Les polynomes de Lagrange forment une base (famille libre) de R, [z] et par corollaire, on
en déduit que tout polynéme de degré n s’écrit comme combinaison linéaire des L;.
En pacticulier, interpoler la fonction f par un polynoéme p de degré < n, aux n + 1 points

Xo, L1, ..., Ty, revient & trouver p tel que :

p(z;) = f(z;) Vi={0,..,n}

Si un tel polynéme existe, il s’écrit de maniére unique :

p(z) = iioa@-ans)

En prenant x = z;, on a alors :

p(x;) = apLo(z;) + ... + a;Lj(x) + ... + a Ly (x;) = a5 = f(x;)
——— ~—— ——

0 1 0

Par conséquent :

Remarquons tout d’abord que p, () est un polynoéme de degré n (somme des L;(z) qui sont

des polynomes de degré n) et p,(z;) = fi; c-a-d p,(z) est un polynome d’interpolation.

6



Chapitre 1. L’interpolation 1D

Exemple 1.2.1 Le polynéme d’interpolation de Lagrange qui passe par les points :
(2.5) , (4,6) , (5.3) st :

p2() = foLo(x) + fili(z) + foLa(2)

— 5(9: —96x+20) 4 6(9: —112—5—10) +3(z —§r+8)

— _ 7,2, 15, 16
= 6:5—1-2:0 3 -

Exemple 1.2.2 On connait trois points (0,1),(2,5), (4,17). Les polynémes de Lagrange

associés sont :

Le calcule du polynéme d’interpolation fournit

p(z) = Lo(x) + 5Ly (x) + 17Ly(z) = 2% + 1.

1.2.2 Erreur d’interpolation de Lagrange

Théoréme 1.2.1 Pour (z;, f;),i = 0,1,...,n, f étant inconnue. p,(x) étant le polynéme
d’interpolation, (p,(x;) = fi,i = 0,1,...,n.).L’erreur en un point gelque t est par défini-

tion :

E,(t) = f(t) — pn(t) Formule de l’erreur.

On consideére la fonction auxiliaire h(x) = f(x) — P,(x) — K(x — x¢)(x — z1).....(x — z,,)
le K étant choisi de telle sorte que h(Z) = 0,T # x;, Vi = 0, n.

On Vérifie que h(z) s’annulle en (n + 2) points, et en utilisant le théoréme de Rolle (pour
tout fonction définie ) , on démontre 1’éxistence d’'un z compris entre z et x,, tel que :
(@) = pala) = LoD (@ — ). (w — 2)

donc Formule de ’erreur :




Chapitre 1. L’interpolation 1D

E(x) = %(m —xo)(x —x1)...(x — ) T F 34,2 € [0, Ty (1.2)

Remarque 1.2.1

— Si f(x) est un polynéme d’ordre p < n alors I'erreur s’annule car :
f(n+1)(l‘) = 0.

— Derreur diminue en prenant plus de points et sera d’autant plus petite que x est proche

d’un point d’interpolation f ne varie pas trop brusquement.

Corollaire 1.2.1 Supposons que f soit (n+1) fois contindment dérivable sur l'intervalle

la, b].Alors si p,, est le polynome d’interpolation de degré n , on a :

| I (e — ) | (1.3)

ou

En particulier,

Mn+1
_ < 1.4
max | f(z) —pu(2) |< R | g(x) | (1.4)

Ou g(x) est le polynoéme de degré n + 1 définie par :

9(@) = [1(z — 2;) = (x — o) (z — 21)...(x — ) (1.5)
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Théoréme 1.2.2 (de Rolle généralisé) Rappelons que théoréme de Rolle ordinaire af-
firme que si f est une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| telle que f(a) =
f(b),il eziste ¢ €]a,b| tel que f1(c) =0, Ici, nous aurons besoin de la forme plus générale

sutvante.

Si u est un fonction continue sur [a,b] et k fois dérivable sur |a, b[ qui s’annule en k + 1
points z;,i = 0, ..., k, alors il existe ¢ €]a, b] tel que u® (c) = 0.

Preuve. (du théoréme )m

Démonstration. Fixons z € [a,b], si x € A = {zgz1....,2,}, n’importe quel z convient
,(Dans ce cas ,la formule donne seulement 0 = 0),Nous supposerons que = ¢ A. Notons ¢

le polynome défini par : g(t) = (t — xo)(t — 21)...(t — z,,) et prenons k = k(z) € R tel que :

f(@) = pn(z) = k(x)g(x) (1.6)

Un tel nombre existe ; il suffit de prendre

f(x) = pa()
k(x) = 1.7
(@) = 2 (17)
qui est bien défini car, comme x # z;, (i = 0,n), le dénominateur ne s’annule pas.
Considérons maintenant le fonction u définie sur I'intervalle [a, b] par la relation :
u(t) = f(t) = palt) = k(z)g(t) t € [a,b]. (1.8)

Il faut prendre garde ici que = est un parameétre fixé et ¢ est la variable. Puisque f €

" ]a, b], nous avons aussi u € ¢"*V[a, b].De plus :

u(z;) = f(x;) — pu(x;) — k(z) x 0= f(z;) — f(z;) =0 0<i<n

et par définition de k(x),
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u(x) = f(x) = palx) = k(z)g9(z) = 0

Il suit que u s’annule en n + 2 points, a savoir les n + 1 points de A aux quels s’ajoute

le point x. Le théorémdl.2.2| de Rolle généralisé nous permet d’affirmer 'existence de z €

0" a, b[ tel que u" ™V (z) = 0. Nous pouvons facilement calculer la dérivée (n+1)—ieme

de u. D’apord, puisque p,(t) est un polynéme de degré n, sa dérivée (n + 1) — iéme est

nulle. Quant & ¢(t), puisque :

g(t) = (t — z0)(t — x1)...(t — 2,) = t""' + (polynome de degré < n).

Sa dérivée (n + 1) — ieéme, est la constante (n + 1)!. Finalement,

wm(4) = FD ) = (4 1)E(2).

En prenant ¢ = z,il vient

0= f"*(2) — (n+ 1)lk(x)

Revenant a la définition de K (z), nous obtenons :

FrH0()

@ )@ — ) — )

f(@) = pa(2) = k(z)g(x) =

Nous avons bien trouvé un nombre z dans |a, b| vérifiant la formule annoncée.

Exemple 1.2.3 On considére la fonction f(x) = sin Jx.

(1.10)

(1.11)

1. Donner le polynéme d’interpolation p(x) de degré 2 associé a f aux points x; = 0, 1, 2.

2. Donner l'expression de lerreur f(z) — p(z).

3. Montrer que :

10
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3
T
| E(2) |=| f(z) = p(2) [<] ga(z - (@ -2)|.
Estimer l'erreur pour z = % et comparer la a Uerreur effective.
Solution
1.0na f(0) =0, f(1) =1, f(2) = 0. On cherche p(z) tel que p(z) = ag+ a1z + axx?. avec

p(0) =0,p(1) =1,p(2) =0, on a alors :

a1+a2:1 a2:—1
4
2a1+4a2:2 CL1:2
Donc :

p(z) = —2* + 2z.

2.L’erreur d’interpolation s’écrit sous la forme :

avec 7(r) =xz(x —1)(x —5) et ¢, € [0,2].

3.0na f®(z) = —%3 cos 5z, donc :

w3 T
| f(z) = p(z) [< 55 sup | cos 5z |[ w(z) |
z€]0,2]

<| Za(r— (@ -2)].

3

. et on trouve :

L’estimation de 'erreur pour x = % est

71_3

— 0.242 =242 x 1072 1.12
123 % (1.12)

On calcule maintenant 1’estimation de I'erreur effective, on a :
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alors

3
— <4 %1072
754

Donc 'estimation de 'erreur donnée par [1.12] est moins fine que lerreur effective.

Programmation de la méthode de Lagrange
function p=lagrange(z,f,v)
n=length(x) ;

syms t; % Variable pour le polynéme
p=0;
fori=1:m
L=1;
for j=1 m
if17=j
L=L*(t-x(5))/((i)-2(j) ;
end
end
p=p+L*f(i); % obtentionde p(t) symboliquement
end
p=expand(p) ; % simplification algébrique
if nargin==3; % wvérifie s’il y a un paramétre supplémentaire
t=v;
p=eval(p) ; % obtention du résultat de p évalué en v
end
end

12



Chapitre 1. L’interpolation 1D

Application

>> x=[2,4,5];

>> {=[5,6,3];

>> p=lagrange(x,f)

p=

(15%t)/2 - (7*t~2)/6 - 16/3

Exemple 1.2.4 Soit x = {—1,1,2} et y = exp(z) , nous déterminerons, analytiquement,
le polynome Py(x) par lutilisation de la formule d’interpolation de Lagrange et pour

1=0,1,2, 1l vient :

pa(z) = iyz‘Lz‘@)

= yoLo(x) + y1L1(x) + yaLo(x)

_ (z—z1)(z—22) (z—mo)(z—22) (z—mo)(z—21)
= Y To=z)(@o—e2) T Y1 ei—a0)(21—22) Mz (x2—x0)(v2—71)

= (exp)_l%ﬁ + (exp) _(H(Q(ﬂ;*?) + (exp)? (x+1)3(x71)

— ((exp)’1—3(zxp)+2(exp)2)12 + (—3(exp)’61+3(exp))x + 2(exp)’1+6(§xp)—2(e><p)2

On va tracer, sur la méme figure, la fonction et le polynéme d’interpolation :

Voici le script Matlab :

n=3; ax=[-112/;

y=eap(z) ;

m=10; dx=(x(3)-x(1))/m;
rr=x(1) :dx :x(3);

polyn=0;

plot(zx,exp(xx),’-r’, linewidth’,2)
fori=1m

lag=1;

for j=1 m

13



Chapitre 1. L’interpolation 1D

i (i7=i)
tag=((z2-2(3))./(x(i)-a(}))) “ag
end
end

polyn=polyn+lag. *y(1) ;

end
hold on
plot(zx,polyn, “=b’, Linewidth’,2) ;

fori=1:m

plot(x(1),y(i),’k.’,"MarkerSize’, 25, Linewidth’,1.5) ;

hold on

end

zlabel(\ fontsize{12}\ fontname{ Tex} z’) ;

ylabel(\ fontsize{12}\ fontname{ Tex} y=exp(x)’);

legend(’Solution Exacte’,’Solution Approchée’,2) ;

title(’Interpolation de Lagrange de y=exp(x)’);

Intepsionce Legange ey-eq()

;
——— SiiimBate >
711 = = = stmAgrree f

Fi1c. 1.2 — Interpolation de Lagrange de y=exp(x)

14



Chapitre 2

L’interpolation 2D

2.1 Généralisation

L’interpolation peut étre étendue a des fonctions de plusieurs variables. La procédure
consiste en interpoler sur une variable, fixer les valeurs des autres variables puis combiner
les résultats.

On définit le polynéme d’interpolation de de Lagrange en deux dimensions par

P(fiz,y) =320 250 f@a yi) Li(X;2) Li(Ysy)

avec |X| =n,|Y| =m et Ly(X;z) et L;(Y;y) sont calculés A partir d’une interpolation
1D en fixant autre variable et vice versa Si | X| = 2,|Y| = 2 et L;(X;x) Alors on parle

d’interpolation bilinéaire et on aura :

P(f;2,y) = Y0 g Y5 (@i y) Li(X; 2) Ly (Y3 )

Dans ce mémoire, nous utiliserons le polyndéme de Lagrange dans un exemple conte-
nant des données d’une fonction qui dépend de deux variables. Il n’est pas intéressant de
trouver la forme analytique du polynéme d’interpolation qui aurait des termes avec plus

d’une variable.

15
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Exemple 2.1.1

Utiliser toutes les données tabulées ci-dessous, d’'une fonction f de deux variables indé-

pendantes z,y ,pour estimer f(3,12) par interpolation :

T\Y | 5 10 | 15 | 20

2 3.7142 (58|71
4 41153161 ]79
6 5.6 6.7|74]82

Nous interpolons d’abord pour x = 3 avec les données de chaque colonne y = 5, 10, 15, 20.
Nous devons utiliser un polynéme du second degré car il y a trois données dans la direction

X .

2

La forme algeébrique n’est pas requise. La valeur est directement substituée pour interpoler
T = 3.

2
Lo(3) = [[ &) = o) Bom) _ 8009 _ 38,

iz To—T;) (zo—z1) (xo—22) (2—4) (2—6
J#i
2
_ A Ba) _ (-m) B-w) _ (3-2)(3-6) _
Li(3) = jl;[() (m—agj) - (131_;0) (551—1’22) - (4-2) (4-6) 3/4.
J#

2
_ (B—=mj) _ (3=wo) (8—x1) _ (3-2)(3—4) _
L2(3) - 1;[0(;52—afj) T (xz—x0) (wa—z1)  (6—2) (6—4) _1/8'
J#i

Polynéme d’interpolation pour chaque colonne y = 5,10, 15, 20 :

16



Chapitre 2.L’interpolation 2D

p2(3) = foLo(z) + fili(z) + fala(z)
= fo(3/8) + f1(3/4) + fo(=1/8).

Les valeurs de L;(3) sont les mémes pour chaque colonne y :
Les valeurs de chaque colonne sont remplacées :

y=5:pa(3) =3.7(3/8) + 4.1(3/4) + 5.6(—1/8) = 3.7625.

y=10: ps(3) = 4.2(3/8) + 5.3(3/4) + 6.7(—1/8) = 4.7125.
y =151 ps(3) = 5.8(3/8) + 6.1(3/4) + 7.4(—1/8) = 5.8250.
y =20 pa(3) = 7.1(3/8) + 7.9(3/4) + 8.2(—1/8) = 7.5625.

Avec les quatre résultats, il est interpolé en y = 12 avec un polyndéme du troisiéme degré :

o\Y | b 10 15 20

3 3.7625 | 4.7125 | 5.8250 | 7.5625

p3(y) = éfil/i(y) = foLo(y) + f1L1(y) + faLla(y) + f3Ls(y).

W) 5 =0,1,2,3

(yi—vy;)

L

Li(y) = ] S

<. S
Syl

La valeur a interpoler est directement substituée par ’autre variable y = 12 :

3
— 71 A2=y) _ (12=y1) (12=yp) (12=ys) _ (12-10) (12—15) (12-20) __
Lo(12) = 11 (yo—yj') (yo—v1) (vo—v2) (yo—y3) ~ (5—10) (5—15) (5—20) —8/125.

=0
i
3
_ B 020w | (12-90) (12-) (12-9s) _ (1275) (12-15) (12-20) _
Li(12) = TG0 = Gomw) @) aown) = (G0-5) (10-19) (0-20) — 84/125-
J#i
3
_ By 020w _ (12-90) (12 (12-9s) _ (1275) (12-10) (12-20) _
L2(12) = LGy = Gamun) o tewn) — (59 (5 10) (5-20) — 06/125-
J#i
3
P02 | (2-90) (12-m) (2-3) _ (12-5) (12-10) (12-15) _
Ls(12) = ].I;IO (ysfyj')  (y3—vo) (y3—y1) (y3—y2) ~ (20—5) (20—10) (20—15) 7/125.
J#i

Résultat final :
y =12 :p3(12) = foLo(12) + f1L1(12) + foLo(12) + f3L3(12)
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Chapitre 2.L’interpolation 2D

— 3.7625(—8/125) + 4.7125(84/125) + 5.8250(56,/125) + 7.5625(—7/125).
= 5.1121
£(3,12) = 5.1121
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Chapitre 3

L’interpolation bilinéaire

3.1 Introduction

Etant donné un ensemble de points d’échantillonnage v(xz;) = f(x;,%:); (i = 1,...,n) aux
points 2-D x; = [x;,y]7 dans une grille réguliére, ou une grille irréguliére (points de
données dispersés), on peut construire une fonction d’interpolation f(X) = f(z,y) qui

passe a travers tous ces points d’échantillonnage

samgles in regular grid sampdes I lmigular grid
¥ r ¥ §
4 o g
o T o 9 ks ; . .
[ o [
1 " Bif'a 1
P 4 =14
] 1= ‘ as ‘
o
Tl "'“ H = ;—.\_ ) -
L oo
" o J,."'-..__
el " <1
L
= @l o & N
1 wl =
i
1 m| o
& ] -
by [ " & ; [ . , =
T TR S T 20 1 ) w K
|

F1G. 3.1 — Données de la grille
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Chapitre3.L’interpolation bilinéaire

3.2 Interpolation bilinéaire

Ici, nous allons d’abord considérer les méthodes basées uniquement sur des grilles régu-
lieres. Dans la présente section, nous décrirons le cas le plus simple ; 'interpolation de 2D
en cordonnées cartésiennes.

L’interpolation 2D traite la détermination des valeurs intermédiaires pour les fonctions de
deux variables, z = f(x;,y;). Comme le montre la figure ??, nous avons des valeurs en
quatre points : f(x1,11), f(x2,y1), f(z1,y2) et f(z2,y2). Nous voulons estimer la valeur en
un point intermeédiaire f(x;,y;). Si nous utilisons une fonction d’interpolation linéaire, le
résultat est un plan reliant les points comme dans la Fig. 7?7. Ces fonctions sont appelées
bilinéaires.

De nombreux algorithmes de traitement d’image nécessitent de calculer la valeur d’un
niveau sur un point qui ne coincide pas avec un pixel. Cette valeur peut étre obtenue par

interpolation bilinéaire avec les 4 pixels voisins.

Sy, ¥2) QO [y
O i
I : I
i flxi, y) @ | | Q flxz, »y)
| | | |
I - | | |
| S, ) O | I
| I ¥y I 1 |
I | : | x, |
1 ."'| I L- _‘L = |
. | - X;l
Vo - ! e I
: 1 | - I 8
4 o | %2
- I"-:_ l__F -:.-uh ['ti‘."lj"_,_,_,--"'} - -
— it =
T e
-

F1G. 3.2 — Représentation graphique de l'interpolation bilinéaire bidimensionnelle ot une
valeur intermédiaire (cercle plein) est estimée & partir de quatre valeurs données (cercles
ouverts)

Une approche simple pour développer la fonction bilinéaire est représentée sur la figure

5.9
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Chapitre3.L’interpolation bilinéaire

1 X, x,
| | |
e 6 . e ——)
: Sl ) fl, y) : fx )
| |
| |
| |
| |
Yi : L !
: [ ) :
| |
n-O >0 o
[, 1) J1X: ¥o) [, )

Fic. 3.3 — L’interpolation bilinéaire bidimensionnelle peut étre mise en oeuvre en ap-
pliquant d’abord une interpolation linéaire unidimensionnelle dans la dimension x pour
déterminer les valeurs en z;. Ces valeurs peuvent ensuite étre utilisées pour interpoler

linéairement dans la dimension y afin d’obtenir

le résultat final en x; y;.

D’abord, nous pouvons maintenir la valeur y fixe et appliquer une interpolation linéaire

unidimensionnelle dans la direction de x . En utilisant la forme de Lagrange, le résultat

en (x;,y;) est

ri — X

T; —

2 T
2 = ; ) 3.1
f(xi, ) - @f(xl y1) + oy £1f($2 Y1) (3.1)
et en (x;,ys2) est
T; — To Tr; —I1
9 = 9 ) 3.2
f(@i,92) - x2f(901 y2) + oy xlf(fcz y2) (3.2)

Ces points peuvent ensuite étre utilisés pour inte

y pour obtenir le résultat final

Yi —

[ yi) = v —y

f(xia Y1
2
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rpoler linéairement le long de la dimension
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+
) Y1
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Chapitre3.L’interpolation bilinéaire

Une équation unique peut étre développée en remplagant les équations. (3.1)) et (3.2)) dans

I’équation. (3.3)) pour donner

Ty — X2 Yi — Y2 Ti—T1 Y — W
flxi,y:) = flx, 1) + f(x2,y1) (3.4)
T1—T2Y1 — Y2 To—T1Y2 — U1
Ty —X2Y; —Y Ty =1 Y —Y
+ 2 1f(f7517yz) + - 1f($2,y2)
T1 —T2Y2 — U1 Ty —T1Y2 — U1

Exemple 3.2.1 Supposons que nous avons mesuré les températures a un certain nombre

de coordonnées sur la surface d’une plaque chauffante rectangulaire :

T(2,1)=50 T(9,1) = 56
T(2,6) =57 T(9,6) = 65.5

Utilisez l'interpolation bilinéaire pour estimer la température & z; = 4.5 et y; = 3.8

Solution En substituant ces valeurs dans Eq[3.4] on obtient :

45—-938—-6 45—-238-6

4.5,3.8) =
f(4.5,3.8) 59 1_650+ 95 1_656
45—-938—-1 45—-238—-1
2-9 6—157+ 9-2 6—165'5
= 56.563

Notez qu’au-dela de la simple interpolation bilinéaire décrite dans ’exemple précédent,
les polynémes d’ordre supérieur et les splines peuvent également étre utilisés pour inter-
poler en deux dimensions. De plus, ces méthodes peuvent étre facilement étendues a trois

dimensions.
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Chapitre3.L’interpolation bilinéaire

3.3 Programmation de la méthode de Lagrange 2D

La fonction suivante recgoit les points donnés et renvoie le polynome d’interpolation de
Lagrange. (voir le programme de lagrange [1.2.2])
En option, si la fonction regoit comme parametre en plus de la valeur a interpoler, le

résultat livré est une valeur numérique, le résultat de I'interpolation.

On peut utiliser la fonction d’interpolation de lagrange d’une seule variable, pour interpoler
une fonction de deux (ou plusieurs ) variables. Lorsque la fonction est appliquée selon une
direction, des résultats partiels seront obtenus. L’interpolation avec ces résultats produira
le résultat final.

Pour I'exemple ci-dessus :

>>x = [2,4,6]; % interpolation partielle en x pour chaque colonne de y

>> f=1[3.7,4.1,5.6];

>> rl = lagrange(z, f,3);

>> f=1[4.2,5.3,6.7];

>> r2 = lagrange(z, f,3) ;

>> f=[5.8,6.1,7.4];

>> r3 = lagrange(x, f,3);

>> f=1[7.1,7.9,8.2];

>> rd = lagrange(x, f,3);

>>y = [5,10,15,20]; % interpolation en y avec les résultats partielles

>> f=[rl,r2,r3,rd];

>> p = lagrange(y, f,12)

p = Résultat final

5.1121

Si vous prévoyez d’utiliser fréquemment ce type d’interpolation,vous devez instrumenter

une fonction en MATLAB pour interpoler en deux dimensions avec la formule de Lagrange.
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Chapitre3.L’interpolation bilinéaire

Cette fonction sera appelée lagrange2, et elle utilisera la fonction lagrange en interne
pour interpoler avec une variable, et avec les résultats, effectuez I'interpolation avec I’autre

variable.

Soient :
x,1 : vecteurs avec les valeurs des variables indépendantes X, Y
f : matrice avec les données de la variable dépendante organisées en lignes.

u, v : valeurs pour lesquelles I'interpolation sera effectuée en x et y respectivement.
Le programme interpolation 2D

function p=lagrange2(z,y,f,u,v)
[n,m]=size(f);
for i=1 :m %chaque colonne est envoyé (résultats partielles)
r(i)=lagrange(x,f( :,i),u) ;
end
p=lagrange(y,r,v); %interpolation finale dans l’autre direction

end

Application

>> x=[2,4,6/;

>> y=[5,10,15,20] ;

>> f=[3.7, 4.2, 5.8, 7.1; 4.1, 5.8, 6.1, 7.9; 5.6, 6.7, 7.4, 8.2/;
>> p=lagrange2(z,y,f,3,12)

p =

5.1121
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Chapitre 4

Application de ’'interpolation

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous éspérons vous donner ne serait-ce qu’une petite idée sur l'utilité
de l'interpolation. Dans cette application nous nous concentrerons exclusivement sur la
fonction de I'interpolation dans le contexte de la résolution d’image.

L’interpolation est un procédé d’estimation de valeur entre deux informations préexis-
tantes. Il est utilisé dans les scanners, les appareils numériques et les logiciels d’édition
d’images afin de produire une image avec une résolution (le nombre de pixels verticaux et
horizontaux) plus grande que celle capturé par le capteur.

Simplement formulé, I'interpolation "invente" des pixels 1a ou il n’y en avait pas et les
intercale entre deux originaux pour augmenter la taille d’image. Si cela semble étre de la
triche-et c’est parfois effectivement le cas. Les images ci-dessous montrent le mécanisme
d’une simple interpolation. Notez que dans une interpolation réelle des pixels de couleur,

ceux-ci serait de couleur identique a celle des originaux environnants.
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Chapitre 4. Application de I'interpolation

Il existe différentes méthodes pour interpoler une image : Linéaire, Bilinéaire, Bicubique
et Fractale. Toutes tentent d’augmenter la taille de I'image tout en limitant au maximum
les effets d’un tel processus.

Généralement, le probléme majeur avec l'interpolation est qu’elle peut augmenter forte-
ment un défaut de I'image en ’agrandissant. L’interpolation Bicubique est habituellement
considérée comme la meilleure méthode, mais pourtant, il arrive qu’elle ne produise pas

les meilleurs résultats.

L’interpolation fonctionne le mieux lorsqu’elle est appliquée a petite dose et sur une grande
quantité d’informations. Une image constituée d’une faible quantité de pixels montrera plus
de trace de dégradation qu'une image plus riche au départ. Dans tous les cas, I'interpolation

n’inventera pas des détails qui ne se trouvaient pas dans I’'image originale.

4.2 Utilité de l’interpolation

En terme informatique, l'interpolation est un procédé qui permet d’augmenter la résolution
d’une image numérisée en définissant des pixels intermédiaires entre des pixels réels grace a
un algorithme mathématique, en calculant la moyenne des couleurs des pixels avoisinants.
Cette technologie permet donc d’obtenir des résultats intéressants.

Toshiba a développé une nouvelle technique de super-résolution pour la création de haute

résolution d’images ou vidéo a partir de ceux a faible résolution.
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Chapitre 4. Application de I'interpolation

Si une partie de I'image est agrandie, la dégradation de la qualité d’image et I'image reste

incertain, méme si I'interpolation est effectuée en douceur entre les pixels.

4.3 Quelques résultats intéressants crées sous Mat-

lab :

Avec une bonne connaissance de Matlab on arrive a créer son propre logiciel capable
de faire un zoom sur les images en gardant une bonne qualité, de créer des surfaces
en 3D coloriées en utilisant des fonctions mathématiques telles le sinus, le cosinus ou

I’exponentielle. D’utiliser 'interpolation pour fusionner les couleurs,

- 'Interpolation - Bacha's Design

Fle Zoom Reconstruction Swface 30 Ahde

Zoom sur les images  (Utser ke menu “Zoom')

Le termps daxécution
Réplication:
Bilineaire:
Bicubic:
r
-I |
Zoom: x| 2

Courbes de bézier (Piacer 10 poirts of regarder e résubat)

Courte de Bégier ) Lancer |
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Conclusion

Conclusion

Dans notre travail, nous avons rappelé 'interpolation 1D en la définissant comme
étant une technique mathématique qui permet de décrire un ensemble de points a 1'aide
d’une fonction donnée. Nous avons également étudié ses propriétés.

Dans notre étude, nous avons parlé de 'interpolation bidimensionnelle, afin que I'interpo-
lation peut étre étendue & des fonctions de plusieurs variables. La procédure consiste en
interpoler sur une variable, fixer les valeurs des autres variables puis combiner les résultats.
Le polynéme d’interpolation a plusieurs méthodes qui conduisent au méme résultat. Nous
avons choisi dans notre travail la méthode de Lagrange et 1'utilisation du Logisiel Matlab
pour plus de précision.

Nous éspérons avoir donné ne serait-ce qu’une petite idée sur I'utilité de I’'interpolation,
par une application de 'interpolation Bilinéaire dans le contexte de la résolution d’image.
Il existe différentes méthodes pour interpoler une image : Linéaire, Bilinéaire, Bicubique
et Fractale. Toutes tentent d’augmenter la taille de I'image tout en limitant au maximum
les effets d’un tel processus, pour cela nous espérons aussi avoir ouvert une bréche pour

d’éventuels mémoires de Master.
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