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Introduction

Le probléme de contréole optimal stochastique ont un grand nombre d’applica-
tions, dans tout les domaines utilisant les applications des mathématiques surtout la
finance, par exemple les problémes d’investissements et de consommations dans un

marché, le taux de fluctuation en bourse, etc........

Dans ce travail, nous sommes intéressés aux problémes de controle optimal stochas-
tique pour les systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques de
type MCKEAN —V LASOV , qui consiste a minimiser une fonction de cotit donnée

par :

J(u()) = E [ / 9{t, 2(8), Pagy, u(®))dt + (2 (T), Proiy)

avec x"(t) est une solution en ¢ d’un systéme controlé de la forme suivante :

dz(t) = f(t, 20, Pougey, w(t))dt + o (t, 21, Pyuey, u(t))dW (£),

z"(0) = zo,

ou W(.) est un mouvement Brownien, P, = P o 2! disigne la loi de la variable
aléatoire x, les applications f, o sont des fonctions déterministes données.
Notre objectif est d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités.

Nous supposons que le domain du systéme est convexe. Cette étude est basé sur le

travail de Pr. Hafayed Mokhtar, Pr. Deniz Hasan Gucoglu, et Sahlar Meherrem.



Introduction

Nous présentons notre travail comme suite :

Le premier chapitre, on donne un bref rappel sur la théorie du calcul stochastique
qui nous permet d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités pour
notre systéme.

Le deuxiéme chapitre contient 1’essentielle de ce travail, nous étudions les conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalités pour les systémes gouvernés par des équations
différentielles stochastiques de type MCKEAN — VLASOV.

Et dans le dernier chapitre, nous appliquons le principe du maximum au probléme

de sélection de portefeuille moyen variance.



Chapitre 1

Rappel sur le calcul stochastique

Dans ce chapitre nous allons rappeler des notions essentielles en théorie du calcul
stochastique, nous commencons par définir un processus stochastique, mouvement
brownien, l'intégrale stochastique, processus d’Ito, nous rappelons ensuite les équa-
tions différentielles stochastiques et les équations différentielles stochastiques rétro-

grades.

1.1 Processus stochastique

Dans cette section, nous discutons des processus stochastique. Il s’agit de familles
des variables aléatoires qui jouent un important réle dans I’étude des phénomeénes
aléatoires. Nous passerons en quelques processus aux propriétés particuliérement

intéressantes

Définition 1.1.1 Soit I un ensemble d’indices non vide. On appelle processus sto-
chastique une famille des variables aléatoires {Xy;t € I} indexée par I, et définie sur
[”espace de probabilité (Q, F, P) a valeurs dans un espace mésurable (E, B), qu’on

appelle espace d’états.

1/ Pourt fixé, w € Q — X, (w) est une variable aléatoire.
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

2/ Pour w fixé, t € T —— X (w) est une fonction réelle, appellée trajectoire du

processus.

Remarque 1.1.1

-Si I C N,on dit que le processus est a temps discret .

-Si I C R,on dit que le processus est a temps continu .

- Dans la suite, nous noterons variable aléatoire par v.a.

Définition 1.1.2 soit (Q, F) un espace mesurable. On appelle filtration un collection

{Fi;t € I} croissante de sous-tribus de F. Donc, Fy C F et Fy C Fy sis <t

- L’espace (Q, F, (F;)ier, P) sera appelé un espace de probabilité filtré.
- Un processus {X;;t € I} est dit adapté a une filtration {F;;t € I} si X, est Fy-
mesurable.

- La filtration naturelle d’un processus {X;;t € I} est {F/*;t € I} telle que

.7:,;X =0o(X;;0<1i<t).

- Un processus X = (X})es est dit & des trajectoires continues (processus continu)
sl :

P({we 03t — Xyw)}) =1



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1.1.1 Processus de Markov

Un processus X = (X});>0 est dit de Markov si pour tout 0 < s < ¢, et tout filtration

borélienne et bornée f: R — R, on a :

E [f(Xt) |}"SX} = F[f(X;)|Xs] (presque siirement)

avec FX = o(X;;0 < i < s).

1.1.2 Temps d’arrét

Définition 1.1.3 Un temps d’arrét par rapport o une filtration (F;)i>o est un v.a

T:Q — [0,400] telle que :

{IT<t}={weQ|T(w) <t} e F,Vt>0.

Pour tout temps d’arrét t, on définie :

Fr={AeFIAN{T <t<}eF Vt>0} .

1.1.3 Mouvement Brownien

Définition 1.1.4 Un mouvement Brownien est un processus stochastique (Wy);>o

trajectoires continues dont les accroissements disjoints sont indépendants,

et Vs >0, (Wiyps — W) ~ N(O,s) .

Si de plus, Wy = 0, alors (W})¢>0 est un mouvement Brownien standard.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

- Si X, est de la forme suivant :

Xt = Xg exp(ut + O'Wt),

on dit que X; est une mouvement Brownien géométrique.

- On peut montrer (Yong et Zhou, 1999) | p. 30-32] que les trajectoires du mouvement

Brownien sont presque siirement (p.s) nulle part différentiables, c’est a dire que :

lim =00
h—0 h

P({w €

Win(w) = Win(w) }) ~ 1

de plus, la fonction ¢ — W;(w) n’est pas p.s. a variation bornée.

1.2 L’intégrale stochastique (I’intégrale d’Ito)

Il s’agit d’une intégrale de la forme :

T
/ X, dW, (1.1)
0

o (Wy)i>0 est un mouvement Brownien, et (X;);>¢ un processus stochastique ré-
pondant & certains critéres d’intégrabilité. En ingénierie financiere, (W;)¢>o pourrait
par example représenter 1’évolution du prix d’un actif dans le temps et (X;)i>0 la
stratégie de transaction sur cet actif d’un investisseur.

L’intégrale est alors le gain réalisé a ’horizon 7. La manipulation de cette
forme d’intégrale est facilitée par I'utilisation de la formule d’Ito, faisant référence a

son auteur, le mathématicien Kiyoshi Ito.

1.2.1 Propriétés de l’intégrale stochastique

L’intégrale stochastique possede les propriétés suivantes :
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

1. [ (@Xy +0X)(s)dW (s) = a [} Xi(s)dW (s) + b [} Xo(s)dW (s).
2. B <f0TX(s)dW(s)> —0.

3. E {( fOTX(s)dW(s))q —F ( fUTX(s)2ds) (istométrie d'Ito).

4. [ JEX 4 (5)dW () ([ Xa(s)dW (s ))] E(fT X1(s)Xs(s)ds).

5. E ( JEX (s)dW () |}"u> = [ X(s)dW (s) (propriété martingale).

1.2.2 Processus d’It6

Rappelons que S! désigne I'ensemble des processus intégrables, S? est ’ensemble des

processus (X;);>o adapté a la filtration F; tels que :

E </OTX2(s)ds) < 00

Définition 1.2.1 Un processus X = (X;)i>0 est un processus d’Ito s’il existe X,

Y € St et Z € S? tels que :
t t
Xt:X0+/ }/;ds+/ Z,dW,.
0 0

Théoréme 1.2.1 (formule d’Ito)

- Soit f une fonction continument différentiable deux fois et W; un mouvement

Brownien standard. On posse :
t t
X, = X0+/ b(s,Xs)ds+/ o(s, Xg)dWs.
0 0
- Pour tout ¢, on a :

df (t, X;) = {ft(t,Xt) +b(t, Xy) fo(t, Xy) + %a(t,Xt)Qfm(t,Xt) dt

U(t7 Xt)fx(t7 Xt)th7



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

ou f;, fr et fo. sont les dérivées partielles.

- Soit W; un mouvement Brownien standard, et

dX; = X dW,
et on pose [ : R} — R, tels que :
f(z) =Inzx.
On a donc
X0 =0, 12X = 5 forlX0) = — 55

D’apres la formule d’Ito6 :
1
d(ln Xt) = X() exp(—ﬁt + Wt)

On reconnait la, un mouvement Brownien géométrique.

1.3 Martingales
Soit (2, F, (Fi)e>0, P) un espace de probabilité filtre.

Définition 1.3.1 Un processus stochastique adapté & la filtration F = (F;)i>o est

intégrable, M est une :
- sous martingale si : Vs <t, E(M;|Fs)> M;.
- sur martingale si : Vs <t, FE(M;|Fs) < M;

- martingale si : Vs <t  E(M;|Fs) = M.

- Un mouvement Brownien W; est une martingale.



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

- Le processus {W? — t} est une martingale.
Théoréme 1.3.1 (représentation des martingales)

Soit (Q, F, (Fi)t>0, P) un espace de probabilité filtré et (W});>¢ un mouvement Brow-

nien.

Soit M, une martingale F;-adapté, alors il existe un processus Z; tel que :

t
Mt:MO—i—/ ZsdWs.
0

1.4 Variation quadratique

Soit M; et M, deux martingales, et n € N: t; < .-+ < ¢, = t, une partition de [0, ¢]

telle que max |t; —t;_1| — 0, alors on pose :
1<i<n

n—00 £

(M, My), = lim Y (My(t;) = Mi(ti1))(Ma(t:) — Ma(ti1)),

(M, Ms); s’appelle la covariation quadratique de M; et M.

On définit ainsi la variation quadratique d’une martingale M, :

<M>t = nh_{{.loz My, — My, ,,

=1

et dans le cas de mouvement Brownien standard (W), = t.

1.5 Equations différentielles stochastiques (EDSs)
(Q, F, (Fi)i>0, P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.5.1 Une équation différentielle stochastique est une équation de la
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Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

forme :
dXt = U(t, Xt)dt + U(t, Xt)th,
X (0) = Xo,

ol

* X, est de R".
* W, est un mouvement Brownien.

*u(t, Xy) et o(t, X;) sont des fonctions continues.

Définition 1.5.2 Une solution forte de I’EDS est un processus X = (Xy)ejo.1]

continu, Fi-adapté, et tel que :

I Ju(s, X) [P + o (s, X)|? ds < oo.
X wvérifie 1’

1.5.1 Condition d’existence et d’unicité d’une solution forte

On rappelle que L7 (€;R™) désigne I'ensemble des variables aléatoires F-mesurables

X a valeurs dans R"” telles que
E(|X]") < oo, (p=1).

Théoréme 1.5.1 Si les fonctions u(t, X (.)) et o(t, X(.)) sont Lipchitziennes, c’est

a dire qu’il existe M > 0 tel que :

u(t, 2(.)) —ult,y()| < M{z(.) —y()],
lo(t,2(.) —o(t,y())] < Mla() —y()],

10



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

et si de plus

[u(t, X()] +|o(t, X ()] € L*([0, T]; R),

alors pour tout Xo € L'z(;R™), il existe une solution fort X de qui vérifie :

E(SUPogng | X[7) < Li(1 4+ B(]X0o[")),
B(|X; — X,|") < Li(1 + B(|Xo|")) [t — 5|2,

Vs,t € [0,T], Ly € R%. D’autre part on suppose qu’il existe X une autre solution

de , et tel que X, € L (92, R™),

Alors pour tout T > 0, il existe Ly > 0 tel que :

E( sup ‘XS - X, p)).

0<s<T

P ~
) < Li(1+ E(‘XO _ X,

- Pour la démonstration de ce théoréme, voir (Yong et Zhou,1999).

Exemple 1.5.1 L’équation de Black scholies, voir (Pandry wilson, 2010)|p. 8-9]

1.5.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades (ED-
SRs)

les équations différentielles stochastiques rétrogrades (car la valeur terminale de la
fonction inconnue est donnée), sont introduites par Bsmut (1973) dans le cas linéaire
et par Pardoux et Peng (1990) dan le cas général, en abrégé EDSR, apparaissent

dans de nombreux problémes en finance.

Selon les auteurs sus-cités, une solution d’'un EDSR, est un couble de processus

11



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

adaptés (Y, Z) satisfaisant :

dY, = —f(t,Y,, Zy)dt + ZdW,,

YT:€7

(1.3)

ou Z' est la transposée de Z.

Théoréme 1.5.2 On suppose que :

x  f est uniformément Lipschitzienne, c’est a dire qu’il existe C > 0 tel que :

|f(t7y1721> - f(t7y27 Zg)| < C(|y1 - y2| + |Zl - ZQ’) V(yl,Zl),V(QQ,Zz).
x  f(.,0,0) est de caré integrable, c’est a dire :
E(fy |£(-,0,0)? dt) > oo

x £e L (RY), c-a-d B(¢°) < o0.
alors, il existe une paire de processus adapté (Y, Z) qui satisfait ’EDSR .

Preuve. Voir (El Karoui et Mazliak, 1997). m

1.6 Classes des controle

1.6.1 Controle admissible

On appelle controle admissible tout processus u(t) ou t € [0;7] mesurable et F;-

adapté a valeur dans un borélien A de R".

Notons par U D’ensemble de tous les controles admissibles :

U={u:[0,T] x Q2 — A, tel que u est mésurable F; — adapté} .

1.6.2 Controle optimal

Le probléme de controle optimal consiste & minimiser une fonction de cott J(u) sur

un ensemble de controle admissible U.

12



Chapitre 1. Rappel sur le calcul stochastique

On dit que le contréle u est optimal si

J(i) < J(u)Vu € U.

1.6.3 Controle Feed-Back

Soit u(t) un controle Fi-adapté, et soit F;¥ la filtration naturelle engendrée par le

processus X.

On dit que u(t) est un controle Feed-Back si u(t) est aussi adapté par rapport la
filtration {F;*}.

On dit aussi qu’un controle u est Feed-Back si et seulement si v dépend de X.

13



Chapitre 2

Conditions nécéssaires et

suffisantes d’optimalités

Dans ce chapitre, nous étudions les conditions nécéssaires et suffisantes d’op-
timalités pour les systémes gouvernés par des équations différentielles stochastiques

de type MCKEAN — VLASOV.

2.1 Formulation du probléme

Dans ce travail, nous étudions un probléme général de controle optimal stochastique
pour des systémes gouvernés par EDSs de type MCKFEAN — VLASOV controlée
de la forme :

dIu(t) = f(tv T, ]P)x“(t)a u(t))dt + O(ta T, ]P)m“(t)7 U(t))dW(t), (2 1)

z"(0) = xo,

ot W(.) est un mouvement Brownien a une dimension défini sur un espace de pro-
babilité complet (2, F,P), P, = Po x~! disigne la loi de la variable aléatoire z, les

applications f : [0, 7] x RY x Qo(R?) x U — R, 0 : [0,T] x R? x Qo(R?) x U — R>",
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Chapitre 2. Conditions nécéssaires et suffisantes d’optimalités

sont des fonctions déterministes, ot () (Rd) est ’espace de toutes les mesures de
probabilité x4 sur (R?, B(R?)) avec un second moment fini, ie [, 2 p(dz) < oo,

doté avec la métrique 2-Wassertien suivant :

pour p,v € QZ (Rd) )

1

Wy (p, v) = inf { URd 1z — y[* p(dz,dy)| ;p € Qa(RY), p(.,R?) = 1, p(RY,.) = v} :

Le systéme stochastique de type MCKEAN —V LASOV (12.1)) est tres générale, dans
le sens ot la dépendance des coefficients a la loi de la solution P, pourrait étre

véritablement non linéaire en tant qu’élément de I’espace des mesures de probabilité.

Le tout attendu & minimiser la fonction de cott sur la classe du controle admissible

est égalment de type MCKEAN — VLASOV, qui est a la forme :

J(u()) = E [ | a0 Pasiy et + 00 (D). P (2:2)

oug: [0, T|XxRxQ2(R)xU — R; 1 : RxQs(R) — R sont des fonctions déterministes.

Le but est trouver un processus JF;—adapté u*(.) qui minimiser la fonction de coiit

J.

Pour tout controle admissible u*(.) satisfait :

J(u*(.)) = min J(u(.))

u(.)eU

est appelé controle optimal.
Soit IL2(F,R%) I'espace Hilbert de produit intérieur (z - y); = B[z -y, ot x,y €
L2(F,R?) et la norme :

1
lzlly = [(z - y)2)]?
On note par L%([0.7],R?) 'ensemble des processus F-adaptés tel que z(.) € [0,

15



Chapitre 2. Conditions nécéssaires et suffisantes d’optimalités

et

e, =5 [ [ istor dt]; <o,

Nous rappelons maintenant briévement, l'outille principal utilisé pour prouver le

résultat principal.

La différentiablilité par rapport au mesure de probabilité. I'idée principale est d’iden-
tifier un distribution p € Q2(R?) avec la variable aléatoire z € L2(F,R?) tel que
w==P"P,.

Plus précisément, on suppose que 1’espace de probabilité (€2, F, P) suffisamment riche
au sens que pour chaque u € Qy(RY).

Il existe un variable aléatoire z € IL2(F,R%) telle que u = P, (par exemple I'espace de

probabilité ([0, 1], B( [0, 1]), dz), ot dz est la mesure de Borel) satisfait cet propriéteé.

Tou au long de cet travail, nous considérons le probleme de controle stochastique

MCKFEAN — VLASOV du type suivant.

dz*(t) = f(t, xe, Ppugy, u(t))dt + o (t, x4, Pyugy, u(t))dW (t),

z"(0) = xo,
Soit 7' > 0 un nombre réels strictement positive fixé, et (€2, F,P) un espace de proba-
bilité fixé, satisfaisant les conditions usuelles, dans lequel les mouvements Browniens
d-dimensionnels W (t) = {W(t) : 0 <t < T} et W(0) = 0 sont définis.
Nous supposons qu’il existe un sous-o-champ Fy C F, tel que le mouvement Brow-

nien W (.) est independent de Fy, et Fy est assez riche,

ie. Q2(RY) ={P,; ze€L*F RH}.

Par F = (F4),c (o) » on note la filtration engendrée par W(.), complétée est augmen-

tée par Fy.

16



Chapitre 2. Conditions nécéssaires et suffisantes d’optimalités

Pour tout fonction f : Qy(R?) — R, on défini la fonction  f : L2(F,R?) — R telle
que :

f(2):= f(P,);z € L*(F,R%).

Clairement, la fonction f est appelée la portance de f, ne dépend que la loi de z,

et indépendant du choix de représentant z.

Définition 2.1.1 une fonction f : Q2(R?) — R est dérivable en g € Q2(R?), sl
existe zg € L2(F,RY) avec py = P,,.
De plus précisément, il existe une fonction linéaire continue D f(z) : L*(F,R?) — R
telle que :

f(z0+€) = f(20) = {Df(20) &) +O(Ell,)

= D¢ f(po) + O(lI&]l2)-

ot {.,.) est le produit dual en L?(F,R?).
Nous avons appelé D¢ f(p0) comme dérivée de Fréchet de f en o dans la direction
£.
Alors on obtenu :

D; f(po) = (Df(z0) - &) = & fz0+t6)|

t=0

avec iy = P,

On appliquant le théoreme de représentation de Reisz, il existe un variable unique

0y € L2(F,RY) telle que :
(D f(20) &) = (60 &), = B[(O - &),

ot £ € L*(F,RY).

111

Il a été montré (voire les travaux de Buckdahn et al'! et Carmona et al?%), qu’il existe

une fonction de Borel h [ug] : R — R? dépendant uniquement de la loi o = P,,,

17



Chapitre 2. Conditions nécéssaires et suffisantes d’optimalités

mais pas de le choix particulier de représentant zy tel que :

O¢ = h [o] (20) -

On peut écrire :

F(P.) = f(Ps) = (R [po] (20) - 2 = 20)2 + O (|2 = z0ll,) , ¥z € L*(F,RY).

On note

auf(Pme) = hpol (z),z € R?.

de plus, nous avons les identités suivants :

D f(20) = ©¢ = h [10] (20) = Opf (P, 20).

Et
Df f(]P)ZO) = <auf(]P>Zo7 ZO) ' 6)7

oué =z— 2.

Remarque 2.1.1 pour chaque p € Q2(R?),0,f(P,) = hluo|(-) n'est défini que

dans un sens P,(dz), ou p=P,.

Nous rappelons maintenant brievement une notion important de la théorie du champ-

moyen, & savoir la différentiable par rapport au mesures de probabilité.

Dans l'ouvre de Cardalaiguet (voir les travauz de Buckdahn et al’® et Carmona et

al® pour plus discussion).

Définition 2.1.2 (2) (espace de fonctions différentiables sur Q,(R%)) On dit

que la fonction f € Cr1(Qa(R?)), si pour tout z € L*(F,RY), il existe un P,-
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modification de 0, f(P.,-) tel que :

Ouf : Q2(RY) x RY — R

est borné et Lipchitz continu, c’est a dire pour un C > 0, il tient que :

1) 10, f (1, 7)] < C,Va € RY,

2) |0uf (b1, x1) — Opf (p2, 22)] < C(Wop, po) + |21 — 22|), Yir, p2 € Q2(RY), Yy, x5 € RY,

Nous tenons & souligner que la version de 9, f(P,, "),z € L*(F,R?), indiqué dans la
dé finition 2.1.2 est unique (voir la remarque (2.2) dans les travaux de Bukdahn et

al'! et les travaux da Cardalaiguet pour plus discussion ).

Maintenant, soit U; une sous-ensemble convexe fermé de R, soit U; une classe de

processus mesurable et Fi-adapté u : [0,7] x Q — U;.

Comme l'objectif de ce travail est d’étudier le contréle optimal stochastique, nous

donnons ici la définition de la contréle optimale admissible.

Définition 2.1.3 (3) Un contréle u(-) est dit admissible si :

Z) U() S Ul.
ii) (-) est lunique solution de 'équation (2.1)).
Z”) gaqu) S Cél(R X QZ(R)7R)

On note par U; ’ensemble de tout les controles admissibles.

Hypothése (H1) Tout au longe de ce travail , nous supposons ce qui suite :

Les fonctions : f 0,9 : [0,T] x R X Q2(R) x Uy — Ret 1 : R x Q2(R) — R sont
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mesurables dans toutes les variables.
De plus, pour tout u € Uy, f(+,-,u),0(-, -, u) € C1(Qo(R?), R).
Plus précisément, si I'(z, u) = f(z, p,u), o(z, p,u), g(x, p,u), ¥(x, u), la fonction T

satisfaite les propriétés suivantes :

1) Pour x € R fixé, [(z,-) € CLH(Q2(RY)).

2) Pour u € Qy(RY) fixe, T'(-, ) € CH(R).

3) Tout les dérivés 0,I',0,I", pour I' = f, 0, g, 1 sont bornés et Lipschitz continus,

ol les constantes Lipschitz sont independantes de v € Uj.

4) Les fonctions : f,0 et g sont continuellment différentiables par rapport & la variable du

controle u, et toutes leur dérivées 0, f, 0,0 et 0,9 sont continues et bornés.

Clairement, dans la ’hypothése (H1), la dynamique M ckean —V'lasov a une solution

fort unique x"(t), qui donnée par :

x"(t) :xg—i-/o f(s,x“(s),IP’xu(s),u(s))ds—|—/0 o(s,2"(s), Pyu(sy, u(s))dW (t).

(voir les travaux de Carmona et al?® et Buckahn et al?®)

Puis par 'arguments standards, il facile de montrer que pour tout n > 0, il tient

que :

E

te[0,7

sup |x“(t)|m] < k(m).

ou k(m) est constante dépendent uniquement de m et la fonctionnelle J est bien
définie.
Soit u*(-) € U; un controle optimale et le processus d’état correspondant z* (), et

la solution de la dynamique Mckean — Viasov (2.1)) sont noté par x*(-) = 2 (-).
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2.2 Equations adjointes

Soit (Q, F , I@’) une copie de l'espace de probabilité (€2, F,P). Pour toute couble de
variables aléatoires (z, &) € L2(F,RY) x L*(F,R%),

nous laissons (é,é) une copie indépendant de (z,&) défini sur (Q,]:' , I@’) Nous
considérons ’espace de produit de probabilité <(Q X Q,]—" x F P X I@’) et réglage
(2,6)(w, @) = (2(&), £(&)) pour tout (w,w) € O x .

Soit (a*(t),2*(t)) un copie independant de (u*(t),z*(t)) de sort que Pg«() = If”x*(t).
Nous désignons par 1) I’espérance sous la mesure de probabilité P. Nous disignons

pour ¢ = f,0,¢g,1 ce qui suite :

Su(t) = 0u(t, 2% (1), Py, u (£); *(1)).
G4(t) = 0uo(t, 34 (t), Ppeqr), 0¥ (t); 2*(1)).

Nous définissons I’Hamiltonien habituel au probléme du controle stochastique de

champ-moyen (2.1)) et (2.2)) comme suite :

pour tout (¢, z, u,u, ®,Q) € [0,7] x R x Q2(R) x U; x R x R,
H((E, 2, p,u, (1), Q) = S f(t, 2, p,u) + Q)o (t, 2, 1, u) + g(t, 2, g u), - (2.3)

ou (®(),Q(t)) € Rx R ,et donné par I’équation différentielle stochastique arriére de
champ (2.4) ci-dessous.
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2.2.1 L’équation adjointe imliquée dans le principe du maxi-

mum

Nous introduisons 1’équation adjoint impliquée dans le principe du maximum sto-

chastique pour notre probléme du controle :

[ —4D(t) = (falt, (1), Bang, 0 (D)D) + B [0, (1,57 (1), Pav o, 0° (1) (1) 81(1)|
00t 7 (1), P, 0 (D) QEOFE |0, (1 7(1), P, 0 (1); 27 (1) QL)
o (t, 5 (8), Por ey, u* (1) + B [0 (£, (), Poe ey, 05 (£); 27(£)) ] )dt — Q(£)dW(t)
OT) = e(w(T), Pasgy) + B [0,0(5° (1), Proys ()]

(2.4)

128

(voir le travail de Buckdahn et al*® pour plus discussion )

on a .
E [aﬂ(b(tﬂ ‘%*(t)u Pz*(t)7 ﬁ’* <t>7 $*<t))] = E [au(b(t? j;*(t)u Pz*(t)7 ,[L* (t)? y)} y=x*(t)

pour ¢ = f,0,g,1, si nous dénotons par H(t) := H(t, 2*(t), Peer), 0*(t), P(t), Q(L)),

alors I’équation adjointe peut étre récrite comme suivante :

_dd(t) = {H,,,(t) 4B [8MH(t)}} dt — Q(t)dW(t)

(2.5)

Clairement, sou ’hypothése (C1), ’équation adjointe (2.4)) admet une seule solution
forte, et Fi-adapté (®(.),Q(.)) € (L%(0,T;R))? (voir letravail de Buckdahn et al'!)

telle que :
T
E{sup |<I>(t)|2+/ |Q(t)|2dt] < 400,
0

s<t<T
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2.3 Conditions nécéssaires pour un controéle opti-

mal

Dans cette section, nous développons la condition necéssaire d’optimalité sous la
forme de principe du maximum stochastique de Pontrayagin pour le controle optimal
stochastique, ol le systéme est gouvernés par une dynamique de Mckean — Vliasov
contrdlée non linéaire. La preuve de notre resultat est basée sur le dérivée par ra-
port a la mesure de probabilité est donée dans la section 2, avec la formule d’'It6

correspondante la méthode de dualité.

Le premier resultat principale de cete travail est énoncé dans le théoréme suivante :

Théoréme 2.3.1 (1) Soit (u*(t),z*(t)) une solution optimale de probléme de controle
et . Que la condition (C1) soit maintenue. Alors, il existe un paire unique
de processus Fy-adapté (P(.), Q(.)) solution de l’équation adjointe telle que pour

tout u € Uy :

0<E [ /0 H (8, 27 (), Py oy, ™ (£), B(2), Q1)) (u(t) — w*(1))dt (2.6)

Remarque 2.3.1 Sous [’hypothéses de théoreme 1, il existe un paire unique de

processus Fy-adapté (D(.),Q(.)) solution de I’équation telle que :

pour tout u € Uy,et t € (0,7 :

0 < Ho(t, 2" (), Py, ' (£), B(1), Q(O) (u(t) — u* (1))t P-p.s

Nous avons besoin des résultats suivantes, que nous devons traduire en notre pro-

bléme de controle Mckean — Viasov.

Soit (u*(t),2*(t)) la solution optimale du probléme de controle (2.1)) et (2.2)), notre
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résultat est prouvé en plusieurs étapes en utilisant le fait que :

J(u’() = J(u*() 2 0, (2.7)

ot u’(.) est le perturbation convexe de u*(.) telle que, pour tout t € [0, T :

() = () + 0 [u(t) —w'(t)],

ot # > 0 est suffisamment petit, et u(.) est un élément arbitraire de U;. Nous
soulignons que la convexité de U; a pour conséquence que u’(t) € Uy.
Soit 2(.) = x’(.) est la solution de I'équation (2.1) correspondant au controle

admissible.

Lemme 2.3.1 Laissez ’hypothése (C1),nous avons obtient :

limE | sup !xe(t) —m*(t)‘z =0
6—0 0<t<T

Preuve. A partir d’estimation standard et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy,

on obtient :

ds

B [suppcec [1905) = ()] < B ||y £(59(6), Bungy, w0 (5)) = F 5,27 (5), By (5))|

+E ‘fot 0(8,$9(8),P$0(5),u9(8)) — (s, 2%(5), Pys(s), u*(5))

2
’ds

En appliquant les conditions de Lipchitz sur les coefficients f,o par rapport a z, u
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et u, on obtient :

B [supocrer [2() = 2 (O] < ke [ [y ([2(5) = ()] + [Wa (Pro, Pas(e))| )]

x| [ ([ () — u*(s)[*)ds]
(2.8)

Rappelons que pour la métrique 2-Wassarstein, nous avons :

Wa(Pyo(a), Par) < [B[2(s) = *(s)["] (2.9)

A partir de et nous avons :

E | sup |x9(t) - x*(t)‘z] < krE

0<t<T

t
/ sup ‘x — 2" () ‘2 ds]
0 «€l0,s]

En appliquant 'inégalité de Gronwall, le résultat souhaité suite immédiatement en
laissant 6 aller a zéro.

Lemme 2.3.2 Soit ¢(t) la solution de systéme Mckean — Viasov suivant :

y

A0() = (Fults (), Pueey 0 (D)0(E) + B 0,1 (1,57 (2), Pavg, 47 (6 5 (1) ()]
Ll 2 (1), Pan o, 0 (8) () — (1))
AR OR SR <t>>¢<t>+E[a Ot (1), Pavg, 1 (0 3 (1) (1)

(b, (), Pas ey, (1)) (u(2) — (1)),

| o) =0,
(2.10)
ensuite, [’estimation suivant tient :
2¥(t) — 2% (1) i
éir%]E 7 —o)] | =0 (2.11)
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Preuve. On appliquant la condition (C1), I’équation (2.10) admet une solution

unique, nous mettons :

de puis D¢ f(P.,) = (Df(z) - &) = %f(zg +t&)| , nous avons la forme simple
t=0

suivante da la développement de Taylor :

f(]P)zo-i—S) - f(on) = D{f(on) + T(f),

ou T'(€) est d’ordre O(||¢]|,) avec O(||€]|,) — 0 pour & € L2(F,R?),

=40 [f(s,x9 P 0(5)) = F(5,27(), Bar, ™ (5))] ds
5 Jo [7(5,2°(5), Paogey, u”(5)) = 05,7 (5), Pu 0, 0 (5))] AW (5)

— Jyfals > 0210 (5))0(5) + B [0 (5,7 (5), P, 1 (5): 2 ())(5)|
a7 (), s *<s>><u<s> w*(s)))ds
S (005,27 (), Pary 07 (9))0(5) + B [0 (5,87 (), Poeiey 07 ()3 (5))(5)|
0u(s,27 (), Pare): u*<s>><u<s> — ()W (s)

Nous décomposons %fg [f(s,2%(5), Progs), u’(s)) — f(s,27(8), Pos(s), u*(s))] ds dans

les parties suivantes :

- %f(f f(S,LE (8),Px9(8),u0(8)) - f<37$(8),Px9(8),u9(s ) ds
+% f(f [f(S,x*(S),Pme(s),u0<5)) - f(S,SL’*(S),Pm (5)7u6(5)>] ds
T (5,27 (8), Pon sy, w0(8)) — f(5,2(5), Pye(s), u*(5))] ds
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Nous remarquons que :

%/0 [f(saxe(s)apze(s),ue(s)) — f(S,I*(S),Pzg(S)7u9<S)):| ds
:/0 /0 [fa(s,27(5) + A0(1"(5) + 6(5)) Py, u” (5)) (4 () + 6(5)) ] dAds

et

/0 [f(S,SC*(S),Pma(S),UG(S)) - f(s,:c*(s),IP’m*(s),ug(s))] ds

| =

= [ [ B[00 B (9 D G(5) + )

et

1/[ﬂMM@Pm$W&ﬂ—ﬂwﬂ@Pw$M@ﬂ%

/ / fuls, z* (5, W(8) + A0(v(s) — u*(s))(v(s) — u*(s))] ds

La relation analogique est valable pour o. Par conséquence nous obtenons :

E

W‘Q]

Efo I }fz 5,2%(s) + MY (5) + B(5)), Pae (), u”(5))7°(5)|” dAds
+Ek£ HPMHWWMWD u!(s);0°(5))3%(s)| dAds
+E [ [ ‘am 5,2%(5) + MY (5) + 6(5)), Pae (o), 0’ (5))7(5)|” dAds

2
+E fo fo 0,0 (s,2%(s),P 2 (5)400(30 (5)+(s)) 7 U (s);i*(s))&"(s)‘ d)\ds

SW}W@ﬂy

s€[0,7T

+E

Maintenant, puisque les dérivées de f et o par rapport a (z,u,u) sont Lipchitz
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continues en (z, i, u), on obtient :

lim E
6—0

sup ’ne(s) {2] —

s€[0,7

Puisque les dérivées de f et o par rapport a (z, u, u) sont bornées, nous obtenons :

sup W(S)\Q] } :
s€[0,T

On appliquant le lemme de Gronwall, alors pour tout ¢ € [0, 7]

o ] [0

Enfin, mettre ¢t = T et laisser § aller a 0 :

E

s€[0,T

sup |79(s)|2] < k(t) {E/O ‘70(8)‘2d8+E

E| suwp [y'(s)]°| < k(0B

s€[0,T7]

lim E
6—0

sup !79(3)‘2] =0.
s€[0,7

d’ou

0—0

Lemme 2.3.3 Pour tout u(.) € Uy, on a :

0 <E{[0u(@* (7). Peecry) + B, 0" (T), Paniry) | 9(T)
 Jy (9082 (1), Py (0)0(8) + B, 9(0, (1), Par o 0 (2); 2 (1)) (1)

+ +gu(t> j*<t)7px*(t)v ﬂ*(t))(u(t) —u” (t))} dt}
(2.12)
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Preuve. De (2.2 . et (2.7)), on a :

0 < Jf(t)) — J(u*(t))
= [¢w($9(T), ]P)xO(T)) - ¢x<x*(T)7 ]P)x*(T))}

+E [y [g(t20(t), Paogy, v () — gu(t, 2(t), Py, ul (£))] dit (2.13)
+E [fOT [g(t, 2% (£), Py iy, u? (£)) — g(t, 2*(t), Por(ry, u(t))] dt}
=L+ 1L+ 13

On commencer par :

II =k [ww(xe(T)vpxe(T)) - ww<$*(T)7]P)$*(T)):|

=E [wx(xe(T), Puocry) — Vo (2(T), Py (1)) — 00 (2(T), Por (1)) + ¢ (2*(T), ]P’x*(T))]

(1)) 0(3(T) = $(T))dA

=E [; E [0, (T), Poe (1) 1200+ (1) 1 6(1); )
1 03°(T) + ¢(T))dA

)
+E [ [u(@*(T) + MO (T) + $(T)), Pye ()

Par conséquence :

L = EfoT [g(t,2(t), Paory, u’(t)) — gu(t, 2*(t), Pyegy, u’(t))] dt
=B [y [9(t,2%(8), Paogey, v (1)) — gult, 2 (£), Poe 1y, ul (1)) ] dt
+E [ [g(t, 2°(8), ey, u (1)) — gult, 27 (), Pon oy, u? (1)) ] dt
—Efo fo  [0,9(t, (1), Paory 1oy (1) 1oy 4 ()] 03 (T) + ¢(T))d\dt
HE [y fy 2(t 27 (8) + M (T) + 6(1)), Bar sy, u (£)0(1°(T) + $(T))d At

De méme pour I3

I3 = ]E/O /0 Gu(t, (), Py (), u (t) + M (v(t) — u(2))0(v(t) — u*(t))dAdt
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A partir de 1} on obtient :

0 <E fy B[00 (7). Porcryprogomyacry o (T)] o(T)dA
+E [y [a(a"(T) + X0(/(T) + 6(T)), B, <T>)] H(T)dA
+E [ [V [0,9(t, 20 (1), Pas gy s x040 (1) 1 61y, w0 (1)) 9(T)dAdE
B fy [y 9ot 2" (8) + M(G(T) + ¢(T)), 0, u’ () S(T)dAdt
By fy gult, 2 (8), Porgoy, w* (1) + A0(0(t) — U*(t))Q(v(t) — u*(t))dAdt + B(e(t) |
2.14

By(t) =E [, B [0,8°(T),Poeiry oo rysaery; o (T)] 4°(T)dA
B [y [ (@ (T) + M (T) + 6(T)), Bas(1))] 1(T)dA
+E [y Jo B[990t 2 (£), Pooieyianee yacry w0 (1))] 4 (T)dAdE
FE [ fy ga(t, 27 (1) + X0 (T) + $(T)), Paey, u® (£))7 (T)dAdt

A partir de (2.11)), on voit que lim E { sup |7 } } =0.
0—=0  lo<i<T

De plus, puisque les dérivée de 1) et g par rapport a (x, 1, u) sont bornées, on a :

lim By(t) = 0 (2.15)

Enfin, & partir de (2.11)), (2.14) et (2.15)), et la continuité de Lipschitz des dérivées

avec le fait que u?(t) — u*(t) comme 6 — 0, alors (2.12)) est rempli. Précédement :

0 < B{ [0 (D). Porir)) + BO, (" (1), Bron)) | 4(T)
Jy |98, (). Py, 0" (0)(8) + B, 9(t, & (1), Baso @ (8); 2" (1)) 6 (1)
+ +gu(t7 i'*<t)7Px*(t)? ﬂ*(t))(u(t) - u*(t))} dt}
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2.4 Conditions suffisantes pour un contréle opti-

mal

le but de cette section est de dériver des conditions suffisantes pour un controle
optimal stochastique pour les systémes gouvernés par des équations différentielles
stochastiques de type MCKFEAN — VLASOV, nous prouvons que sous certaines
conditions de convexité sur I’Hamiltonien et sur la fonction 1, les conditions néces-

saires deviennent également suffisantes pour 1'optimalité.

Une fonction f : R x Q(R?) — R? est convexe, si pour tout (z,pu), (z/, /) € R x
QQ(Rd)7

') = Faam) 2 fula, ) (o = 2) + B [0, f (2, 1) (X' = X)].
ou u =Py et ' = Pxs, nous imposons ’hypothéses suivantes :

Hypothése (H1) les fonctions ¢ : Rx R — Ret H(t,-,-,-, ®,Q) RxRxU; — R
satisfait :

1) est convexe par rapport a (z, ). (2.16)

H est convexe par rapport & (z, i, u) (2.17)

Théoréme 2.4.1 Soit v(-) un controle admissible, et z*(-), (®*(-), Q¥(+)) la solution

de et (2.3), respectivement, correspondant & v(-).

Que Uhypothéses (H1) et (H2) soient vérifiées, supposons que le controle v(-) vérifie

que pour tout u(-) € Uy :

0<E /U H,(t, 27 (t), Pyo ey, v(£), @°(£), Q¥ (1)) (u(t) — v(t))dt. (2.18)
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Alors, v(-) est un controle optimal, qui réalise :

J(v()) = inf J(u(-)).

u(-)EUl

Preuve. Pour tout u(-) € U; et d’apres (2.2)), on obtient :

+ Jy Lot (), Paugey, u() = g(t, 27 (1), Progey, v(t))] dt.

En utilisant (2.16|), on obtient :

T(u() = J00) 2 B (T), Prory) + B[00 (1), Pasgose* ()] (1) — 2°(1)|

FB [ [g(t, 2 (), Pyugey, u(t)) — g(t, 2V (), Pyogry, v(1))] dt
(2.19)

Maintenant, on noté par :

T (t) —x¥(t) = fot [f(s,x“(s),ﬂ”xu(s),u(s)) — f(s,x”(s),IP’xu(s),v(s))} ds
+f(f [0(s,2(8), Pyu(s), u(s)) — o(s,2°(8), Pyu(s), v(s)) ] dW (s).

et en utilisant la formule d’intégration par partie a ®¥(¢)(z*(t) — z"(t)), on obtient :

E [0*(T)("(T) —2"(T))] =B [y ®()d(a"(t) = 2"(t)) + B [y (" () — 2" (1)) d®" ()
+E f()T Y (t) [J(t7 Iu(t)a Pw*"(t)v u(t)) - U(t’ xv(t)v ]P)x”(t% U(t))} dt

- L1 + L2 + L3
(2.20)

ou :

L =E [} ®*(t)d(z"(t) — a*(t))

=B Ly 0 [£" (0 Ponig,ult) = £6.2°(0) Pan )] .
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A partir de (2.5)), on obtient :

Ly =B [} ®(t)(z"(t) — *(t))dD" (1)
=—-E fOT(a:“(t) — (1)) [Hw(t,x”(t),va(t),u(t), dU(1), Q(t))
+E(, H (£, 3° (), Paoy, (L), (), QV(1); X" (t)))] dt.

De méme, on obtient

Ls :E/O @”(t)(o(t,x“(t),ﬂ”xu(t),u(t)))dt—E/O D (t)o ((t, x"(t), Pyogry, v(t))) dt
(2.21)

En combinant (2.20)-(2.21)), nous obtenons :

E [®*(T)(2*(T) — 2*(T)))

=B Jy (H(t,2"(t), Paugy, u(t), 9°(£), Q°(1))
—H(t,2"(t), Py, v(t), (1), Q(t)))dt

—-E fOT(x“(t) — z"(t)) [Hw(t,x”(t),va(t),v(t), dv(1), Q(t)) (2.22)
+B(0,H(t, (1), Pavry, 0(t), DV (1), QU(1); X (1)) | dt

—E [y g(t, 2" (), Poogey, 0(t))dt

+E [ g(t,2%(t), Powgyy, ult))dt

A partir de (2.19) et (2.22)), nous obtenons :

J(u(-)) = J(v())

> B [T (H(t, 2" (t), Pyugey, ult), (), Q°(t))

—H(t,2"(t), Pyogry, v(t), DV (t), QV(t)))dt (2.23)
I fy (2(t) = 2" (1)) [Ha(t 2" (1), ooy, v(2), (1), Q" (1))

+E(0,H(t, (1), Pavr), 0(t), DV (1), QU(1); X (1)) | dt
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D’apreés et (2.23)), on obtient :
J(u()) = J(v(-) = E/O H(t, z"(t), Poviey, v(t), @°(¢), Q1)) (u(t) — v(t))dt. (2.24)

Puisque le controle u(-) est un élément arbitraire de ’ensemble Uy, et qu’en combi-

nant (2.18)) et (2.24)), on obtient :

J(u(-)) = J(v(-)) > 0; pour tout u(-) € Uy.

Ceci compléte la preuve du théoréme. m
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Chapitre 3

Probléme de sélection de

portefeuille moyen variance

Dans cette section, nous appligons notre principe d’optimalité maximale né-
cessaire et suffisant pour étudier un probléme de sélection de portefeuille & moyenne-

variance.

Et nous dérivons 'expression explicite de la stratégie optimale de sélection de por-

tefeuille.

Supposons qu’on nous donne une marché mathématique composé de deux investis-

sements possibles :

Bond : le premier actif est un titre sans risque dont le prix Ro(t) évolue selon

I’équation différentielle ordinaire :

o y(+) : [0,7] — R est une fonction déterministe, continue, localment borné.
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stock : le second est un titre risqué ou le prix R;(t) au temps ¢ est donné par :

AR (t) = <(t) Ry (t)dt + o(t) Ry (t)dW (£), Ry(t) > 0, (3.2)

Afin de garantir que R;(t) > 0 pour tout ¢ € [0, T], nous supposons que les fonctions
¢():[0,7] = Reto(-)[0,7] — R, sont des fonctions déterministes continues bornées
telle que :

s(t),o(t) #0et c(t) —~(t) >0, Vtel0,T].

Soit x"(0) = xy une richesse initiale et G > 0.

En combinant (3.1]) et (3.2)), nous introduisons cette dynamique de richesse :

da(t) = ()" ()dt + u(t) [(s(t) = y(8))dt + o (t)dW ()]

z"(0) =z

(3.3)

Ici, y(t) est le taux d’intérét, ¢(t) est le rendement excédentaire, et o(t) est la volatilité

du cours d’action.

Le probléeme de moyenne-variance consiste & minimiser une fonction de cotit de la
forme :

J(u) = gVar(a:“(T)) — E(z"(t)).

Pour certains § > 0, avec une dynamique du processus de richesse z*(t) controlée

par le montent.

Par simple calcul, nous montrons que :

ou p*(T) = E(«*(T)). Soit U; un sous-ensemble convexe compact de R. on note Uy

comme ’ensemble des stratégies de porte feuille F;—prévisible admissible
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et u(.) valorisée en U;. Le Hamiltonien fonctionnel ([2.3]) obtient :

H(t,a, pu, ®,Q) = [y()(t) + (s(t) = v(0)u(®)] (1) + o ()u(t)Q(t).

Selon la condition maximale ({2.6), théoreme 1, et puisque u*(t) est optimal, on

obtient immeédiatment :

(c(t) = (1)) @*(t) + o(1)Q*(t) = 0. (3.4)

Par conséquent, I’équation adjointe devient :

d0* (t) = —(£)®* (£)dt + Q*(t)dW (1)

(1) = 8(a*(t) — " (1)) — 1

(3.5)

ot Y(w, p) = ga® —x — g,

Afin de résoudre 'équation (3.5)) et de trouver l’expression de la stratégie de porte-

feuille optimale u*(.), nous conjecturons un processus ®*(t) sous la forme :

*(t) = yr ()™ (t) + o ()™ (t) + y3(t), (3.6)

ot y1(.), y2(.) et y3(.) sont des fonctions déterministes différentiables, notons qu’a

partir de (3.3)), on obtient
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En appliquant la formule d’It6 & (3.6)), en vertu de ’'EDS ([3.3]), on obtient :

d®*(t) =y () {[y()x"(t) + (<(t) =) w ()] di + o (t)u* () dW (1)} + 2™ (t)y, (t)dt

Y () [y ()™ () + ((t) = v(1)) Bu(t))] dt + u* (t)ys(t)dt + y5(t)dt
(3.7)

ou yi(t), yh(t) et y5(t) designent respectivement les dérivées de y;(t), ya(t) et ys(t)

par rapport a ¢, Par conséquent, a partir de (3.7)), on obtient :

[ 42" (t) = {a(0) (D" () + (5(6) = A(0) (D] + 2" (D (1)
+ 4 (t) [y () (8) + (<(8) — (1) B(u(t)] + 1" (£)ya(t) + ys(t) } dt
+y(t)o () (8)dW (t)

(1) = yu(T)a"(T) + y2(T)p™ (T) + y5(T)

\

(3.8)
En suite, en comparent a , on obtient :
—y()2*(t) =y (t) [y(O)z" () + (<(t) — (1) u* ()] + 2" (¢)y1(¢) (3.9)

y2(t) (YO (1) + (s(t) — v() Bw ()] + 1™ (£)y(t) + y5(t).

et :

En regardant la condition terminale de ®*(¢), en . , en conclut que :

y(T) =0, yo(T) = =0 , et y3(T) = —1.

en combinant et (3.9), on déduire que y;(.), y2(.) et ys(.) satisfont 1’équation
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différentielle ordinaire suivante :

(

yi(t) = =2y(t)y(t) , yu(T) =6

Yo(t) = =2y()ya(t) , y1(T) = —0 (3.10)
ys3(t) = =y (B)ys(t) + y1 (&) (v(t) — s()u*(t) + y2() (v (1) — <(t))E [u*(2)]

y3(T) =-1

En résolvant les deux premiéres équations différentielles ordinaires en (3.10), on

obtient :

() = —ult) = exp {2 | Tv(s)ds} | (3.11)

En conbinant (3.4)), (3.8)), (3.9) et (3.11]), on obtient :

u*(t) = W(x*(t) — " (t) + 3/3<t))‘

la valeur attendue du controle u*(t) est :

Ainsi, il résulte de la troisieme équation en (3.10)), et avec (3.12)) que :

ys(t) = —y()ys(t) , t € [0, 7]
y3(T) =—1

Par conséquent :

ys(t) = —exp {/tTv(s)ds} .
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Conclusion

Dans ce mémoire, les conditions nécessaires et suffisantes du contréle optimal pour

la dynamique générale contrélée de Mckean-Viasov ont été dérivées.

La dérivée du processus de résolution par rapport & la mesure de probabilité et une

formule d’Ito correspondante on été appliquées pour établir nos résultats

une question ouverte est d’établir les conditions d’optimalité sous la forme de Pon-

triaguine pour ces problémes de controle pour le domaine de contréle non convexe.

La principale caractéristique de ces résultats est de résoudre explicitement certains
nouveaux problémes mathématiques financiers, en particulier, les problémes de suivi
optimal avec impact sur les prixz et la sélection de portefeuille moyenna-variance

conditionnelle dans un modéle de marché incomplet.

Apparemment, il y a beaucoup des problémes non résolu, et un probléme possible
et d’étudier les conditions d’optimalité du controle optimal pour une dynamique
stochastique Mckean-Vlasov controlée. La méthode sera basée sur I'utilisation d’un
version de controle de ’'Hamiltonien. Il est certain que ces problémes intéressants

seront résolus dans un proche avenir.
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Annexe A : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous.

(Q,F,P) Espace de probabilité.

(Q,F, (Ft)0, P) Espace de probabilité filtreé.

W (t) Mouvement Brownien

EDS équation différentielle stochastique.

EDSR équation différentielle stochastique rétrogrede.
B(R%) Tribu Borélienne sur R?.

J() La fonction de coft.

U Controle optimal.

U Ensemble des controles admissibles.

E Espérence par rapport G la probabilité P.
u(t) Controle perturbé.

R¢ Espace réel ecludienne de dimension d.
H(t,x, u,p,q) Hamiltonien.

(.,.) Le produit scalaire dans R?.

P—p.s presque surement pour la mesure de probabilité P
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RESUME

Dans ce travail, nous avons présenté un probléeme de contréle optimal stochastique

ou le systeme est gouverné par une EDS de type Mekean-Vlasov. Notre objectif est
d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités pour les
systemes gouverné par les EDSs de type Mekean-Vlasov, en utilisant ces résultats

pour résoudre un probléme de sélection de portefeuille moyenne variance.

Mots clés:

Contrdle optimal stochastique, Equations différentielles stochastique, EDS de type Mekean-
Vlasov, conditions nécessaires et suffisantes d’optimalités.

ABSTRACT

IN this work, we are present the problem of stochastic where the system is

governed by a stochastic equation with Mekean-Vlasov. Our objective is to study the
necessaries and sufficient conditions of optimality for EDSs type Mekean-Vlasov.

Using these results to solve a mean-variance portfolio selection problem.

Keywords:

Stochastic control optimal, Stochastic differential equation, EDSs with Mekean-Vlasov,
.Necessary and sufficient optimality conditions.
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