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Introduction

La statistique est un ensemble de méthodes permettant de dégager les caractéris-
tiques ou la répartition d’objets en fonction de critéres d’étude déterminés. Son
objectif est d’extraire des informations utiles des données et de mesurer les dépendances
entre variables ainsi que leur variabilité. Ces données sont issues de domaines trés vairées
comme la médecine, 1’économie, la sociologie, I'ingénierie, ’astrophysique, I'internet, ...
L’estimation consiste & donner une valeur approchée a un (ou plusieurs) parameétre inconnu
d’une population sur la base d’un échantillon issu de cette derniere.
Lorsque 'on résume I’échantillon par une statistique, il ne faut pas trop réduire I'infor-
mation apportée par I’échantillon initial. L’information peut étre définie en suivant deux
approches : la statistique exhaustive et 'information de Fisher.
L’un des problémes de la statistique mathématique est la recherche d’estimateurs efficaces,
c’est a dire des estimateurs & variance minimale. Notre objectif, a travers ce travail, est
de rappeler les deux principales méthodes de construction d’un estimateur, puis de définir
les critéres permettant de mesurer son 'efficacité.
Ce mémoire se compose de deux chapitres :
e Chapitre 1 : Estimation ponctuelle
Dans ce premier chapitre nous aborderons la définition de ’estimateur et ses propriétés
(le biais, la consistance et la précision), aussi on va définir les propriétés des deux
estimateurs intéressant qui sont la moyenne et la variance empirique. Enfin, pour estimer

un parametre on va déterminer deux méthodes d’estimation statistique, la méthode du



Introduction

maximum de vraisemblance et des moments.

e Chapitre 2 : Efficacité
Le contenu du premier chapitre représente les concepts de base du deuxiéme chapitre.
Ce dernier est consacré aux notions d’exhaustivité, famille exponentielle, information de
Fisher et borne de Cramer-Rao. Ceci permettra d’arriver a la définition de 'efficacité

d’un estimateur.



Chapitre 1

Estimation ponctuelle

n statistique paramétrique, ’estimation ponctuelle est une opération qui consiste

Ea chercher une valeur approchée pour la vraie valeur inconnue d’un parametre.
Ceci se fait, sur la base d’une série d’observations (échantillon), par le biais de différentes
méthodes. Les résultats obtenus font 1'objet d’analyse dans le but de vérifier certaines

qualités (consistance, biais, efficacité,...).

1.1 Statistique

X est une variable aléatoire (v.a) dont la fonction de répartition F'(z; 6) et la densité f(x;0)
dépendent d’un (ou plusieurs) paramétre réel § € © C R (ou 0 = (0y,...,0;) € © C RF).

On consideére un échantillon, de taille n (un n-échantillon), (X1, ..., X,,) de cette variable.

Définition 1.1.1 Une statistique T est une fonction mesurable des v.a X; :
T :=T(Xy,....,X,).

Remarque 1.1.1 Elle permet d’avoir des informations sur la valeur théorique inconnue

du parameétre 6.



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

Exemple 1.1.1

1. La moyenne empirique X et la variance empirique S* respectivement définies par
(1.3) et (1.4) sont deux statistiques. Elles sont trés utilisées en statistique mathéma-

tique.

2. Plus généralement, le moment empirique d’ordre k > 1, défini par

1<~ o
M, ::E;Xi, (1.1)

est une statistique. On l'utilise quand on s’intéresse au moment théorique

pe = E(X*), k> 1. (1.2)

1.2 Estimateur ponctuel

L’estimation statistique consiste & attribuer une valeur approchée au paramétre inconnu
(moyenne, variance,...) d’'une population a I’aide d’observations 1, ..., x,, (réalisations de
I'échantillon (X7, ..., X,)). Le but en général est de choisir, parmi toutes les statistiques,
celle qui apporte le plus d’information possible sur le paramétre en question. De amples

détails sur ce sujet peuvent étre trouvés dans [6], [8], [9] et [11].

1.2.1 Définition

Définition 1.2.1 Soit (Xy, ..., X,,) un n-échantillon d’une v.a X dont la loi de probabilité
dépend d’un paramétre 6. On appelle estimateur de 0 toute statistique T', donnée dans la
définition ayant des propriétés bien définies. On le note par én ou plus simplement

par 0.

Exemple 1.2.1

e La moyenne empirique X est un estimateur de la moyenne théorique 1 = E (X).

4



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

e La variance empirique S* est un estimateur de la variance o®> =V (X) .

1.2.2 Propriétés d’un estimateur

Pour juger si ’estimateur est bon or non, on vérifie certaines bonnes propriétés.

Biais d’un estimateur

Définition 1.2.2 Soit 0 un estimateur du parameétre 6

1. On appelle biais de é\pour 0 la quantité

2. L'estimateur 0 est dit sans biais pour 0 si son biais est nul, c-a-d si
E®) = 6.
3. L’estimateur 0 est dit asymptotiquement sans biais si

E(é\) — 0 quand n — 0.

Remarque 1.2.1 On dit que 0 est biaisé si
E(®) # 6.

Conmnsistance d’un estimateur

Il y a plusieurs types de convergence dont les plus importants sont la convergence en
probabilité (convergence faible), la convergence presque sure (convergence forte) et la

convergence en loi. La consistance d’un estimateur est définie par rapport au premier

type.



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

Définition 1.2.3 Un estimateur 0 est dit consistant pour 0 s’il converge en probabilité

vers 0 (on écrit oL 0), c-a-d pour tout € > 0, on a
P(‘é\—ﬁ‘ <g)—1 ouP(‘é\—H‘ >¢e) — 0, n — oc.

Pour vérifier cette propriété de convergence, on a le résultat ci-dessous, qui est déduit

directement de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (voir [9], page 61).

Proposition 1.2.1 Tout estimateur sans biais (ou asymptotiquement sans biais) dont la

variance tend vers zéro est consistant.

~ -~

E) =10 (ou E() — 0) ~ p
—0—0, n— o0

-~

V(@) — 0

Précision d’un estimateur

Pour évaluer la précision d’un estimateur on utilise ’erreur quadratique moyenne définie
par

EQM (@) —E ((5— 9)2) .
Proposition 1.2.2 On a
BQM (8) = (b9(§)>2 +V ().

Preuve. On a



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

Par la linéarité de I’espérance, on a

-~

Par conséquent, on obtient le résultat voulu. m

Corollaire 1.2.1 Si 8 est un estimateur sans biais, alors
EQM (5) — V(0.

Définition 1.2.4 Soient «/9\1 et 52 deux estimateurs de 0. On dit que «/9\1 est plus précis
(meilleur) que 0, si

EQM (@1) < EQM (52) .

On dit que un estimateur é\l est relativement plus efficace que é\g s’il est plus précis que le

second.

Remarque 1.2.2

1. On définit Uefficacité relative de 52 par 51 par

o EQM (6
eff (92,91) =%
EQM (92>
Si cette quantité est inférieure & 1, alors 51 est plus précis que 52.

2. Si les deux estimateurs 0, et 03 sont sans biais, alors la comparaison se fait par

rapport auzx variances.



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

1.3 Moyenne et variance empiriques

On considére un échantillon (X7, ..., X,,), de taille n, d'une v.a X d’espérance u et de
variance 2. Une description détaillée de ces deux statistiques se trouve, par exemple,

dans [I] et [9).

1.3.1 Moyenne empirique

Définition 1.3.1 On appelle moyenne empirique correspondant a cet échantillon, la sta-
tistique (notée X ) définie par
— 1<
- ; (1-3)

Proposition 1.3.1 On a
2

EX)=petV(X)=2
n
Preuve. Pour 'espérance, on utilise la linéarité. On a

B(X) = B(-32X,) = ~SOB(X) = =320 = .

ni=1 ni=1 ni=1

C’est ce qu’il fallait trouvé. m

De la proposition [I.3.1] on déduit le résultat suivavnt.
Corollaire 1.3.1 X est un estimateur sans biais et consistant de l’espérance .

Proposition 1.3.2 (convergence en loi) La moyenne empirique converge en loi vers

la loi de normale :

VX —p) £ N(0,02).

n—-—uoo



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

On dit que la distribution de X est approximée, pour n assez grand, par la loi normale.

On note cela par

X ~ N(p,0%/n).

Preuve. C’est application directe du théoréme central-limite (TCL). Pour les détails, se

référer a [9], page 66. =

1.3.2 Variance empirique

Définition 1.3.2 On appelle variance empirique la statistique (notée S?) définie par

122 — 1 —
S% = =3 (X; — X)? = gg;le ~-X (1.4)

ni=1

Proposition 1.3.3 On a

Preuve. On a

D’ot le résultat. m

Remarque 1.3.1 1] est clair que S? est un estimateur biaisé de la variance 0. Mais, il

est asymptotiquement sans biais.



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

On définit alors la variance empirique corrigée, qui est sans biais, par

S* = n S2.

n—1

1
En effet, 0naE<S*2> __n E(s) _ Tl e
n—1 n—1 n

Proposition 1.3.4 (corrélation entre X et S?) On a
n—1

Cov (Y, 52) = T[L;,

oty = E (X — p)° désigne le moment centré d’ordre 3.

Preuve. La formule de la covariance est
cov (X,5%) = E (XS?) — E (X) E ().
En supposant que p = 0 (dans ce cas u} = p3) on obtient
cov (7, 52) =F (752) .
En utilisant les définitions de X et S2, on a

cov (7, 52) =F

10



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

car I/ (XiX f) = 0 pour ¢ # j a cause de I'indépendance des éléments de 1’échantillon.
cov (Y, 52) _Hs M

n n?2

D’ou le résultat. Ceci reste valable lorsque p # 0, car la covariance est insensible aux

transformations des variables. m

Remarque 1.3.2 La convariance est nulle (c-a-d non corrélation entre X et S?) dans le
cas ot le troisiéme moment centré est nul. Ce qui est les cas des distributions symétriques.

Si de plus, la population mére est normale alors les statistiques X et S? sont indépendantes.

1.4 Meéthodes d’estimation statistique

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer un estimateur d’un parametre sur la base d’un
échantillon. Parmi lesquelles, les plus connues sont celles du maximum de vraisemblance,
des moments et des moindres (en régression linéaire). Dans ce paragraphe, on s’intéressera

aux deux premiéres méthodes.

1.4.1 Meéthode du maximum de vraisemblance

C’est la plus universelle et attractive pour les raisons suivantes (voir [9], page 306) :

1. Elle est facile & mettre en oeuvre et plus simple que les méthodes alternatives. Elle

se raméne a un probléme classique de résolution d’équations.

2. Elle est optimale et asymptotiquement efficace ( c-a-d quand la taille de I’échantillon
tend vers l'infini théoriquement). D’un point de vue pratique, pour un échantillon

suffisamment grand (n > 30), elle fournit des estimateurs de trés bonne qualité.

3. Elle donne des estimateurs dont la variance asymptotique est la plus faible parmi

tous les estimateurs sans biais.

11



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

Définition 1.4.1 (fonction de vraisemblance) On appelle fonction de vraismblance

(ou plus simplement vraisemblance) de 0 pour une réalisation (xy,...,2,) de l’échantillon

(X1, ..., Xp), la fonction de 6

L(0) = L(ay, 20 0) = f (21,3 0) = ﬂf<xi; 0),

ol

Py(X =1x) si X est une v.a discréte
f(z;0) =

fo(z) si X est une v.a continue

Le principe de la méthode est de déterminer la valeur de 6 qui rend la fonction de vraisem-
blance L (6) maximale. Puisque la fonction logarithme est croissante, alors la maximisation

de L (0) revient a celle de In L (0) , appelée fonction log-vraisemblance (voir [I] et [6]).

Définition 1.4.2 (estimateur du maximum de vraisemblance (emv) ) On appelle

emuv de 0 toute fonction 6 de (X1, ..., Xp,) vérifiant

L(zy,...,xp;0) = rglezg([/(xl, ey Ty 0) ou In L(xq, ..., x,;0) = mgae)élnL(:cl, ey T3 0).

En d’autre termes,
= L1, ..., 7p; 0) = In L(21, ..., ;0
Arg MaxL(zy, ..., ;) = argmaxn L(zy, ... 2n: 0)

Remarque 1.4.1 (détermination de ’emv) En général, l'emv doit vérifier les deux

conditions sutvantes :
Oln L(xy, ..., z,;0)

a0 -0
0*In L(x1, ..., z,;0)
020

< 0.

Exemple 1.4.1 (loi continue) Soit (X1, ..., X,,) unn-échantillon d'une v.a X ~ N (u,c?),

ol 0 est supposée connue. On souhaite trouver l'emv du parameétre p € R. La fonction de

12



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

densité est

fasp) = U\}% exp (—%,2 (z — u)z) , T €R

Les fonctions de vraisemblance et log-vraisemblance sont respectivement

1 " 1 »
L(xlw"axn;:u’) = (U 27T> exp (_ﬁi—l (xl - ,LL)2) ;

et
1 n
In L(zq,...,xp; ) = —nln <0\/27T) — ﬁz (z; — p)°.
0% =1
Alors on a
Oln L(xy, ..., Tp; 1) 1 &

qut s’annule lorsque

YD(ri—p) =0 > x; —nu=0.
i=1

i=1

La solution de cette équation est i = % o x;. On vérifie quil s’agit bien d’un maximum.

En effet, on a
0?InL ooy T —
n (xlu 7$7N):_n<0
ou? o?
Par conséquent, 'emv de i est
]_ n
o= — Xia
1 n;

c’est la moyenne empirique X.

Exemple 1.4.2 (loi discréte) Soit (X1, ..., X,,) un n-échantillon d’une v.a X ~ P (A).

On souhaite estimer le paramétre X\ > 0. On a

P(X:x):%e_)‘, z € N.

13



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

’ Distribution \ Parameétre \ Estimateur
uniforme U (10, 6]) >0 max X
binomiale B (n, p) 0<p<1 | fréquence empirique
Poisson P () A>0 X
exponentielle £ (0) 0>0 1/X
normale N (p1, 02) u X

0.2 82

TaB. 1.1 — Estimateurs du maximum de vraismblance des paramétres de quelques lois
usuelles

Les fonctions de vraisemblance et log-vraisemblance sont respectivement

n AT
L(xy, .z A) = e ™M ] '

i=1 Ty

et InL(z1, ..., ;3 A) = —nA+1In(A) D x; —In [[z,!.
i=1

i=1
Alors la dérivée par rapport a \ est

Ol L(wy,...,v0\) 12
o = -—n+ Xz;xz

Elle s’annule pour A = %Z?:l xi, qui vérifie que

O?In L(xy, ..., w0 \) 1>
D’otu Uesimateur de )\ est
~ 1
A= — Xi7

c-a-d la moyenne empirique.

Dans le tableau [1.1 on résume les estimateurs obtenus par la méthode du maximum de

vraisemblance pour les parameétres de gielques unes des distributions les plus usuelles (voir

[11).

14



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

1.4.2 Meéthode des moments

Cette méthode est la plus naturelle, elle consiste & écrire le paramétre en termes des
moments théoriques puis a remplacer ces derniers par leurs contre-parties empiriques. En

d’autres termes, si @ = h(p, f2, ...) alors 'estimateur des moments (em) de 6 est

0 = h(My, M, ...),
ot My, et py, sont définis par ([1.2)) et (1.1)) respectivement. Pour plus de détails, voir, par
exemple, [2] et [].

Remarque 1.4.2

1. Si le paramétre o estimer est 0 = py = E(X) (espérance de la v.a), alors l'em de 0

est O = M, = X.

2. 8i0=V(X)=py— 12 (variance de la v.a), alors Uem de 0 est § = My — M? = S2,

Exemple 1.4.3 (loi continue) Soit (X, ..., X,,) un échantillon d’une v.a X ~ U (]0,6]),

de densité de probabilité

S
o
IN
8
IN
>

folz) = , avec 0 > 0. (1.6)

On a BE(X)=u =0/2, d’ot 0 =2u,. Donc, on déduit que l'em de 0 est

0 =2M, = 2X.

Exemple 1.4.4 (loi discréte) Soit (X, ..., X,) un échantillon de X ~ B (p) de loi de

probabilité

15



Chapitre 1. Estimation ponctuelle

Ona E(X)=p, c-a-dp= E (X) = puy. Donc l'em de p est
ﬁ: M1 :7

Remarque 1.4.3 Les deux d’estimation ci-dessus ne donnent pas nécessairement les mémes

estimateurs. C’est le cas, par exemple, de l’estimation du paramétre 6 de la loi uniforme

1<i<n

ot l’emv est max X1 (voir le tableau alors que Uem est 2X. La question qui se pose

dans de tels cas est de savoir lequel, parmi les différents estimateurs, est le meilleur.

16



Chapitre 2

Efficacité

I ]n tant que statistique, un estimateur constitue souvent une réduction de I'infor-
mation de maniére a ne retenir que ce qui parait utile lors de I’estimation d’un
certain parameétre. La qualité d’un estimateur est définie par rapport a plusieurs critéres

(voir le chapitre [1)) dont P'efficacité qui se mesure en termes de I'information de Fisher.

2.1 Statistique exhaustive

Dans un probléme statistique, on cherche a obtenir le maximum de 'information possible
sur un (ou plusieurs) parameétre f inconnu. Pour cela, on dispose de I’observation (z1, ..., z;,)
d’un échantillon (X, ..., X,,), ou n est trés grand. Il est alors intéressant de réduire les
données en les résumant par une statistique 7' (X1, ..., X,,) de dimension inférieure a n.
Généralement, il est logique de s’attendre a ce que ceci résulte en moins d’information
sur 6 que celle contenue dans l’ensemble des données initiales. Cependant, il existe des
statistiques qui résument les observations tout en conservant l'intégralité de I'information

sur #. Ce sont les statistiques exhaustives.

17



Chapitre 2. Efficacité

2.1.1 Exhaustivité

Définition 2.1.1 Une statistique T' est dit exhaustive si la loi conditionnelle de (X, ..., X,)

sachant que T (x1,...,x,) =t ne dépend pas de 0, c-a-d
P((X1,.... X)) /T(x1,...,z,) = t) indépendante de 6.

Dire que T est exhaustive signifie qu’elle contient toute I'information, induite par I’obser-

vation (z1, ..., x,), sur la valeur inconnue du paramétre 6.

Exemple 2.1.1 (controle de qualité [3]) Dans un processus de production, on consi-

dere (X1, ..., X,), ou

‘eme

X 1 sila ™ piéce est défectueuse

0 sinon
Les X; sont des v.a indépendantes et de méme loi B (p) , ot p est la probabilité qu’une piéce
soit défectueuse. On montre que le nombre total de piéces défectueuses T =" | X; est
une statistique ezhaustive. Cela revient & montrer que P ((Xy,...,X,) /T =t) ne dépend
pas de p.
En effet, on a T ~ B (n,p) (loi binomiale). Alors

P((Xl, 7Xn) /T(.’]Z’l, 737”) = t) =P (X1 =T, ,Xn = :(Jn/Za:Z = t>
i=1
P (X1 = a1, ,Xn = Ty, Zl’z = t)
i=1
i=1

0 sty wp £t
i=1

n
= PXi=z1,.,Xn=2n)
si Yy =t
i=1

I

18



Chapitre 2. Efficacité

Comme les X; sont indépendants, on a

P Xi:xi i Ti (1 — 1=
P (X0 = gy Xy =) _ ikt =) (=)

n = - tot (1 — )7t
P (sz :t) P(T=t) Ctpt(1—1t)
i=1
Ziﬂi TL—' s
_p=t (I-p = 1
S aipi-n"t G

=1

n

1 ; —

C—z S? g IZCZ' =t
1=

1l est clair que la probabilité conditionnelle ci-dessus ne dépend pas de p.

Donc P (X4, ... X,) /T (x1,...,x,) =1t) =

2.1.2 Théoréme de factorisation

En raison du calcul compliqué de probabilité conditionnelle, il est tres difficile de montrer

I’exhaustivité en utilisant la définition ci-dessus. Il existe un théoréme, du a Fisher-Neyman

et connu sous le nom de théoréme de factorisation, facile d’utilisation permettant de trou-

ver des statistiques exhaustives.

Théoréme 2.1.1 (factorisation) Soit un n-échantillon (Xi,...,X,) d'une v.a X et T =

T (Xy, ..., X,,) une statistique de loi g (t;0) (densité dans le cas continu, P (T =t) dans le

cas discret). La statistique T est exhaustive pour 0 si et seulement si, il existe une fonction

mesurable h ne dépendant que de (z1,...,x,) et une fonction mesurable g ne dépendant

que de t et 0 telles que la fonction de vraisemblance puisse s’écrire sous la forme

L (@1, o0 0) = g (50) h (21,00

Preuve. Voir [3], page 16. m
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Exemple 2.1.2 (cas discret) On a vu dans l’exemple que

L(zy, .y ;) =0 (1= )" =g (t;p) b (21, ..., T0)

oug(t;p)=p (1—p)" "eth(zy,...xn) =1, avect =S " ;. Done, T est une statistique
g( =1

erhaustive pour p.

Exemple 2.1.3 (cas continu) Soit (X, ..., X,,) un n-échantillon d’une v.a X ~ N (u,0?),

ot le paramétre 0 = (u,0°%) € R x R* | est inconnu. On a d’aprés

1 n 1 n n
L(xlw'wxn;yﬁ 02) = < ) exXp |:__2 (sz - 2“ Ly +n,u/2):| ) (21)
oV 2T 20° \iZ1 i=1

qui est de la forme g (3 i iy Y oiy @2) 5 b, 02) h (21, ...y @) , avec h égale @ la constante
1. Donc le couple (3.7 | Xi, > 0 | X?) est une statistique exhaustive pour le paramétre

(k,0?).

Remarque 2.1.1 T est une statistique exhaustive pour 6 et ¥ une fonction strictement

monotone de T. Alors, la statistique S = U (T') est une statistique exhaustive pour 6.

Exemple 2.1.4 La relation (2.1)) peut étre réécrite comme

1 " 1
L(x1, ..., Ty p, 07) = —— (ns® — 2nuT + np?
(X1, eey Ty 4, 07) (a 27r) exp [ 52 (ns NUT + N )

g (@5 i)
Donc le couple (7, 5’2) est aussi une statistique exhaustive pour le paramétre (p, 0?) .

Proposition 2.1.1 (maximum de vraisemblance et exhaustivité) SiT est une sta-

tistique exhaustive pour 0 et si 0 est un emv de 0, alors

0= argrglesgg(T (1, ey Tp) 5 0) = argrglezgclng(T (1, .0y T0) 5 0).
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Dans ce cas, l'emv 0 doit vérifier les deux conditions suivantes :

alng(T (xla 73371) 79)

o0 =9
82 lng<T (‘Tla 7‘7;11) 79)

520 <0.

Preuve. D’apreés la proposition ona L(x1,....x,;0) = g (t;0) h(xq,...,x,), avec h
ne dépendant pas de 6. Par conséquent, maximiser la vraisemblance L revient a maximiser

la fonction g. m

Remarque 2.1.2

1. Tout emwv est fonction d’une statistique exhaustive. En d’autres termes, si T est une
statistique exhaustive et si 0 est un emu, alors il existe une fonction ® telle que

=doT.

2. Un emw n’est pas nécessairement exhaustif.

2.2 Famille exponentielle

C’est un modéle paramétrique trés important en statistique, car elle posséde un certain
nombre de propriétés intéressantes. Pour une description détaillée de cette famille, on

réfere le lecteur aux livres [7], [§] et [9].

Définition 2.2.1 Soit X une v.a dont la loi de probabilité dépend d’un paramétre 0 =
(01,...,0,) € © CRE. On dit que la loi de X (ou que X) appartient a la famille exponen-
tielle si et seulement si sa densité de probabilité f (x;0) dans le cas continu (ou sa fonction

de probabilité P (X = x;0) dans le (cas discret) s’écrit de la forme

f(x;0) = exp {Zk:ai ()0, (0)+b(z)+ 3 (9)} , T €R, (2.2)
i=1
ol a;, by, a et B sont des fonctions.
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Remarque 2.2.1

1. Dans la formule (2.2) , le nombre k de termes de la somme est égal & la dimension

du parameétre 0.

2. Dans le cas d’un seul paramétre (k = 1), Uécriture devient
f(x;0) = expia () a(0) +b(z) + 5(0)}. (2.3)

3. Une forme équivalente a (2.2)) est

Flai6) = (o) dB)exp { Das () 0) ]

avec ¢ (x) = exp (b(x)) et d(0) = exp (5 (0)) .

Exemple 2.2.1 (loi discréte) X ~ B(n,p). On a pour x € {0,...,n}

L—=p
= exp {lnC'jf +xln (ﬁ) +nln(1 —p)}

— exp {m (#’_@J taln (%) (1 —p)}.

Clest de la forme R.3) , avec a(z) =z, a(p) =1n (%)  b(@) =1n (x_'( : ) et
B(p) =nln(1—p).

P(X=mzp)=Cpp" (L =p)" " =Cy (L)x (1-p)"

Exemple 2.2.2 (loi continue) 1. X ~ & (N). Pour x>0, on a
f (l’, )\) — )\ef)\x — eln)\ef)\m — eln)\f)\m’

qui est de la forme (2.3), avec a(x) =z, a (A\) = =X\, b(x) =0 et f(A) =In A\
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2. X ~N(u,0%). Ona

f(z; (1 0%)) = L exp (—2%2 (z - M)Q)

oV 2T

—exp (~1n (ovr) e (o + 2 - 1)

202 g2 202

= exp (xﬂ — x2i — “—2 —1In <0\/%>)

o2 202 202

qui appartient de la forme (2.2)) , avec ay (v) = z, a1 (p,0%) = p/o?, as (z) = 22,

o (pu,0%) = —=1/20% b(z) =0 et B (n,0%) = —p?/20% — In (ov/27) .

Remarque 2.2.2 La loi de Weibull de paramétre 0 = (n, \) n’appartient pas a la famille

exponentielle. En effet, on a

Le terme (x/\)" ne peut pas étre mis sous la forme a (z) « (n, \) .

Le théoréme suivant, connu sous le nom de théoréme de Darmois, donne le lien entre

famille exponentielle et exhaustivité.

Théoréme 2.2.1 (Darmois) Soit X une v.a de densité (ou loi de probabilité) f et dont
le support (ensemble ot f est positive strictement) ne dépend pas du paramétre 6. Une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un échantillon admette une statistique exhaustive
pour O = (b4, ...,0y) est que [ appartienne a la famille exponentielle définie par )

Une statistique exhaustive particuliére est T == (3 ¢ a1 (X;) ey D ory ag (X)) -
Preuve. Dans la cas d'un paramétre, la démonstration est faite dans [9], page 293. =

Exemple 2.2.3 De l'exemple[2.2.9, on déduit que :
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1. Y77 X, est une statistique exhaustive pour le paramétre A de € (\).

2. (000 Xi, > X?) est une statistique exhaustive pour le couple (u,02) de N (1, 0%) .

2.3 Information de Fisher

L’information de Fisher est une notion centrale en statistique paramétrique pour I’étude de
Pefficacité d’un estimateur. Elle a éte définie par R.A. Fisher pour mesurer I'information
relative & un parameétre, apportée par un échantillon. Pour plus de détails se référer a [2],

51, [7] et [].

2.3.1 Définitions

Soit X une v.a dont la loi de probabilité dépend d’un paramétre 6§ = (61, ...,0;) € © C R”.
On se concentrera surtout sur le cas £ = 1, c-a-d le cas d’un seul paramétre. Les quatre
hypothéses H1-H4 suivantes seront utiles pour la suite.

H1. Le support de X ne dépend pas de 6.

H2. La fonction %L (21, ..., T,; 0) est intégrable.

H3. La fonction %L (1, ..., x,; 0) est de carré intégrable.

HA4. La fonction g—;

L (xy,...,z,;0) existe et est intégrable.
Remarque 2.3.1

1. Les distributions appartenant a la famille exponentielle vérifient les quatre hypothéses

H1-H4.

2. Sous les hypothéses H1, H2 et H4 on peut échanger les signes d’intégration et de

dérivation, c-a-d

0 0
/%L(xl,...,xme)dx— %/L(xl,...,xn,ﬁ)dx,
82

2
/wL(xl,...,xn;H)d:c: o L(xy,...,zp;0)dz.
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Définition 2.3.1 La quantité d’information de Fisher apportée, sur le paramétre 6, par

un n-échantillon (X, ..., X,,) vérifiant l’hypothése H3, est définie par

I,(0):=FE

(‘NDL(XIV'"X”;@)) — B[(S (X1, X 0))7]

00

o
Ol L(wy,...,2,;0)  OL(w1,...,2,;0)/00
06  L(wy, . xn0)

S(x1y ey Ty 0) = (2.4)

est appelée fonction score.

Remarque 2.3.2 L’information de Fisher d’une seule observation x; de la v.a X est

donnée par

I#)=E =E[(S(X;0))"] .

(aln fa(éX; 9))2

Proposition 2.3.1 Sous les hypothéses H1 et H2, le score est centré.

Preuve. On montre que E [S (X1, ..., X,;;0)] =0. On a

B[S (Xs, Xoi ) [an X1, Xn;e)}

L1,y Ty 0
- ( 189 )L(xl""vxn;e)dx
(xh""xn;e)/&g
L(zq, ..., Tp;
L([El,...,xn;g) (xlv 7xn79)dx

L(zy,...,xp;0)dx

Il
%Im\\\ -
—

L(zy,...,x,;0)dx.

Finalement, on utilise le fait que L(z1, ..., z,; ) est une densité pour obtenir le résultat. m

Corollaire 2.3.1 Sous les hypothéses H1, H2 et H3, [linformation de Fisher est tout

simplement égale a la variance du score : I, (0) =V [S (X1, ..., X;; 0)] .
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Exemple 2.3.1

1. Soit (X, ..., X,) un échantillon, de taille n > 1, d’une population X ~ B (p)

P(X:a:):px(l—p)lf‘r, x=0,1.

Les fonctions de vraisemblance et log-vraisemblance sont respectivement

n—t

L(x1,...,xn;p) =p (1=p)"" et InL(xy,...,20;p) = tn(p) + (n —t)In (1 —p),

ou T =" X;,~B(n,p) avec E(T)=np et V(T)=np(1—p).
On calcule le score :
OlnL(zy,....zp;p) t n—t

Donc linformation de Fisher est

[n(p):v@_ Z:Z) :p(ln—p)'

2. Soit (X1, ..., X,,) un n-échantillon dune v.a X ~ N (u,0?), avec o* connue.

Le score a déja été calculé dans 1’exemple On a donc

n

L) =V (ZE - 0) = S5V () = S50 =

2
0% i=1

Proposition 2.3.2 Sous les trois hypothéses H1, H3 et H4, l'information de Fisher est

égale a

1 (6) = —E (82 lnL(Xl,...,Xn;9)> o (as (Xl,...,Xn;H)) |

06? a0 (2:5)

Cette écriture est souvent la plus pratique pour les calculs.
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Preuve. D’apreés la proposition [2.3.1] on a

Oln L(xq, ..., z,;0)

B[S (X1, .., Xn:0)] = / L(z1, .. 20 6)dz = 0.

00
En dérivant les deux membres, on obtient
PInL(zy,...,1,;0) Oln L(xy,...,xy;0) OL(x1, ..., x,; 0)
/ 507 L(xl,...,xn,e)dx—F/ 20 50 dr = 0.

En utilisant la relation (2.4]), on écrit

O?In L(zy, ..., 7,;0) Oln L(xq, ..., z,;0) 2
/ 507 L(xh...,xn,Q)dx—i—/( 20 ) L(z1, ..., zp; 0)dx = 0,

c-a-d

PInL(Xy,..,X,;0) B
E( 50 )+In(0)—0.

D’ou le résultat. m

Exemple 2.3.2 On applique la formule[2.5 sur l'exemple [2.3.1

1. Soit (X1, ..., X,) un échantillon de v.a X ~ B (p). On a

PInL(xy,....,T0;p) t n—t

Op? P (1-p?

Donc, l'information de Fisher, sur la proportion p, est

I (p) = —E (—pZ - {fjj;z) ST

2. Soit (X1, ..., X,) un n-échantillon d’une v.a X ~ N (u,0?), avec 0 connue. On a

PInL (g, ..., Tn; 1) n

ou? o2

27



Chapitre 2. Efficacité

Donc, linformation de Fisher, sur la moyenne u, est

In(n) = —E (—1) -2

o2

Remarque 2.3.3 Si le paramétre est multidimensionnel 0 = (64, ...,0) , alors :

e [e score est un vecteur de dimension k :

Sl (Z’l, ,33’7“9)
S (21, .y y; 0) = : ,
Sk (21, ..., ;3 0)

ot S; (T1, .oy xp;0) = Ol L (21, ...,x0;0) /00;,0 = 1,..., k. C’est le gradient (VInL) de
la log-vraisemblance :

e La quantité d’information de Fisher est égale a la matrice de covariance du score.

e Sous les hypothéses H1, H3 et H4 on exprime l'information de Fisher en termes des

dérivées des scores S; (X1, ..., Ty;0) :

051(x1,...,2n;30) 051(x1,...,xn;0)
001 a0,
I(0) = —E
0Sk(21,...,21n;0) OSk(x1,...,xn;0)
001 00,

Exemple 2.3.3 Soit une v.a X ~ N (u,0?) de paramétres p et o2 inconnus (dans ce cas
0 = (p,0%).
On a, d’aprés l'exemple [1..1),
1
In L(zq,...,2,;0) = —nln (v 27T02> 52 (z; — p)°
0%i=1

-n n 9 1 )
= m@2m) = 5 (0%) = 53 (1 = p)*
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’ Distribution \ Paramétre Information de Fisher ‘
Bernoulli B (p) 0<p<l1 1/p(1—p)
Binomiale B (n, p) 0<p<l1 n/p(l—p)
Binomiale négative Bn (r, p) 0<p<l r/p? (1 —p)
Poisson P () A>0 /A
Exponentielle £ (\) A>0 1/)?

Normale N (1, 0?) —00 < i < +00 1/0?
Normale N (1, 02) 0> 0 1/20%
Uniforme U ([0, 0]) >0 1/6?
Pareto de parametre 6 6>0 1/6?

TAB. 2.1 — Quantités d’information de Fisher apportées par une observation sur les para-
metres de distributions de probabilités

Les deux scores sont

Oln L(xy, ..., z,;0) 1o
S1 (71,205 0) = Bu :;i; (25 — ),
et
Oln L(xy, ..., xp;0) n 1 2 9
82 (:E17 y Tns ) 802 20_2 20—4; (xl M)
Done, le vecteur score est
1 n
2 @i
S<$17 7xn79) = n 1—1 n

n 1
5 axew .
I,(0) = —E 7 7=l =] o
o 0 YR p s oy P B N .
ot= " 204 o0%7 K 204

A la fin de cette partie, on résume, dans la tableau[2.1] les quantités d’information de Fisher
apportées par une seule observation sur les parametres de quelques unes des distributions

de probabilités usuelles (extrait du tableau 6.1 de [7]).
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2.3.2 Propriétés

e Positivité : I, (#) > 0 pour tout 6.
e Additivité : si X et Y sont deux v.a indépendantes dont les supports ne dépendent pas

de 6, alors on a

Iixyy (0) = Ix (0) + Iy (0),

ou Ix (0), Iy (0) et Ixy)(0) sont les quantités information de Fisher au sur 6 liées
respectivement & X, YV et (X,Y).

On en déduit le résultat important suivant :

Proposition 2.3.3 Soit (Xi,...,X,) un n-échantillon vérifiant hypothéses H1 et H3.
Alors
I, (0) =nl(0).

Preuve. On a

L,(0) =V[S(Xy,... Xp:0)] =V (an(Xla»é--’Xn;@))

v <iéamfa(exi;9)> _ iév (alnfa(gc,-;e)>

=nl(0).

Donc, I'information apportée par un n-échantillon est n fois celle apportée par une seule

variable. m

Remarque 2.3.4 On dit que chaque observation apporte la méme proportion de l’infor-
mantion globale apportée par tout I’échantillon. Autrement dit, les v.a éléments de [’échan-

tillon ont la méme importance.

30



Chapitre 2. Efficacité

Exemple 2.3.4

1. Soit X ~ N (p,0?), avec 02 connue. On a I, (1) = n/o? (voir 'exemple [2.3.1)) et
I (p) = 1/0? (voir le tableau [2.1). On constate que

1

n
() = — =nx — =nl(n).

2. Soit une v.a X ~ U ([0,6]), 0 > 0. D’apres (1.6]) , les fonctions de vraisemblance et

log-vraisemblance sont respectivement

1
L(zy,...,x,;0) = g_n[max{xi}§9 et InL(x1,...,2050) = —n1n (0) Lnax{z}<o-

Le score est alors

—n
S (@1, 203 0) = 5 Lnaxgaiy<o-

Donc
2

I,(6) = E [(S (X1, ... X,;0))] = %

D’autre part, on a I (§) = 1/6? (voir le tableau[2.1)). On remarque que I,, (9) # nl (6) .
Ceci est di au fait que le support de X dépend du parameétre 6 (I’hypothése H1

n’est pas vérifiée).

2.3.3 Information de Fisher et exhaustivité

On suppose que les hypothéses H1-H4 sont satisfaites.

Proposition 2.3.4 (dégradation de I'information) L’information I (6) portée par une

statistique T est inférieure ou égale a celle apportée par l’échantillon (X, ..., X,,), c-a-d

Ir(0) < I,(0).
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Preuve. Soit T une statistique de densité g (¢;6) . Alors
L(zy,...;mn;0) = g (t,0) h (1, ...,2,;0/1),

ou h est la densité de ’échantillon conditionnellement a 7" = ¢t. En dérivant deux fois la

log-vraisemblance, on a

PInL(xy,...,x,560)  0*Ing(t,0) N PInh(zy,...,x,,0/t)
002 B 062 06?

Alors
—I,,(0) = =1p (0) — I,)r (0) c-a-d Iy (0) = I,, (0) — I,)r (0),

ou

PInh(Xy,..,X,,0/t
]n/T(Q) ::E( uh 18(92 /))7

est la quantité d’information conditionnelle (par rapport & une distribution conditionnele).

Or cette derniére est positive ou nulle, d’ou le résultat. m

Corollaire 2.3.2 Si T est exhaustive, alors il n’y a pas de dégradation de linformation.

La réciproque est aussi vraie. En d’autres termes, on a
T est exhaustive <= I (0) = I,, (0) .

En effet, le terme I, /p (0) est nul car h ne dépend pas de 0.

Remarque 2.3.5 Puisque les statistiques exhaustives permettent de ne pas perdre d’in-

formation, il vaut mieux les choisir pour l’estimation.
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2.4 Borne de Cramer-Rao

En vue de définir ce qu’est le meilleur estimateur, on commence par définir la borne de
Cramer-Rao. Elle va indiquer la borne inférieure pour la variance d’un estimateur sans

biais. La proposition suivante précise cette propriété.

Proposition 2.4.1 (inégalité de Cramer-Rao) Sous les hypothéses H1-H4 (avec 0 <

I, (8) < o0), on a pour tout estimateur 0 de 0

. o (3)\°
V@z[n(e) ag)

V<§)2 L (2.6)

Preuve. On montre le cas particulier. On rappelle que d1n L (6) /00 est la fonction score

S=5(Xy,..,X,;0) et que I, (#) =V (S). On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[cov (@ s)r <v(B)v(S) =V (7) L), (2.7)

cov (5, S) =F <§S) - F (5) E(95).

Or E(S) =0, d’oit

cov (5, S) =F (é\S) = /aSL (X1, eey Tp3 0) dy ... dy,

~ (0L o [~
:/H <%/L> Ldx = %/GL (1, ey T3 0) dy...dy,
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En substituant ce résultat dans (2.7)), on obtient le résultat. m

Remarque 2.4.1

1. Le deuziéme membre dans les inégalités de la proposition [2.].1] est appelé borne de

Cramer-Rao.

2. Si 6 est un estimateur sans biais de ¢ (0), alors on a

v (5) = o (220)

Exemple 2.4.1 (loi discréte) Soit X ~ P (\). D’aprés l'exemple la dérivée du

score est

0S (X1, oy Ty A) 1 1
RSP 2 v e

out=> ", x;. La quantité d’information de Fisher est
1 1 1 n

Comme la moyenne empirique X est un estimateur sans biais de A, alors la Cramer-Rao

est égale a

Exemple 2.4.2 (loi continue) Soit X ~ & (\),\ > 0. Les fonctions de vraisemblance

et log-vraisemblance sont respectivement

L(z1,...;xp; A) = Nlexp (=At) et InL(xq,...,x,;\) = nln X — A,

out=> ", x; On déduit le score et sa dérivée

0S(z1, .3 A) _ m
o\ Y

S(T1y ooy Ty A) = g —tet
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La quantité d’information de Fisher est donc

RO =B () -

La moyenne empirique X est un estimateur sans biais de ¢ (\) = 1/\. Donc, la borne de

Cramer-Rao est égale a
L0 N (1)L
I,(\) U oA n A2 ) a2

2.5 Estimateur efficace

L’inégalité de Cramer-Rao fournit la borne inférieure pour ’ensemble des variances
des estimateurs sans biais, qui peut étre atteinte ou non. Si cette borne est atteinte par
un estimateur, ce dernier sera donc le meilleur et sera qualifié d’estimateur optimal dans
la classe des estimateurs sans biais. On parle alors d’estimateur sans biais de variance
minimale (ESBVM).

D’aprés les hypothéses H1, H2, H3 et H4 on a

Définition 2.5.1 (efficacité) Un estimateur sans biais 0 de 0 est dit efficace si sa va-

riance est égale a la borne de Cramer-Rao, c-a-d

Remarque 2.5.1

1. 8i 0 est un estimateur sans biais pour © (0), alors il est dit efficace si

V() = o (222

2. On dit que 0 est asymptotiquement efficace si sa variance est équivalente (lorsque
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n — 00) a la borne de Cramer-Rao.

La proposition suivante donne la relation I'existence d’un estimateur efficace et la famille

exponentielle.

Proposition 2.5.1 (famille exponentielle et efficacité) La borne de Cramer-Rao ne
peut étre atteinte que si la loi de X appartient & la famille exponentielle ([2.3)) .

D’autre part, sila loi de X est bien de la forme précédente, il n’existe (& une transformation
linéaire prés) qu’une seule fonction ¢ (0) du paramétre qui puisse étre estimée efficacement,
ot la fonction ¢ et son estimateur sont respectiement

o(6) = —% eti= 13 a(x).

n;=1

La variance minimale est alors

Preuve. Voir [9], page 303. m

Exemple 2.5.1

1. Soit X ~ N (u,0?), avec o® connue. On a vu dans l’ezemple que I, (n) = n/o>.
La borne de Cramer-Rao, égale a 1/1,, (1) = 02 /n, est atteinte par la variance de la

moyenne empirique X. En effet, on a

Done, X est lestimateur (sans biais) efficace de ju.

2. Soit X ~ & (N),A > 0. De l'ezemple[2.2.9, on aa(z) =z, a(N) ==\, b(z) =0 et
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B (X)) =InA\. La fonction qu’on estime efficacement est donc

OB (N) JON 1/

1
PN = gatyon T T x

et son estimateur efficace est la moyenne empirique

X =

S|

iila (X))

La variance (minimale) de cet estimateur est alors

9N /N 12 1

V(X)) = noa (X)) /OX T o A
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a conclu que la notion d’efficacité d’un estimateur est fondée
sur le célébre résultat connu sous le nom d’inégalité de Cramer-Rao. En effet, ce
résultat précise une borne inférieure pour la variance d’un estimateur quelconque. Autre-
ment dit, cette derniére est forcément supérieure & la borne de Cramer-Rao. Dans le cas
d’un estimateur sans biais, cette borne n’est rien d’autre que I'inverse de la quantité d’in-
formation de Fisher apportée, sur le paramétre d’intérét, par un ensemble d’observations
(échantillon).

Un estimateur est dit efficace si sa variance atteint la borne de Cramer-Rao. Dans la classe
des estimateurs sans biais, le meilleur estimateur du point de efficacité est celui ayant
une variance (minimale) égale a l'inverse de I'information de Fisher.

L’appartenance de la distribution de probabilité de la population a la famille exponen-
tielle garantit 'existence d’une statistique exhaustive et, par conséquent, d'un estimateur

efficace pour le parameétre en question ou pour une fonction de ce dernier.
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Annexe : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation
by(T")
c-a-d

cov

em

emv
EQM
Eo(T)
E(X) ou
F(z;0)
f(x:0)

Ix (0)

1, (0)

iid

L
—

L(zq,...,z,;0) ou L (0)

P
—

2

S*

Signification

Biais de I'estimateur T" pour 6.

C’est-a-dire.

Covariance.

Estimateur des moments.

Estimateur du maximum de vraisemblance.
Erreur quadratique moyenne.

Espérance ou moyenne d’'un estimateur 7'.
Espérance mathématique ou moyenne de X.
Fonction de répartition.

Densité de probabilité.

Quantité d’information de Fisher d’une variable X.
Quantité d’information de Fisher sur 6.
Indépendantes identiqument distribuées.
Convergence en loi.

Fonction de vraisemblance de 6.
Convergence en probabilité.

Variance empirique corrigée.
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S (21, .., Tp; 0)
g2

©

0

0

TCL

v.a X

V(X) ou o?

(X1, ..., Xp)

Fonction score.

Variance empirique.

Ensemble des valeurs possibles de 6.
Parameétre inconnu.

Estimateur de 6.

Théoréme central-limite.

Variable aléatoire X.

Variance de X.

Moyenne empirique.

Echantillon de taille n.
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/ Abstract \

The efficiency of an estimator of a parameter, relative to the distribution of a certain
population, is measured with respect to Cramer-Rao bound. For an unbiased
estimator, the latter is equal to the inverse of the amount of Fisher information
provided by a sample on the unknown value of the parameter. Since the variance is
always bounded from below, an efficient estimator is that whose variance reaches
Cramer-Rao bound.

Keywords: Cramer-Rao bound; Efficiency; Estimator; Exponential family; Fisher
information; Maximum likelihood; Sufficient statistics. /

/ Resumé \

L’efficacité d’un estimateur d’un parametre, relatif a la distribution d’une certaine
population, est mesurée par rapport a la borne de Cramer-Rao. Pour un estimateur
sans biais, cette derniere est egale a I’inverse de la quantité d’information de Fisher
apportée, par un échantillon, sur la valeur inconnue du paramétre. La variance étant
toujours minorée, un estimateur efficace est celui dont la variance atteint la borne de
Cramer-Rao.

Mots clés: Borne de Cramer-Rao; Efficacité; Estimateur; Famille exponentielle;

\Information de Fisher; Maximum de vraisemblance; Statistique exhaustive. /
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