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Introduction

a théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien
. . . _— ..

que le calcul classique que nous le connaissons aujourd’hui. Ces origines

remontent & la fin du 17%™¢ siécle, I'époque ot Newton et Leibniz ont

développé les fondements du calcul différentiel et intégral.

arf

dx™

Leibniz a introduit le symbole pour désigner la dérivée n'®™¢ d’une fonction f.

Quand il a annoncé dans une lettre & L’Hospital en 1695, 'hospital a répondu. Que
signifie g—f si n = 17. Cette lettre de I’'Hopital, est aujourd’hui admise comme le
premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que
L’Hospital a demandé spécifiquement pour n = %, c’est-a-dire une fraction, a en fait

donné lieu au nom de ce domaine des mathématiques.

Dans ce mémoire, nous avons essayé d’éclairer d’une facon générale le principe de
comparaison pour EDF. La théorie des équations différentielles fractionnaires avec
les dérivées de Caputo et le calcul fractionnaire en générale apparaissent automati-
quement dans divers domaines scientifiques et de I'ingénierie tel que la physique, la
chimie,...,etc..[14],[10].

La modélisation mathématique et la simulation des systémes et de processus basés
sur les dérivés fractionnaires de type Caputo. Le principe de comparaison joue
un role important dans ’etude de la stabilité et des proprietés asymptoliques de
ces EDO fractionnaires. De nombreux chercheurs ont etudie 'EDF par les dérivées

de Rieman-Liouville d’ordre p (0 < p < 1) a présenté 1’existence local et 1'unicité



Introduction

des solutions non linéaire et Lakshmikantham -Vatsala[l2],[I1] ont étudie des
propriétés quantitatives des EDF’s avec les dérivés de Rieman-Liouville. On divise

I’étude en trois chapitres.

D’abord, on rappel important de certaines fonctions auxiliaires et quelques défini-

tions utilisées dans le calcul fractionnaire et des proprietés facilité notre calcul.

Puis on présente des définitions des intégrales et dérivées fractionnaire de Rieman-

Liouville et de Caputo et le lien entre les deux notions.

En suite, dans le deuxiéme chapitre on parle pour les EDF’s avec les dérivés de
Caputo et on discute le principe de comparaison avec les inégalités strictes et non
strictes des EDF’s, également on montre I'existence local et solution extrme.

De plus, dans le troisiéme chapitre on parle du principe de comparaison et bor-
nitude de solution des EDF’s et la relation entre la différenciation et 'intégration

fractionnaire.

En fin, on donne une application numérique et simulation, puis conclusion sur le

systeme des EDF’s.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions et définitions essentielles du
calcul fractionnaire et des equations différentielles d’ordre non entier qui

seront utilies pour la suites de cette etude.

1.1 Fonctions importantes pour la dérivation frac-

tionnaire

Définition 1.1.1 Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On dit

que [ est continue en a lorsque :

Ve>0, 30>0, Vzel, |[t—a|<d = |f(x)—f(a)| <e-

Définition 1.1.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est
continue sur I lorsque

Ya € I, f continue en a.



Chapitre 1.Notation et Définition Préliminaire

Définition 1.1.3 On dit que f est uniformément continue sur I lorsque

Ve>0, 30>0, V(z,y)eI? |z—yl<d = |f(z)—f(y)]<e

Définition 1.1.4 On dit que f une fonction Lipschitzienne sur un intervalle [

lorsque

>0, V(r,y) €l |f(x)—f(y)] <kle—yl,

tel que

f Lipschitzienne = f uniformément continue =- f continue -

f Lipschitzienne = f" bornée sur I.

Définition 1.1.5 Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle I a

valeurs dans R. On dit que la suite (f,) est équicontinue si :

Veel, Ve>0, 30>0, VneN, Yyel, |[z—y|<d = |fulx)—fuly)|<e.

Théoréme 1.1.1 (Ascoli) Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un inter-
valle fermé borné I, a valeurs réelles. On suppose que cette suite de fonctions est

équicontinue, et

M >0, VYneN, Veel, |f.(z)]<M .

Alors on peut extraire une sous-suite (fn,) qui converge uniformément sur I vers une

fonction continue f.



Chapitre 1.Notation et Définition Préliminaire

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1.6 La fonction Gamma est definie par :

I'(o) = [ exp (—t)t*tdt  pour >0
I'(z+1) =2 (x) pour Vr € R

['(z)=(x—1)! pour x € N*.

I'tx)

I
T ————
L £
[
-»_____‘-

Fic. 1.1 — Représentation de la fonction Gamma.

Propriétés 1.1.1 quelques propriétés ,

1. T(1)=1,T(0,) = co.

1 1 2
2. VOZER’OC>17F€;—++I)ZQO{—‘TQ) <m.

3. T'(x) est une fonction monotone et strictement décroissante au 0 < o < 1.



Chapitre 1.Notation et Définition Préliminaire

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.7 La fonction Béta est definie par :
1
B(a,w) = / (1—7)""" 77 dr, (Re (o) > 0, Re (w) > 0).
0

Proposition 1.1.1 La relation entre la fonction Gamma et Béta;

I'(p)T (q)

B(p,Q):m-

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler [7]

Elle est utilisée dans I'expression des solutions d’ED d’ordre fractionnaire, est definie

par :
By (x) = | ko Ty S @>0
exp(z) si a=1
Pour deux parameétres on a :
o
Bas (2) = kz:; mwz,ﬁ > 0.

Dans les equations différentielles fractionnaire cette fonction joue le méme role que la

fonction exponentielle exp(x) joue dans les EDO. On remarque que E; ; (v) = exp(x).
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= =0 2
w4

el @

L L I L
0.8 =0.\ =04 0oLz a oz o.a 0.8 on

F1c. 1.2 — Représentation de la fonction Mittag-Leffler avec deux parameétres.

1.2 Intégrale et dérivée fractionnaire

1.2.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 Soit f :[a,b) = R, f € C'[a,b] une fonction continue. L’integrale

de Rieman-Liouuville est définie par :

=

1°f (t) = ﬁfat(t—s)a—lf(s)ds st o> 0, nz().'
F(t) st a=0.

I9(I8f) = I8P f. pour a>0, B3>0
Définition 1.2.2 Soit f € C°([a,b]), LIof =107"F. pour « > 1

lim (I¢f)(z) =0 pour «a>0.

T—a4



Chapitre 1.Notation et Définition Préliminaire

Fic. 1.3 — Mathématicien Georg Friedrich Bernhard Riemann né le (17-09-1826) .
1.2.2 Dérivation fractionnaire au sens de Rieman-Liouville[1],[7]
Définition 1.2.3 La dérivation fractionnaire au sens de Rieman-Liouville est
noté par BD? et est definie par : pour f € C'la,b] et 0 < a < 1

Epef(t) = % (I (t)) = m;ﬂ f; (t — s)n_a_l f(s)ds pour a>0, t>a.

n—a) dt"

Proposition 1.2.1 [1/,[7]
1. La linéairité.

2. lim" Do = fm=1),

r—

3. lim D2 = fm).

4. BDe o I = id.
5. a>0,t>aRDIof(t) = f(t),iel? D est un inverse gauche de I¢ du méme

ordre «.

6. «>0,meN,D=-2=LsRDf(t),7Drf(t)sont existant alors, DI D2 f (t) =%

D (t).
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7. I°BDef (t) = £ (1) — 3" [RDgﬁf(w]<yﬂ”‘j En générale BDOf et Iof

j=1 T(a—j+1)"

de méme ordre o me commutant pas entre elles.

F1G. 1.4 — Mathématicien Joseph Liouville né le (24-03-1809).

Remarque 1.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Rieman-Liouville d’une fonc-

tion constante n’est pas nulle.

RpeC +£0, CE€R .

1.2.3 Dérivation fractionnaire au sens de Caputol[1]

Définition 1.2.4 f € C([a,b],R), 0 < n—1 < a < n la dérivée fractionnaire

d’ordre a au sens de Caputo de la fonction f notée D f et définie par :

“Df () = 10 Df (1) = b [ s

I'n—a«a
f™ (t) dérivé de f (t) d’ordre n.

Remarque 1.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction cans-
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tante est nulle.

“DeC =0, CeR -
Propriétés 1.2.1 On a
1CDg (s = 1.

2. CDgf:Oéf(m):Z;”:Ble(x—a)j pour C; €R, i=0,1,...,n—1, a>0.

5. 12 [ODsf] (x) = f () — 0 252 10 (a).

1.2.4 Relation entre la dérivée de Rieman-Liouville et celle

de Caputo[1],[18]

Soit a > 0,n = [a] + 1, f posséde (n — 1) dérivée en “Df et BD2f existe alors

n—1
CDgf (x) =1 Dy | f (1’) - Z fkk(|a) (x — a)k D.p. (présque partout) .
k=0 ’

1.2.5 Dérivation fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

La définition donnée par Griinwald et Letnikov pour la dérivée fractionnaire de-
termine l'inverse a gauche de 'intégrale I®_ . Par conséquent c’est une autre fagon

de calculer I'integrale de Riemann-Liouville.

Les formule de Griinwald-Letnikov pour représenter la dérivée fractionnaire font

intervenir des limites de différences finies d’ordre fractionnaire.

Cette approche est importante pour la discrétisation de nos équations incluant des
opérateurs d’ordre non entier. La différence finie d’ordre « et de pas h d’une fonction

f sont,

(Vif) (@) = 32, (=1 (}) f ( — kh) pour a>0

10



Chapitre 1.Notation et Définition Préliminaire

pour f € C"(f de classe C™), la dérivée premiere de la fonction f est donnée par

PRI A IIGES (L2

dxz h—0

d™ f (x
e n
AN WHERD

La dérivée fractionaire au sens de Griinwald-Letnikov est une extension de cette

formule, puisque pour tout nombre fractionnaire positif v on a

Saif(x) = }llin%h_7 E,ﬁ (—=1)" (7) f(x —kh) pour a<z<b

_ T'(v+1)
tel que (Z) = TGO A1)

Théoréme 1.2.1 [9/S0it Q = [a,b], vy € C (0 < Re(v) < 1), l’espace pondéré C, |a, ]

des fonctions sur (a,b] définie par :

Clatl = {7 Iflle, = It =) F@llc}  Colad] = Cad].

Définition 1.2.5 [9/Soit f) (t) la dérivée d’ordren sur (a,b], tel que f™ € C, [a,b],

Vespace C [a,b] est donné par

Oyl = {F < Iflley = S 1@l + 172lo, < 00} €Y fab] = G la .

11



Chapitre 2

Principes de comparaison pour

EDF avec les dérivés de Caputo

Dans ce chapitre, on va étudier le principe de comparaison pour les équa-
tions différentielles fractionnaires de dérivées de Caputo. On compare les
solutions avec des inégalités strictes pour les EDF’s puis, on etudie 'existence du
solution extréme. Ensuite, on considére resultats de comparaison entre les inégalités

non strictes pour les EDF’s et les dérivées de Caputo.

2.1 Principe de comparaison avec des inégalités

strictes

Soit le probléme de la valeur initiale(PV I) avec 'EDF de type Caputo;

“DPx(t) = f(t,z(t))
z® (0) =ap, k=0,1,..;n—1

(2.1)

12



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

on feC(0,T| xR R)et0<n—1<p<n le(PVI) est équivalent a I’équation

intégrale fractionnaire de Volterra suivante :

n—1

xkk ! -1
x(t)zzr(kil)%—rip)/o(t—s)p £ (5,3 (s)) ds.

k=0

On utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 [22, p.4/Soit m (t) : Ry — R wune fonction continue et localement

Lipschtizienne, telle que :

m(ty)) =0 pour t; € (0,00)
m(t) <0 pour 0<t<t

Dp () >0 pour pe (0,1).

Théoréme 2.1.1 [22, p.4/On suppose que f (t,x) et F (t,x) deuz fonctions conti-

nues définies sur G = [0,T] x R, vérifiant l'inégalité :

f(t,z) < F(t,z),(t,z) € G. (2.2)

On suppose que x = ¢ (t) et x = @ (t) sont respectivement les solutions des problémes

a valeur initiale suivants, (0 < p < 1)

“DPz = f(t,x),2(0) = g, (E1)

“DPx = F(t,r),2(0) = a0, (2.3)

alors, on a

p((t) <®(t) pour tel0,T].

13



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

Preuve. On not ¥ (t) = ¢ (t) — @ (¢t),t € [0,7].

Pour t=0, ¥(0)=¢(0)—®(0)=0

et

“DP W (0) =¢ Dy (0) = DY® (0)
= f (O,LEQ) —F (0,1'0)
<0
=YD W (t)=D" U (t).
do >0 pour 0<t<o, V() <O.

Par I’absurde on suppose que ¢ (t) < ® (¢) est faux .

ty, (t1 > 0) tel que U (t;) =0

On note

B =inf{t, U (t) = 0,t > 0}

et

U(p)=0, U(t)<0 pour 0<t<pf
CDP W (t) = f(t,z) — F(t,z) pour t€[0,T].

Comme f et F sont continues sur G. Alors, U’ (¢) est une fonction localement bornée

par définition .

Pour cela WU (¢) est localement Lipschitizienne continue sur 0 < ¢ < 7', implique

DFW (B) > 0.

14



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

D’autre part, puisque ¥ (5) =0 on not v = ¢ () = ® (),

0< D" ¥ (B)
= D" ¢ (8) = D" @ ()

= f(B,7) = F(B,7)-

C’est une contradiction. D’ou le résultat souhaité. m

Remarque 2.1.1 Pour p =1, le théoréme précédent est vrai généralement et

s’appelle théoréeme d’EDO avec condition initiale.

Théoréme 2.1.2 22, p.5]/Sous Uhypothése (2.2), on suppose que x = ¢ (t) et
x = ®(t) sont respectivement les solutions des problémes & valeur initiale suivants,

“DPr = f(t,z), 2™ (0)=ay,,k=0,1,..;n—1, (2.4)

“DPr=F(t,x), 2™ (0) =24,k =0,1,..;n — 1. (2.5)

Alors

o (t) <®(t) pour te (0,7T].

Remarque 2.1.2 Certains chercheurs [6],[20] ont tenté de domner des principes
de comparaison similaires pour les EDF’s avec les dérivées de Caputo par la mé-
thode du théoréme de la valeur moyenne intégrale qui cependant ne garantit pas la
bonne répense de leur preuves. Yu et al [21|] présentés des théorémes de copmaraison
pour des EDF’s impliquant des dérivées de Rieman-Liouville et Caputo d’ordre

(0 < p < 1) avec condition de Lipschitz.

ftu)—f(t,v) < L(u—wv) pour L>0, u>wv.

15



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

2.2 Existence local et solution extremes

Dans cette section on étudie 'existance et les solutions extémes pour la (PVI) ([2.1])
Théoréme 2.2.1 [22, p.6/On suppose que f € C' [Ry, R] tel que;

-

et AM > 0 tel que |f (t,z)| < M dans Ry. Alors, il eziste au moins une solution

pour (PVI) (2.1).

n—1

JZktk
Rlz{(t,x):0§t<T =)
T (k+1)

Preuve. Soit § > 0 et zq (t) une fonction continue dans [—§, 0] tel que;

xék) (0) =x pour k=0,1,...n— 1.

et
pﬂw ot <k pour te[-6,0] et [CDPag(t)] <M
xy (1) = 20 (t) pour 0<n<§ dans [—0¢,0]
n—1 k t
.Z'kt 1 p—1
t— — ds. 2.
=3 Gy g € G (0

3=

T).

pour t € [0, 1], a; = min{«,n} et @« = min ([ T'(p+1)]

16



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

On observe que “ DPz, (t) existe.

-3 e | [ s s =y
< i [ = 1 G (s = s
< i [ =715 (o s =) dscar oy ()= 0 0)
<F [ e =
< k.

Si a; < « alors, on peut employer

n—1

Qiktk 1
ING I'(p

) / (t = )" f (s, (5 — 1)) ds.

tﬁ

k=0

Pour étendre x, (t) fonction différentiable continuellement fractionnaire sur [0, oo
tel que a; = min (o, 2n) , continuer ce processus on peut définir z, (t) sur [0, ] pour

que;

‘xn (t) = > iz éle];—t&—l ‘ <k pour te€l0,q]

D’autre part, pour 0 < t; < t5 < «,

)_l

0 0) =002 = 3] (&; Dt [ s s myas

tg—s f(s,x77 (s —mn))ds.

(<tk v t>) cro | = = = sy = ) ds

?T‘

=0
1

(

3'1‘
c\

??‘
O

’1

(p/ ty— 5" f (s, (5 — 1)) ds.

17



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

dM; > 0 tel que;

-1

<[~ oy

M
[(p

|$77 (t1) — Ly (t2)]

) /0 1 [(t1—s)" " = (t2— 5)" ] ds

M/tQ 1
+ — to — s ds
0 ), )

<M [(ta—th) + (5 —5) +2(t, — t,)7)]

< E.

A

Prouvé que |ts — t1| < §; = min {5’17 31?41 |:6]f41i|

},01]1 81 > 0 est tel que, |th — 7] <

a7 bour [tz — t1] < &7, puisque g (¢) =¥, ¢ € [0, ], est uniformément continue.
Alors, on trouve que la famille {x, (¢)} consiste d'une série de fonctions équicontinue

et uniformément bornées.

Le théoréme d’Ascoli-Arzela montre l'existence d’'une suite {7,,} telque;
m > 1ny > .. > Ny, N — 0 quand m — oo et z(t) = limx,, (t —n,) existe

uniformément dans [0, o] tel que; f (¢, z) est continue.

On obtient

f @y, () — f (& (t)).

m—00

D’ou les opérations terme par terme de (2.6)) avec n = 7, et @y = o, donne

n—1 g 1
z(t)=> " 0F(1§i1)+r(p [t —s)""" f(s,2(s))ds pour t€[0,q]

Donc, z (t) est un solution de (PVI)(2.1) pour t € [0, ] .

Par la méthode d’extension

n—1

{L‘ktk 1

— Lk+1) T(p) /0 (t—s)l’—lf(s,xn (s —n))ds.

M

18



Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

Il exist au moins une solution pour (PVI)(2.1) dans un intervalle [0, 7] .

Donc, le théoréme est prouvé. m

Théoréme 2.2.2 [22, p.8/Sous les hypothéses du théoréme il existe solution

extréme de (PVI) sur lintervale t € [0,7].

Preuve. On considére 'EDF avec les conditions de valeur initiale ;

CDPy = f(t,x) +em,2®(0) =z, pour k=0,1,..;n—1, (2.7)

ol &,>0(m=1,2,...) et &, — 0 quand m — co.

Alors par le théoréme|2.1.1} il existe au moins un solution z = ¢, (t) pour (PVI) (E,,)

pour ¢t € [0,77] :

n—1

l’ktk 1
Ck+1) T(p

) /o (t =) [f (5.0m (5)) + el ds.

OM

En outre, 3M, > 0 tel que ¢, (t) satisfait ;

n—1 k 1 ¢
on 01 = [ 157y gy, €9 U om0+ el
n—1 n—1
xktk oM [t ol xth 2MtP
= 2T (k+ 1) +F(p)/0 (= o) ds. = ];P(m 0| T
< M.
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fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

Pour t € [0,T], pour 0 <t; <ty <T;ona

o (1) = o (1) = w8 [ U G ) el
it [ U s () + s
_ D) s [0 P G o s )+l
- / (12— 17 [F (5,6 (5)) + 2] s

En suite M3 > 0 tel que;

— , (th —})

2 T(k+1)

oM
' (p)

oM /t2 1
4+ — ty —s)’ ds
F(p> t1 ( 2 )

<Ms[(ta—t1) + (th — )+ 2 (t2 — t1)"] .

[©m (t1) — om (t2)] <

/0 [t — s (ty— 5)" ] ds

< E.

1

prouver que |ty — t1| < §y = min{ég, ﬁ, [6573}?} , ou 0y > 0 tel que; |[th — ] <

3
3Ma "

Pour |ty — 1| < 64, puisque g (t) = tP,t € [0, o] est uniformément continue .

Ainsi la famille {¢p,, (t)} est une suite de fonctions équicontinues et uniformément
bornées sur ¢ € [0,7]. Donc grace au théoréme d’Ascoli-Arzela, la suite {¢,, (t)}
a une sous-suite {¢,,, (t)} uniformément convergente.

On note par @ (t) = ;}er}o“’mk (t), donc @ () est une solution de (PVI) dans
tel0,7].

D’autre part, puisque €, > 0 et f(t,x(t)) < f(t,z(t))+ €m, P (t) est la solution
maximale de (PV1) dans t € [0, 7] par le théoréme
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Chapitre 2. principes de comparaison pour les equations differentielles
fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

De la méme manieére, il suffit de remplacer ¢,, avec —¢,,, on observe qu’il existe une

solution minimale de (PVT)({2.1) dans ¢ € [0,7]. Donc la preuve est terminée. m

2.3 Principes de comparaison avec des inégalités

non strictes

On présente le principe de comparaison avec une condition de 'inégalité non stricte

pour 'EDF avec des dérivées de Caputo (1 <n—1<p<n).

Théoréme 2.3.1 [22, p.9/On suppose que f (t,x) et F (t,z) deuz fonctions conti-

nues définies sur G =1[0,T] x R et vérifies l'inégalité

ft,x) < F(t,z) pour (t,x)€G.

On suppose que x = ®(t) , D, (t), Pr(t) sont les solutions minimale et maxi-
male respectivement de (PV'I) (2.4)), et x (t) = U (t),W,, (t), Vs (t) sont les solu-
tions minimale et maximale respectivement de (PV'I) , alors @ (t) < Oy (1) et

D, (t) <U(t), pourt € [0,T].
Preuve. On considére le (PVI);
(E.):° D’z =F (t,z) +¢,2% (0) = 24,k =0,1,....,n — 1. (2.8)

ol € > 0 est un petit nombre positif.

Par théoréeme le (PVI) (2.8) a au moins une solution, 'on note par ¥ (t,¢),
puisque;

F(t,2) < F(t,a) < F(t,x) +etel0T].
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fractionnaires avec les dérivés de Caputo.

Du théoréme ona ®(t) < V(te), pourt € (0,7], puisque;
lmWV (t,e) = Uy, (1)

e—0

uniformément sur ¢ € [0,7], on obtient

O (t) < Uy (t) pour te[0,T].

Un simple remplacement de € par —e 'autre inégalité est prouvé de la méme maniére.

Ansi, la preuve est terminée. m
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Chapitre 3

Principe de comparaison et borne

de solution des EDF

Dans ce chapitre, on présente et verifie les principaux résultats de la compa-

raison et on donne simulation numérique avec des exemples

Lemme 3.0.1 [9, théorémeS3.1/Soit p>0,n=[a]+1,GE€R, f:(a,b] x G =R,
feL(ab),VeeG. Six(t) € L(a,b),x(t) vérifie

RDex (t) = f(t,x(t)) pour a>0, a<z<b.

(RD{ 72 (1)) =bp pour by€R, k=12 ..n—1

t=a

si et seulement si x (t) vérifie l'equation intégrale de Volterra suivante

p(t) =0, M s [t =) f (o (r) dr pour a € (0,1].

Lemme 3.0.2 [Y, théoréme3.24]Soit o >0, n=[a]+1,Ge€C, f:(a,b]xG— C

une fonction, tel que

Veedd, f(t,x)eCyla,bl pour 0 <vy<1l et v<au.
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Chapitre 3. Principe de comparaison et borne de solution des equations
différentielles fractionnaires.

r=mn pour o« € N.

r=n-—1 pour «o¢N.

Si x (t) satisfait

“Dex(t) = f(t,z(t)) pour a>0, a<z<b

z®) (a) = by pour by eR, k=0,1,...n—1

Si seulement si x (t) vérifie [’equation intégrale de Volterra ;

x(t) = Z?:_ol bj(tj:a)j + ﬁ fj (t—7) " f(rz(r)dr pour a>0, a<z<b.

Pour I'existance et 'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour EDF avec
les dérivées de Rieman-Liouville et Caputo voir [9]. La condition de Lipschitz

joue un role important dans la preuve de I'unicité.
Lemme 3.0.3 [23/Soit t >0, a € (0,1]

(i) Si 0<ac< %, g(a,t) = FL est continue monotone et positive.

(a+1)
(ii) si 1<a<l, glat)= F((iu) est continue monotone et positive
pour ¢ > max {exp FF,((SE))}

Preuve. La fonction g («) est positive. Comme, I' (o) est monotone décroissante sur

3

(O 5} , et monotone croissante sur [5, oo) , on peut facilement vérifier que;

72

I' (a + 1) est monotone décroissante sur a € (O, %} et monotone croissante sur (%, 1} ,
d T'(a+1)

T <0 tient sur a € (0,%).

de sorte que

Il est facilement voir que;

Ag(a,t) _ t°T(a+1)Int—tT’(a+1)
da I (a+1)

>0 pour OzE(O,%), t> 1.

Donc, ceci compléte la preuve de (7)
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Maintenant nous commengons & prouver (i)

On a
dg (a,t)  t°T'(a+1)Int —t°T" (o + 1)
oa 2 (a+1)

t°T (a+1)Int — t°T" (a + 1) > 0,
ce qui implique que
I"(a+1)
t> — .
o (F (a+1) >

Ainsi en sélectionnant t* = max {exp Dlatl) 1} , 99(at) - () tient quand t > t*.

I(a+1)’ [oJe

Ceci compléte la preuve de l'enoncé (ii). D’oul le lemme est prouvé. m

3.1 Principaux résultats

Théoréme 3.1.1 [25/Soit 0 < a < 1, G un owvert de R, f : (0,00] x G — R est

une fonction telle que

f(t,x) e L' (0,00) pour Vz € G,
et F': (0,00] x G — R, une fonction telque,

F(t,x) € L' (0,00) pour Vz € G.

On suppose que [ (t,x (t)), F (t,z (t)) vérifient la condition de Lipschitz par rapport

a x tels que,
V.I'LQUQ < G, HLf,LF ‘f (t,ZUl) — f (t,$2)| S Lf ‘ZCl — T

‘F(t,lj) — F(t,$2)| S LF |JZ’1 — 1'2’
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Chapitre 3. Principe de comparaison et borne de solution des equations
différentielles fractionnaires.

la solution de (PVI)

“D§,x(t) = f (. (t),a € (0,1] (3.1)
z(0) =z

CDg x(t) = F(t,z(t),a € (0,1] (3.2)
z(0) =z

On note x = ¢ (t) et x = ®(t), t € (0,00) sont respectivement les solutions de

(5 1)et (3.9). Si
f(t,x) < F(t,z) pour V(t,x) € (0,00) x G.

Alors

p(t) <®(t) pour Vte (0,00).

Preuve. D’aprés le lemme les equation (3.1)) et (3.2)) sont equivalentes a

1 ! a—1
x(t) =z + m/o (t—7)"" f(r,x(7))dr,a € (0,1]. (3.3)
et
1 ! a—1
x(t)_l'o—Fm/o‘(t—T) F(T,LC(T))dT,OéE(O,H. (34)

respectivement, selon [16], théoréme3.1] les deux equations (3.3)),(3.4)) ont une solution

unique.
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Puis, en appliquant le théoréme de la valeur moyenne, il existe une constante s* €

(0,%) tel que,

B ()= ¢ (1) = 7 | (=9 (P2 00) = F (o () ds
* * * * ta
= [F (" @ () = F (56 ()] oy > 0

Ce qui donne

o (t) < ®(t) pour Vte (0,00).

Ce qui achéve la preuve. m

Théoréme 3.1.2 [25/S0it 0 < a <1, G CR, f:[0,00) x G — R est une fonction

telle que,

f(t,z) € L'[0,00) pour Vz € G

et F:]0,00) x G — R, est une fonction telle que,

F(t,x) € L'[0,00) pour Vx € G.

On suppose que f (t,x (t)), F (t,z (t)) vérifient la condition de Lipschitz par rapport
a x tel que;

V.’L’17$2 € G, HLf,LF
|f<t,.7)1) - f(t,l‘g)‘ S Lf |$1 - 'r2‘
|F(t,ZL‘1) — F(t,l’g” S LF |l’1 — ZL‘2|,

la solution de (PV'I)

°Dg x(t) = f(t,x(t)) pour a € (0,1]

0+

z (0) = xg

27
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°Dg x(t)=F(t,x(t)) pour t>0, a€ (0,1]

0+

z (0) = .

On note x = ¢ (t) et x=®(t),t €[0,00), si

f(t,z) < F(t,x) pour V(t,z) € [0,00) x G.

Alors

e (t) < ®(t) pour Vte|0,00).

Théoréme 3.1.3 [23/Soit G C R, f : (0,00) x G — R est une fonction tel que,
f(t,x) € L(0,00),Vz € G. Suppose que f (t,x (t)) vérifie la condition de Lipschitz
par rapport a x . tel que

Vaixe € G,AL,

[f (t1) = f (t,@2)] < Llay —

la solution de (PVI)

“Dixt)=f(te®),acO1] (3.5)
\ x (0) = xg
et (
°D§x(t)=f(tx(t),Be (0,1 (3.6)
x (0) = xg

\

Onnotex =@ (t) et x=®(t),t € (1,00).

Si 0<a<pf<1 alors |e(t)] <|®(t)], Vte (1,00).
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Chapitre 3. Principe de comparaison et borne de solution des equations
différentielles fractionnaires.

Preuve. D’aprés le lemme(3.0.1)), les equations (3.5)) et(3.6)) sont équivalentes a on

a
z(t) =xo + ﬁ fot (t—5)*""f(s,x(s))ds pour « € (0,1]

v (t) =20+ g7 Jo (t—5)" " [ (s,2:(s))ds pour B € (0,1]

respectivement, pour V¢ € (1,00).

t _Sa—l _Sﬁ—l
el =120 < | (“F(;) -k >|f<s,x<s>>rds

te th
< — .
< px 1 Gor O s ~ v 51 )
D’aprés le lemme |3.0.3| implique que, pour 0 < a < <1

o B t8 _
T(a+1) T(3+1)

0.

pour cela

o (O] =@ (@)] <0.

Ce qui implique que

lo ()] < |®(t)] pour te€ (1,00).

Théoréme 3.1.4 [25/Soit G C R, f : (0,00] Xx G — R est une fonction tel que,
f(t,z) € L(0,00), Vo € G. Suppose que f (t,z (t)) vérifie la condition de Lipschitz
par rapport & . On note x = p(t) et = = ®(t), t € (1,00) les solutions des

probléemes a valeurs initiale suivants telles que

“Dg x(t) = f(t,x(t)) pour t>0,ac(0,1]

x(0) =z
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CD€+I (t)=f(t,x(t)) pour t>0,5¢€ (0,1]

z (0) = xo.

Si 0<a<p<1 alors |p(t)] <|®(t)], Vte{0}U]l, 00).

3.2 Simulation numérique

On présente deux exemples ci-dessous, la varété de bornitude des variables par-
tage 'ordre des dérivés fractionnaires est montré numériquement ,ce qui vérifie nos

conclusions intuitivement .

Exemple 3.2.1 On considére le systéme fractionnaire de Lorenz

“Dg () =10(y (1) — = (1))
“DGgy (t) =28z (1) —x (1) 2 (1) —y (1)

‘D5z (t) =2 (t)y () — 5= (1)

Ou « € (0,1]. En utilisant Matlab, bornitude de la solution résulte de l’ordre frac-

tionnaire o sont indiqués dans le tablel suivant :

On peut voir que lorsque o = 1 ,les résultats bornitudes sont ici coincident avec eux
de[19].
Tablel : résultats de délimitation du systéme de Lorenz fractionnaire avec ordres

différents.
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ordre fractionnaire résultate de bornitude

a max {|z|} max{|y|} max{|z[}
1.00 19.6809  27.1320  47.8623
0.99 19.4995  26.9680  47.1978
0.95 18.7455  26.3393  44.5579
0.90 17.8611 255505  41.4630
0.80 16.2534  24.0579  35.9832

TAB. 3.1 — Tableau représente résultats de bornitude du systéme de Lorenz fraction-

naire avec ordres différents.
Exemple 3.2.2

On considére les systémes fractionnaires de Lorenz suivants comme

.S1 Systéme Chen

CD3+x:a(y—x’>
°D y=(c—a)z+cy— 2z,

+

CD8‘+Z = —bz + zy,

avec

a=35,b=3¢et c=28.
.S2 systéme Liu

CD&x =a(y—=x,)

CD&y =br —zz

CD&Z = —cz + ha?
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avec

a=10,b=40,c=2.5¢et d =4.

.S3 Systéme Rossler

CD&x =—y—2z,
“Df y=x+ay

+

CD8‘+z:b+z(:p—c)

ou

a=0.2b=0.2etc=5.7.

.S4 Systéme Rikitake

°D8 &= —px+yz
C Na o
Dyy=—py+(z—a)x

“D§ z=1—uay

+

avec

.S5 Systéme Lii

“Dg.x=aly— =)

+
CD(C]:y =cy— a2

“D§ 2= —bz+ay

+

avec

a = 36,b= 3etc = 15.5.

32



Chapitre 3. Principe de comparaison et borne de solution des equations
différentielles fractionnaires.

.56 Systéme Genesio-Tesi

CD&Q: =y
CD8“+y =z

CD3+Z = ax + by + cz + 2*

avec

a=—6,b=—-292e¢et c=—12.

Tous les systémes ci-dessus avec des dérivés classiques peuvent étre trouvés dans
[3] ici, on peut clairement voir que toutes les limites les résultats coincident avec le
principe de comparaison que nous avons obtenu. Les résultats de la simulation sont
présentés dans le tableau 2. Dans les simulation ,la méthode de Griinwald-Letnikov
[13],[5] est utilisée pour les calcul. Toutes les conditions initiales du différentiel frac-
tionnare les sysémes du tableau2 sont|xg, 4o, 20] = [0.9,0.1,0.6] et la taille de pas est

choisie comme h = 0.005.

Table2 : Résultats de délimitation des systemes fractionnaires de type Lorenz-like

avec des ordres différents.
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Stabilité Résultat de délimitation

a  max{[z]} max{ly[} max{|z[}

S1 instable 0.99  28.4555 32.7231 49.6263
instable 0.95  27.0727 31.3872 46.0954
instable 0.90  25.4431 29.7724 42.0155

stable  0.80  22.5577 26.6153 35.2495

S2 instable 0.99  588.780 1406.00 142.701
instable 0.95  566.419 1170.46 122.819
instable 0.90  540.959 927.932 111.472
instable 0.80  502.322 849.176 94.8312

S3 instable 0.99  9.41108 8.69060 7.13496
instable 0.95  1.39681 1.39800 0.60000
stable  0.90  0.90000 0.45738 0.60000
stable  0.80  0.90000 0.23777 0.60000

5S4 instable 0.99  5.08552 4.34246 10.3061
stable  0.90  3.59630 3.04730 9.25893
stable  0.80  2.64461 2.23361 8.63003
stable  0.80  0.90000 0.23777 0.60000

S5 instable 0.99  20.1493 21.7556 33.2010
instable 0.95  19.4178 21.1942 31.1303
stable  0.90  18.6082 20.5098 28.8645
stable  0.80 17.2961 19.4706 25.1949

S6 instable 0.99  5.28135 7.24617 12.4570
stable 0.95  3.20717 5.03004 9.46551
stable  0.90  0.90000 0.75240 1.28571
stable  0.80  0.90000 0.37647 0.61184

TAB. 3.2 — Tableau représente résultats de délimitation des systémes fractionnaires

de type Lorenz-like avec des ordres différgats.



Conclusion

n conclusion, Ce mémoire donne une idée générale sur le principe
de comparaison pour 'EDF avec les dérivées de Caputo d’ordre p
0 <n-—1< p < n.Dans cette mémoire, on a obtenu des princips
de comparaison pour les equations différentielles fractionnaires avec les dérivées de
Caputo d’ordre p (0 <n —1< p <n) sous inégalités strictes et non strictes,puis
I’existance locale et les solutions extrémes d’EDF impliquant les dérivés de Caputo
ont été proposés. Les résultats présentés dans cette mémoire peuvent étre appliqué
pour une étude plus approfondie des propriétés quantitatives des EDF avec dérivés

Caputo.

D’ou, on a étudie le principe de comparaison de EDF avec différentes conditions,
et obtien différents principes de comparaison liés au fonction et ordre des dérivés
fractionnaires, respectivement avec ’aide du principe de comparaison et des résultats
de bornage de systéme de Lorenz, dans[19] nous avons étudié la bornage de la

fracturation systéme de Lorenz.

Des simulation numériques sont effectuées qui illustrent notre analyse théorique.
Parallélement, via la simulation numérique ,la stabilité des systémes différentiels
fractionnaires ci dessus est egalement obtenu de I’examen des portraits de phase en

utilisant la stabilité critérer dans[15].
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Annexe : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expliquées ci-dessous :

R : l’ensemble des nombres réels
N : D’ensemble des nombres naturels.
C([a;0]; R) : D’ensemble des fonctions continues de l'intervalle [a;b] dans R

|.] : valeur absolue ou module

r(.) : fonction Gamma

B(.,.) . fonction Béta

v : différence finie

I . intégrale fractionnaire

R Do : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

¢ pe : Dérivée fractionnaire de Caputo

EDF . Equation diffirentielle fractionnaire

Sarf : dérivée fractionaire au sens de Griinwald-Letnikov
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