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Introduction

I es équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) sont un nouveau type
d’équations différentielles stochastiques (EDS), qui ne peuvent pas étre traitées par

les méthodes usuelles pour les EDS.

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) ont été introduites pour la
premiére fois en 1973 par J. M. Bismut [I] dans le cas linéaire et par Pardoux et Peng [I1] en
1990 dans le cas général (avec le générateur f non linéaire et une donné terminale de carré
intégrable). La preuve de ce résultat est basée sur le théoréme de Théoréme de représentation

des martingales Browniennes et un argument de point fixe.

Dans ce mémoire, on s’interesse aux équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)
dirigées par une famille de martingales de Teugels. Ce type de martingale est introduit pre-
mieérement dans Nualart et al. [9]. Ils ont construit une famille dénombrable de martingales
de carrées intégrables, orthogonal est adaptées a la filtration engendrée par le processus de

Lévy.

Nualart et al. [§] ont étudié une nouvelle classe des EDSR dirigées par une famille de martin-
gales de Teugels a été introduite. Ils ont établi dans le cadre Lipschitzienne I'existence d’une
solution unique pour ce type d’équations. Ensuite, Bahlali et al. [2] étudient I'existence et
I'unicité de solutions pour les EDSR globalement ou lecalement Lipschitizienne dirigées par

une famille de martingales de Teugels et un mouvement Brownien indépendant.

Soit (€2, F,PP) un espace de probabilité avec une filtration F = (F;) ., satisfaisant les
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conditions habituelles. On considére 1'équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR)

dirigées par une famille de martingales de Teugels :

—dyy = [ty 20, Ze) dt — 2dWy = Y ZdH,

i=1

ou :

e La condition terminale Y = &, qui est une variable aléatoire, Fr -mesurable et de carré
intégrable.

e Le générateur f = f (t,w,y, z, Z), qui est une fonction progressivement mesurable donnée.

o H(t)= (Ht(i)) : des familles de martingales de Teugels.
i=1

Résoudre cette EDSR, c’est trouver un couple de processus (Y3, Zt)tzo qui vérifie I’équation

et qui est F-adapté c’est-a-dire ne dépend que de I'information connu jusqu’a l'instant ¢.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

< Le premier chapitre est consacré aux généralités de base, processus stochastique, filtration,

mesurabilité, adaptation, mouvement Brownien, martingale, intégrale stochastique, ....

< L’objectif de deuxiéme chapitre est de présenter un premier résultat d’existence et d’unicité
de la solution d'une EDSR dans le cas Lipschitz. Ce résultat a été obtenu par Pardoux

et Peng en 1990.

< Dans le troisieme chapitre, nous étudions l’existence et 1'unicité d’une solution pour
I’EDSR dirigées par une famille de martingales de Teugels. Ce résultat a été obtenu

par Bahlali et al. [2].



Chapitre 1

Généralités sur les processus

stochastiques

Le processus stochastique est un phénomeéne qui évolue dans le temps d’une maniére
aléatoire. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en
physique statistique, en biologie (évolution génétique et génétique des populations), médecine
(croissance de tumeurs épidémie), et bien entendu les sciences de 'ingénieur. Dans ce dernier
domaine, les applications principales sont pour I’administration des réseaux de l'internet, des

télécommunications et bien entendu dans les domaines économique et financier.

1.1 Processus stochastiques

On va s’intéresser & des phénomeénes dépendant du temps. Ce qui est connu a la date ¢

est rassemblé dans une tribu A;, c’est 'information & la date t .

Définition 1.1.1 : (Processus stochastique) Un processus stochastique X = (X;)ier est

une famille de variables aléatoires X; indexée par un ensemble T.

e Fn général T = R ou R, et on considere que le processus est indexé par le temps ¢.

e Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.
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e Si T = N alors le processus est une suite de variables aléatoires. Plus généralement quand

T C Z, le processus est dit discret.

Définition 1.1.2 : Un processus dépend de deuz paramétres, X;(w) dépend de t (en général

le temps) et de l'aléatoire w € ) :

i) Pourt € T fixé, w € Q — Xy (w) est une variable aléatoire sur l’espace de probabilité
(Q, F,P).
ii) Pourw € Q fixé, t € T — Xy (w) est une fonction a valeurs réelles appelée trajectoire du

processus X .

Exemple 1.1.1 : On considére une séquence infinie de tirage (pile ou face) de Bernoulli.

Ces tirages sont supposés indépendants. L’ensemble des résultats possibles est :

0= {(wl,w%...) fw = {?}},

ol

P(P)=p, P(F)=q=1—-p, 0<p<Ll

Pour tout w € Q) et pour tout n € N, on définit des variables aléatoires X, comme suit :

1 st w=P
VneN: X, (w)=

0 st w=F,

donc : (Xy),cy €5t un processus défini par :
1. X1, X5, ... indépendantes.

2.P(X,=1)=p,P(X,=0)=¢q,p+qg=1.

Définition 1.1.3 : Un processus X est gaussien si toute combinaison linéaire finie de (X¢)i>o

est une variable aléatoire gaussienne, c’est-a-dire si :

n
Vn, Vt;, 1<i<n, Va,, E a; Xy, est une v.a.r. gaussienne.
i=1
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Définition 1.1.4 : On dit que le processus (X¢)i>o est continu (ou a trajectoires continues)

st les trajectoires t — Xy (w) sont continues pour presque tout w.

Définition 1.1.5 : Un processus est dit cadlag si ses trajectoires sont continues a droite et

pourvues de limites a gauche pour presque tout w.

Corollaire 1.1.1 : Soit X etY deux processus stochastiques cadlag. St X est une modifica-

tion de Y, alors X et'Y sont indistinguables.

Définition 1.1.6 :

i) Un processus X = (Xi)i>0 est dit & variation bornée sur [0,t] si :

Sltlpz ‘th‘+1 - th- S K7

le sup étant pris sur les subdivisions 0 < tg < ... <t; <t;1 <t.

ii) Un processus X = (Xi)i>0 est dit & variation finie sur [0,t] si :

< 00,

sup E |Xti+1 - Xy,
t; -
(]
le sup étant pris sur les subdivisions 0 < tg < ... <t; <ty <t.

Définition 1.1.7 : Un processus (X;),~q tel que Xo = 0 est a accroissements indépendants

st pour tout suit fini 0 < t1 <ty < ... < t,, les variables aléatoires :

Xy, Xpy — Xy y ooy X4, — X4

n—1

sont indépendantes.

Définition 1.1.8 : Un processus a accroissements indépendants est a accroissements sta-

tionnaires st la loi de l’accroissement :

Xt+s - Xt7
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ne dépend pas de t, pour tout t > 0.

Définition 1.1.9 : (Filtration) Une filtration est une famille croissante de sous tribus de

F, telle que :

Fs CF; pour tout s <t.

Définition 1.1.10 : Un processus (Xi)i>o est dit adapté si pour tout t > 0, X; est Fi-

mesurable.

Définition 1.1.11 : (Temps d’arrét) Une variable aléatoire T est un temps d’arrét si
[’événement :

{T <t} eF pourtout 0<t< 0.

Définition 1.1.12 : Un processus X est dite a accroissements indépendants si on a :

i) Xo=0, Pp.s.

ii) Vn > 1,Vty, .., t, € Ry telque : 0 < t; <ty < ...<tp, lesv.a (th,th — Xy, Xy, — thl)

n

sont indépendantes.

Définition 1.1.13 : Un processus stochastique (X;)icr+ €St un processus accroissements
indépendants stationnaires si : Vs, t € Ry, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; — X a

la méme loi que X;_s. Autrement dit :
Vh >0: Xt+h - Xerh é ths~

Lemme 1.1.1 : Soit X = (X;;t € RY) un processus & valeurs R? tel que Xo = 0. Alors
X, est un processus & accroissements indépendants (P.A.I) ssi pour tous s < t, X; — X, est

indépendant de o(X,,u < s).

Preuve.
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=) Si Xyest un PPAL et si0 =1ty < t; < ... <t, <s <t X, — X, est indépendant de
(X4, Xy — X4y ooy Xy, — X4, ) donc il est indépendant de (Xy,, ..., Xy, ) et de o( X, u <
s).

<) Si, Vs <t, X; — X, est indépendant de o(X,,u < s),on apour 0 <ty <t <..<t,

et f; € B(Rd),

5 (15 05 %)) =5 5 - )3 (T - 0

1.1.1 Martingales

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable.

Définition 1.1.14 : Un processus (M;)i>o adapté par rapport une filtration (F),-, et tel que

pour tout t > 0, M, € L' est appelé :

i) Une martingale si pour s <t : B[M,; | Fs] = M.
ii) Une sur-martingale si pour s <t : B[M,; | Fs] < M.

iii) Une sous-martingale si pour s <t : E[M, | Fs] > M.

Exemple 1.1.2 : Si X est un processus & accroissement indépendants avec X, € L' pour

tout t > 0 et (Fy),;5q sa filtration naturelle. Alors :
(X: —E[Xy]), t>0

est une F:X-martingale.
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Théoréme 1.1.1 : Soit M sur-martingale continue & droite (resp. martingale), et soit S et

T deux temps d’arrét bornés tels que S < T. Alors Mg et My sont intégrables et :

Mg > B[My | Ms| p.s. (resp. =)

Proposition 1.1.1 : (Décomposition de Doob) Soit (X;); un processus aléatoire inté-

grable. Alors il existe une martingale (M), et un processus F-prévisible (Vi):, tels que :
My =Vy =0, et

Xy =Xo+ M, +V,, pourtout t>0.

De plus, cette décomposition est unique.

Définition 1.1.15 : On dit qu'un processus M = (M), est une martingale locale s’il existe

une suite de temps d’arrét (1y); telle que :

Ty — oo, P-p.s.

et le processus arrété M™ est une martingale pour tout t.

Définition 1.1.16 : Une semi-martingale est un processus

X=Xy +A+ M,

ou A est un processus a variation finie, Xo est une variable Fy-mesurable et M est une

martingale locale, ces deux deniers processus étant issus de 0.

1.1.2 Mouvement Brownien (MB)

Le mouvement Brownien est en général noté (W;):>o en référence & Wiener ou (By):>o

en référence & Brown.

On se met dans un espace probabilisé complet (Q2, F, P).

8
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Définition 1.1.17 : On dit que B = (B;)i>0 est un mouvement Brownien (réel, nul en 0),

si les conditions suivantes sont satisfaites :

i) Les trajectoires t — By sont p.s. continues sur R,.
ii) By =0, P-p.s.
iii) Pour toutn > 2, et
tous 0 <t; <ty <...<t,, By, — B, ,,..., B, — By,, By, sont indépendantes.

iv) Pour toust > s > 0, B, — By suit la loi gaussienne N'(0,t — s).

Proposition 1.1.2 : (Propriétés des trajectoires) Si B un mouvement Brownien, alors

presque strement, on a :

a) t+— By(w) n’est dérivable en aucun point t.

b) ¢ +— By(w) n’est pas & variation finie en aucun point ¢.

Proposition 1.1.3 : Si B est un mouvement Brownien, alors les processus suivants sont
aussi des mouvements Browniens :

a) X; = —B,;. (Symétrie).

b) S Z 07 Xt = Bt+8 - BS.

Preuve. D’aprés la définition ((1.1.17)) on a :

a) Posons : X; = —B;.

i) Yw € Q, la trajectoire t — X;(w) = —B;(w) est continue puisque ¢ — B;(w) est continue.
ii) X() = _BO = 0, P—p.S.

iii) Puisque X}, — Xy, , = By, , — By, et que VO < ty < t; < ... < ty, les variables aléatoires :

B, — By,, By, — By, .., By, — By, _,

sont indépendantes, alors V0 < ty < t; < ... < t, les variables aléatoires :

By, — By, By, — B4y, ..., By, — By

k

9
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sont indépendantes, ce qui implique que :

Xy — X, Xpy — Xoyy s Xy, — X4y,

ko _

sont indépendantes.

iv) Vs, t > 0, tel que s < t, X; — Xy = (Bs — By) est de distribution normale d’espérance 0
et de variance ¢t — s.

b) Posons : X; = B, — Bs.

i) Vw € Q, la trajectoire t — X;(w) = Biis(w) — Bs(w) est continue puisque t — By(w) est

continue.
ii) Xg == BO+S - Bs = 0, ]P—p.S.
iii) Puisque

th - thfl = (Bthrs - BS) - (Btk—1+3 - BS)

= Btk+5 - Btk—1+sa

et que VO < tg < t; < ... < tg, les variables aléatoires :

Bt1+8 - Bto-i-sa Bt2+s - Bt1+57 sy Btk+5 - Btk_l-&-s

sont indépendantes, alors V0 < ty < t; < ... < t, les variables aléatoires :

Xy — Xig, Xoy — Xoyy s Xy — Xy,

sont indépendantes.

iv) Yu,t >0, tel que : u < t,
Xy — Xy = (Bt+s - Bs) - (Bu—i-s - Bs)
= Bt+s - Bu+s

est de distribution normale d’espérance 0 et de variance : (t+s) — (u +s) =1t — .

10
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Proposition 1.1.4 : Soit (B;),, un mouvement Brownien, alors :

a) B, est une martingale.
b) B? —t est une martingale.

c) Pour tout réel o, exp (oth — %2t> est une martingale.

1.2 Calcul d’It6

1.2.1 Intégrale stochastique

Il s’agit d’une intégrale définie facon similaire & l'intégrale de Riemann comme limite
d’une somme de Riemann. Si on se donne un processus de Wiener (ou mouvement Brownien),
B :[0,7T] x 2 — R ainsi que X : [0,7] x  — R un processus stochastique adapté a la
filtration naturelle associée & By, alors 'intégrale d’Ito / tqust est définie par la limite en

0

moyenne quadratique de

n—1
Z¢i(Bti+1 - th)
=0

Soit (£2, F,P) un espace probabilité et B; un mouvement Brownien sur cet espace, et la filtra-

tion naturelle du mouvement Brownien F; = o (B, s < t). L’objectif c’est définir 'intégrale

t
/ ¢sdBs pour des processus ¢ :
0

« Cas étagé

On dit qu'un processus ¢ est étagé (ou élémentaire) s’il existe une suite de réels ¢;,
0 <ty <t <..<t, et une suite de variable aléatoire ¢; telle que ¢; soit F;,-mesurable de
carré intégrable ¢, = ¢; pour tout ¢ € |t;, t;11] . Soit
n—1

qbs (w) = Z¢l (w> 1]ti,ti+1] (S) :

1=0

11
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On définit

t n—1
[ 0B =Y i (B - Bu).
0 i=0

E [ /0 t@st} =0 et Var [ /0 t¢sst] —E { /O tqﬁ?ds] .

t n—1
/ ¢.dBs = Z¢z (Btiﬂ/\t - Btmt) .
0 i=0

On sais que

Alors

<« Cas général

Soit I'ensemble £2 (2 x R, ) des processus ¢ est Fi-adaptés caglad (continus & gauche
limite & droite). Si ¢ un meilleur processus, il existe (¢%) une suite de processus étagés telle

que :

E[/Oth—cbz)ds} -0,

quand n tend vers oo.

Ainsi, pour tout ¢ > 0 il existe une v.a I; (¢) = / ¢sdB de carré intégrable.
0

E Uoooqﬁsst} = 0.

00 n—1
1) = [ 0B =Y 0 (B B).
1=0

On va montrer que :

I; (¢) est gaussien, car (B;) est un processus gaussien alors

E [[t (¢)] =E

n—1
Z¢’L (BtH,l - Btl)
=0

=

n—

= il (Bt - Bti)

141

-
I
o

I
=

12
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Comme E (Bti o Btl.) =0 cas (Bti o Bti) sont a accroissement indépendantes.

Pour montrer que :

var i) =5 | ["oras].

En effet, on a :

| 1=0
n—1
= (¢Z)2 [ |:(Bt7,+1 Btz)2:|
=0
n—1 )
= (¢)? (tipr — 1) = ¢ids
=0 0

1.2.2 Propriétés d’intégrale stochastique

Il y’a plusieurs propriétés sur l'intégrale stochastique les plus important sont :

1) Linéairité :
t t t
(/ W¢i+b¢9st=a/ﬂﬁd35+b/lﬁd3&
0 0 0

2) Additivité : Por 0 <s <u <t <T

t u t
/¢vdBU:/ ¢vdBv+/¢vdBv

3) Propriétés de martingale : Pour tout processue ¢ les processus :

t I, (¢) et t— I, (¢) — /Ot¢§ds

13
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sont des (ftB )—martingales continues on a :
) ¢
B((1(0) - L.(6)° | 7] =B [ ¢adu] 72
0

4) Si (X))

t€([0,T

T
] est un processus Fi-adapté et E (/ | X, |? ds) < +00, on a l'inégalité :
0

/0t|XS|2dBS g4EUOt|XS|2dS]
(At¢sst)2 :E(/thﬁgds).

2

E

sup
0<t<T

5) Isométrie :

E

1.2.3 Processus d’Ito6

Définition 1.2.1 (Processus d’Itd) : Un processus d’It6 est un processus de la forme :
t t
X = X +/ Ysds + / 0,dB; P-p.s.
0 0

Avec X est Fo-mesurable, ¢ et 0 deux processus F;-adapté vérifient les conditions d’intégra-
bilité :

¢ ¢
/ lps| ds < +o00 et / | 65 ||? ds < +o0,
0 0

ot le coefficient o et le drifter ou la dérivée et 0 est le coefficient de diffusion. On note de
maniére infinitésimale :

dX, = p.ds + 0,dB,.

14
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1.2.4 Formule d’Ito6

Théoréme 1.2.1 (Premiére formule d’Itd) : Supposons f de classe C*. Alors :
t 1 t
FO) = )+ [ PO+ [ 7)),
0 0

= f(Xo) +/O f(X,)dX, + %/ﬂ f(X,)6%ds.

Théoréme 1.2.2 (Deuxiéme formule d’It6) : Soient X un processus d’Ité et f une fonc-
tion définie sur R* x R de classe C' par rapport a t et de classe C* par rapport ¢ X, on

a:

F03) = 5050+ [ fils. Xods+ [ s XdXe+ g [ L XA ),

t t 1 t
:f(o,Xo)+/fg(s,XS)dH/f;(s,Xs)dXSJr5/ 7 (s, X,)0%ds.
0 0 0

On peut écrire cette formule sous forme différentielle :

W@X%=M@Xﬁ+%$@&Wﬂﬁ+ﬂ@&M&-

Exemple 1.2.1 : On a :
dXt = ,uXtdt + O'XtdBt,

X():X.

On pose : Yy = exp (—ut) X;, Vt > 0 et f(t, X;) = exp (—put) Xi, on a donc :

f;:(t7 Xt) = exp <_:U’t) ) falc/m (tv Xt) - 07
et

fi (¢, Xt) = —puXiexp (—put) .

Alors :

dY; = uX;exp (—pt) dt + exp (—ut) dX; = oY;dBy,

15



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

ou encore :

t
Y}:X—i—/UY;dBS.
0

Application la formule d’Ité o g (Y;) =1In(Y;), on a donc :

1 1
gy, (Yy) = v Iy, (Vi) = vz 9:(Y:) =0
et d(Y,Y), = o*Y?2dt.

La formule d’Ité s’applique :

1
dg () =g(Yo) + g (Yo)dt + gy, (V) dYe + S g7y, (Vi) d (Y, Y,

1 1 1
=0+ 0dt+ —dY; + - | —— | 2Y2dt
+ + Y; t"’ 2 ( Y?) g t

1
= odB,; — §U2dt.

En intégrant, on obtient :

t
X, = X exp (ut + 0B, — §a2> .

Remarque 1.2.1 : La formule d’It6 s’énonce également dans le cas multidimentionnel (ie

o (t), 6(t),B(t) sont des matrices)

f(tv Xt) = f(O, XO) + /Otfs(sa Xs)903d5 + Atfx(sa XS)QOSdS
—|—%tr {9 (s)" f(s, X (s))G(s)} +/0 fa(s, X)05dBs.

Proposition 1.2.1 (Formule d’intégration par parties) : Soient X; et Y; deux proces-

sus d’Ito :

t t t t
Xt:X0+/gosds—|—/93st P-p.s et Y;:Yo—l—/gosds—i—/esst, P-p.s.
0 0 0 0

16



Chapitre 1. Généralités sur les processus stochastiques

Alors :

t t
XY, = XoYy + / X, dY, + / Y, dX, + (X,Y),
0

0

Cette formule est connue sous le nom d’intégration par partie.

1.2.5 Formule d’It6 et semi-martingale

Théoréme 1.2.3 : Soit X = {X;,t € [0,T]} une semimartingale et cadlag, avec variation
quadratique, notée [X] = {[X], : t € [0,T]} et soit F € C* une fonction réelle. Alors : F (X)

est une semi-martingale et la formule suivante :

F(X;) =F(Xy)+ /tF’ (X, )dX, + %/tF (Xs-)d[X];

(1.1)
+ Z {F (XS) - F(Xs—> - (Xs—) AX5}7

0<s<t

Exemple 1.2.2 :

o Si F(x) =22, la formule (1.1]) prend la forme
t t
X2 =X2 +/2XSdXs +/d[X]s.
0 0
e Si L et K sont semi-martingales et cadlag, on a :

t t t
LK, = LOKO—i—/LS_dKS —|—/KS_dLS —I—/d[L,K]S,
0 0 0

ot [L, K] covariation quadratique des processus L, K.

17



Chapitre 2

Equations différenetielles

stochastiques rétrogrades (EDSR)

l es équations différentielles rétrogrades (EDSR) sont des nouveaux types d’équations
différentielles stochastiques (EDS) qui ne peuvent pas étre traitées par les méthodes

usuelles pour les EDS.

2.1 Motivations et notations

Soit B = (Bi)o<t<r un mouvement Brownien standard d-dimensionnel défini sur un espace

de probabilité filtré (2, F,F,P) ot F = (F;)o<t<r est la filtration naturelle de B.

On travaillera avec deux espaces de processus :

o S%(R¥) : L’espace vectoriel formé des processus progressivement mesurable Y, & valeurs
dans R tel que :

VI =B | suwp [%F] < o
0<t<T

o NM? (R’”d) : L’espace vectoriel formé des processus progressivement mesurable Z, & valeurs
dans R¥*4 tel que

T
12|, = B / 12,12 dr] < oo,
0

18



Chapitre 2. Equations différenetielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

tel que z € R4 et ||z]|> = tr (22*), pour simplifie on note |z| .

On considere I'équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) :
_d}/;‘, = f (ta }/:‘,7 Zt) dt — thBt7 }/;ﬁ = 57
ou d’une fagon équivalente sous forme intégrale :
T T
Yt=£+/ f(nYr,Zr)dr—/ Z,dB,, 0<t<T. (2.1)
t t

Dans I'EDSR (2.1)), les éléments de base sont les parameétres f et & appelés respectivement le
générateur et la condition terminale, on dit souvent que 'EDSR est associée aux parameétres

(f,€) qui vérifiant :
o [:]0,T] x Q x RF x R¥*? — R,
° g € L? (QafTa]P)aRk) .

Définition 2.1.1 : Une solution de I’EDSR est un couple (Y, Z) de processus progres-

sifs & valeurs dans R¥ x R¥*4 vérifiant :
T
) B[ 15622+ 12 ] < oo
0
ii) P-p.s :
T T
Vi—gs [ g0 z)ar- [ Zap. o<i<T
t t

Définition 2.1.2 : Une solution de ’EDSR est un couple de processus {(Yi, Zt) }ocycrp

vérifianit Y et Z sont progressivement mesurables, a valeurs dans R¥ et R¥*4 respectivement.
g 2
) Pops. [ (10 20+ |Z0P) dr < o
t

T T
ii) P-ps, ona : Y, =¢ —|—/ f(r,Y,, Z.)dr — / Z.dB,, 0 <t<T.
t t

La proposition suivante montre que sous une hypothése relativement faible sur f, le processus

Y appartient & S2.
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Proposition 2.1.1 : Supposons qu’il existe un processus (fi)o<i<r positif, appartenant a

M? (Rk) et une constante positive \ tels que :
V(t.y,2) €0, T] x RE X R f(t,y,2)| < fi + M|yl + [12])-

Si {(Y%, Zt) }o<y<p €st une solution de 'EDSR 1} telle que Z € M? (]R’“d), alors Y appar-
tient & S2.

Preuve. On a pour tout ¢t € [0,7] :
t t
Y, =Y, —/ f(r,Yr,Zr)dr—/ Z,dB,.
0 0

En utilisant ’hypothése sur f, on trouve :

¢
/ Z.dB,
0
t
/ Z,dB,
0

¢
/ Z.dB,
0

Par hypothése, Z appartient & M? et donc via l'inégalité de Doob, le troisiéme terme est

t
\a S\YSH/ (Y, Z,)] dr +
0

T
<Vl + [ (M2 dr + sup
0

0<t<T

¢
—i—)\/ Y| dr,
0

posons :

T
‘= |Y01+/ (U, + AIZ, ) dr + sup
0

0<t<T

de carré intégrable; il en est de méme pour (f;)o<:<7 et Yo est une constante, donc de carré
intégrable, il s’en suit que ( est une variable aléatoire de carré intégrable. Comme Y est un

processus continu qui vérifie :
t
i< cn [
0
Par le lemme de Gronwall, on aura : |Y;| < (e, et donc :

sup Y] < ¢,
0<t<T
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comme est de carré intégrable, alors Y appartient & S%. =

Lemme 2.1.1 : Si Y € 5? (R*) et Z € M? (R**), alors :

t
X, = {/ Y, Z,dB,,t € [O,T]}
0

est une martingale uniformément intégrable.

2.2 Cas lipschitzien

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité de
la solution des équations différentielles stochastiques dont les coefficients sont globalement
Lipchitziens. Ce résultat a été obtenu par Pardoux et Peng en 1990 ([11]) avec le générateur

f non linéaire.

Voici les hypotheéses sous lesquelles nous allons travailler :
Hypothése (L1) :

Il existe une A > 0, telle que P-p.s,

1. Condition de Lipschitz en (y, z) pour tous t,y,y/, z, 2’ :

‘f(t,y,Z) - f<t7y/72,)| < )‘<|y - y/’ + ||Z - Z/H) :

2. Condition d’intégrabilité :
T
Bl + [ 17 (0.0Far| <o
0

2.2.1 Cas ou f ne dépend pas ni y ni 2

Nous commencons par un cas trés simple ot f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se donne

de carré intégrable et un processus (F;)o<i<r dans M 2 et on veut trouver une solution de
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I’EDSR :

T T
yt:§+/ Frdr—/ Z,dB,, 0<t<T. (2:2)
t t

Lemme 2.2.1 () : Soient £ € L?, Fy-mesurable et (Fy)o<i<r dans M? (R*). L’EDSR

posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve.

Existence. Soit (Y, Z) une solution de (2.2)) telle que Z € M?. En prenant l'espérance

conditionnelle par rapport a F;, on a :

Y: :E(YH}})

T T
:E(5+/ Frdr—/ ZrdBT]]—"t)
t t
T
:E(§+/ FTdr|5’-'t),
t

T
car / Z,.dB, est une martingale. Et Y est donc défini a ’aide de cette formule et il reste
t

T
a trouver Z. On a F = (F})y<< est de carré intégrable et (/ FTdT) est un
o t r€[0,T

processus adapté a la filtration (F;),. 7, car il est progressivement mesurable :

T t
Y, :E<§+/Frdr|ft—/ﬂdr|ft>
0 0
T t
:E<§+/ Frdr\ft> —/Frdr
0 0

t
= Mt — / Frdr,
0

ou (My),~, est une martingale Brownienne. On construit, a ’aide du théoréeme de représen-

tation des martingales, un processus Z de M? tel que :

t
M, = My + / Z,dB,,
0
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et donc :

t t ¢
}Q:Mt—/FTdT:MO—i—/ZTdBT—/FTdT.
0 0 0

(Y, Z) ainsi construit est une solution de I'EDSR (12.2)) puisque comme Y; = ¢

t t T T
Y, ¢ :M0+/ZrdBr—/Frdr— (Mo—i-/ ZTdBT—/ Frdr>
0 0 0 0
T t T t
= </ Frdr—/Frdr> — (/ ZTdBr—/ZTdBT)
0 0 0 0
T T
:/ Frdr—/ ZydB,.
t t

T T
Yt:§+/ F,,dr—/ Z,dB,.
t t

Unicité. Si (Y, Z) est une autre solution :

T
Yt:Yt:E<§+/ Frdr|ft),
t

Alors :

d’ou 'unicité de Y. En ce qui concerne I'unicité 7, elle est garantie par le théoréeme de

représentation des martingales. m

2.2.2 Cas oul f dépend de y et 2

Nous énoncons a présent le théoreme d’existence de Pardoux et Peng :

Théoréme 2.2.1 : Sous l’hypothése (L1), 'EDSR posséde une unique solution (Y, Z)

telle que Z € M?.

Preuve. Nous utilisons un argument de point fixe dans I’espace de Banach B? en construisant
une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B? est solution de 'EDSR

(2.2) si et seulement si c’est un point fixe de ¥. Pour (U,V) élément de B?; on définit
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(Y, Z) = ¥(U,V) comme étant la solution de I'EDSR :
T T
K:§+/fmuﬂﬂw—/2@&,mg§T
¢ ¢

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans 2.

En effet, posons F,. = f(r,U,,V,) comme f est Lipschitz :

|f(87U87Vs)_f(87U57vs)‘ S)\(‘US_US|+||VS_VS||
Soit Uy = V4 = 0, on trouve :

|f(s,Us, Vi)l = [f(5,0,0)[ < | f(s,Us, Vi) = f(5,0,0)] < A|Us| + A[[V]]

alors :

[Ev] < [f (r,0,0)] + AU+ [[V2]l

et ces trois processus f, U et V sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer
le Lemme pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?, de plus (Y, Z)
appartient & B2 : L’intégralité de Z est obtenue par construction et d’aprés la Proposition
, on trouve Y appartient & S2. L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien
définie.

Soient (U, V) et (U,V) deux éléments de B? et
Y, 2)=9(U,V) et (U,V))=9U,V).
Notonsy=Y —Y et 2=2—Z.Onayp =0, et

dyt = — {f (t, Ut7 ‘/t) — f (t,Ut,Vt) } dt + thBt.
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On applique la formule d’Ito a e |yt|2 pour obtenir :

d(e ]yt\2) = qe™ ]yt\2 dt + 2e®ty,dy, + %Qeat (dy),
= ae |y, * dt + 2ety, { f (t, U, Vi) — f (t,U,, V) } dt
—2ey,. 2 d By + € || | dt.
Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient :

T —_—

T
(eaT ‘yT‘2) - (6at ‘yt|2) = / aeas ’y3|2d8 =+ 2/ easys {f (37 Usa Vs) - f (37 U57 Vs)} dS
t t

T T
—2/ e*ys.25d By +/ e ||z || ds,
¢ ¢

alors :
T T o
e |yt|2 + / et ||zs||2ds = —|—2/ Xy, {f (s, Us, Vs) — f(s,Us, V;)} ds
¢ t

T T
+2/ e yy.2sdBy — / e |ys|2 ds.
t t

Donc :

T T
et y? + / et |22 ds = / e (—alyl? + 200 {f (.70 V) = f (.U, Vi) ) ds)
t t

T
+/ 2e*%ys.z,d By,
t
et, comme f est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U et V — V respectivement :
2 g 2 g 2
el + [ e alfds < [ e (<alul? 20 o]+ 20l o] ds
t t

T
—l—/ 2e**y4.2,dBs.
t
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Pour tout € > 0, on a :

2
2ab < L 4 b,
19

et donc, I'inégalité précédente donne :

T T 9)\2 T
e [y |* + / e ||z |[Pds < / e*s < o+ —) lys| ds + / 2%y, 2,d By
t t

T
te / (usl? + [10s]12) ds

2)2
et prenant « = —, on a, notant :
€

T
R — 5/ e (Juy 2 + [vs]|?) ds
t

et
T T
et [y, —i—/ e ||z]|* ds < R. +/ 2e™ys.z5dBs, Vs € [0,T].
¢ ¢
On a
T
et |yt|2 <R, +/ 2e*%y,.2,d By, (2.3)
¢
et
T T
/ ¢ |z[|* ds < R +/ 2e**y,.2,d By, (2.4)
¢ t

t
D’apres 1) et la martingale locale { / 260”"yr.zrdBr} est en réalité une martingale
0 te[0,T]

nulle en 0, puisque Y,Y appartiennent a S? et Z, Z appartiennent a M?2.

En particulier, prenant 'espérance ce qui fait partir 'intégrale stochastique via la remarque

précédente, on obtient facilement, pour ¢t =0 :

B [ / ||zs||2ds] <E[R.. (25
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Revenant a I'inégalité (2.3), on applique I'inégalité de Doob et les inégalités BDG fournissent :

T
E [ sup e*” |yt|2} < E[R.] + 2E sup / e yy.2,d By
¢

0<t<T 0<t<T
T
<B[R]+CE / e ys[2 ||z, ]2 dB,
t

T
< E[R.] + CE( sup e* |yt|2/ e’ HzSH2 ds
0<t<T t
2

1 at 2 C g as 2
< E[R.]+ §E< sup e |y|”) + 7]}_‘1 e ||z ds.
¢

0<t<T

Donc :
t 2 1 + 2 02 T 2
B | sup ey’ — 3B(sup e ") <BRJ+ SB[ e ds,
0<t<T 2 Co<i<T 2 ¢
implique :
1 at 2 c?
SE( sup e |y|”) < B[R]+ —E(R.),
2 o<i<T 2
alors :

De plus, on a :

T
E[sup e yyﬂ +E/ e ||z||°ds = E[R.] + 2E[R.] + C2E (R.)
t

0<t<T

=B+ C?)E[R].
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Par suite, revenant & la définition de R,, on a :

T
E [ sup e |yt|2 +/ e’ ||zs||2d8]
t

0<t<T

=@+ [ e las) (' + ) i

T T
=e(B+C?E / exp (as) |us|* ds + / exp (as) [Jvs||? ds]
0 0

- T T
=e(3+ C?)E |exp (at) \ut|2/ ds +/ exp (as) ||vs|]2ds]
i 0 0

r T
— e (3+ C?)E |exp (at) |u[* T +/ exp (as) ||v5||2ds] ,
0

alors :

T
E [ sup e |yt|2 +/ s ||zs||2ds}
¢

0<t<T

T
<eB+C*)(1VTE [ sup e |uy|? —I—/ e*s H’USHQdS] :
0

0<t<T

1
Prenons ¢ tel que e (34 C?) (1VT) = 5 de sorte que application W est alors une contraction

stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme :

=

T 2
(U, V)|, =E [ sup e |ut\2 —i—/ e Hvs|]2ds} ,
0

0<t<T

qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondant au cas a = 0, ¥ posséde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence

et I'unicité d'une solution de 'EDSR, (2.1)) dans 5% m

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition ((2.1.1

implique qu'un telle solution appartient & 2.

Remarque 2.2.1 : A/ partir de maintenant et sans plus insister, l’expression « la solution

de UEDSR » signifiera la solution de I’EDSR vérifiant Z € M?2.
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2.3 Role de Z

Nous allons voir dans la proposition suivante que le role de Z plus précisément celui du terme
t

/ Z.dB, est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est
0

nul.
Supposons (L1) vérifiée, on a la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 : Soit (Y, Z) la solution de ’EDSR et soit un temps d’arrét majoré

par T'. On suppose que € est F; mesurable et que f(0,y,z) =0 dés que t. Alors : Y, =Y\, et

Zt =0 s t 2 T.
Preuve. Soit t € [0,7]. On a P-p.s :

T T
Vet [s0Yzydr- [ Zab,

t t

et donc, pour t = 7, comme f(t,y,z) =0 dés que t > 7 :
T T T
Y; za—i—/ f('r’,Yr,Zr)dr—/ Z,.dB, ze—/ Z.dB,.

on a alors :

T
et par suite : / Z.dB, = 0. Ce qui donne :

T T
(/ szBT> —/ 1Z, )1 d. = 0,

et finalement Z,.I1,-, = 0. Il s’en suit immédiatement que, si t > 7, Y; = Y., puisque par

2

E
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hypotheése :

T T
K:Yt'}_/ f(n}/mZT)dT_/ZrdBr:}/t—i_O_Oa

ce qui termine la preuve. Notons que dans le cas ou et f sont déterministes alors Z est nul

et Y est la solution de I’équation différentielle :

dy;

E:f(tvyho)a YvT:0
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Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques
rétrogrades avec Martingales de

Teugels

l ‘objectif de ce chapitre est de présenter et montrer le résultat d’existence et d’unicité
de la solution des équations différentielles stochastiques avec Martingales de Teugels.

Ce résultat a été obtenu par Bahlali et al. [2]).

3.1 Construction d’une martingale de Teugels

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité¢ avec une filtration F = (F;),. satisfaisant les

conditions habituelles.

Définition 3.1.1 : Un processus (Lt),5, défini sur un espace de probabilité (0, F,P) est dit

étre un processus de Lévy s’il posséde les propriétés suivantes :

i) Les trajectoires de L sont P-presque surement continue & droite avec limites a gauche ;
ii) P(Lp=0)=1;

iii) Pour 0 < s <t, Ly — Ly est égal en distributions & L;_g ;
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iv) Pour 0 < s <t, Ly — Ly est indépendant de (L,,u < s).

On définit les processus avec sauts de puissance :

(

L = L,
et

LY = S (AL)Y pour i>2,

0<s<t

ol Lgi) = {Lgi),t > 0} , 1 =1,2, sont des processus de Lévy.

On définit la martingale normale Yt(i) :

v P -B|Lf| i1
— LY R [L?]

ou
.

E[L]=E [Lil)} =tm; < 0o, oumy =E[L],

et
. . +o0o )
E [Lf)] =E Z (ALy)'| = t/ riv(dr) =mit < oo ,i>2.
0<s<t —0o

Procédure d’orthogonalisation peut étre appliquée aux martingales Yt(i) afin d’obtenir un

ensemble de martingales fortement orthonormales {Ht(i)} afin que chaque H® soit une
i=1

combinaison linéaire de la Y, j = 1,2, ...,4. ( see [9])

Puis la famille de martingales de Teugels (Ht(i)) , est définie par :
i=1

Ht(i) = ai,th(i) + ai,i—lyt(i_l) + ai,i—Q}/;(i_Q) + ...+ ai,lyt(l)'
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Puis, on obtient :
[H(i),Y(j)]t — ai’ing‘ﬂ) + ai’iingﬁ—j—l) + ai’i72L§i+j—2) 4ot angHj) + ai,102t1{j:1},

et

E ([H(Z), Y(J)L) = t(miﬂ + Qi i—1Miy 51 + ...+ Qi 1Mj41 + (li710'2t1{j:1}.

3.2 Conditions et le théoréme

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité, muni d'une filtration (F})icor) vérifiant les
conditions habituelles, 7" > 0 un temps fini fixé et W = (W});co,7] un mouvement Brownien

d-dimensionnel..

On note par :

e 52[0.7] : 'ensemble des processus mesurables, tels que :

E [ sup |yt|2} < 00.
0<t<T

e H2[0.7)% : L’ensemble des processus progressivement mesurables, tels

T
E [/ |zt\2dt] < 00.
0

e P2 : Le sous-espace de H? formé par les processus prévisibles.

(0.)
[? : Tespace de valeur réelle séquences (z,,), <, telles que fo est fini.
=1
On désigne par H2(1%) et P? (I?) les espaces correspondant de [2-processus valorisés équipés

de la norme

2
R

o =3B [of’
i=1 0
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On suppose les conditions suivantes (A;) :

o (€ L2(Q, Fr,P,R™).
o f:[0,T] x Qx R"® x R x [2(R") — R™ est progressivement mesurabletel que :
(i) f(.,0,0,0) € L2 (0,T,R").

(ii) f satisfait une condition lipschitz uniforme dans (y,7), i.e. il existe une constante C,

telle que

I

}f(t,w,y,z,Z) _f(t7w7y7 72)‘ < C(|y_g| + |Z—E| + ||Z_ZHZQ(R”)>’

pour YV (y, 2, Z), @,E, Z) € R" x R x [2(R"), (t,w) € [0,T] x Q.

On consideére 'équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) dirigées par une famille

de martingales de Teugels

—dyy = [ (6, Y- 20, Zt) dt — zdWy — Z Zt(i)dHt(i)7 (3.1)

=1

tel que :
(y(.),2(),Z()) € S%(0,T,R") x L% (0,T,R™) x 15 (0,T,R").

Théoréme 3.2.1 : Sous les hypothéses (A1), il existe une solution unique (y (.),z(.),Z (.))

de UEDSR (B.1).

Preuve. Unicité. Soient (y(.),z(.),Z(.)) et (¥(.),Z(.),Z(.)) sont deux solutions d’équa-
tion (3.1)), on peut écrire :

T
Y — yt = / (f <t7yt—7 2ty Zt) - f (t7yt77zt77t)) dt — (Zt - zt) th
t

S - 20
i=1
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Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques (EDS) avec Teugels martingales

On utilise la formule d’It6, on obtient :
dly — 7, =2 (e =T ) [f Cyems 20, Ze) = | (4G, 2, Z4) ] di
(7)o T W23 (e 7 (2 )i
i=1
— |z — &2 dt - || 2, - Z)|| dt.
On prend l'espérance et intégrant entre ¢ et T, on trouve :

T T
E|yt—@t|2+E/ |zs—§5|2ds+E/ ||ZS—7$H2dS
t t

T
98 [ (1 =0 [F otz 20— ] (57,50 Z0)] ds

car : -
E/ (ys— - ?s_) (Zs - zs) dWs = 07
t

et

SB[ (e 7)) 20an0 <0
i=1

Comme f Lipschitz, on obtient :
T T S
Ely, —yt|2+E/ 12 —zs|2ds+E/ |2, - Z.J ds
t t
T —
<20 [ (= 9.) (I = Bl 41— 2+ |22 = Zl|ge) 0.
t

On utilise 'inégalité de Young, nous avons :

2L T 2L T _
E |y, — 7, +<1—§)E/ ]zs—zsy2ds+(1—§)m/ HZS—ZSHst
t t

T
< L(52—|—2)E/ lys —@8|2ds.
¢
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Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques (EDS) avec Teugels martingales

2 2L 1
Par suite, comme 2zy < 3222 + Y et sion prend — = 3 alors nous avons :

EE p
) T 9 T — 12 T 2
By~ 4B [ s -nfds+ B[ (2 Z as <R [ -3 Pas
t t K

Et on applique le lemme de Gronwall, nous pouvons suivre I'unicité.

Existence. Nous pouvons prouver que ’'EDSR suivante
T T T
i :§+/ f(s,0,0,0)ds —/ 2sdW —/ (Zs,dHy) |
t t t

est une solution (en utilisant le théoréme de représentation martingale).

On définit (y", 2", Z") comme suit :

1) ' =20=2%=0,

2) (y"*t, 2t Zn ) est la solution unique d’une EDSR :
T T T
y?+1 :£+/ f(say?—azg>zg) dS—/ Z?JrldWS_/ <Z§+1’dH5>'
t t ;

Maintenant, nous sommes allés pour prouver que (y", 2", Z") est une suite de Cauchy dans

I’espace de Banach £. Pour simplifier les notations, nous avons :

et

::f(87y277Z?7Z§) _f<87ygri7zgn72§n)
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Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques (EDS) avec Teugels martingales

On utilise la formule d’Ito, pour chaque n < m, nous pouvons montrer que

T
—n+1,m+1|2 — 2
€at 7 | ‘|‘/ eas |Z?+1,m+1| ds
t

T
+/ eas
t

T T
_ 2/ as—nJrl m+1f d . 2/ asyn+1 m+1—n de
s
t t

) T

—n+1,m+1 —n4+1 1

Z, ds+a/ ea3|yf§f mt1)2 g
t

s

T
—2/‘ewailmﬂ<z ", dH,) — (Ny — Ny)
¢
ot {N; : t € [0,7]} est une martingale, donnée par

Nt ZZ/ n+1 m+1, (1)Z;L+1,m+17(j) (d [H(z) H(] } d<H( H(J)> )

=1 J=1

Par la formule (H®, HW) = §, ;¢, on obtient

T
1 1
at ‘ynJr ,m—+ ‘ —|—E/ ’Zn—i-l m+1| ds

T
+E / e’
t

T
o [ e
t

7n+l,m+1 2
s s—

T
ds + a]E/ eos [ ttmtl 2 ds
t

S
Puisque f est L-Lipschitz, on trouve :
2 r 2
eatE ‘y;l-l—Lm—i-l{ +/ e |erl+1,m+l| ds
t
T T
+/ e H—n+1 mHH ds + a/ e ‘?nﬂ’mﬂ‘? ds
s
t t

T
gﬂﬂ/ gt (g 4z 4 | 22| dss
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Chapitre 3. Equations différentielles stochastiques (EDS) avec Teugels martingales

et
T
R y?+1,m+1‘2 +/ e, |z?+1,m+1|2 ds
t
4 +1,m+1
+/ C“SEHZ” m H ds
r 2
+ (Oé _ L2ﬁ2)/ e, ‘yzj-l,m-‘rl’ ds
t
3 4 —n+1m+1 —n,m —n.m 12 —=n,m |2
<GB el g2 ? + [z |22 |] s
Si on prend — 52 =5 et « — 6L% = 1, on obtient :
T
e ‘y?—i-l,m-i-l’? +/ TR ’z?+1,m+1‘2 ds + / TR HZR‘H m+1 dS
t
1 ! n+1,m+1 2
< SB[ e [t [igen P + e+ |20 d.
t
Ce qui implique, pour tous m > n, que
T T
——n,m C
B 77" +/ B |Z0™ | ds +/ B ||Z2"||" ds < TR
t t

On peut suivre qu’il existe une constante universelle C', on utilise la formule d’It6 et 'inégalité
de Doob,
) T T —m C
E sup |g,""|" + / e 7M™ ds + / K| Z, H ds < —
t t

0<s<T o

Finement, (y", 2", Z") est une suite de Cauchy dans 1’espace Banach £. On peut montrer que

(y,2,Z) = lim (y", 2", Z"),

n—oo
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé d’exposer deux résultats d’existence et d’unicité
de la solution d’une EDSR.

e Le premier résultat est établi par E. Pardoux et S. Peng en 1990.

e Le deuxiéme résultat, traite le probléme de I’existence et 1'unicité des solutions pour 'EDSR
dirigées par une famille de martingales de Teugels et un mouvement Brownien indépen-
dant, tel que les Martingales de Tougels est une famille dénombrable de martingales de
carrées intégrables, orthogonal est adaptées a la filtration engendrée par le processus

de Lévy.
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Annexe A : Abréviations et Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expliquées

ci-dessous :
N, R . Ensemble des nombres naturelles réels respectivement.
E.Q :  Ensemble quelconque, une ensemble fondamental.
L? :  Ensemble des fonctions mesurables de carré intégrables.
ii.d. . Indépendante identiquement distribuées..
p.S. :  Presque sur
P-p.s . Presque stirement pour la mesure de probabilité P.
lim :  Limite.
PAIS . Processus accroissements indépendant stationnaires.
v.a. : Variable aléatoire.
X ~N(0,t) : Variable X suit la loi normale centrée et de variance ¢.
{Fitiso : la filtration naturelle du MB.
EDSR . Equation différentielle stochastique rétograd
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Annexe B : Rappel

Inégalité de Bulkhoder-Davis-Gundy (BDG) Pour tout p > 0, il existe des constantes

positives ¢, et C, telles que, pour toute martingale locale continue X = (X;) nul en O :

t>0°

e, {(X,Xﬂ <E [sup \Xt\f’} <CO,E [<X,X>§o] .

oo
t>0

Remarque 3.2.1 : En particulier, si T' > 0

oB[(X.x)}] <E [ sup W] <cEx.xi].

0<t<T

Théoréme du point fixe Soient (E,d) un espace métrique complet et ¢ : E — E une
application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport k£ < 1. Alors, ¢ admet un unique

point fixe a € E tel que : ¢ (a) = a.

Théoréme de représentation des martingales Soit (F;),., la filtration naturelle du

mouvement brownien standard {W (t) : t € [0,77]}.

Soit X une martingale de carré intégrable par rapport a (F;),,<,- Alors il existe un processus

T
E(/ Hfds) < 00,
0

¢
X, = Xo +/ H,dW (s) P—p.s.
0

adapté H tel que :

et, pour tout ¢t € [0, T
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Annexe B : Rappel

Inégalité de Young Soit M une martingale réelle continue a doite(ou sous-martingale

positive) de carré intégrale. Alors :

E [Sup | M, |2} <AR[ M, 2] Vt>O0.

0<s<t

Lemme de Ganwall Soit g : [0,7] — R une application borélien borné tell que pour a,

b>0:

g(t) <a-+ b/tg(s)ds vt € [0,T].

Alors :

g(t) <aexp(bt) Vtel0,T].

Inégalite de Doob Soit M une martingale réelle continue a doite(ou sous-martingale

positive) de carré intégrale. Alors :

E [sup | M, \2} <AE[| M, |} Vt>o0.

0<s<t
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Résumé

L'objectif de ce chapitre est de montrer d'existence et d'unicité de la solution des
EDSR globalement ou localement Lipchitzienne dirigées par une famille de
martingales de Teugels et un mouvement Brownien indépendant. Ce résultat a été
obtenu par Bahlali, Eddahbi et Essaky.

Mots clés. Equations différentielles stochastiques rétrogrades. Martingales de

Teugels. Existence et unicité.

Abstract

The objective of this work, we will show of existence and uniqueness of the solution
for BSDE driven by Teugels martingales and an independent Brownian motion in

both globally and locally Lipschitz. This result is due to Bahlali, Eddahbi and Essaky.

Key words. Backward stochastic differential equation. Teugels martigales. Existence

and uniqueness.
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