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  إهداء

  إلى نفسي أنا

والدتي حفظها الله ورعاها "إلى من لم أنسى يوما فضلهما طيلة حياتي 

  "ووالدي رحمه الله وأسكنه الفردوس الأعلى

الذي منحني القوة والإرادة لإكمال مشواري " فارس"إلى زوجي الغالي 

  الدراسي حفظك الله من كل شر

الله وإن شاء الله أراكي في حفظك " جوري"إلى ابنتي العزيزة الكتكوتة 

  .أعلى المراتب

حفظكم الله "حمزة و عبد المجيد وحكيم :"إلى إخوتي الذين كانو سندا لي 

  ورعاكم

  حفظك الله وزوجك وأولادك" سميرة"إلى خالتي العزيزة والغالية على قلبي 

أجمل ذكرياتي طوال خمس إلى ابنة عمي التي شاركتني 

  حفظك الله"نسرين"سنين

  وفقكم الله في حياتكم"مسعودة ومريم و أسماء و نادية "صديقاتي إلى 

  وإلى كل الأحباب دون استثناء 

  إلى كل من كان لي الشرف بملاقاتهم والتعرف عليهم طيلة سنوات دراستي

إلى كل هؤلاء أهدي هذا العمل بفائق التواضع ونسأل الله أن يوفقنا في 

  .تحقيق الأماني والنجاحات



 كلمة شكر

 أشكر الله تعالى على فضله الكريم لمنح العون لي في إنجاز هذا العمل ،

 فالحمد لله أولا وأخيرا

كما أتقدم بجزيل الشكر إلى أستاذي المحترم بلعمري جمال الذي تفضل 

  بالإشراف على البحث وعلى كل ما قدمه لي من مساعدة ونصائح وتوجيهات،

أتقدم بشكر أيضا إلى أستاذي المحترم فالق مختار على مساعدته لي  كما

  لإتمام هذا العمل

إلى لخضر الذي قدم لي يد العون وفقك الله في  كما أتقدم بشكر خاص

   .شهادة الدكتوراه

كما أود شكر أعضاء لجنة المناقشة الذين بذلوا جهد مراجعة هذا العمل 

ي ترأس اللجنة والأستاذ عليان ايدير المتواضع،الأستاذ مومني مصطفى الذ

  بالمناقشة  الذي تشرف

  .أخيرا، شكرا جزيلا لجميع أفراد عائلتنا وكل من هو قريب على قلوبنا
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مقدمة
و العشرین القرن في ظھرت التي الفیزیائیة النظریات من مجموعة ھو الكم مكانیك

الجسیمیة، الخاصیة و الموجیة الخاصیة في تتمثل ،والتي جسیم) (موجة مصطلح خلقت

للبحث كذلك و ، الذرة دون الجسیمات و الذرة مستوى على الظواھر لتفسیر ظھرت

النسبي. وغیر النسبي الإطار في الموجة لمعادلات الدقیقة الحلول عن

، النوویة و الذریة الأنظمة مع بھا نتعامل التي النظریة أنھا على الكم مكانیك تعد

میكانیك الخصوص وجھ على و الكلاسیكیة المیكانیك خلال من النظریة ھذه تطورت

. 13 لماكسویل الكھرومغناطیسیة والنظریة نیوتن

دوال بواسطة الجسیمات لنظام الدینامیكیة الحالات وصف ،یتم الكم میكانیك في

. 7 الموجة” “دوال تسمى

طاقة مع مرتبطة حالات على یحتوي أساسیا فیزیائیا نموذجا التوافقي الھزاز یعد

النوویة،ھذا الفیزیاء مجال في الكموني الحبس تأثیر یفسر ما وھو ، صفریة متبقیة غیر

الكریستال دینامیكیات لوصف تعقیدا،خاصة أكثر نموذج لتطویر تحلیلي حل یمتلك النظام

. 14 للجزیئات الداخلیة والإھتزازات

أحادیة الشعاعیة كلاین-غوردن معادلة لحل مبسطة دراسة ھو العمل ھذا من الھدف

على الدراسة ھذه في اعتمدنا ،حیث متشوه فضاء في توافقي لھزاز الأبعاد وثلاثیة وثنائیة

على وخاتمة فصول وثلاث مقدمة من إنطلاقا ، جزئیاتھ بكل العمل شروط تستوفي خطة

: التالي النحو

الأول الفصل

معادلة الأول : جزئین فیھ تناولنا وقد غوردن كلاین معادلة حول عام مدخل بعنوان

التشوه. ھندسة بعنوان فكان الثاني غوردن،أما كلاین

الثاني الفصل

بھذه للتعریف خصصناه تبادلي فضاء في غوردن كلاین معادلة حل بعنوان جاء

البعد أحادي ھزاز الأول أجزاء: ثلاثة فیھ تناولنا وقد بھا المرتبطة المفاھیم كذا و المعادلة

الأبعاد. ثلاثي ھزاز كان والثالث البعد، ثنائي ھزاز فكان الثاني أما

الثالث الفصل

في غوردن كلاین معادلة حل عنوان تحت ایضا اجزاء ثلاثة تحت انطوى والذي

یصف نسبي لنظام الطاقة لمستویات الكمیة الحلول تحدید إلى تطرقنا حیث ، متشوه فضاء
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بخاتمة خرجنا الأخیر في و ، المركزي الكمون تأثیر تحت غوردن كلاین جسیم حركة

. ھذا عملنا لنتائج كحوصلة

نوعین: إلى تقسیمھا یمكننا ریاضیة طرق نستخدم كلاین-غوردن معادلة لحل

حیث: وعددیة تحلیلیة

التحلیلیة:

. 15 الذاتیة الدوال عن البحث في تتمثل التي المتغیرات فصل طریقة وھي

العددیة:

المقابلة الموجة دوال و الطاقات نحسب خلالھا من عكسیة شبھ متغیرة طریقة ھي

. 7 المتغیر فصل طریقة عن الناتجة



الأول الفصل
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 الاول الفصل
 

 غوردن-عام حول معادلة كلاین مدخل

    :تمھید

  من أجل الوصول إلى فھم حقیقي لطبیعة السبین والعزم المغناطیسي نلجأ إلى المیكانیك      

  خلالھ على  بحیث نتعرف من  الكمیة ،الأخیر نظریة الحقول   یتضمن ھذا الكمي النسبي ،

  تواجد دالة الموجة  وكیفیة  نظریة الإحصاء للسبین الجسیمات المضادة و وجود   توقعات

  ).تناظریة أو ضد تناظریة(

  :في النسبیة الخاصة نمتلك حالتین لدراسة المیكانیك الكمي 

  ، بحیث أن جسیماتھا نسبیة و سرعاتھا لیست لا یكون فیھا إنتاج الجسیمات : الحالة الأولى

  .فائقة النسبیة

  .تاج للجسیمات،بحیث أن سرعاتھا فائقة النسبیة وطاقاتھا العالیةیكون فیھا إن: الحالة الثانیة

  :معادلة كلاین غوردن -1

  نستطیع من خلالھا وصف السعة   بحیث ھي معادلة من الدرجة الثانیة بالنسبة للزمن ،    

  دالتھ   وتكون الكمومیة لإیجاد الجسیم النقطي ،ھذا الاخیر یمكنھ الإنتشار على حد سواء ،

  الحالة  في   شرودینغر لكن الأصل عن معادلة  ھا البعض طبق رویعتب نسبیة ، یة الموج

  .النسبیة 

  و الموجة تردد   الأخرى سالبة من موجبة و  تمتلك معادلة كلاین غوردن قیمتین أحدھما

  ثابت الموجة ، للحصول  على  معادلة  تصف دالة  الموجة  نقوم  بفصل  قیمتي  التردد 

   ءالفضا  في    النسبي غیر   التوافقي  الھزاز   ان المعروف   من . الموجبة  و السالبة 

Landau  [1لاندو  لسلوك  مشابھ تبدیلیة  في مساحة   سلوك لھ يبدیلالت غیر  − 5] :  

  التوافقي الھزاز تحدید  یمكن  النسبیة  الحالة في  العلاقة ھذه ندرس  الجزء  ھذا في    

 : غوردن في فضاء ثنائي الابعاد بالمعادلة التالیة لكلاین

 

�����⃗+ ��� �⃗����⃗− ��� �⃗�ψ = (E� − m �c�)ψ                                   1.1          

 : اعطاء القیم الذاتیة للطاقة بواسطة یتم
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�����
� = 2m��ℏω �n� + n� + 1� + � ��� −2m��ℏω                            1.2     

 : یعطى بواسطة 1.1غیر النسبي للمعادلة  الحد

�
��

��
+

�

�
� � ���� ψ = (ε + ℏω )ψ ; ε = E − m c�                                      1.3             

 : غوردن بالمعادلة التالیة-یمكننا كتابة الھزاز التوافقي لكلاین  مساحة غیر تبدیلیة في

�����⃗+ ��� �⃗����⃗− ��� �⃗�� = (�� − � ���)ψ                                    1.4            

 : یعادل المعادلة ادناه في مساحة تبادلیة ما وھو

���� = ������� 

�� ���⃗+ ��� ��⃗ +
���⃗×��⃗

�ℏ
�� .���⃗− ��� ��⃗ +

���⃗×��⃗

�ℏ
�� ψ = (E� − m �c�)   1.5  

 : حساب مباشر نتحصل على المعادلة التالیة بعد

��1 +
� �� ���

4ℏ�
� ���

� + ��
�� + � �� �(�� + ��)−

� �� �

ℏ
����� =  

 

(�� − � ��� + 2� ��ℏ�)Ψ                                                                          1.6                                          

: اعطاء القیم الذاتیة للطاقة بواسطة یتم  

������ �

� =2m��ℏ����� + �� + 1�-�
� �����

ℏ
�� �� �+�

���-2m��ℏ� �1.7 

 

 : لدینا

�� = ��1 +
� �����

�ℏ�
                                                                                   1.8         

 : بواسطة1.6اعطاء الحد غیر النسبي للمعادلة  یتم

��
�

�
+

� ����

�ℏ�
� ���

� + ��
�� +

� ��(�����)

�
−

�� ��

�
��� ψ = (ε + ℏω )       1.9          

ε = E − m c�                                                                                                                   

 : غوردن لجسیم في مساحة تبادلیة وفي مجال مغناطیسي ثابت كالتالي-كتابة معادلة كلاین یمكن

�� ���⃗−
�

�
�⃗� .���⃗−

�

�
�⃗� ψ = (ω � − m �c�)ψ                                          1.10                                        

A=
��⃗×�⃗

�
                                                                                                              1.11                                                    

 : حساب مباشر في مقیاس كولوم بعد
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�� ����
� + ��

�� + �
����

���
� (�� + ��)−

��

�
���� = (� � − � ���)ψ   1.12          

،یمكننا توسیع ھذا الفضاء الى فضاء ثلاثي الابعاد ویمكن تحدید 1.6تماما للمعادلة  مشابھ وھو  

 : من خلال المعادلة التالیة التبدیلي الفضاء

�����⃗+ ��� �⃗�.���⃗− ��� �⃗�� = (�� − � ���)ψ                                 1.13                                   

 : إعطاء القیم الذاتیة للطاقة بواسطة یتم

�������
� =2m��ℏω �n� + n� + n� +

�

�
�+� ���-3m��ℏω                       1.14                           

 : بواسطة غوردن في مساحة غیر تبدیلیة-ثلاثي الابعاد ،یتم اعطاء الھزاز التوافقي لكلاین  في

�����⃗+ ��� �⃗�.���⃗− ��� �⃗�� = (�� − � ���)ψ                                 1.15                                  

 : تبدیلیةیعادل المعادلة التالیة في مساحة  ما وھو

�� ���⃗+ ��� ��⃗ +
�⃗ × ��⃗

2ℏ
��.���⃗− ��� ��⃗ +

�⃗ × ��⃗

2ℏ
���

= (�� − � ���)ψ                                                                   1.16 

 : حساب مباشر نتحصل على المعادلة التالیة بعد

�� ��1 +
� �����

�ℏ�
� ���

� + ��
�� + � �� �(�� + ��)−

�� ���

ℏ
��� ψ =

[(E� − m �c�)− c�(P�
� + m �ω �z� − 3mℏ ω)]Ψ                                     1.17                                   

المعادلة لھا سلوك مشابھ لدینامیكیات جسیم عددي في مجال مغناطیسي ثابت في الاتجاه ھذه  

Zوالقیم الذاتیة للطاقة یتم إعطاؤھا بواسطة : 

�������� �

� = 2� ��ℏω��n� + n� + n�� + 2m c�ℏω �n� +
�

�
� −

�
�����

ℏ
� m �ℏ + m �c�-3m��ℏω                                                                    1.18                             

 

 : ھندسة التشوه-2

یتم تعریف مبدأ الشك لھایزنبارغفضاء ثلاثي البعد  في:المیكانیك المشوھة علاقات       

بواسطة علاقات تدعى بعلاقات التبدیل،معرفة المشوه الذي یؤدي الى مبدأ الشك الممدد   

 : كالتالي 



8 

 

�

���, ��� = 0

���, ��� = �ℏ��������

���, ��� = �ℏ���� − �������

�,τ = 1, + 1                                                    1.19 

قیمة صغیرة جدا لانھ ضمن اطار الجاذبیة الكمیةوھو ه التشو معامل ھو λ 

تعریف معامل التمدد على انھ ثابت اساسي مرتبط بعامل قیاس الكون الممتد ویتناسب مع  یتم  

 : الكونیة الثوابت

Γ = 3rλ = 3r
a��                                                                                               1.20                                                  

 aھو نصف قطر دوسیتر 

 Lھو عنصر العزم الزاوي الذي یعبر عنھ ب� : 

�� = �������� 

 :تؤدي الى مبدأ عدم الشك أو عدم الیقین لھایزنبارغ 1.19میكانیك الكم العادیة،علاقة التبدیل  في

ΔX�ΔP� ≥
ℏ

�
(1 − τλ(ΔX�)

�)                                                                            1.21                               

:نضع  

〈��〉 = 0 

 من خلال قیمة τ نمیز نوعین من جبر فضاء دوسیتر 

 : ضد دوسیتر من أجل نموذج

τ = −1 

سیط نفترض وجودأجل التب للعزم منھذا الجبر المشوه بوجود الحد الادنى من عدم الیقین  یتمیز

��: الیقین متماثل  عدم = �  

 :یسمح لنا بكتابة الحد الأدنى من عدم الیقین للعزم في نموذج ضد دوسیتر وھذا

τ: دوسیتر من أجل نموذج = +1   

 .العزم فضاء  في المعاد قیاسھا تمثل القیمة الدنیا غیر صفریة من عدم الیقین لا  1.21العلاقة

X�, P� تؤدي الى علاقة عدم الیقین المعاد  مما  1.19ھي مؤثرات تبادلیة تناسب الجبر المعادلة 

 .غوردن المشوھة-،من أجل دراسة الحلول الدقیقة لمعادلة كلاین 1.21في فضاء العزم قیاسھا

 التحویل وفقة  ویتم ذلك العادیالتي تفي بعلاقات  التبدیل  ثر التالیة كدوال للمؤلمؤثرات ا نمثل

 : [6]التالي
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�
�� =

��

√�����

�� = −�ℏ√1 + �������
                                                                                 1.22�                                     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثاني
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الثاني الفصل  

غوردن في فضاء عادي-حل معادلة كلاین   
 

 :تمھید

  الھزاز التوافقي ذو أھمیة أساسیة في الفیزیاء حیث یصف تطور أي نظام فیزیائي  یعد    

  كالكھرباء و المجالات  في العدید من  تستخدم  من موقع التوازن مما یجعلھ أداة  بالقرب

  . [12]البصریات والمواد المكثفة الالكترونیات 

  حل معادلة   نستطیع أن نعرف من خلال الھزاز التوافقي كیفیة ، بینما في میكانیك الكم   

  غوردن أحادي -لكلاین  دراسة نظام ھزاز توافقي  في ھذا الفصل نقترح غوردن ، كلاین

  . وثنائي البعد وثلاثي البعد في مجال میكانیك الكم النسبیةالبعد 

  : حل معادلة كلاین غوردن الشعاعیة لھزاز توافقي أحادي البعد-1

   طریق  عن  نسبي أحادي البعد   فقيانظام ھزاز تو نحاول التعامل مع  في ھذا الجزء ،   

  .مركزي  جھد  تحت تأثیر  جسیم غوردن الشعاعیة التي تصف حركة -كلاین  حل معادلة

  : عبارة الكمون المركزي كالتالي

                                                          V = m�c�                                2.1                   

                                                        

  :معادلة كلاین غوردن للھزاز التوافقي تعطى بالشكل 

�����⃗ + ��� �⃗�.���⃗ − ��� �⃗�� (�)=(�� − ����)�                 2.2                    

                                     

  : غوردن لھزاز توافقي أحادي البعد تعطى بالشكل-كلاین  معادلة

(��
� + ��� ���)� (�)= (�� − ����)� (�)                             2.3                  

                 

  : لدینا

��
� = − ℏ

��

���
                                                                    2.4                                    

   

  : ونقل الطرف الثاني إلى الطرف الأول نتحصل على المعادلة التالیة بالتعویض
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�
��

���
−

��� ���

� �ℏ�
+

(�������)

��ℏ�
�ψ(x)= 0                                            2.5                          

 : المختصرات التالیة باستخدام

�

� =
(�������)

��ℏ�

� = �
ℏ

��

      �                                                                              2.6                            

  : غوردن لأحادي البعد كالتالي-تكتب معادلة كلاین  ومنھ

�
��

���
−

��

��
+ �� � (�)= 0                                                                  2.7                    

  : باستخدام التحویل التالي 2.7بتبسیط المعادلة  نقوم

ψ(x)= e�
�

�
��

f(x)                                                                               2.8                 

                                                              

  : المشتقات التالیة مع

��

��
= ��

�

�
��

�
��

��
− ����                                                                     2.9                           

���

���
=��

�

�
��

�
���

���
− 2��

��

��
+ ����� − ���                                     2.10                                         

  : الى 2.7المعادلة  تتحول

�
��

���
− 2��

�

��
+ ��� −

1

��
��� + (� − �)��(�)= 0 2.11 

ھذه المعادلة نقوم بتقلیلھا إلى فئة من المعادلات التفاضلیة المعروفة بحل متعدد الحدود  لتبسیط  

   :وفقا للشروط التالیة�� نھمل معامل 

�� −
�

��
=0,λ =

�

��
     ,λ =

��

ℏ
                                                            2.12                                      

 : نتحصل على الشكل التالي2.11تبسیط المعادلة بعد

�
��

���
−

�

��
�

�

��
+ (� − �)�f(�)= 0                                                 2.13                              

 : المتغیر التالي نستبدل

x=a��,∂x = a∂x�                                                                               2.14                                                    

  : نجد بالتعویض

�
�

���
� − 2��

�

���
+ �� − ���������� = 0                                      2.15                
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  : لدینا

�� − ���� = 2�                                                                    2.16            

 : نستطیع التعبیر عن طیف الطاقة على الشكل التالي ومنھ

E� = mc� �1 +
ℏ

���
(2n + 1)ω �

�

�
                                     2.17              

 Polynome d′Hermite: لدینا

f���� = ������� = ��� �
�

�
�                                                         2.18                                          

  : نستنتج دالة الموجة ومنھ

ψ(x)= C�
�

��

���H� �
�

�
�                                                                        2.19          

 

 [7]C[facteur de legalisation] . 

 :غوردن لھزاز توافقي ثنائي البعد-حل معادلة كلاین -2

  : غوردن لثنائي البعد تكتب من الشكل-كلاین معادلة

�� ��(�� + ���� )�⃗+ ��� + ���� ��⃗� .�(�� − ���� )�⃗+ ��� −

���� )�⃗��� (�,�) = (�� − ����)ψ (x,y)                     2.20            

  : النشر والتبسیط نتحصل على الشكل التالي بعد

�����
� + ��

� + ��� �(�� + ��)− 2�� ℏ�ψ(x,y)=

(�� − ����)� (�,�)                                                                          2.21        

 : لدینا

��
� + ��

� = − ℏ� �
��

���
+

��

���� = − ℏ�Δ                                            2.22                                              

 : الاحداثیات القطبیة ومنھ لدینا العلاقات التالیةنستعمل  2.21المعادلة  لحل

�

� = �����
� = �����

�� + �� = ��

�                                                                                     2.23                   

 :في الاحداثیات القطبیة یعطى من الشكل   لابلاسیان مؤثر

Δ =
��

���
+ 

�

�

�

��
 + 

�

��

��

���
                                                                       2.24                 
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  : نتحصل على المعادلة التالیة 2.21في 2.24و2.23 بالتعویض

�
��

���
+

1

�

�

��
+

1

��
�

��

���
� −

��� ���

ℏ�
+

2��

ℏ
+

(�� − ����)

��ℏ�
�� (�,�)

= 0                                                                               2.25 

  : ھذه المعادلة نستعمل طریقة فصل المتغیرات لحل

ψ�ρ,φ �=R(�)�(�)                                                              2.26 

  : نتحصل على معادلة من الشكل  2.25في  بالتعویض

�� �

�(�)
�

���(�)

���
+

�

�

��(�)

��
�+�� �

���

ℏ
−

��� ���

ℏ�
+

(�������)

��ℏ� � =

−
�

� (�)

��� (�)

���
=��

�                                                                                2.27             

                                                                                     

  . المعادلة الشعاعیة في الطرف الاول ومعادلة الزاویة في الطرف الثاني

  : معادلة الزاویة

��� (�)

���
+ ��

��(�)= 0                                                                        2.28            

                            

التفرقةثابت  ھو  �� 

 : یعطى من الشكل 2.28المعادلة  حل

ϕ (φ )= A�����                                                                                      2.29                                                                                          

  :  المعادلة الشعاعیة حل

���(�)

���
+

1

�

��(�)

��
+ �

2��

ℏ
−

��� ���

ℏ�
+

(�� − ����)

��ℏ�
��(�) = 

�(���)

��
�(�)                                                                                                2.30        

  : لدینا التحویلات التالیة
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �(�) =

�

�
�(�)

��(�)

��
=

�

�
�

��(�)

��
−

�(�)

�
�

���(�)

���
=

�

�
�

��(�)

���
−

�

�

��(�)

��
+

��(�)

�� �

     �                                             2.31              

  : نتحصل على معادلة من الشكل 2.30ھذه التحویلات في  بتعویض

��
��

���
+

�

��
+

�

�
+

���

�
−

�(���)

�
��(�)= 0                                           2.32              

  :  بحیث

�

� =
(�������)

��ℏ�
+

���

ℏ

� = �
ℏ

��

                                                                          � 2.33                                           

  : نستخدم التحویل التالي 2.32المعادلة التفاضلیة  لحل

f(ρ)=��
�

���� (�)                                                                                     2.34         

                                                                                     

��(�)

��
=��

�

��� �
�� (�)

��
+ �

�

�
−

�

�
� � (�)�                                                2.35         

���(�)

���
=��

�

��� �
��� (�)

���
+ �

��

�
−

�

�
�

�� (�)

��
+ �

����

�
−

�

�
+

�

�
� � (�)� 2.36         

 :نتحصل على معادلة من الشكل  2.36و2.35و2.34 بتعویض

��
��

���
+ �2� − � +

1

2
�

�

��
+ ��� −

�

2
−

�(�+ 1)

4
�

1

�
+ ��� (�) 

= 0                                                                                                             2.37      

  : بحیث

�=
���

�
− �                                                                                                 2.38                                                                                                  

 :تحدید قیمة الثابت  یمكننا

k  من خلال حل المعادلة التفاضلیة من الدرجة الثانیة المعرفة كالتالي : 

4�� − 2� − �(�+ 1) = 0                                                                      2.39                                                                    

 : یعطینا الجذرین التالیین حلھا

�� =
�

�
(�+ 1),��=−

�

�
                                                                           2.40                                                                         

 : القیمة الموجبة نختار
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�� 

� =
���

�
−

�

�
(�+ 1)                                                                                 2.41                                                                               

 : یمكننا الحصول على عبارة طیف الطاقة كالتالي ومنھ

��,� = ± ��� �1 −
�� ℏ

���
+

�ℏ

���
(2� + �+ 1)� �

�

�
                                2.42                            

  : دینال دالة الموجة إیجاد

:Polynome hypergeometrique  

w (ρ)= c��F��,�,�
�

�
�

�

�                                                                          2.43                                                                      

 : أیضا العبارتین التالیتین ولدینا

f(�)= ����
�

��

��� �
�

�
�

��
F��,�,�

�

�
�

�

�                                                      2.44                                                     

R(�)=
���

���
�

�
��

����(����)F��,�,�
�

�
�

�

�                                                 2.45                                               

 : الأخیر نتحصل على دالة الموجة على الشكل التالي وفي

ψ (r,φ ) =
���

���
�

�
��

���ρ(����)F��,�,�
�

�
�

�

�ϕ (φ )                                   2.46                                 

 : حل معادلة كلاین غوردن في وجود حقل مغناطیسي 2-1

 : [11]غوردن لھزاز توافقي في وجود حقل مغناطیسي تعطى -معادلة كلاین

�� �� −
�

�
� + ����� .�� −

�

�
� − ����� � (�)= 

(�� − ����)� (�)                                                                                     2.47  

 : بحیث

A=
�

�
B× r=

�

�
(− �,�,0)                                                                                2.48                                                                           

 : كتابة المعادلة من الشكل نستطیع

��(��.��)� (�)= (�� − ����)� (�)                                                2.49                       

 : بحیث

�± =��± imω ,��=P −
�

��
B× �                                                                2.50                                        

 : حساب مباشر نتحصل على المعادلة التالیة بعد
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��� + ���� � +
����

4��
� �� − 2�� ℏ −

��

�
�� −

(�� − ����)

��
�� (�) 

= 0                                                                                                                 2.51            

  (�,�) نستخدم الاحداثیات القطبیة في المساحة 2.51على حل دقیق للمعادلة  للحصول

 :  l يشكل منفصل یحتوي على الرقم الكم الحل في  نكتبو

ψ (r,φ )=����R(�),�= 0,1,2,… … .                                                           2.52 

 : الى معادلة من الشكل 2.51ومنھ تتحول المعادلة

�
��

���
+

�

�

�

��
−

�(���)

��
− ���� � +

��� �

��� �
��

ℏ�
+

(�������)

ℏ���
+

���

ℏ
+

����

�ℏ
��(�)= 0                                                                                             2.53      

 : 2.53المختصرات التالیة نقوم بحل المعادلة  باستخدام

�

�

��
= ��

��

ℏ
+

��

���ℏ
�

�
= �

��� �

ℏ�
+

��� �

�����ℏ�

� =
(�������)

ℏ���
+

���

ℏ
+

���

�ℏ

�                                        2.54                         

 : )غوردن لثنائي البعد-من حل معادلة كلاین(لدینا

n =
���

�
− k                                                                                                 2.55                                                                           

  : kالمعادلة التفاضلیة التالیة نقوم بتحدید قیمة الثابت  بحل

 4k� − 2k − l(l+ 1) = 0                                                                         2.56      

                                             

 : 2.56یعطینا الجذرین التالیین مع اختیار القیمة الموجبة لحل المعادلة  حلھا

��=
�

�
(�+ 1),�� = −

�

�
                                                                              2.57                                                        

 : نجد 2.55في  بالتعویض

n =
�

�
a� −

�

�
(�+ 1)                                                                                  2.58                                                          

من الشكلیمكننا الحصول على عبارة طیف الطاقة لھزاز توافقي في وجود حقل مغناطیسي  ومنھ

 : التالي 

��,� = 

± ��� �1 −
�� ℏ

���
+

�ℏ

���
�(2� + �+ 1)�� � +

��� �

�����
+

��

���
���

�

�

      2.59      



 

18 

 

 : نضع

ϖ =
��

���
                                                                                                     2.60                                                                                                           

 :تصبح معادلة طیف الطاقة من الشكل  ومنھ

��,� = ± ��� �1 −
�� ℏ

���
+

�ℏ

��� �(2� + �+ 1)√� � + � � + ����

�

�
 2.61               

 

 : الموجة  دالة إیجاد

 : Rodrigues صیغة

��(�) =
��

�(�)

��

���
[(1 − ��)��(�)]                                                         2.62                                                                

 :  Jacobi كثیرحدود

��(�) = ��
(�,�)(�)                                                                                     2.63                                                                                           

:و  

f(s) = C�(1 − s)
�

�P�
(�,�)

                                                                          2.64                                                                                  

 : عبارة دالة الموجة كالتالي ومنھ

ψ (r,φ ) = C����� 2
�

�P�
(�,�)

                                                                       2.65                                                                                

 : بحیث

�� = �
� �!������

�

�
�������

�

�
�

�������
�

�
��(�����)

                                                                  2.66                                               

  . [8] نتحصل على دالة الموجة 2.65بالتعویض في 

 : غوردن لھزاز توافقي ثلاثي البعد-حل معادلة كلاین -3

      غوردن التي - نظام ھزاز توافقي ثلاثي الابعاد من خلال حل معادلة كلاین بدراسة  نقوم  

  . تصف حركة جسیم خاضع لكمون مركزي

 : فضاء ثلاثي الابعاد تكتب على الشكلغوردن في -معادلةكلاین

����(�� + ���� )�⃗+ ��� + ���� ��⃗+ (�� + ����)��⃗�.�(�� − ���� )�⃗

+ ��� − ���� ��⃗+ (�� − ����)��⃗��� (�,�,�)= 

             (�� − ����)� (�,�,�)                                                              2.67                                                                                                    



 

19 

 

 : حساب مبسط نتحصل على معادلة من الشكل بعد

�����
� + ��

� + ��
� + ��� �(�� + �� + ��)− 3�� ℏ�� (�,�,�)=

(�� − ����)� (�,�,�)                                                                           2.68                                                                                             

 : لدینا

��
� + ��

� + ��
� = − ℏ�Δ                                                                           2.69                                                                          

 : ونقل الطرف الثاني الى الطرف الاول نتحصل على المعادلة صفریة من الشكل بالتعویض

�� −
��� ���

ℏ�
+

���

ℏ
+

(�������)

��ℏ�
�� (�,�,�)= 0                              2.70                                         

 : غوردن في الإحداثیات الكرویة-دراسة معادلة كلاین:3-1

اجل تحدید دالة الموجة لجسیم یتحرك في حقل متماثل كروي یجب علینا حل معادلة من     

  : غوردن التالیة كلاین 

�� −
��� ���

ℏ�
+

���

ℏ
+

(�������)

��ℏ�
�� (�,�,�)= 0                               2.71                               

 ℏھو ثابت بلانك

 mھي كتلة الجسم 

الطاقة الكامنة ھي v(r) = m�c� 

مؤثر لابلاسیان ھو  Δ 

تمثیل   فقط على المسافة ھذا یشیر الى انھ یمكننا  یعتمد  2.71كمون المعادلة   لاننظرا    

 . الدیكارتیة الإحداثیاتالكرویة بدلا من  الإحداثیات

ψ (r)⟶ ψ (x,y,z) ⟶ ψ (r,θ,φ )                                                            2.72                                                              

 : تالیةنقوم بالتذكیر بالعلاقة بین التمثیلین من خلال التعریفات ال لھذا

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ � = � �� + �� + ��;0 ≤ � ≤ ∞

� = ����� �
�

�� � ;0 ≤ � ≤ 2�

� = ����� �2
�� � ;0 ≤ � ≤ �

�                                                            2.73                                                             

 : لابلاسیان في الإحداثیات الكرویة الشكل التالي ذیأخ

∆=
�

��

�

��
�r� �

��
� + �

�

������

�

��
�sinθ

�

��
� +

�

�������

��

�� ��                           2.74                                 

 : نتحصل على معادلة من الشكل 2.71في  2.74 نعوض
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�
�

��

�

��
��� �

��
� +

�

������

�

��
�����

�

��
� +

�

�������

��

���
�� (�,�,�)+

�

ℏ�
�3�� ℏ − ��� ��� +

(�������)

��
�� (�,�,�)= 0                             2.75                                                          

 1طریقة فصل المتغیرات:1.1.4

 : 2.75طریقة فصل المتغیرات نقوم بحل المعادلة  باستعمال

 : دالة الموجة على الشكل التالي كتابة

ψ (r,θ,φ ) = R(r)Υ(θ,φ )                                                                           2.76                                                                             

 : دالة الموجة الجدیدة نتحصل على معادلة من الشكل نعوض

��(�,�)
�

��

�

��
��� �

��
���(�)+

R(r)
�

������
�

�

��
�sinθ

�

��
� +

�

����

��

�� �
�Υ(θ,φ )+ �

�

ℏ� �3mω ℏ − m�ω �r� +

(�������)

��
��R(r)Υ(θ,φ ) = 0                                                                    2.77                              

 : نتحصل على الشكل التالي 2.75المعادلة  بتبسیط

�

�(�)

�

��
��� ��(�)

��
� +

��

ℏ�
�3�� ℏ − ��� ��� +

(�������)

��
�=

−
�

�(�,�)����
�

�

��
�����

�

��
� +

�

����

��

���
��(�,�)                                     2.78                                                      

 ومنھ نستطیع ان نعرف  (�,�)والطرف الایمن یعتمد على (�)الایسر یعتمد على الطرف

  : الطرفان بثابت

�

��
��� ��(�)

��
� + �

��

ℏ� �3�� ℏ − ��� ��� +
(�������)

�� ���(�)=

�(�+ 1)�(�)                                                                                                 2.79      

− �
�

����

�

��
�sinθ

�

��
� +

�

�����

��

�� �
�Υ(θ,φ ) = λ�                                      2.80                                           

 بمعادلة الزاویة بحیث نلاحظ ان 2.80بالمعادلة الشعاعیة ونسمي المعادلة  2.79المعادلة  نسمي

عالمیةبینما معادلة الزاویة ھي معادلة  اختیار الكمون المركزيحل المعادلة الشعاعیة یعتمد على   

  . صالحة لجمیع الكمون المركزي

  : نتحصل على 2.79عند تبسیط المعادلة 

���(�)

���
+

�

�

��(�)

��
+ �

��� ℏ�
���� �����

��

ℏ�
−

��� ���

ℏ�
−

�(���)

�� ��(�)= 0      2.81                 
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 : نستعمل التحویلات التالیة 2.79شكل المعادلة  لتبسیط

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �(�)=

�

�
�(�)

��(�)

��
=

�

�
�

��(�)

��
−

�(�)

�
�

���(�)

���
=

�

�
�

���(�)

���
−

�

�

��(�)

��
+

��(�)

�� �

�                                                     2.82                                                            

 : نتحصل على معادلة من الشكل 2.81في  2.82 بتعویض

�
��

���
+ �

��� ℏ�
���� �����

��

ℏ� �−
��� ���

ℏ�
−

�(���)

�� ��(�)= 0                         2.83                                 

 : بوضع المتغیر التالي نقوم

ρ = �
�

�
�

�
                                                                                                       2.84                                                                                                          

 : المختصرات التالیة وباستخدام

�

� =
�

ℏ� �3�� ℏ +
(�������)

�� �

 � = �
ℏ

��

�                                                                  2.85                                                             

 : التحویلات التالیة وبتعویض

�

��(�)

��
=

��

��
�(�)+

��

��

��(�)

��

���(�)

���
=

�

�� �2�
���

���
+

��

��
�

�                                                                        2.86                                                                           

 : من الشكل 2.83المعادلة  تصبح

��
��

���
+

�

�

�

��
+

���

�
−

�(���)

��
−

�

�
��(�)= 0                                             2.87                                                  

 : ھذه المعادلة التفاضلیة نستخدم التحویل التالي لحل

f(ρ) = ��
�

�ρ�w (ρ)                                                                                         
��(�)

��
= ��

�

��� �
�� (�)

��
+ �

�

�
−

�

�
� � (�)�                                                                                                  

���(�)

���
= ��

�

��� �
��� (�)

���
+ �

2�

�
− 1�

�� (�)

��

+ �
�� − �

2
−

�

�
+

1

4
� � (�)� 

   2.88     
 : ھذه التحویلات نجد بتعویض

��
��

���
+ �2� − � +

�

�
�

�

��
+ ��� −

�

�
−

�(���)

�
�

�

�
+ ��� (�) = 0         2.89               

 : بحیث

n =
���

�
− k −

�

�
                                                                                              2.90                                                                                               
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 : kتحدید قیمة الثابت  خلال حل المعادلة التفاضلیة من الدرجة الثانیة التالیة یمكننا من
4k� − 2k − l(l+ 1)= 0                                                                              2.91                                                                              

 : یعطینا الجذرین التالیین حلھا

�� =
�

�
(�+ 1),          �� = −

�

�
                                                                     2.92                                                                       

 : نجد 2.90نختارالقیمة الموجبة وبالتعویض في 

n =
���

�
−

�

�
(l+ 1)−

�

�
                                                                                2.93                                                                                 

 : یمكننا الحصول على عبارة طیف الطاقة كالتالي ومنھ

��,� = ± [2�� ℏ��(2� + �)+ ����]
�

�                                                      2.94                                                       
 
 

:یعطي لنا حل دقیق من الشكل التالي ریاضیا باستخدام كثیر حدود 2.89یمكننا حل المعادلة  الان
 Polynome hypergeometrique  

w (ρ)= c�F(n,l,ρ)                                                                                       2.95                                                                                     
 : على الشكل التالي 2.88كتابة المعادلة  إعادةخلال ھاتھ المعادلة یمكننا  من

f(r) = c��
�

��

��� �
�

�
�

��
F �n,l,�

�

�
�

�

�                                                            2.96                                                              

نتحصل على عبارة دالة الموجة الشعاعیة النھائیة من 2.82في  الأخیرةھاتھ المعادلة  بتعویض  
  : الشكل التالي

R(r)=
��

���
�

�
��

���r(����)F �n,l,�
�

�
�

�

�                                                       2.97                                                       

 : الاخیر نجد دالة الموجة على الشكل التالي في

ψ (r,θ,φ ) =
��

���
�

�
��

���r(����)F �n,l,�
�

�
�

�

�Υ(θ,φ )                                2.98                                

 : معادلة الزاویة حل

�
�

����

�

��
�sinθ

�

��
� +

�

�����

��

�� �
+ λ��Υ(θ,φ ) = 0                                    2.99                                   

 : فصل المتغیرات ھاتھ المعادلة نستخدم طریقة لحل
Υ(θ,φ ) = Τ(θ)F(φ )                                                                                    2.100                                                                              

 : نتحصل على المعادلة التالیة 2.97في  2.98 بتعویض

F(φ )�
���(�)

���
+

�

����

��(�)

��
� +

�(�)

�(� )�����

���(� )

�� �
+ λ�Τ(θ)F(φ )= 0      2.101       

 : التبسیط نجد عند
�����

�(�)
�

���(�)

���
+

�

����

��(�)

��
� + ������� = −

�

�(�)

���(�)

���
                        2.102                           

  ومنھ نستطیع ان نعرف الطرفان  φوالطرف الایمن یعتمد على θالطرف الایسر على یعتمد
:بثابت یدعى بثابت التفرقة 

φ �

�����

�(�)
�

���(�)

���
+

�

����

��(�)

��
� + ������� = ��

−
�

�(�)

���(�)

���
= ��

�                                     2.103
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 : المعادلتین نتحصل على بتبسیط

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �

��

���
+

1

����

�

��
−

��

�����
+ ��� �(�)= 0                                         2.104

�
��

���
+ ��� �(�)= 0                                                                            2.105

� 

 : من الشكل التالي 2.105نقترح حلا للمعادلة 
F(φ )= A�����                                                                                      

                                                                                           2.106 
 : من الشكل الأخیرةالمعادلة  حل

Τ(θ)= AP�
�(cosθ)                                                                                                                                                                       

 

2.107 
�� ھي معادلة

� 
Le gendre associee 

 lھو عدد صحیح 

��
�(�)= (1 − ��)

|�|

� �
�

��
�

|�|

��(�)                                                          2.108                                                      

 Le gendre �� یتم تعریفھ بواسطة صیغة 
Rodrigues 

��(�)=
�

���!
�

�

��
�

�
(�� − 1)�                                                                        2.109                                                                   

  . الكرویةفي الأخیر نستطیع أن نسمي الجزء الزاوي لدالة الموجة بالتوافقیات 
 

��
�(�,�) = ���

�(����)����                                                                   2.110                                                            
 

 : A شرط التنظیم لایجاد نفرض

∬ ������|��
�(�,�)|��

�
= 1                                                                     2.111                                                                

 

A = ϵ�
(����)(��|�|)!

��(��|�|)!
                                                                                    2.112                                                                                 

 : ومنھ

��
�(�,�) = ��

(����)(��|�|)!

��(��|�|)!
��

�(����)����                                        2.113                                        

 : مع

�
(− 1)�                        � ≥ 0       

1                      � ≤ 0       
                                                                 2.114�                                                           

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفصل الثالث
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 الفصل الثالث

غوردن لھزاز توافقي مشوه-حل معادلة كلاین  

  : تمھید

   للطاقة والدوال الذاتیة في إطار   في ھذا الفصل ندرس تأثیر الفضاء المشوه على القیم الذاتیة    

  غوردن الشعاعیة لھزاز توافقي في فضاء أحادي -في حالة معادلة كلاین  ، میكانیك الكم النسبیة

  . البعد وثلاثي الابعاد البعد وثنائي

  : غوردن الشعاعیة لھزاز توافقي أحادي البعد-حل معادلة كلاین-1

  :  غوردن للھزاز التوافقي تعطى بالشكل-معادلة كلاین 

������� + ���������� − ��������(�)= (�� − � ���)�(�)                3.1     

       

  :  التحول الكموني التالي باستخدام

�
��� =

��

�������

��� = −�ℏ�1 + ����
�

���

�                                                                               3.2    

                                              

  : فضاء ضد دوسیتر من اجل  حلول

τ = −1 

�
��� =

��

√�����

��� = −�ℏ√1 − ���
�

���

                                                                                 3.3�    

                                            

  : نجد

�
�� = �.� = �

�

√�����
� .�

�

√�����
�

�� = �.� = �−�ℏ√1 − ���
�

���
� .�− �ℏ√1 − ���

�

���
�
�                        3.4   
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�
�� =

��

(�����)

�� = ��ℏ�
�

��
− ℏ�(1 − ���)

��

���

                                                               3.5�  

                                     

  : ومنھ

��{��
� + � �� ��� + � ���}�(�)= ���(�)                                              3.6  

                        

  :] 16[ نجد 3.6في  3.5 نعوض

�� ���ℏ�
�

��
− ℏ�(1 − ���)

��

���
+ � �� � �

��

�����
� + � ���� �(�)=

���(�)                                                                                                                 3.7 

    

���ℏ�
�

��
− ℏ�(1 − ���)

��

���
+ � �� � �

��

1 − ���
� + � ���� �(�)=  

��

��
�(�)                                                                                                                  3.8

      

�(1 − ���)
��

���
− ��

�

��
−

����

ℏ��
�

���

�����
� −

�

ℏ�
�
�������

��
�� �(�)= 0       3.9

            

  : نستخدم التغیر التالي 3.9اجل حل  من

��� = ����√���⇒ � =
�

√�
����√���⇒

��

��
= ����√���⇒

��

��
=

�

����√���
                                                                                                                3.10

     

  : المشتقات التالیة ولدینا

��

��
=

�

����√���
.
��

��
                                                                                             3.11
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���

���
=

1

�����√���
�√�����√���

�

��
+
���

���
�                                           3.12 

  : نتحصل على معادلة صفریة من الشكل التالي 3.9في  3.12و3.11 بتعویض

���

���
−

����

ℏ��
�����√���� +

�

ℏ�
�
�������

��
� � = 0                                      3.13

          

  : نستخدم المتغیرات التالیة الان

�
� = ����√���

� = ����√���
�                                                                                                 3.14

                    

  : التالیة المشتقات مع

�
�� = √�����√�����

�� = −√�����√�����
�                                                                                3.15

                                                                                       

  : نستخدم التحویل التالي 3.13المعادلة  لتبسیط

ψ�ρ�= V�f(u)                                                                                                  3.16

                   

  : التالیة والمشتقات

��

��
= √��� ��

��

��
− �

�

�
��                                                                              3.17

                 

���

���
= ��� ��� ���

���
− (2� + 1)�

��

��
+ �(� − 1)

��

��
� − ���                    3.18

               

  : نجد 3.13في  3.18المعادلة  بتعویض

λV� �V�
���

���
− (2s + 1)U

��

��
+ s(s − 1)

��

��
f − sf −

����

��ℏ�
.
��

��
f +

�
�

�ℏ�
�
�������

��
� − s�� = 0                                                                               3.19
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:مع  

⇒ V�
���

���
− (2s + 1)U

��

��
+ �s(s − 1)−

����

��ℏ�
�
��

��
f + �

�

�ℏ�
�
�������

��
� −

s� f = 0                                                                                                                3.20

    polynome de Gegenbaues   : لدینا كثیر حدود أخرىجھة  ومن    

 

(1 − ��)
���

���
− (2� + 1)�

��

��
+ �(� + 2�)� = 0                                   3.21 

         

  : نجد 3.21و  3.20المعادلة  بمطابقة

�
�

�ℏ�
�
�������

��
� − �� = �(� + 2�)                                                              3.22  

                  

ھو كثیر حدود 
��

��
 

⇒ �s(s − 1)−
����

��ℏ�
� f = 0 ⇒ s� − s −

����

��ℏ�
= 0                                   3.23                                     

  : تحدید قیمة الثابت  یمكننا

:بحیث حلھا یعطینا الجذرین التالیین 3.23من خلال حل المعادلة التفاضلیة من الدرجة الثانیة  s 

⎩
⎨

⎧�� =
�

�
+

�

�
�1 + 4

����

��ℏ�

�� =
�

�
−

�

�
�1 + 4

����

��ℏ�

�                                                                              3.24 

                             

  :نجد 3.22المعادلة  من

E = ±�λc�ℏ�[n� + 2ns + s] + m�c�                                                       3.25 

                 

,�S  قیمتي  بتعویض   :نتحصل على   ��
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�� = ���ℏ� ��� + � ± ��1 + 4
����

��ℏ�
+

�

�
±

�

�
�1 + 4

����

��ℏ�
� +

� ���                                                                                                                    3.26  

   

⇒ E� = �n +
�

�
� [ℏ�λ�c� + 4ℏ�c�m�ω�]

�

� + λc�ℏ� ��n +
�

�
�
�
+

�

�
� +

m�c�                                                                                                                     3.27

   

  : نتحصل على عبارة طیف الطاقة لھزاز توافقي مشوه أحادي البعد كالتالي ومنھ

�� = � �� �1 +
ℏ

���
�(2� + 1)��� +

�ℏ

��
�
�
+

�ℏ

��
�2 �� +

�

�
�
�
+

�

��
���

�

�

  . 

  3.28  

  غوردن الشعاعیة لھزاز توافقي یمكن التعبیر عنھ -الأخیر الحل الدقیق لمعادلة كلاین وفي

  : Gegenbauer بواسطة كثیر حدود

ψ�ρ�= V�f(U)⇒ ψ(ρ)= (1 − U�)
�

�f(U)⇒ f(U)= c�
(�)(v)               3.29 

          

  : نستنتج عبارة دالة الموجة كالتالي ومنھ

ψ(x)= NV�f(U)= NV�c�
(�)(v)                                                                    3.30 

                  

ψ(x)= N(1 − U�)
�

�c�
(�)(v)                                                                            3.31 

                 

 � ھو التقنیین  

facteur de legalisation 

  :مع 

��
(�)(�)= 1, ��

(�)(�)= 2��                                                                          3.32 
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��
(�)(�)=

�

�
�2�(� + � − 1)����

(�) (�)− (� + 2� − 2)����
(�) (�)�           3.33 

            

  : غوردن الشعاعیة لھزاز توافقي ثنائي الابعاد-حل معادلة كلاین-2

  : غوردن لھزاز توافقي ثنائي الابعاد في فضاء عادي-كلاینمعادلة 

��[�� + � �� ��� − 2�� ℏ]ψ(r)= (E� − m�c�)ψ(r)                          3.34

                   

  : فضاء ضد دوسیتر من أجل حلول

τ = −1 

�
�� =

��

�����

�� = − ℏ�∆(1 − ���)
                                                                                    3.35�

                  

  : نجد 3.34في  3.35 بتعویض

 

�− ℏ�∆(1 − ���)+
�

��
��

�����
+ �ℏ�(�.�)− �� �(�)= 0                        3.36

           

  : باستخدام المختصرات التالیة

�

�

��
=

����

ℏ�
−

���

ℏ

� =
(�������)

ℏ���
+

���

ℏ

�                                                                                   3.37 

                             

نستخدم الاحداثیات القطبیة في المساحة  3.36للحصول على حل دقیق للمعادلة   

 

,�)ونكتب الحل في شكل منفصل یحتوي على الرقم الكمي  �) 

l  

ψ(r, φ)= �����R(r), l =

0,1,2,…                                                                                                              3.38
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  : الى الشكل التالي 3.36ومنھ تتحول المعادلة 

�(1 − ���)
��

���
+

�����

�

�

��
−

�(���)

��
(1 − ���)−

�

��
��

ℏ�(�����)
+ �� �(�)=

0                                                                                                                           3.39

          

  : نستخدم التغییر التالي 3.39لحل ھذه المعادلة 

R(ρ)= ρ�g(ρ), ρ = √1 − λr�                                                                        

3.40 

  : الى الشكل التالي 3.39ومنھ تتحول المعادلة 

�(1 − ��)
��

���
+ 2 �

�

�
− (� + 1)��

�

��
−
�(� + 1)��

(1 − ��)
+
�

�
− 2�� �(�)

= 0                                                                                                                       3.41  

                                                                                 

  : المعادلة التالیة لدینا

μ�μ − 1�−
1

a�λ
�
ℏ�

= 0                                                                                           

3.42  

  :حل ھاتھ المعادلة یعطى بواسطة 

μ =
1

2
± �

1

4
+

1

a�λ�ℏ�
                                                                                            

                                             3.43 

ρ = 0,1, − 1 :نضع  

   jacobi  :   لي ھة أخرى لدینا كثیر الحدود التاومن ج

�(1 − ��)
��

���
+ [(� − �)− (� + � + 2)�]

�

��
+ �(� + � + � +

1)��         = 0                                                                                                   3.44

  

  : یعطي الحل الدقیق التالي
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g(z)= P�
(�,�)(z)                                                                                             3.45 

                

  : نجد 3.41المعادلة  مع  كثیر الحدودبمطابقة 

�
� − � =

�

��

� + � + 2 = � + 1
� �
� =

�

�
−

�

��
−

�

�

� =
�

��
+

�

�
−

�

�

�                                                          3.46

                              

n(n + a + b + 1)=
α

λ
− 2μ                                        

                                                                                                                          3.47 

  n �n + μ + l +
�

�
� =

�

�
−

�

�
�� −

�

�
� −

�

�
                                              

                                                                            3.48   

نتحصل على عبارة طیف الطاقة لھزاز المعادلة الأخیرة  في μعبارة و  α و aعبارتي بتعویض 

  : توافقي مشوه ثنائي البعد 

��,� = ±� �� �1 −
��ℏ

���
+

�ℏ

���
�(2� + � + 1)��� −

�ℏ

��
�
�
+

�ℏ

��
(4�(� +

� + 1)+ 2� + 1)��

�

�

  

3.49 

  : دالة الموجة إیجاد

  : التالیةلدینا العلاقة 

ϕ(s)= �1 − s�
�

�                                                                                                3.50

                        

  :Rodrigues  صیغة

��(�)=
��

�(�)

��

���
[(1 − ��)��(�)]                                                                 3.51

              

  :Jacobi  لدینا كثیر حدود أخرىجھة  ومن
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��(�)≡ ��
(�,��� �⁄ )

(�)                                                                                      3.52

                       

  : بحیث

ρ(s)= (1 + s)
���

�

�
�(1 − s)�                                                                          3.53

                         

   f(s) عبارة

f(s)= C�(1 − s)
�

�P�
(�,��� �⁄ )

(s)                                                                     3.54 

                            

  : الموجة كالتاليومنھ عبارة دالة 

ψ(r, φ)= C�2
�

�����(1 − λr�)
μ

��λr��
�

�P�
(�,��� �⁄ )

(1 − 2λr�)                   3.55 

             

  : بحیث

�� = �
�

���

�!��������
�

�
���������

�

�
�

Γ�����
�

�
�Γ(�����)

                                                              3.56 

                       

  [9]  نتحصل على دالة الموجة 3.55في  3.56 بتعویض

 

  غوردن لھزاز توافقي مشوه في وجود حقل - حل معادلة كلاین 2-1

  :   مغناطیسي

 

  :[10]غوردن  في فضاء عادي تعطى -معادلة كلاین

�� �� −
�

�
� + ���� �.�� −

�

�
� − ���� ��(�)= (�� − � ���)�(�)        

3.57 

  :بحیث 
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A =
�

�
B × r =

�

�
(− y, x, 0)                                                                             3.58 

          

  :نستطیع كتابة المعادلة من الشكل 

��(��.��)�(�)= (�� − � ���)�(�)                                                      3.59 

               

  : حلول فضاء ضد دوسیتر من أجل

 

τ = −1 

�± = �� ± ���
�

√�����
, �� = √1 − ���� −

�

�
� ×

�

√�����
                    3.60 

          

:نتحصل على المعادلة التالیة   حساب مبسط بعد  

�(1 − ���)�� +
�

��
��

�����
+ �ℏ�(�.�)−

��

�
�� − �� �(�)= 0              3.61 

            

  : باستخدام المختصرات التالیة

�
� =

(�������)

��ℏ�
+

���

ℏ

�

��
=

����

ℏ�
+

����

���ℏ�
−

���

ℏ

�                                                                             3.62

                                        

  نستخدم الاحداثیات القطبیة في المساحة  3.61على حل دقیق للمعادلة  للحصول

,�)ونكتب الحل في شكل منفصل یحتوي على الرقم الكمي  �)  

l 

ψ(r, φ)= ����R(r), l = 0,1,2, ....                                                                3.63 

                 

  : الى معادلة من الشكل 3.61ومنھ تتحول المعادلة 

�(1 − ���)
��

���
+

�����

�

�

��
−

�(���)

��
(1 − ���)−

�

��
��

ℏ�(�����)
+ �� �(�)=

 0                                                                                                                      3.64 

  : بحیث
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ϵ = α +
���

�ℏ
           3.65 

  : نستخدم التغییر التالي 3.64المعادلة  لحل

R(ρ)= ρ�g(ρ), ρ = √1 − λr�           3.66 

  : من الشكل 3.64تصبح المعادلة 

�(1 − ��)
��

���
+ 2 �

�

�
− (� + 1)��

�

��
−

�(���)��

(����)
+

�

�
− 2���(�)= 0  3.67

      

  : لدینا المعادلة التالیة

μ�μ − 1�−
�

����ℏ�
= 0                 3.68 

  :حل ھاتھ المعادلة یعطى من الشكل 

μ =
�

�
± �

�

�
+

�

����ℏ�
                3.69 

 نضع

ρ = 0,1, − 1          3.70 

  Jacobi  ھة أخرى لدینا كثیر الحدودومن ج

�(1 − ��)
��

���
+ [(� − �)− (� + � + 2)�]

�

��
+ �(� + � + � + 1)��

= 0                                                                                                                       3.71                              

     

  : یعطي الحل الدقیق التالي 

g(z)= P�
(�,�)(z)                                                                                               3.72  

  : نجد 3.71و 3.67 بمطابقة

�
� − � =

�

��

� + � + 2 = � + 1
� �
� =

�

�
−

�

��
−

�

�

� =
�

��
+

�

�
−

�

�

�                                                        3.73  

                  

n(n + a + b + 1)=
�

�
− 2μ                                                                        3.74   
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n �n + μ + l +
�

�
� =

�

�
−

�

�
�μ −

�

�
� −

�

�
                                                    3.75   

           

قة لھزاز توافقي مشوه في نتحصل على عبارة طیف الطا 3.75في  3.69و 3.63بتعویض   

  :وجود حقل مغناطیسي 

��,� = ±� �� �1 −
��ℏ

���
+

�ℏ

���
�(2� + � + 1)��� −

�ℏ

��
�
�
+ ��� +

�ℏ

��
(4�(� + � + 1)+ 2� + 1)− �����

�

�

                                                        3.76  

 بحیث

�� =
��

���
                                                

3.77 

     دالة الموجةإیجاد 

  : لدینا العلاقة التالیة

ϕ(s)= (1 − s)
�
� �                                                                                             3.78 

           

  Rodriguesصیغة 

��(�)=
��

�(�)

��

���
[(1 − ��)��(�)]                                                                3.79 

          

   jacobi  كثیر حدود

��(�)≡ ��
��,��� �� �

(�)                                                                                     3.80 

             

 بحیث 

ρ(s)= (1 + s)
���

�

�
�(1 − s)�                                                                         3.81 

           

  f(s) علاقة
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f(s)= C�(1 − s)
�

�P�
(�,��� �⁄ )

(s)                                                                     3.82 

         

  : ومنھ عبارة دالة الموجة كالتالي

ψ(r, φ)= C�2
�

�����(1 − λr�)
�

�(λr�)
�

�P�
(�,��� �⁄ )

(1 − 2λr�)                 3.83 

  : بحیث

�� = �
�

�
�
�

�!��������
�

�
���������

�

�
�

������
�

�
�Γ(�����)

                                                             3.84  

         

  .  [9]نتحصل على دالة الموجة 3.83في  3.84بتعویض 

  : توافقي مشوه ثلاثي الابعادغوردن لھزاز -حل معادلة كلاین-3

  : غوردن لھزاز توافقي ثلاثي الابعاد في فضاء عادي-معادلة كلاین

��[�� + � �� ��� − 3�� ℏ]�(�)= (�� − � ���)�(�)                    3.85    

      

  : باستخدام التحویل الكموني التالي

�
�� =

��

�������

�� = −ℏ� �(1 + �����)∆ + ����
�

���
�
  �                                                 3.86    

                    

  : حلول فضاء دوسیتر من أجل

τ = +1 

�
�� =

��

������

�� = −ℏ� �(1 + ����)∆ + ���
�

��
�
                                                        3.87�    

               

  : معادلة صفریة من الشكل نتحصل على 3.87و 3.86بتعویض 

�− ℏ� �(1 + ����)∆ + ���
�

��
� + � �� � �

��

������
� − 3�� ℏ −

(�������)

��
� � = 0        3.88    
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  : غوردن لھزاز توافقي ثلاثي الابعاد في فضاء مشوه كالتالي-ومنھ معادلة كلاین

�(1 + ����)�
��

���
+

���

�

�

��
−

��

��
� + ���

�

��
−

����

ℏ�
�

��

������
� +

���

ℏ
+

(�������)

ℏ���
� � = 0                                                                                          3.89    

      

  : لحل ھاتھ المعادلة نستخدم التغییر التالي

y = √1 + λ�r�                                                                                             3.90     

     

  : مع المشتقات التالیة

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ���� = ���

��

��
=

��

��

��

��
=

���

�

��

��

���

���
=

����

��
���

���
+ �

��

�
−

����

��
�
��

��

                                                             3.91�     

       

  : بالتعویض نجد

��� �
����

��
��

���
+ �

��

�
−

����

��
�

�

��
+

���

�

�

��

��

�
−

��

��
� + ���

���

�

�

��
−

����

ℏ�
��

��
+

(�������)

��ℏ�
� �(�)= 0        3.92      

  : نجدھاتھ المعادلة  بتبسیط

�(1 − ��)
��

���
− ��

�

��
−

����

(����)
−

����

��ℏ���
+ �

����

��ℏ�
−

(�������)

����ℏ�
���(�)=

0                                                                                                                 3.93       

  : يھاتھ المعادلة نستخدم التحویل التال لحل

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�(�)= ���(�)
��

��
= �� �

�

�
+

�

��
� �(�)

���

���
= �� �

��

���
+

��

�

�

��
+

�(���)

��
� �(�)

                                                  3.94�      

   

  : بالتعویض نجد
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�(1 − ��)
��

���
+ �

��

�
− (2� + �)��

�

��
−

����

(����)
+ � − �� − �(� − 1)+

��(� − 1)−
����

��ℏ�
�
�

��
� �(�)= 0    3.95     

  : لدینا

ε =
����

��ℏ�
−

(�������)

����ℏ�
                                                                                  3.96    

        

s(s − 1)−
����

��ℏ�
= 0 ⇒ s(s − 1)=

����

��ℏ�
                                             3.97    

        

  : نضع المتغیر التالي الآن

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�(�)= (1 − ��)��(�)
��

��
= (1 − ��)� �

�

��
−

���

����
� �(�)

���

���
= (1 − ��)� �

��

���
−

���

(����)

�

��
+

���

(����)�
�(� − 1)−

��

����
� �(�)

3.98    �    

  : بعد التعویض والتبسیط نتحصل على معادلة من الشكل

�(1 − ��)
��

���
+ �

��

�
− (4� + 2� + �)��

�

��
−

(�������)

����ℏ�
− 2�(2� + 1)−

��� � = 0                   3.99    

  : لحل ھاتھ المعادلة نستخدم المتغیر التالي

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧� = 2�� − 1 ⇒ 1 − �� =

�

�
(1 − �)

�

��
= 4�

�

��

��

���
= 8(� + 1)

��

���
+ 4

�

��

                                                        3.100�

     

  : بالتعویض نجد

�4(1 − ��)
��

���
+ 2[(2� − 4� − � + 1)− (4� + 2� + � + 1)�]

�

��
−

(�������)

����ℏ�
− 2�(2� + 1)− ��� �(�)= 0                                                3.101

         

  «Jacobi» من جھة أخرى لدینا كثیر الحدود
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�(1 − ��)
��

���
+ [(� − �)− (� + � + 2)�]

�

��
+ �(� + � + � + 1)��

= 0                                                                                             3.102 

  : نجد 3.106و  3.105 بمطابقة

�
� − � =

�

�
(2� − 4� − � + 1)

� + � + 2 =
�

�
(4� + 2� + � + 1)

� �
� = 2� +

�

�
− 1

� = � −
�

�

                          3.103  �

         

n(n + a + b + 1)= −
(�������)

����ℏ�
− 2σ(2s + 1)− Ds                           3.104

         

 

  : ومنھ نستنتج عبارة طیف الطاقة لھزاز توافقي مشوه ثلاثي الابعاد كالتالي

E = �m�c� + λ�c�ℏ� �n �
1

2
− n − 2σ −

D

2
− s� − 2σ(2s + 1)− Ds��

�

�

   

   

                                                                                                                            3.105

         

��,� = ±� �� �1 −
��ℏ

���
+

�ℏ

���
�(2� + � + 1)��� +

�ℏ

��
�
�
+

�ℏ

��
(4�(� +

� + 1)+ 2� + 1)��

�

�

       3.106 

  : الموجة  دالة  إیجاد

  «Jacobi» الدقیق یمكن التعبیر عنھ بواسطة كثیر حدود الحل

g(y)= P�
(�,�)(2y� − 1)             3.107 

  : كما

f(y)= (1 − y�)�P�
(�,�)(2y� − 1)           3.108 

  : من جھة أخرى لدینا العبارة التالیة

R(y)= y�(1 − y�)�P�
(�,�)(2y� − 1)       3.109 
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  : التاليومنھ نستطیع كتابة دالة الموجة الشعاعیة لھزاز توافقي على النحو 

R(r)= N(1 + λ�r�)
�

�(λ�r�)�P�
(�,�)(2λ�r� + 1)        3.110 

 

  :ومنھ عبارة دالة الموجة لھزاز توافقي ثلاثي الابعاد في فضاء مشوه 

ψ(r)= N(1 + λ�r�)
�

�(λ�r�)�P�
(�,�)(2λ�r� + 1)Υ�

�(θ,φ)       3.111 

  :الخصائص الدینامیكیة والحراریة 

  ] :17[لدینا العبارة التالیة 

Z = ∑ exp �−
��

���
� = ∑ exp �−

���

���
� α� + α�n + α�n

���
���

�
���      3.112 

 ��ھو ثابت بولتزمان

  : بحیث

�
�
= 1 +

�ℏ

���
�(� + 1)��� −

�ℏ

��
�
�
+

�ℏ

��
(2� + 1)− ��� − ��        3.113 

�� =
�ℏ

���
���� −

�ℏ

��
�
�
+ � �� +

�ℏ

�
(� + 1)� , �� =

��ℏ�

����
         3.114 

�����]نستعمل نشر تایلور   Z لحساب − ���������]  

∑ �(�)
∞
��� =

�

�
�(0)+ ∫�(�)�� − ∑

�

(��)!
����

(����)(0)�
���             3.115 

  : لدینا الدالة التالیة

f(n)= exp�−b�α� + α�n + α�n
��=

exp �− b√α��1 +
��

��
n +

��

��
n�� = exp �− χ�1 +

��

��
n +

��

��
n��  3.116 

∫ �(�)
∞

�
��=∫ ����−��1 +

��

��
� +

��

��
���

�

�
��                                 3.117

   

  : بحیث

y = �1 +
��

��
n +

��

��
n� = �1 +

��

��
n +

��

��
n��

�

�
                                     3.118 



 

42 

 

dy =
�

�

��
��
��

��
��
�

���
��
��
��

��
��
���

�
�

dx =
�

�

��
��
��

��
��
�

�
dn                 3.119 

dn =
����

��
��
��

��
��
�
                                       3.120 

 n حساب

�� = 1 +
��
��

�
��
��

�� 

�
�

�
�

�� +
��
��

� + 1 − �� = 0 

Δ = �
α�
α�
�
�

− 4
α�
α�

(1 − y�) 

n =
�
��
��
�√�

�
��
��

                                                            3.121 

  :نستنتج  ومنھ

dn =
����

��
��
��

��
��
�
=

����

��
��
��

��
��
�
�
��
��

�√�

�
��
��

�

=
����

��
��
�
��
��
�√�

=
����

√�
=

����

��
��
��
�
�
��

��
��
(����)

    

              3.122  

  : لدینا یصبح

I = ∫ f(n)dn
�

�
= ∫ exp(− χy)dn

�

�
= ∫ exp(− χy)

����

��
��
��
�
�
��

��
��
(����)

�

�
=

∫ exp(− χy)
���

��
��
��
�
�
��

��
��
��

��
��
��

�

�
=

�

��
��
��
�
�
��

��
��

∫ exp(− χy)
���

�
��

�

��
���

�
��
��

�
�
��

��

�

�
 

3.123 

  : یلي ومنھ نستنتج ما
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I =
�

��
��
��
�
�
��

����

��
�

∫ exp(− χy)
���

���
�����

��������
��

�

�

�
=

���

���
�������

∫ exp(− χy)
�

�

���

���
�����

��������
�

=
���

���
�������

∫ exp(− χy)
�

�
�1 −

�����

��������
��

�
�

� ydy          3.124 

  : یلي نشر تایلور نتحصل على ما باستعمال

�1 −
�����

��������
� �

��
�
�

�
=

�

���
�����

��������
��

�
= 1 + ���

� + ���
�+....         3.125 

  : بحیث

�� =
�����

��������
� , �� = 6��

� ��
�

���
��������

�                   3.126 

   :التاليمن الشكل   العبارةتصبح I بالتعویض في عبارة 

I =
���

���
�������

∫ exp(− χy)�1 +
�����

��������
� y

�� ydy
�

�
                   3.127 

  :كالتالي  Zومنھ عبارة 

Z ≃ I =
���

���
�������

∫ exp
�

�
(− χy)�1 +

�����

��������
� y

�� ydy            3.128 

�����] باستعمال نشر تایلور − ���������]  

������] ���رقم برنولي بحیث   و [�������� �� 

 (���)�ھو مشتق من 

�2) ومنھ التكامل یصبح من الشكل − 1) 

Z = I =
2α�

�α�
� − 4α�α�

�(−1)�
(2n − 1)!!

(2n)!!

Γ(2n + 2)

χ����
�

4α�α�

α�
� − 4α�α�

�

��

���

=  

2��

�
�
� ��

� − 4����
�(−1)�

(2� − 1)!!

(2�)!!
Γ(2� + 2)�

4����

(��
� − 4����)�

��

�∞

���

=  
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���

�
�
���

�������

∑ (−1)�
(����)!!

(��)!!
Γ(2� + 2)�

�∞
���        3.129 

 بحیث

χ = √α�
���

��
                    3.130 

σ =
�����

���
���������

�
= �

��

���
�
� ���

���
��������

          3.131 

  : ومنھ تصبح العبارة كالتالي

Z = �
��

���
�
� �

���
�������

∑ (−1)�
(����)!!

(��)!!
Γ(2n + 2)σ��

���               3.132 

 ومن جھة أخرى لدینا

Γ(z)= ∫ exp(− t)t���dt
�

�
                3.133 

�
� = 0 ⇒ �(2)= 1
� = 1 ⇒ �(4)= 6

�                 3.134 

  :  بتعویض

نتحصل على عبارة من الشكل  �
�
, ��, �� 

Z ≃
(���)

�

�ℏ���√������
−

�(���)
��

�ℏ����(������)
�
�

�1 −
���(�ℏ��������ℏ�)

�(���)
� �           3.135 

 نضع تقریبا

�1 −
���(�ℏ��������ℏ�)

�(���)
� � ≃ 1           3.136 

  :نجد  3.135ومنھ تصبح العبارة 

Z ≃
(���)

�

�ℏ���√������
�1 −

�(���)
��

����(������)
�              3.137 

  : نضع

θ =
��

����(������)
                  3.138 

  :وأخیرا نستطیع كتابة الخصائص الدینامیكیة والحراریة 

F = − k�TlnZ, U = k�T
� ����

��
, C =

��

��
, S = −

��

��
               3.139 

  : ]11[على العبارات التالیةبعد حساب مبسط نتحصل 

  : بحیث
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ھي الطاقة الحرة   F 

ھي الطاقة الداخلیة   U 

ھي السعة الحراریة   C 

ھي الانتروبي   S 

 

F = − k�Tln �
(���)

�

�ℏ���√������
(1 − θ(k�T)

�)�                        3.140 

U = 4k�T �1 −
�

�(���(���)
�)
�                                                    3.141 

  C = 4k� �1 −
���(���)

�

�(���(���)
�)�
�                                                     3.142

S = k� �
����(���)

�

���(���)
�
+ ln �

(���)
�

�ℏ���√������
(1 − θ(k�T)

�)��  3.143 
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 خاتمة
 

  مركزیة  بكمونات  في عملنا ھذا تطرقنا للدراسة الكمیة لمعادلة كلاین غوردن موصوفة      

  لمحة  قمنا  بإعطاء  من النوع ھزاز توافقي  مشوه  ضمن إطار میكانیك  الكم النسبي حیث 

  بكتابة   سمحت لنا  طریقة ریاضیة  استخدمنا  حیث بتةالثا حول معادلة كلاین غوردن  عامة

  بفصل   الأخرى زاویة  تدعى ھذه الطریقة و  شعاعیة إلى  معادلتین  إحداھماالمعادلة    ھذه

  والفصل الأول خلالھا من  إیجاد الدوال الذاتیة وھذا ماورد في الفصل  من المتغیرات تمكنا 

  ووضع المتغیرات  ضیة تمثلت في سلسلة عددیة من تغيمن خلال تطبیقنا لطریقة ریا الثاني

  من ھزاز التوافقي وباستعمالنا لأكثرغوردن لل-لمعادلة كلاین على الجزء الشعاعي المشتقات

  :كثیر حدود  

    polynome de Jacobi , Polynome Gegenbauers, 

    Polynome D′Hermite,Polynome Hypergéométrique , 

  وأیضافي حالة  فضاء عادي ودوال الموجة  المقابلة  لھا إیجاد طیف الطاقة من  تمكنا      

  الأن   الثالث و الثاني  الفصل  یبینھ   ھذا ماالأبعاد   ثلاثي  أحادي وثنائي وفضاء مشوه   

  میكانیك  نستطیع القول بأن تأثیر تشوه الفضاء على القیم الذاتیة  للطاقة والدوال الذاتیة في  

  . وجود تغییر كبیر في قیم نتائجنا مقارنة بالحالة العادیةالكم النسبي أدى إلى 

  من   إنتباهتبقى محل    المشوه ضمن إطار الفضاء   الكمیة  ، إن الدراسة وفي الأخیر     

  . الباحثین لتسلیط الضوء علیھ والبحث فیھ من جدیدمن  الكثیرطرف 
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 الملخص



GHالملخص 
بالزمن  بدراسة الخصائص الكمیة لجملة فیزیائیة موصوفة بكمون مركزي غیر متعلق قمنا   ھذا المذكرة في     

غوردن  حیث قمنا أولا بحل معادلة كلاین الكم النسبي ، من خلال معالجة نظام ھزاز توافقي في إطار میكانیك   

  الحالة  في  تطرقنا إلى حل ھذه المعادلة  بعد ذلك  . الأبعاد ثلاثي  و  وثنائي البعد  لبعد واحد  العادیة  في الحالة 

  .تم تحدید طیف الطاقة ودالة الموجة في كل حالة   حیث المشوھة

  :الكلمات المفتاحیة 

  . میكانیك الكم النسبي ،معادلة كلاین غوردن،ھزاز توافقي ،فضاء مشوه

 

Résumé 

    Dans  ce   mémoire , on a essayé d′étudier les  caractéristiques  d′un    corps     physique 

 décrit  par un  potentiel  central  non  lié  avec  le  temps, par le  traitement   du    système 

 d′un  oscillateur  harmonique dans  contexte  de  la   mécanique  relativiste ,  d′abord   on 

 a   essayé  de  résoudre l′équation   de  klein  gordon dans  le cas  d′une  seule  dimension 

 et à deux dimension et  à trois  dimension , ensuite  nous  avons  aborder  une  solution  à 

 cette  équation dans  l′espace  déformé , ou nous avons  déterminé   le spectere d′énergie 

 et la fonction d′onde dans chacun des cas .  

��� ���� ��é�: Mécanique quantique  relativiste , Equation  de  klein  gordon  , Oscillateur  

harmonique, Espace déformé .  

 
 
 
 

Abstract 

     In this thesis we tried  to study the quantum  characteristics of  a physical  body  described  

by treating  the  system  of  a  harmonic  oscillator  in  the    context    of     relative   quantum  

 Mechanics . First   ,we  tried  to solve  the  klein  gordon  equation in  the  case  of only  one 

dimension  and  two dimension  and  three dimension , then  we approached  a solution to this  

equation  in  the  deformed  space  where we determined  the  energy  spectrum  and  the wave   

function  in each case. 

Key Words : relative quantum mechanics ,The klein gordon equation ,Harmonic oscillator, 

deformed  space. 
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