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هدإء  إ 

 روح أبي الطاهرة رحمة الله عليه إلى

دربي  أنارتالتي  ،في حياتي إنسانة اعز وأغلىاهدي ثمرة جهدي هذا إلى 

وكانت سببا في مواصلة  إلى من جاهدت وعانت الكثير من اجل تعليمي  ،بنصائحها

وكانت بحرا صافيا يجري   ،إلى من منحتني العزيمة لمواصلة الدرب ،دراستي 

إلى من  ،إلى من زينت حياتي بضياء البدر وشموع الفرح ،بفيض الحب والبسمة

 ،الغالية على قلبي إلى ،علمتني الصبر والاجتهاد

 أمي

إلى  ،منال وسماح اخواتيو ،عمارة وقيس ،عمر ،دراجي ،عبد القادر إلى اخوتي

إلى من ساندوني ويسروا لي  ،اخواتي حفظهم الله ابناءاخوتي و وزوجات ابناء

 إلى ،عمر وأميرة صباحي صديقتي منئ الصعاب وشجعوني في كتابة هذه المذكرة

زملاء إلى  اسماء . ،عفاف ،حيزية ،سليمة رفيقاتي اللاتي عرفتني بيهم الجامعة

 .واكرم دفعتي فارس ونبيل

أن ينفعنا به  سائلة الله العلي التقديرإلى كل هؤلاء اهديهم هذا العمل المتواضع 

 ويمدنا بتوفيقه.

 

 

 



ان   كر وعرف 
 ش 

كه الذي أوصلني لهذا  لام لله ف اطر السموات و الأرض رب كل شيء ولحمد و الشكر أولا و أخرا  ا
دعواتي و أستخرته ف أرشدني إلى الدرب   ستجاباف  دعوته طالما الذي،المستوى المتقدم من العلم

 العزيمة و الصبر بقوة أمدني ،ا في هذا العملهبخطوة أتقدم   كل في معي كان الذي ،الصحيح
 .اليأس و وفقت بفضله العظيم في إتمام هذه المذكرة حاجز على تغلبلل

بالإشراف على هذا    لتفضله هدار مبارك الإحترام بالشكر للأستاذو  بكل معاني التقديرو أتقدم  

هذا    لإتمامالنصائح    ليوتقديمه  لمساعدته   ف الق مختاركما اتقدم بالشكر لأستاذي المحترم   ،العمل
 العمل .

حايف  الاستاذة  ا في مراجعة هذا العمل المتواضع  مناقشة الذين بذلوا جهداعضاء لجنة الكما اشكر  
 الدي تشرف بالمناقشة . مومني مصطفىوالاستاذ   ،التي تراست اللجنة  خايف
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 عامة:المقدمة ال

ميكانيكا الكم هي مجموعة من النظريات الفيزيائية التي ظهرت في القرن العشرين وخلقت 

جسيم(، والتي تتمثل في الخاصية الموجية والخاصية الجسيمية، -)موجةمصطلح الازدواجية 

 ظهرت لتفسير الظواهر على مستوى الذرة والجسيمات دون الذرة.

 الرياضيالجانب يات الأخرى، لها جانبان، من الظاهر اليوم أن ميكانيكا الكم مثل النظر

وقد نجحت بشكل طريقة متناسقة ومنسجمة  هو الرياضيلجانب ل بالنسبةالمفاهيمي، الجانب و

كان  المفاهيميالجانب  ذرية. لكنالالذرية وتحت  الظواهرمن كبير في شرح وتوقع عدد كبير 

بدون استنتاجات متفق عليها، وبدون ميكانيكا الكم كان من وموضوع مناقشات لا تنتهي 

في هذه  .كلاسيكيالهر في عالمنا التي لا تظ المستحيل فهم مختلف الظواهر في الفيزياء المجهرية

قد تم تطوير الرياضيات وخاصة الفيزياء الرياضية نجد انه النجاحات غير المنتهية لميكانيك الكم 

 .[1] الكملمساعدة ونجاح ميكانيكا 

 وكولومبية ا الموجودة في كموناتالجسيمات  لأنظمة ميكانيكا الكم أعطت نتائج جيدة

. هذه الكمونات غير بدقةمحددة  الموجية والدوالالطاقة  تكوناين الهزاز التوافقي كمونات 

كمونات الأنظمة الذرية وشبه لشكل  ات كثيرةتنبؤولكن هناك  ميكروسكوبيموجودة في العالم ال

   .[1] مركزيةال غيرنفس الخصائص الذرية مثل الكمونات  لهاالكمونات الذرية، بعض هذه 

لها تناظر كروي، فهي لا تتعلق فقط بنصف  ليس الكمونات غير مركزية هي كمونات

مركزية، يأخذ هذا الطبيعة القوى غير  وهي تمثل  كالزوايا، أخرىتتعلق بمعاملات  وإنما rالقطر

نادرا ما تكون متناظرة التي  مثل الذرات والجزيئاتمن الأنظمة الفيزيائية الحقيقية،  أهميتهالنوع 

مركزية بالأعمال التي قام بها البدأت دراسة الكمونات غير كرويا مثل ذرات الهيدروجين .

Makarov  ها وبعد.[2] يدورانداخل كمون جسيم مسالة  ميكانيكا الكم بواسطةعندما تناول

معادلة  تسمح بفصلمركزية التي الالكمونات غير حيث اعطى من خلالها  Hartmannأعمال 

 عمل من غير المركزية فيهذه الكمونات  ثم نظمت [3] الكروية الإحداثياتشرود نغر في 

حيث  ،لمزيد من الواقعية في الدراسات الطريق مهدت الأعمال. هذه  Hautou [4] اعمال 

في حلها تحليليا في الميكانيكا الكلاسيكية و التي يمكن مركزيةالالكمونات غير  اعطى عبارات 

ووجد بعض الحلول الدقيقة في الفضاء ثنائي  ،روشرود نغنيوتن  معادلتيميكانيكا الكم عندما تم 

  .  [1] في الفضاء ثلاثي البعد اخرىالبعد و
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مركزية التي يمكن من أجلها حل معادلة شرود نغر عن طريق فصل الالكمونات غير 

تم استخدامها لوصف الديناميكا قد و ،[5]وخاصة في الكيمياء الكمية ،عدة تطبيقات لهاالمتغيرات 

 الأبعادمعادلة شرود نغر ثلاثية  تم حلولقد  ،للجزيئات حلقية الشكل مثل جزيء البنزينالكمية 

مركزية وهو الغير  وناتمكلل آخروهناك تطبيق  ، Kustaanheimo-Stiefelتحويل  باستخدام

.الكمونات بدون تناظر كروي لها بعض التطبيقات في  [6] النواة المشوهة أزواجتفاعل بين 

المركزية في نظرية علوم المواد  غير تفيد الكموناتعلى سبيل المثال  . [7] بنيويةنظرية  النانو 

 .[8] مكعبةوالحصول على ثوابت مرنة لبلورة  ،يكروسكوبيةوصف المرونة المفي 

غير المركزية بعضها اعتمد فيها الطريقة  يوجد حاليا العديد من الدراسات في مجال الكمونات

مثل طريقة التكرار  ، [9] بتقنيات رقميةاو التحليلية وأخرى اعتمد فيها الطرق التقريبية  

حلول متعددة الحدود  ،[11] طريقة التحليل إلى عوامل ،Pekeris [11]العرضية تقريب 

 . [14]تحويل لابلاسو [13] (SUSYQM)شكليات ميكانيكا الكم فائق التناظر  ،[12]المتعامدة

مركزية وتعميماتها في النسبية وغير الوقد درست الحلول التحليلية الدقيقة للكمونات غير 

 . [16] [15] نسبية لسنوات عديدة وهناك حاليا الكثير من الاعمالال

هذا الموضوع حول معالجة مشكلة في ميكانيكا الكم غير النسبية من خلال حل  يتمحور

 العادي.الفضاء  في إطارمعادلة شرود نغر في فضاء ثنائي الأبعاد 

قدمة وثلاث فصول وخاتمة مانطلاقا من  ،اعتمدنا خطة تستوفي شروط العمل بكل جزئياته

 :على النحو التالي 

حول معادلة شرود نغر وتطرقنا فيه إلى جزئين الأول مدخل جاء بعنوان  :الفصل الأول

وحلها في الإحداثيات الكروية .أما الثاني تكلمنا فيه عن بعض خصصناه للتعريف بهذه المعادلة 

 مركزية  .الالكمونات غير 

ركزنا فيه على حل معادلة شرود نغر مع هزاز توافقي في الفضاء ثنائي الأبعاد  :الفصل الثاني

 في الفضاء العادي .

كان بعنوان حل معادلة شرود نغر مع هزاز توافقي زائد كمون ثنائي القطب في  :الفصل الثالث 

 الإحداثيات القطبية حيث استخرجنا عبارة الطاقة والدالة الموجية .

 



 
 
 

 

 

 

 

                    

ول  صل الأ 
ل عام حول:الف  معادلة   مدخ 
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ر الخ  غ  ن  رودي   ش 



شرودينغر والكمونات غير مدخل عام حول معادلة 
 المركزية

 :I الفصل   

 

 
3 

 

 تمهيد:

تلعةةا ملةة     فهةةا. نسةةة  ململكةةغ ر ةةد  الا كان كةة ملأساسةة   هةةا ملاعادلةة  دنغيشةةد دمعادلةة  

فةا  مماكسةفي معةادت  ملكلاسة ك    املا كان كةملكةغ ملةم معادلة  ن ةفت  فةا  ام كان كفا  ملأساسا

عة  ا عةةا    هة .كاةفماتصة  ملطوةف  ملامةانا  ملاكةانا ل الة  مللسةغ مل  ملكهد مغناط سة  .

 معادلة  مة   تطعلة  االفتة ح ناا  ملأ لىجائ   م  مل  ج   معادل  تفاضل   ت طفي على مشطقا 

 نشدها فةا  1291تا  ص ارطها نهاي  عام  .[17]  ج  مللان   ح ناا تطعل  اإح مث ا  ملفضاء مل

فةا هة م ملفصةم نقةفم  .[11]شةد دينغد مة  طةدا ملف ايةائا ملناسةا ي م  ية   1291ا مي  عام 

ثةةغ شةةدت م طصةةد للكافنةةا  ر ةةد  ،ملادكايةة ملكافنةةا  مللااطةة  فةةا  دنغيشةةد دا  مسةة  معادلةة  

 ادكاي  ملطا تساع نا فا د مس  ملفصفل ملقادم .مل

 :رنغيمعادلة شرود  .1

فهةةا مسةةلا  كافم ةة  تصةة   ملنظةةام ملكاةا فةةا دنغةةيشةةد د مل ملة  ملافج ةة  تالةةم حةةم معادلة  

  تعوا كم   ملاعلفما  ملطا ت ص مل ات  ملكافم  . ،ملكافم  حدك  مللس اا  

 ملطال  :ملشد ط  (  ⃗ )Ψتسطففا مل مل  ملافج    أنيلا 

 .⃗  يلا أن تكفن مسطاد  مع -

- 
  

  
  يطغ توة   ه ه ملق فد اشدط مل   م  مل لفل. ،مسطاد يلا أن تكفن  

يقطةد  مة   ⃗ كاةا أن  مة  ملصةفد ملافج ة  تقطةد مل مل   أنه م يعنا  ،منطظا يلا أن تكفن  -

 يعنا:مللانهاي   ه م 

(1I-)                  ∫  ( ⃗  )Ψ( ⃗  )    ∫|Ψ( ⃗  )|
 
      

(9I-)                                                          ( ⃗  )  |Ψ( ⃗  )|
 

 

  جةفد ملكلافة  ملفدمر ة  تحطاال ة  أنهااشكم مةاشد على   | |ياك  فا ه ه مل ال  تدمء  ملكا   

 .مللس غ

 .[12]مسطقد  ملنظام مفجفد فا حال   إننقفل  ،ملام  عن ما ت تعطا  كلاف  متحطاال على 

 :لنظام كاا تعوى االعلات  ملطال    دنغيشد د ملشكم ملعام لاعادل  

(3I-)                                                            
 Ψ( ⃗  ) 

  
  Ψ( ⃗  )  
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 ،هةةا مدحةة مث ا  ملللاثةة  لافضةةع مللسةةغ ،مطغ ةةدم تفاضةةل   جائ ةة  تطضةةا  أ اةةع معادلةة    هةة ه

  ها مطغ دم  منفصل  ح ناا ت تكفن ملوات  دمل  زمن  . ،ملام يضاا إل ها 

 : ح ث

   ثاا  الانك 

 H م   امؤثد ملهام لطفن يص  ملوات  ملكل   للنظام ملا   س مل ي يطغ ت  ي ه 

 ملطالا:ملكامن . عةا تها م  ملشكم   ملوات    مل دك   خلال ملافع ملوات  

(4I-)                                                                             ( ⃗  )      ( ⃗  )  

     ح ث:  
  

  
 

يلا عل نةا  ( ) لللس غ ملاط دك فا ملالال ملطناظد ملادكاي  ( )Ψل لك ل  مس  دمل  ملافج  

 .[92]دشد د نغحم معادل  

   
  

  
[   ( )]                                                                       (I-5)                          

 ح ث:

   كطل  مللس غ 

  ( )  ملوات  ملكامن 

    كالطالا  هتالاس ان ل مل  ملافج  عةا ت: 

   
   

   
 
   

   
 
   

   
                                                                          (I-6)   

 :الشكم ملطالا ت اي  ا اا  ث يطغ كطاا  تالاس ان فا مدح مث ا  ملك

  
  

   
 

  

   
 

  

   
    

جائ ة  لهةا حلةفل لقة غ مع نة  ذم  مشطقاتا  تعطةد معادل  تفاضل    دنغيشد د ف ايائ ا معادل  

   مل لةفل  ،ح ث ت عى االق غ مل مت   ،Eها ملق غ ملاسافت اها للوات   آخدااعنى  أ  ،Eللوات  

 .˝اال  مل مل مت  ˝ملطا تفمفقها ت عى 

 ملطالا:ياك  كطاا  ه ه ملاعادل  م  ملشكم 

(7-I)                                                                                      ( )    ( ) 
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  : Eملادتةط االوات   ملهاملطفن مؤثدهف     

(8-I)                                                                                  
  

  
   ( ) 

 ت فيةةم مدحةة مث ا  هةة م يشةة د منةةه ياكننةةا ، يعطاةة  فقةةط علةةى ملاسةةاف   (I-5)كاةةفن ملاعادلةة  

( )Ψ ملكد يةة  إلةةى مدحةة مث ا مل يكا ت ةة    Ψ(     )    لهةة م نقةةفم االطةة ك د االعلاتةة  اةة

 ملطال  :ملطال ل   م  خلال ملطعديفا  

{

  √                 

       (  ⁄ )          

       (  ⁄ )               

                                )                      I  (2-     

{
           
           
                 

                                                                                (I-10)             

 ملطالا:ملشكم  فا متح مث ا  ملكد ي  تالاس ان يأخ ح ث 

(I-11)                           
 

  
 

  
(  

 

  
)  

 

      

 

  
(    

 

  
)  

 

        

  

   
 

 ملطالا:االشكم  دنغيفطصةح معادل  شد د 

(I-12)                                      [ 
  

  
(
 

  
 

  
(  

 

  
)  

 

      

 

  
(    

 

  
)  

                               
 

        

  

   
)   ( )]Ψ(     )    (     )    

     نقةةفم ا ةةم ملاعادلةة   فصللا ملميغيللرم لةة لك ااسةةطعاال  ،فقةةط rنلاحةةأ أن مل ةة  ملأ ل يعطاةة  علةةى 

(I-12). 

 ملطالا:على ملشكم  (     ) نقفم اكطاا  دمل  ملافج   أ لى ك وف  

(I-13)                                                                     (     )   ( ) (   ) 

 نل      (I-12)االطعفيض فا ملاعادل    
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[ 
  

  
(
 

  
 

  
(  

 

  
)  

 

      

 

  
(    

 

  
)  

 

        

  

   
)  

                             ( )]  ( ) (   )     ( ) (   )                          (I-14) 

 على:فنط صم  ،   نضد  فا  (   ) ( ) ، نقسم على            

 

 ( )
[(
 

  
(  

 

  
)) ( )  

   
  

  (   ( )) ( )]   

 
 

 (   )     
[
 

  
(    

 

  
)  

 

      

  

   
]  (   )                        (I-15) 

 أن:نلاحأ 

ياك   ضع    𝛉ملودا ملأيا  يعطا  فقط على  rملودا ملأيسد يعطا  فقط على ااا من 

 Cيسا ي لللاا   ملودف  

. ه م يقفدنا إلى (   )   على ملشكم  Cنكطا ثاا  ملفصم  (،كا  )لأسةا  ف ايائ   

 ملطال  :ملاعادت  ملطفاضل   

(I-16)                  
 

  
(  

 

  
) ( )  

   

  
  (   ( )) ( )   (   ) ( )     

(7I-1)               
 

    
[
 

  
(    

 

  
)  

 

      

  

   
]  (   )   (   ) (   ) 

تسمى بالمعادلة  (7I-1) مللان     ملاعادلقطرية ملبالمعادلة تساى  (I-16) ملأ لى ملاعادل 

ا ناا  ( ) يعطا  على مخط ا  ملكافن ملادكاي قودي  م  ملفمضح أن حم ملاعادل  مل ،ملزموية

 . ملادكاي ا صال   للا ع ملكافنم  ملاعادل  ملام ي  ها معادل  عا

منغاس فا ملكافن ملادكاي  ،ملطا تص  حدك  جس غ ر د نسةاقودي  مل دنغيفا معادل  شد د

  ملطالا:ملكد ي  على ملشكم  مدح مث ا ح ث يطغ كطاا  عةا   تالاس ان فا  ( ) 

(1I-1)                        
 

  
 

  
(  

 

  
)  

 

      

 

  
(    

 

  
)  

 

        

  

   
 

                                     
 

  
 

  
(  

 

  
)  

  

    
  

 : ح ث

(2I-1)                                           [
 

      

 

  
(    

 

  
)  

 

        

  

   
]  

 L  هف ملعام مل دكا ملا م ي 
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  تساى ملطفمفق ا  ملكد ي   د ملها    مل مت   ل   مل مل أنم  ملاعد ا 
لها ت غ  ،(   ) 

  (   )   ذمت   تسا ي 

  :.مذن       تطغ د ت اطه م   l=1,2,….  m : ح ث

(92I-)                                                                   
 (   )     (   )  

  

 :كاا يلا  دنغيل لك تصةح معادل  شد د 

(91I-)                    [ 
  

   
(
 

  
 

  
(  

 

  
))  

  

   

 (   )

  
  ( )] (     )  

                                                    (     )       

 مي :

 (99I-)                                       
  

   
(
 

  
 

  
(  

 

  
))  

  

   

 (   )

  
  ( ) 

 :م  ملشكم  دنغيل لك تكطا معادل  شد د  ، ح ث ندى منه يطواا  فقط مع 

(93I-)                          [ 
  

   

 

 

  

   
 

  

   

 (   )

  
  ( )]     ( )       ( ) 

( )    نضع   :ت ق  ملاعادل  ملطفاضل   ملطال    ( )     منه مل مل   ( )      

(94I-)                              [ 
  

   

  

   
 

  

   

 (   )

  
  ( )]     ( )       ( ) 

لها  يضاا  لها شكم نظام أحادي ملةع  إت أن ملوات  ملكامن   (-94I)ملاعادل   أننلاحأ 

ملاصولح 
  

   

 (   )

  
 .l=0 ملطا ت طفا عن   قوة ملطرد ملمركزيمل ي يول  عل ه مصولح  

 ملمركزية:ملكمونا  غير  .2
 مدح مث ا م  متفضم مسط  مم نظام  ،فا حال  ت دك مللس غ فا ملكافنا  ر د ملادكاي 

 .دشد د نغل م معادل   (نظام ثلاثا متاعاد)ملكد ي  

 ،على ه م ملسؤمل للإجاا  ?ما ها ملكافنا  ر د ملادكاي  :تغ طدت سؤمل اوديق  طة ع   

هف جه  يعطا  فقط  ( ) ملكافن ملادكاي  ،م  ملضد  ي ت  ي  ملكافنا  ملادكاي  ااخطصا 

ملكافنا  ر د  إنيساح لنا ه م ملطعدي  االقفل  ل لك مدح مث ا فا أصم   على ملاساف  
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م     ملام ي  ملقوة  على  ك لكام تعطا   ،  على نص  ملقود ت تعطا  فقط  ملادكاي  ها د مل

 ثلاثا ملأاعاد.م  ملام يط   معا فا حال    ملام ي  

  فا ثلاث  مطغ دم  تؤدي إلى د مس  (     )   متعطااد على ملكافنا  ر د ملادكاي 

فا  .ملطاه  ي ملفصم على ملأتم فكد  عاا س أتا تحقا فا ه م نغد دعواء ملقا ئيمعادل  شد د 

فا جه  م  ملنفع  ملاط دك p ملاخغ  mه م ملنظام  ضعنا ملشكم ملعام للهاملطفن للس غ ملكطل  

 .،  مسطقل  ع  ملام  (     )  ر د ملادكاي

 :أمثلة عن ملكمونا  غير ملمركزية  .3
 ر د ملادكاي  ملطا تا  د مسطها ااسط  مم طديق  تغ  د هناك أنفمع م طلف  م  ملكافنا 

 :    ملاطغ د، ن كد م  ا نها

 :  Makarovكمون  1.3

 فا ك ا اء ملكغ  ملف اياء ملنف ي  لفص  مللايئا  على شكم  ن  ، مدمكانا ياك  مسط  مم ه ه  

فا مدح مث ا  ملكد ي  ، تكطا كافنا   .ملم ملةناي   ملطفاعلا  ا   أز مج متنفي  ملاشفه 

Makarov االشكم ملطالا:  

(91I-)              (   )   
 

 
 

 

        
 

     

        
  

 : Hartman  كمون 2.3

 :فا مدح مث ا  ملكد ي  كاا يلا  Hartmanنعدا كافن 

(91I-)        (   )    (
   

 
 

  
 

        
) 

    مل   ملأدنى للكافن 

     ملةع  ملشعاعا 

 حلقة:شبه مليومفقي على شكا هزمز جهد مل 3.3

 لهامزملكافنا  مللايئ   على شكم حلق  ها كافنا  ر د مدكاي  ، تطكفن م  كافنا  م 

جايئا  ياك  مسط  مم ه ه ملكافنا  لفص  نافذج .ملطفمفقا ملكد ي   كافنا  إضاف   أخدى

ملاشفه .  ها تسط  م فا ك ا اء ملكغ  ي نفعلى شكم  ن   ملم ملةناي  مللايئا  ملطفاعم ا   مت

 ملف اياء ملنف ي . فا ملسنفم  ملأخ د  ملطأث د ملنسةا لللس اا  مل ت ق  فا ملات  ملكافنا  

.  نطائج مها  ملطفمفقا ر د ملكد ي أثا  مهطااما كة دم فا ملف اياء  تغ مل صفل علىهامز لل
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ملطفمفقا   كافنا  دمل  ملقف  ملسلة  ، ثغ أ اع هامز تطكفن كافناته م  ملطدمكا ا   كافنا  مل

 كافنا ، اادضاف  إلى مثن   م  ملكافنا  ر د ملادكاي .

  :[91]  نكطا ه م ملكافن االشكم ملطالا

(97I-)           (   )  
 

 
   

 

  
 

 

        
 
      

        
    

 .ها معاملا  حق ق   ا  ن أاعاد c ،b ،A ،K ح ث

 :Hautot كمون  3.3

 :يلايعدا كاا 

(91I-)                                                                         (   )   ( )  
 ( )

  
   

 ت  تام ا م ه ه ملكافنا  اوديق  ت ل ل   فا مل ال     ها دمل  للاطغ د ( )  ح ث 

كافنا   م اع  ها ن فت   مل ال  ملكا   مللانسة   أي معادل  شد دينغد   ملكلاس ك   أي معادل

  ثلاث  فا ملفضاء ثلاثا متاعادم طلف  فا ملفضاء ثنائا ملةع  

 سةع   ،فا ثلاث أاعاد  لى معطاادم ع ياك  أن يكفن لها على ملأتم ثالل  تعة دم  م طلف 

  .ملأاعادتعة دم  إذم كان  ثنائ   

 : على شكا حلقة مزدوجة Kratzerكمون  3.3

د  م مهاا فا تا يخ ملك ا اء مللايئ    ملكا    ت  تغ مسط  ممها  Kratzerتلعا كافنا  

كافنا  كان  ، اسةا أها طها فا ملال ملف اياء مللايئ   .لفص  ملةن    ملطفاعلا  مللايئ  

Kratzer  مفضفع ملع ي  م  مل  مسا  من  تق ياها م  تةمKratzer  1292فا عام . 

لل ات   v  طاتا  متهطامزم  ر د ملادكاي  k تلعا طاتا  متهطامزم  ملادكاي 

 فا د مس  حات   ه اكم متهطامزم  للأنظا  ثنائ   مل    ثنائ   مل    د  م مهاا  مللايئ  

[99]. 

على شكم حلق  ماد ج ، مل ي يص  مل دك  مل   من    Kratzerفا مدح مث ا  ملكد ي ، كافن 

 .[99ر د ملادكاي  لللايئا ، يطغ تعديفه على ملن ف ملطالا]
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(92I-)                                  (   )      (
  

 
 
 

 

  
 

  
)  

 

        
 

 

       
 

    ها طات  ملطفكك   

     صم ا   ملنفى فا حال  ملطفمزناملفملةع  هف 

    b ها معاملا  ا  ن أاعاد 

 :ثنائي ملقطب ملكهربائي  مون ك 3.3

تص  ح م   مللايئا   يعطةد م ملكافن يظهد مكل دم فا مل  م  مطع د  متلكطد نا   ك لك فا ه

ت   تأث د  qنظام يطكفن م  ش ن  نقو   معطةدنا  إذمح ث مل  ج  ملأ لى لكافن كفلفما 

∑  ش نا  ماط    ه م ملأخ د اش ن  إجاال   ر د  يطا املنقو  ( ملافع ملش نا     )    

 ،نقو  ياك  له م ملنظام أن يأخ  كالال أيفن توةا  ش ن   ،مطناظد كد ياًصفدي   تفزيع ر د 

  :ملطالامكطف  على ملشكم    ملكافنا  ملناتل  ع  تفزيع ملش ن  

    

(32-I)                                                             ∑
 

    

  

  
  V= 

qهنا 
 

⃗⃗⃗     مكفن م      ها ش ن  ملعنصد       ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗     ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ⃗ هف  ⃗⃗⃗⃗   

)مل ي  يشا  إل ه  qعلى منه مفضع ملش ن  ملنقو      لق  عدفنا ، qمفضع ملش ن  ملنقو   

. على ه م  Oاالنسة  للاة أ  (⃗⃗⃗⃗  )مل ي عدفناه االشعاع    هف مفضع      (  ⃗ افمسو  ملشعاع 

 :نكطا 

                     ∑
 

    
   [( ⃗    ⃗⃗⃗⃗ )

 
]
   ⁄

  =∑
 

    

  

| ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗|
 =  

 ∑
 

    
 

  ( ⃗
    ⃗   ⃗⃗⃗⃗    ⃗⃗⃗⃗

 
)
   ⁄

 

(31-I)                       ∑
 

    
 

  

 
(   

 ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 ⃗ 
 
  ⃗⃗⃗⃗⃗
 

 ⃗ 
)
   ⁄
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  صغ د  مقا ن  اأاعاد ملنظام اأكاله مل ي يطشكم م     نفدض أن أاعاد ملش ن  ملااط  

⃗⃗⃗⃗  |، ا  ث نكطا q ملش ن  ملنقو    |  ،  االطالا يكفن ل ينا :|⃗ | 

(39-I     )  (   
 ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 ⃗ 
 
  ⃗⃗⃗⃗⃗
 

 ⃗ 
)
   ⁄

   
 ⃗   ⃗⃗⃗⃗⃗

 ⃗ 
  

  ⃗⃗⃗⃗⃗
 

 ⃗ 
 

ااتحطفاظ فقط االل    م   تة  
  ⃗⃗ ⃗⃗

 
 : 

(33-I)                 ( )  
 

    
(∑

  

  
 ∑

         

   ) 

 ملش ن  ملنقو     Qملودا ملأ ل فا ه ه ملعةا   هف تفاعم كفلفما ا   ملش ن  ملكل   

مل ي يالم Qع م ملطناظد ملكد ي لطفزيع ملش ن  ل ملطأث د ملهن سامما ملودا مللانا فهف ملا   س  

ملافع ملش   ملسالة   ملافع ملش   ملافجة  ملاساف  ا   طفله هف مل ي  كافن ثنائا ملقوا

   ،ثنائا ملقوا ر د ملنقا هف مل ي ملافع ش نه ر د مع  م  فا ملأخ د يأخ  ملعةا   ملطال   

(34-I)                 ( )  
 

    
(
 

 
 
     

  
) 

ها ملام ي  ا   ثنائا ملقوا  ملشعاع ملدماط ا   ملش ن     هف طفل ثنائا ملقوا     مي 

 :ملا   س   مدكا ثنائا ملقوا كاا هف مفضح فا ملشكم ملافملا 
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 خاتمة:

ياك  حلها فا فضاء ثلاثا متاعاد  مخد فا  م  ا   ملكافنا  مللامدكاي  ملسااق  كافنا 

  أخدى ل س لها حم ت ل لا مناا  ،فا معااله Hautotفضاء ثنائا متاعاد فقط كاا  ضح  هفتف 

 مل لفل ملط ل ل    ااا منه ل سحلفل  تا    ااا منه ما يهانا مكلد فا حم معادل  شد دينغد هف 

 لكافن ثنائا ملقوا مع كافن ملهامز ملطفمفقا م  كافن حلفل ت ل ل   لاعادل  شد دينغد هناك

coulomb لعام ا م معاذل  شد دينغد للسغ فا ملفضاء ثلاثا متاعاد  له م نكطفا فا ه م م

 . فن ت   تأث د كافن ثنائا ملقوا زمئ  كافن ملهامز ملطفمفقا فا ملفضاء ثنائا ملةع شم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

ي  
ان  صل الث 

ة   :الف  عاعي  ر الش  غ  ن  رودي  اء  حل معادلة  ش  ص  ي  الف 
ف 

عد العادي   ي  الن 
ان  ث  ي  ي 

ق  واف  از  ت   مع هر 
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 :تمهيد 

الكمومي في ميكانيكا الكم مثلما يوصف يصف الهزاز التوافقي في الفيزياء وميكانيكا الكم،  

لكلاسيكية حركة جسيم في جهد توافقي. ففي ميكانيكا الكم يعامل االهزاز التوافقي في الميكانيكا 

الجسيم على انه دالة موجية بعكس الميكانيكا لكلاسيكية التي تتعامل مع الجسيم كجسيم دون تغيير 

ء الكمومية وهي تصف في الفيزيا للأنظمةذجا مهما فيشكل الهزاز التوافقي نمو. من حالاته أيا

.بواسطتها نستطيع  خواص حركة الجسيمات الصغيرة مثل الاكترون في جهد النواة الذرية

، لم تستطع وصف عدة من الخواص الفيزيائية لتلك الأنظمة الصغيرة بطريقة مقربة ناجحة

 والآتيان بحلول صحيحة تتفق مع الواقع. الميكانيكا الكلاسيكية )قوانين نيوتن مثلا( في معالجتها

يعد الهزاز التوافقي ذو أهمية أساسية في الفيزياء حيث يصف تطور أي نظام فيزيائي 

بالقرب من موقع التوازن مما يجعله أداة تستخدم في العديد من المجالات كالكهرباء و 

الكم، نستطيع أن نعرف من  بينما في ميكانيكا. [32الالكترونيات والبصريات والمواد المكثفة ]

ا الفصل نقوم بدراسة معادلة خلال الهزاز التوافقي كيفية حل معادلة شرود نغر، وفي هذ

 . نغر لنظام هزاز توافقي ثنائي البعد في مجال ميكانيكا الكم غير النسبيةيشرود

 :هزاز توافقي ثنائي البعدمع  نغريحل معادلة شرود .1

البعد عن طريق حل  ثنائيفي هذا الجزء، نحاول التعامل مع نظام هزاز توافقي غير نسبي    

 ، تحت تأثير جهد مركزي. mالشعاعية التي تصف حركة جسيم رشرود نغمعادلة 

 :عبارة الكمون المركزي كالتالي

𝑉(x,y) =
 

 
 m           

  :للهزاز التوافقي تعطى بالشكل التالي رشرود نغمعادلة 

(II.1)            {
  

  
 

 

 
                }            

(II.2)    { 
 
 

  
(
  

  
 

  

  
)  

 

 
          }                    



مع  في الفضاء العادي حل معادلة شرودينغر الشعاعية

 II الفصل   هزاز توافقي ثنائي البعد

 

 
31 

 

=(  , )Δ          :حيث 
  

   
 

  

   
 

( x,yفي هذه الحالة سنواجه مشكلة تعرقل حل هذه المعادلة وهي انه لا يمكننا فصل المتغيرات )

( إلى x,yلهذا نقوم بتحويل الإحداثيات الكارتيزية )r الطاقة الكامنة تعمد على  بعضهم لانعن 

 الإحداثيات القطبية.

 :العلاقة بين الإحداثيات الديكارتية و القطبية كالتالي

  = r cos𝜑 

  = r sin𝜑 

 ² +  ² = r² 

 :بحيث يعطى مؤثر لابلاسيان في الإحداثيات القطبية   

(II.3)                           ∆= 
  

   
 

 

 

 

  
 

 

  
  

    

 :لحل هذه المعادلة نقوم بفصل الدالة الموجية إلى دالتين فرعيتين كما يلي 

(II.4)        Ψ(r, 𝜑) = 𝑅(r)Φ(𝜑)  

   والجزء الزاوي من دالة الموجة القطريالجزء   تشكل Φ(𝜑)و  𝑅(r)حيث 

 :نجد  (II.1) رنغيشرودفي معادلة  Ψ (r, 𝜑) (II.4)و الدالة الموجية   (II.3)نعوض 

(II.5)  { 
  

  
(

  

   
 

 

 

 

  
 

 

  

  

   )  
 

 
     }Ψ (r)Φ(𝜑) = 𝐸𝑅(r)Φ(𝜑)  

بضرب هذه المعادلة في 
  

    Φ   
  :سيكون لدينا 

(II.6) { 
 
 

  
(
  

 

      

  
 

 

 

     

  
 

 

Φ   

  Φ   

   )  
 

 
      𝐸    }  

( في II.6من اجل الفصل بين المتغيرات  نضرب المعادلة)
  

 
 :فنحصل على  - 
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(II.7)  (
  

 

      

   
 

 

 

     

  
)  

      

  
 

     

  
   

 

Φ    

  Φ    

   
   

  

 :من خلال    Φالحل الزاوي  إعطاءحيث يتم 

(II.8)                                                    
 

Φ    

  Φ   

   
     

  

 :يكون الحل من الشكل

(II.9)                          𝜑             

وفقا لتعريف    بمقدار   φيضل دون تغيير عند الزاوية  إلكترونن احتمال وجود ونظرا لأ

 :الاحتمال كما يلي

 (II.10)            |      |  |            |      

(II.11)     |     Φ   |  |     Φ        |      

(II.12)                                                   

في  (II.7)نضرب المعادلة القطريةمن اجل حل المعادلة  
 

  
  :فنجد   

(II.13)     [
  

   
 

 

 

 

  
 

  
 

  
 

  

  
  ]       

(II.14)       
      

 
                                √

 

  
 

 :( قمنا بالتحويل التالي II.9للتخلص من المشتق الأول في المعادلة )

(II.15)                                               
 

√ 
     

 :حيث

(II.16)                              
     

  
 

 

√ 
(
     

  
 

    

  
) 
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(II.17)        
      

   
 

 

√ 
(
   

   
 

 

 

  

  
 (

 

   )     ) 

 :نحصل على  (II.13)في  (II.17)و   (II.16)نعوض المعادلات 

(II.18)                   [
  

   
 

  
  

 

 

  
 

  

  
  ]        

ζ  في هذه المرحلة نقوم بتغيير المتغير التالي   (
 

 
)
 

 

(II.19)                                               
 ζ

  
 

  

  
   

(II.20)                                             
  

  
 

  

  

  

 ζ
 

(1II.2      )                 (  
   

 ζ
   

  

 ζ
)

   

   
 

 

  
 

 :تصبح  (II.18)المعادلة 

(3II.2      )     (ζ)ƒ(ζ
  

 ζ
  

 

 

(  
  

 

 
)

  
 

 

 
 

   

 
) 

 :والآن للوصول إلى معادلة تفاضلية معروفة نستخدم التحويل التالي 

(2II.2                        )                         
 

  
     (=ζ)ƒ 

 :حيث

(4II.2              )              
     

 ζ
   

 

  
 (

 

 
 

 

 
 

 

 ζ
) 

(5II.2 )
      

 ζ
    

 

  
 (

  

 ζ
  (

  

 
  )

 

 ζ
 (

    

 
  

 

 
 

 

 
))     

 :( نحصل على المعادلة التفاضلية التالية 3II.2في المعادلة ) (5II.2)و (4II.2)نعوض 
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  (6II.2)  [ 
  

 ζ
  (   

 

 
  )

 

 ζ
 ( (  

 

 
)  

(  
  

 

 
)

 
)

 

 
 

   

 
   

 

 
]                                                                                                                            

(7II.2)      0  = (  
 

 
)  

(  
  

 

 
)

 
و              

   

 
   

 

 
        

   :موضح كما هو  (7II.2) من الشرط الثاني   يمكننا تحديد الثابت  ،هذه الخطوةفي 

(8II.2)                                                        (  
  

 

 
)    

 :حيث تتم حلول هذه المعادلة بواسطة 

(9II.2)           
 

 
(
 

 
   )          ,        

 

 
(
 

 
   ) 

  ƒ(ζ)من اللافت للنظر يجب أن تكون  (،9II.2في )  عن طريق الاختيار المناسب لقيمة الثابت 

ζفردية عند   :هي   هذا يعني ان القيمة المقبولة لقيمة    

(20II.                  )   
 

 
(
 

 
   )        ,       

   

 
   

 

 
    

لدينا  فتكون (.20II)في ( .14II)نعوض المعادلة  ،لتحقيق التعبير عن طيف الطاقة لهذا النظام

 :[32النتيجة التالية ]

(21II.)                                              
             

 من نوع (.36II)حل المعادلة 

  (23II.)                                                                   

  :على النحو التالي   (.32II)لذلك يمكن كتابة المعادلة

  (22II.                           )       
 

  

   (
 

 
)
  

 (        
  

  )   
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 : من الشكلللنظام  القطريفيصبح الحل 

(24II.)                      𝑅    
 

   
 
 

  

    
(   

 

 
)
 (        

  

  ) 

  :وأخيرا يتم كتابة الدالة الموجية على النحو التالي 

 (25II.)         
(   

 

 
)
 (        

  

  ) 
 

   
      

 
  

            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                    



 
 

 

 

 

 

 

الث   صل الث 
ر:الف  غ  ن  رودي  اء العادي   حل معادلة  ش  ص  ي  الف 

ي    ف 
ق  واف  از  ت  مع هر 

طث  
ي  الف 

ائ  ث  دكمون  ي  اي  ة   ز  ب  طب 
ات  الف  ث  ي  الإ حداي 

 ف 



هزاز توافقي زائد مع  في الفضاء العادي شرودينغرحل معادلة 

  في الاحداثيات القطبية كمون ثنائي القطب
 III الفصل 

 

 
91 

 

 :تمهيد 

التي توجد لها حلول  الأنظمةومع ذلك فان  ،مهم لدراسة الذرات والجزيئات نغريشرود حل معادلة       

اهتم  الحين ذلك مركزية ومنذكمونات غير  وأغلبيتهامحدودة للغاية  رنغيشرود تحليلية بواسطة معادلة 

لى الرغم الفيزيائية وع الأنظمةمركزية للبحث عن نماذج تقريبية لهذه الالباحثين في دراسة الكمونات غير 

 .[  ]من هذه التقريبات لم يتم حل سوى القليل من الكمونات بشكل تحليلي 

(   ) هو ثنائي القطب  الأبسطالكمون غير المركزي       
  

  
درس على نطاق واسع في كل      

 تجريبية أدلةنظرا لوجود  اهتمام الباحثينوقد جذب وعلم الأحياء  والكيمياء من الفيزياء الذرية والجزيئية

من  أكبر   كان المعامل  إذا إلايمكن أن نتحصل على حالات مرتبطة بهذا الكمون  على انه لا تنص

 ةحلول تحليليعلى الرغم من عدم وجود  وأكدتهااتبعت الدراسات التجريبية هذه النتائج  الحرجة،القيمة 

 .[  ]لهذا النظام 

نقوم في هذا العمل على البحث على تأثير كمون ثنائي القطب الكهربائي على هذه النتائج  ولتأكيد   

نغر مع هزاز يبحل معادلة شرود  نقوممستويات الطاقة لجسم مشحون داخل كمون هزاز توافقي لهذا 

 القطبية.توافقي بالإضافة إلى كمون ثنائي القطب في الفضاء العادي في الإحداثيات 

 :ائي القطب في الإحداثيات القطبيةزائد كمون ثن زاز توافقي مع ه رنغيمعادلة شرودحل  .1

 بالشكل التالي :في الفضاء ثنائي البعد التوافقي  يعطى كمون ثنائي القطب الكهربائي زائد كمون الهزاز

 (   )  
 

 
   

    
  
  
     

 :على الشكل التالي  (   ) كمون التحت تأثير لجسم مشحون  رنغيتكتب معادلة شرود 

(1-III) [ 
  

  
  

 

 
   

    
 

    

  

  
    ] (   )    (   )  

                                                                                                                       

 ل المتغيرات ولهذا نكتبها في الاحداثيات القطبية صلحل هذه المعدلة نتبع طريقة ف

على  (III-1)نقسم
  

  
 :من الشكل  نغريشرود فنتحصل على معادلة  
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(2-III)                 [  
  
   

  
   

      

     
   
    ] (   )   

   

  
  (   ) 

 :الشكل تب بيك لابلاسيان  مؤثرفي الاحداثيات القطبية 

   
  

   
 
 

 

 

  
 
 

  
  

   
 

 :من الشكل التالي  (III-2) فتصبح المعادلةنعوض بعبارة لابلاسيان 

(3-III) 

[
  

   
 
 

 

 

  
 

 

  
  

   
 
  
   

  
     

      

     
   
    ] (   )   

   

  
  (   )                                   

 ( لنتحصل على معادلة من الشكل :III-3المعادلة)نقوم بتبسيط بفصل المتغيرات 

[(
  

   
 
 

 

 

  
 
  
   

  
  )  

 

  
(
  

   
 

      

     
   
    )] (   )  

   

  
  (   ))III-4( 

(   )  لحل هذه المعادلة نكتب دالة الحالة على الشكل      ⁄ لفصل المتغيرات  ( ) ( ) 

 :فنتحصل على المعادلة التالية  وتقسيم المعادلة الى قسمين

(III-5) 

[(
  

   
 
 

 

 

  
 
    

  
  )  

 

  
(
  

   
 
      

     
 
    )]     ⁄  ( ) ( )  

  
  

  
  (   )    ⁄  ( ) ( )  

(   ) نقوم بحساب مشقات دالة الموجة       ⁄  ( ) ( ) : 

 : θ لـنحسب المشتقة الثانية بالنسبة 

(6-III)                                       
  

   
(    ⁄  ( ) ( ))      ⁄  ( )

   ( )

   
 

 : r ـبالنسبة ل الأولىنحسب المشتقة 

(7-III)               
 

  
(    ⁄  ( ) ( ))   

 

 
  

 

  ( ) ( )      ⁄   ( )

  
  ( ) 

 : r لـنحسب المشتقة الثانية بالنسبة 
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(8-III)   

   
(    ⁄  ( ) ( ))  

 

  
( 

 

 
  
 
  ( ) ( )      ⁄

  ( )

  
  ( ))          

=
 

 
 
  

  ( ) ( )  
 

 
  

 

 
  ( )

  
 
 

 
  

 

 
  ( )

  
 ( )      ⁄    ( )

   
 ( ) 

 :على  فتتحصل (III-8)نقوم بتبسيط المعادلة السابقة 

(9-III) 
  

   
(    ⁄  ( ) ( ))  

 

 
 
  
  ( ) ( )    

 
 
  ( )

  
         ⁄

   ( )

   
 ( ) 

 

 : (III-5)في المعادلة  (III-9)و (III-6) المشتقات  نعوض

(10-III) [
 

 
 
  

  ( ) ( )    
 

 
  ( )

  
 ( )      ⁄    ( )

   
 ( )  

 

 
 

 

 
  

 

  ( ) ( )      ⁄   ( )

  
  ( )  (

  
   

  
  )     ⁄  ( ) ( )]  

       
 

  
 [    ⁄  ( )

   ( )

   
 (

      

     
 
    )     ⁄  ( ) ( )]  

  
   

  
  (   )    ⁄  ( ) ( )                                                   

rعلى  (III-10)نقسم المعادلة 
   ⁄

 : 

(11-III) 

[
 

 
    ( ) ( )     

  ( )

  
 ( )  

   ( )

   
 ( ) ( )  

 

 
    ( ) ( )  

   
  ( )

  
  ( )  (

  
   

  
  ) ( ) ( )]  

  
 

  
 [ ( )

   ( )

   
     (

      

     
 
    ) ( ) ( )]  

  
   

  
  (   ) ( ) ( )                     

      

[
 

 
    ( ) ( )  

   ( )

   
 ( ) ( )  (

  
   

  
  ) ( ) ( )  

 
   

  
  ( ) ( )]  

 

  
 [
   ( )

   
 ( )  (

      

     
 
    ) ( ) ( )]            (III -12)  
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 : ( ) ( ) ونقسم على      في  (III-12)نضرب المعادلة 

[
   ( )

   
 

 

  
 

 
 ( )  (

  
   

  
  ) ( )  

   

  
  ( )]

  

 ( )
       

(33-III)                                                   [
   ( )

   
 (

      

     
 
    ) ( )]

 

 ( )
   

 :نعيد كتابة المعادلة على النحو التالي 

[(
  

   
 
 

  
 

 
 (

  
   

  
  )  

   
  

 ) ( )]
  

 ( )
  

(14-III)                                                [(
  

   
 (

      

     
 
    )) ( )]

 

 ( )
     

بما ان طرفي المعادلة كل واحد منهما يتعلق بمتغير واحد ومنه يمكن مساواتهما بثابت نسميه ثابت 

إلى قسمين ونساوي طرفي المعادلتين بـ  (III-14)نقسم المعادلة وبالتالي        الفصل ونرمز له بالرمز

 :ادلة الثانية تمثل الجزء الشعاعي تمثل الجزء الزاوي والمع الأولىالمعادلة    

  الزاويالجزء : 

(15-III                                    )   ( )  =(
  

   
 (

      

     
 
    )) ( ) 

  القطريالجزء : 

(16-III)                       (
  

   
 

 

  
 

 
 (

  
   

  
  )  

   

  
 ) ( )  

  

  
 ( )    

  

 :الزاوي معادلة الجزء حل   1.1

 :نضع 

(17-III)                               (
   ( )

   
 (   

      

     
 
    ) ( ))    

 :باستعمال استبدال المتغيرات التالية  Mathieu تكتب المعادلة على شكل معادلة
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(18-III)                                                                
     

    
  

 :فتصبح المعادلة من الشكل التالي 

(19-III)                                  
 

 

   ( )

   
 [

 

 
  

 

 
      ] ( )    

 :على المعادلة من الشكل التالي  فتتحصل  في  (III-31)نضرب المعادلة 

(20-III)                                        [
  

   
 (         )] ( )    

دور ك  لها  z دورية لأن Mathieu   معادلةومنه حلول    ساوي ي θ الزاوية دور أننلاحظ 

وفق  ( )       وجيب الناقص ( )     الناقص.وبالتالي حلول هذه المعادلة هي دوال جيب التمام 

من دورية فقط الحلول  ، قيمة عديمة الأبعاد  كل جل من ا(، بلوخ Bloch نظرية  أو)  foquetنظرية 

 الرمزتمام الناقص بالجيب تعلقة بلقيم المنرمز لوالتي تعرف بالقيم المميزة .  قيم المحددة لـ اجل 

 . [  ] (  ) أو  (    )  الرمز بواسطة ناقص المتعلقة بجيب الوتلك (  )  أو  (    ) 

عدديا أو بيانيا فهي تعطى عموما  ،Mathieuبشكل عام لا يوجد تعبير تحليلي لهذه القيم المميزة لـ  

.ومع ذلك من هذه القيم يمكننا استخراج حلول المعادلة الزاوية التي يمكن استخدامها بعد ذلك للحصول 

.فيمكن التعبير  pوهذا بكتابة التعبيرات التحليلية التقريبية للقيم الصغيرة والكبيرة  لـ  ،شعاعيعلى الحل ال

 . [  ]        حيث    mعند   و  عن 

(21-III)           
  

 

  
   

      

    (   )
   

             

    (   )(   )
   

 (  )                                                                                                                            

 . [  ]      تبقى نفسها حتى نصل للشرط  ( )   و ( )   معاملات سلسلة الطاقة 

 . [  ] b´sو a´sولكن مع معاملات مختلفة عن     ،لدينا كثير حدود مماثل عند  ،إضافة إلى ذلك

 . [  ] b(m=0)وبالتالي لا يوجد  ،m=0انه لا يوجد حل جيبي من أجل  ،نلاحظ هنا

 :فتحصل على كثير حدود من الشكل التالي  ،كبيرة pعندما تكون قيم 

 ((k=2n+1 :حيث 
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(22-III)                
  ⁄  

 

 
[    ]  

 

     ⁄
[     ]  

 

    
[          ]   (    ⁄ )                                                                      

لكل من القيمتين المميزتين  ( )   من الآن فصاعدا لتبسيط الكتابة نستخدم الترميز  ،في الأخير

 . [  ] ( )   و ( )   

   و       باستخدام التعريفات والعلاقات السابقة 
     

 
   لنتحصل على قيمة ثابت الفصل   

 . [  ]   بدلالة معامل ثنائي القطب 

(23-III)                                                            
    

 

 
   (

     

    
 ) 

⁄     )كحلول  Mathieuيكون لمعادلة  ( أو    )    نرى انه عند الحد  ) . 

         :حيث 

 :وبالتالي يمكن كتابة القيم المميزة في جميع الحالات بالصيغة التالية 

(24-III)                                                                       
   ( ) 

 : [  ]بالشكل التالي  ( أو )   كما يمكن أن نكتب الحل الزاوي بالنسبة للقيم الصغيرة لـ  

(25-III)                                                           
         (  ) 

 .   و   لـهي عبارة عن كثير حدود مكتوبة من نفس القوى الزوجية  (  )  و ( )   أن حيث
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 ( )   في حالة   بدلالة      :1الشكل                     

 

 ( )    في حالة   بدلالة     :2الشكل                     

 : قطريال معادلة الجزء حل 1.1

 :كالتالي  (III-36)المعادلة  يصبح شكل

(26-III)            (
  

   
 (   

 

 
)
 

  
 (

  
   

  
  )  

   

  
 ) ( )    

 : (II.18)يطابق شكل المعادلة القطرية في الفصل السابق  (III-26)شكل المعادلة  ،أن نلاحظ
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[
  

   
 
  
  

 

 

  
 
  

  
  ]  ( )                                                                     

. فيكون الحل  (III-26)لحل الجزء القطري للمعادلة  (II.18)نتبع نفس طريقة حل المعادلة  ،وعليه

 :كالتالي 

(27-III)            (  ) (        
  

  
) 

  

   
 
 
  

     ( )   

 :حيث 

,   √     ,    
 

  
  ,     

   

  
     

 :لهذا الحل هي  المرافقةوالطاقة 

(28-III)                                            (    √     ) 

 :تصبح الطاقة بالشكل  (III-27) باستعمال العلاقة

(21-III)                          (    √
 

 
   (

     

    
 )   ) 

التي       ولهدا نستعمل النهاية    الأساسيالرقم الكمي  بدلالةعبارة الطاقة  ابةالآن نحاول كت

 أيهزاز توافقي تؤول إلى حالة 
 

 
 :تصبح طاقة الهزاز التوافقي بالشكل التالي ف ،| |    

(30-III)                                                (    | |   )   

  :حيث 

                                                       

 :نجد  (   )     وبمقارنتها بعبارة الطاقة

                                             (    | |   )    (   ) 

                                                                              | |        
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 (33-III)                                                                   | | 

 :نتحصل على عبارة الطاقة بالشكل التالي  (III-30)في  (III-31)بتعويض 

(32-III)                                     (  | |  √     )    

(   )    بالنسبة لدالة الحالة التي أعطيت بالعبارة      ⁄  ( )  نعوض كل من  ( ) ( ) 

 فنجد  ( )  و

(33-III)  
(   

 

 
)
 (   √      

  

  
) 

 

   
 ( ) 

 
  

     (   )   

 

 :حيث 

      
 

  
  ,     

   

  
     

حيث جالة           |(   ) |∫ التقنين نعوض هذه العبارة في شرط ،N التقنينولتحديد ثابت 

من العلاقة   nمن الدرجة Laguerre.ونستعمل كثير حدود  [26]هي مقننة بالتعريف   ( )  ماتيو 

[27]: 

(34-III)          
(     ⁄ )

(
  

  
)  

(       ⁄ ) 

  (     ⁄ ) 
   (      

 

 
 
  

  
) 

 [:28]ومع التعريف 

   ∫      ⁄      
   
 ( )   

 (     )  (     ) (    ⁄ ) (    ⁄ )

     (   ) (   ⁄ )
 

 

 
 

(35-III)                   (       ⁄    ⁄           ⁄   ) 

 :تقنينفتحصل على الصيغة التالية لثابت ال

                                                                   
(       ⁄ ) 

(     ⁄ )   (       ⁄ )
      

(36-III)   [
  (     ⁄ ) (   ⁄ )

 (       ⁄ ) (    ) (    ⁄ )   (          ⁄             ⁄   ⁄ )
]
  ⁄
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 ( )    في حالة   بدلالة       :3 الشكل                    

 

 ( )    في حالة   بدلالة       :4الشكل                      

 

  ( )    في حالة   بدلالة        :5الشكل                     
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 ( )    في حالة   بدلالة       :6الشكل                      
 

 

 ( )    في حالة   بدلالة       :7الشكل                      

 

 ( )   في حالة    بدلالة       :8الشكل                        
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 المناقشة 

من عبارة الطاقة لنظام يتكون من جسم مشحون داخل كمون يتكون من كمون ثنائي القطب  ،نلاحظ

انحلال الطاقة أي دى الى وجود ثنائي القطب ا بالمقارنة بطاقة هزاز توافقي فقط انو وكمون هزاز توافقي

 . m ة معرفة بالرقم طاقوي ياتل الى تحت مستوليتحn كل مستوى طاقوي 

        (  | |  √     ) 

أي ن يكون سالب أثابت الفصل يجب  أنة يستلزم يلها قيم حقيقيجب ان تكون ن الطاقة ألكون 

 عطي شروط على طول ثنائي القطبين القيم المميزة يجب ان تكون موجبة وهذا أم لزتوهذا يس     ،

يجب ان لا يتخطى قيم    طة هذا يستلزم ان طول ثنائي القطبتكون هناك حالات طاقة مرتب ولكي.  

) هذه القيم محسوبة باستعمال  وهي موضحة في الجدول التالي     معرفة بالشرط         حدية 

       الوحدات الذرية لريدبارغ  نظام
  ⁄         ) . 

7 6 5 4 3 2 1 0 m 

255,468 189,837 133,930 87,746 51,285 24,547 7,530 0,000       

    القيم الحرجة للعزم الزاوي : 1الجدول 

ن وجود ثنائي القطب يؤثر على مستويات الطاقة للهزاز أمن خلال المنحنيات السابقة  ،كذلك نلاحظ

متها في حالة الحلول ويخفض من قي ،(  )     يقوم بالرفع من قيمتها في حالة الحلول التوافقي حيث  

      (  ) . 
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   :خاتمة عامة

قمنا بإجراء دراسة كمية غير نسبية لكمون ثنائي القطب زائد كمون الهزاز  ،في هذا العمل

حيث قمنا بحل معادلة شرودينغر حل تحليلي وهذا بكتابتها في   ،التوافقي في فضاء ثنائي البعد

تحصلنا على معادلتين المعادلة الزاوية كان أين لتسهيل فصل المتغيرات . الاحداثيات القطبية

الذي يكتب ل كقيمة ذاتية وصوبحلها تحصلنا على ثابت الف Mathieuشكلها شكل معادلة 

استعملنا ثابت الفصل لحل المعادلة .فذاتية  كدالة Mathieuودالة  بواسطة القيم المميزة لماثيو

 أنحيث وجدنا  القطرية التي كانت على شكل معادلة فائقة الهندسية وحلها اعطانا طيف الطاقة

تحت   ثر على مستويات الطاقة للهزاز التوافقي حيث أدى الى انحلالها الى أثنائي القطب قد 

قيم للطاقة من اجل كل القيم للعزم الزاوي  دكذلك لا توجو.  مستويات معرفة بالرقم الكمي 

 .      لثنائي القطب وانما من اجل قيم معينة تكون اقل من قيم حدية 

بالزيادة في حالة  أماثنائي القطب يغير من قيم الطاقة للهزاز التوافقي  أن ،وكذلك لاحظنا

 . (  )      الناقص او بالنقصان في حالة الحلول   (  )    الحلول 
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Résumé 

Dans ce mémoire, on a essayé d’étudier les caractéristiques quantiques 

d’un corps physique décrit par un potentiel central non lié avec le temps, par 

le traitement du système d’un oscillateur harmonique dans le contexte de la 

mécanique quantique non relativiste, d’abord on a essayé de résoudre 

l’équation de Schrödinger dans un espace à deux dimensions .Ensuit, nous 

avons mené une étude quantique non relativiste du potentiel dipolaire plus le 

potentiel du l’oscillateur harmonique dans un espace à deux dimensions . où 

nous avons déterminé le spectre d’énergie et la fonction d’onde dans chacun 

des cas. 

Mots clés : Mécanique quantique non relativiste,  l’équation de Schrödinger, 

le potentiel non-centraux, potential dipolaire , l’oscillateur harmonique  

 ملخص 

قمنا بدراسة الخصائص الكمية لجملة فيزيائية موصوفة بكمون  في هذه المذكرة،

من خلال معالجة نظام هزاز توافقي في ايطار ميكانيك الكم  ،مركزي غير متعلق بالزمن

غير النسبي .حيث قمنا بحل معادلة شرودينغر في الفضاء العادي في الإحداثيات 

بعد ذلك اضفنا الكمون غير مركزي ثنائي القطب وقمنا بحل هذه المعادلة في  ،القطبية

 والدالة الموجية في كل حالة .الفضاء العادي ثنائي البعد .حيث تم تحديد طيف الطاقة 

  ،كمون غير مركزيال ،معادلة شرودينغر ،ميكانيك الكم غير النسبي :الكلمات المفتاحية

 هزاز توافقي. ،ثنائي القطب



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Abstract 

In this thesis, we tried to study the quantum characteristics of a physical 

body described by a central potential not bound with time, by treating the 

system of a harmonic oscillator in the context of non relative quantum 

mechanics. First, we tried to solve the Schrödinger equation in two-

dimensional space .Then we have carried out a non-relativistic quantum study 

of the dipole potential plus the harmonic oscillator potential in two-

dimensional space where we determined the energy spectrum and the wave 

function in each case. 

Key-words: Non-relative quantum mechanics, Schrödinger equation, Non-

Central Potentiall, dipole potential, harmonic oscillator. 


