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Introduction

La statistique est une science mathématique qui étudie diverses méthodes de des-
cription, d’estimation et d’inférence sur des phénomenes aléatoires. Elle s’applique
dans des domaines trés variés de la vie socio-économique. Parmi les axes de la statistique,
il y a I’étude des liaisons (ou effets) qui peuvent exister entre deux ou plusieurs sujets.
Ces liaisons sont évaluées par ce qu’on appelle mesures d’association ou coefficients de
corrélation. A titre d’exemple, en épidémiologie, on cherche a savoir si I'exposition & un
facteur de risque conduit & I'apparition de symplomes de la maladie. En sociologie, on
peut s’intéresser & l'effet de la profession des parents sur le choix de la branche d’études

universitaires de leurs enfants.

Dans 'analyse statistique des données multivariées, la valeur du coefficient de corrélation
indique le degré de la relation entre deux ou plusieurs variables. La valeur calculée indique
si la relation est directe (valeur positive) ou inverse (valeur négaitive). Un coefficient égal a
zéro n’implique pas nécessairement I'indépendance des deux variables car d’autres types de
coefficients sont possibles. Parfois, le coefficient de corrélation est examiné en le comparant
avec une norme relative au sujet d’étude. La valeur de ce coefficient est comprise entre —1

et 1.

Dans ce mémoire, j’ai essayé de mettre en avant le concept d’association en m’intéressant
au role fondamental du coefficient de corrélation, a la finalité de son utilisation et a la
maniére de l'appliquer. Il existe plusieurs types de coefficients de corrélation dont les

plus connus sont celui de Pearson, le rho de Spearman et le tau de Kendall. Le choix du
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coefficient a utiliser dépend du type de données ou de variables étudiées ou analysées. Ce

mémoire se compose de deux chapitres :

e Chapitre 1 : consacré aux définitions et caractéristiques fondamentales des couples aléa-
toires.

e Chapitre 2 : traite de I'explication et de la simplification du concept des différents co-
efficients de corrélation et de leurs implications, des méthodes de leur calcul, de leurs
équations mathématiques ou des lois de leur calcul, et les utilise avec des exemples illus-
tratifs simplifiés en présentant le graphique appelé la diffusion forme de deux variables

lites & une relation (direct ou inverse).

Enfin, je tiens a souligner que le contenu de ce mémoire s’inspire essentiellement des
références [B], [4] et [7], et que les études de simultation, avec calculs et graphes, sont

réalisées en utilisant le logiciel de traitement statistique R [3].



Chapitre 1

Couples aléatoires

Dans ce chapitre, on généralise les définitions et propriétés relatives a une variable
aléatoire (v.a) réelle au cas ou on dispose de deux v.a. On parle alors de couple

aléatoire réel ou de vecteur aléatoire de dimension 2.

1.1 Définition

Soit un (€2, F, P) un espace de probabilités.

1.1.1 Variable aléatoire

Une v.a réelle est une application mesurable X définie sur ’ensemble fondamental ) &

valeurs dans R :

X: QO — R
w|—>X(w)

Selon ’ensemble des valeurs X (€2), on distingue deux types de v.a.

1. v.a disréte : concerne les sujet de dénombrement. Les v.a discretes usuelles sont

Bernoulli (succes-échec), binomiale (nombre de succeés lors d’'un certain nombre
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d’épreuves indépendantes), Poisson (nombre d’arrivées pendant une certaine pé-

riode),...

2. v.a continue : traite les problémes de mesure. Les plus connues sont les variabes
de Gauss (normale), de Pearson (Khi-deux), de Student, de Fisher ainsi que la v.a

exponentielle.

Exemple 1.1.1

1. Nombre d’étudiants absents pendant un mois : Poisson.

2. Temps d’attente dans un ceratin service administratif : exponentielle.

1.1.2 Couple aléatoire

Un couple aléatoire réel (X,Y") est une application mesurable de Q dans R?. 11 s’écrit sous
la forme d’un vecteur colonne (X,Y)" dont les composantes X et Y sont des v.a réelles
définies sur ’ensemble 2.

La notion de couple est nécessaire dans I’étude du comportement simultané des deux v.a

XetY.

Remarque 1.1.1

1. Cette définition se généralise au cas ou l’ensemble d’arrivée est R™, avec n > 2. On

parle alors de vecteur aléatoire réel de dimension n : (X, Xo, ..., Xn)t.

2. Lorsque les v.a X et'Y sont toutes les deux discrétes, on dira que le couple (X,Y)

est discret. Si les deux v.a X et'Y sont continues, on dira que (X,Y) est continu.

1. Etude de la relation entre le nombre b’absences d’un étudiant et le nombre de mo-

dules acquis.

2. Etude de I'influence de la taille d’une personne sur son poids.
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1.2 Loi de probabilité

Soit (X,Y) un couple aléatoire. Sa loi de probabilité est déterminée par la fonction de
répartition. Dans le cas continu, cette loi peut aussi étre obtenue par la fonction de densité

et dans le cas discret on utilise les probabilités individuelles.

1.2.1 Fonction de répartition

Définition 1.2.1 (fonction de répartition conjointe) On appelle fonction de ré-

partition conjointe de (X,Y), qu'on note F, la fonction définie sur R%par

Propriété 1.2.1 La fonction de répartition d’un couple aléatoire (X,Y") jouit des pro-

priétés sutvantes :

F' est croissante par rapport & chacune des variables x et y.

e lim F(x,y)=1let lim F(z,y)=0.

T, y——+00 T, Yy——00

F est continuité & droite en tout point (xg,yo) de R? : 1>im F(z,y) = F(xo,%)-
(z,y)=(z0,y0)

1.2.2 Masse ou densité de probabilité

Cas discret

Dans ce cas, le couple (X,Y’) prend des valeurs {(z;,y;), 1 <i,7 <n}, oun € N*. La
masse de probabilité conjointe, que I’on notera par P, donne les probabilitées associées a

ces couples de valeurs. Donc, pour tout couple (z;,y;), on a

pij = P(xi,y;) := P(X =2, Y = y;).

Elle vérifie les deux conditions suivantes :



Chapitre 1. Couples aléatoires

b pZ] Z 07 Zaj = 17 RPRLE

° X2 jaby =1L

Cas continu

Dans ce cas, la fonction de répartition F' est dérivable par rapport aux deux variables. La

densité de probabilité conjointe, notée par f, est alors définie sur R? par

O*F
fl@y) = —833(;2;?4)'

Elle vérifie les deux conditions suivantes :

o f(z,y)>0,V(z,y) € R%
o [ [ oty =1

Remarque 1.2.1 La fonction de répartition du couple (X,Y) se calcule par

Ty
>3 P(u,v) si (X,Y) est discret,
F(z,y) =
@ ry
/ / f(u,v)dudv si (X,Y) est continu.

1.2.3 Lois marginales

Soit (X,Y) un couple aléatoire de fonction de répartition F. Quand on s’intéresse a un
évenement relatif & 'une des deux v.a X ou Y indépendamment de 'autre, on définit ce

que 'on appelle lois marginales.

Définition 1.2.2 (fonctions de répartition marginales) Les fonction de répartitions

marginales de X et'Y sont respectivement définie sur R par

Fx(z):=P(X <z,Y € R) = lim F(x,vy),

Yy——+00
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et

Fy(y):=P(X eRY <y)= lim F(z,y).

Tr——+00

Les masses et densités marginales sont alors égales a

Px(z;) = > Plai,y;) et Pr(y;) = > P(xi,y5),

Jj=1 i=1
et
400 400
fx(z) = 3 f(z,y)dy et fy(y) = 3 f(x,y)dz.

1.2.4 Lois conditionnelles

On s’intéresse maintenant a la loi de probabilité de I'une des deux v.a sachant que l'autre
est connue.
Cas discret

La loi de X sachant Y est définie par

il = P X = i Y = . = A s = 17 s
p|j ( Y | y]) P(Yzy]) 1 n
De méme, la loi de Y sachant X est définie par
P X=z.,Y =y
pili = PY =y | X = ;) .= ( ]),jzl,-,n

Remarque 1.2.2 On vérifie que ce sont bien des lois de probabilité. En effet,

1. Sur Qx ={x;,i =1,....,n}, on a, pour j fizé,

ZP(X:QZHY:%) — ZP =ux;,Y =y;) =1L
i=1 A
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2. Sur Qy ={y;,j =1,..,n}, on a, pouri fire,
SR =y | X =) = oY PX =mY =y) =1
j=1

Cas continu

Les lois de X sachant Y et de Y sachant X sont définies par les densités conditionnelles

respectives

ey _ [y
Fxwle) =Ty et xlv) = T ay

Remarque 1.2.3 On vérifie que ce sont bien des densités de probabilité. En effet, on a

/_foy(a:)dx = f%@)/::f(x,y)d:ﬁ = 1.

De méme pour l’autre densité conditionnelle.

1.2.5 Indépendance

Définition 1.2.3 Deux v.a X et Y sont dites indépendantes si tout événement relatif &

X est indépendant de tout événement défini par Y.

Remarque 1.2.4 L’ indépendance se traduit par [’égalité entre la loi conditionnelle et la
loi marginale, c-a-d

pijj = P(X = ;) ou pj; = P(Y = y;),

ou

fX\Y(ﬂU) = fX(ﬂU) ou fY|X(Z/) = fY(y)-

En utilisant les définitions des lois conditionnelles, on obtient la condition qui permet de

définir I'indépendance entre deux v.a X ety :

pij = P(X =2;)P(Y = y;) ou f(z,y) = fx(x) fv(y).
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1.3 Parameétres statistiques

Soit V' = (X,Y)" un couple aléatoire.

1.3.1 Espérance

On appelle espérance ou moyenne de V, E(V') en abrégé, le vecteur des moyennes des deux

v.a X et Y. On la note généralement par p :

oll, pour une v.a Z, on a

ZziP(Z =2z;) si Z est discréte,
[ zfz(2)dz  si Z est continue.
Remarque 1.3.1
1. L’espérance est linéaire : E(U + \V) = E(U) + AE(V), A € R.

2. §i X etY sont indépendantes, alors
E(XY)=EX)E(Y).

1.3.2 Matrice de covariance

La matrice de covariance de V, Cov(V') en abrégé, est une matrice carrée symétrique

d’ordre 2, généralement notée par X :
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ou

oxy = cou(X,Y) = E{(X — E(X))(Y — E(Y))} = E(XY) - E(X)E(Y),

représente la covariance entre les deux v.a X et Y, et

2
Oz =027z,

représente la variance d’une v.a Z (sa racine carrée o est appelée écart type de 7).

Remarque 1.3.2

1. X est une matrice définie positive.
2.2 =EWVV") — .

3. 51 X etY sont indépendantes, alors Y est une matrice diagonale. En effet, on a

La réciproque n’est pas toujours vraie.

1.3.3 Matrice de corrélation

La matrice de corrélation de V, Cor(V) en abrégé, est une matrice carrée symétrique

d’ordre 2, définie par

1 6
Cor(V) := , (1.2)
0 1
ol
OXy
0= cor(X,Y):= 22, (13)

représente le coefficient de corrélation linéaire des deux v.a X et Y.

10
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Remarque 1.3.3

1. Cor(V) est une matrice définie positive.

2. Si X et'Y sont indépendantes, alors Cor(V) est égale & la matrice identité. La

réciproque n’est pas toujours vraie.

3. En termes du coefficient de corrélation, on a

o2 Ooxo
=] T (1.4)
Ooxoy o2

Remarque 1.3.4 On peut aussi définir les paramétres statistiques par rapport aux lois

conditionnelles.

Définition 1.3.1 (espérance conditionnelle) On appelle espérance de Y sachant que

X =z et on note E(Y | X = x) la quantité

Yy PY =y | X =2)= > y;Pj, cas discret
E(Y | X =x):={ ¢ g :
[ yfyix(z,y)dy, cas continu
R

Définition 1.3.2 (variance conditionnelle) On appelle variance de Y sachant que

X =z et onnote V(Y | X = x) la quantité
VY |X=2)=E{Y-BY|X=0)]X=a}.

Pour plus de détails sur ’espérance et la variance conditionnelles, voir [7, pages 71-75].

11
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Y\X | —=2| 0 | 2 | marge
—1 0.1102]0.1 0.4
2 02102]02| 0.6

marge | 0.3 | 0.4 | 0.3 1

TAB. 1.1 — Distribution de probabilité d’un couple aléatoire avec ses marginales

2] 0 | 2
X[Y=—1|1/4]1/2|1/4
X[Yy=2 |1/3[1/3[1/3

TAB. 1.2 — Distribution conditionnelle de X sachant Y

1.4 Exemples

1.4.1 Couple discret

Cet exemple se trouve dans [5, page 109]. Soit V' = (X,Y) un couple aléatoire dont la
distribution est donnée par le tableau [I.1]

Lois conditionelles

Les Lois conditionelles sont résumées dans les tableaux [1.2] et [L.3l

Parameétres statistiques

D’apres la difinition de I’espérance d’un couple aléatoire, on a

0
p=EV)=
0.8

Var(X) =24, Var(Y) =344 et Cov (X,Y) =0.

Alors ,d’apres (1.1)) et ([1.2)), les matrices de covariance et corrélation de V' sont respecti-

1] 2
YIX =—2]1/3]2/3
YIX=0 |1/2]1/2
YIX=2 |1/3]2/3

TAB. 1.3 — Distribution conditionnelle de Y sachant X

12
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vement

24 0 10
Y= et Cor(V) =

0 344 01

Remarque 1.4.1 Bien que Cov(X,Y) = Cor(X,Y) = 0, les deux v.a ne sont pas indé-

pendantes (voir les lois marginales et conditionnelles). On a ici un contre exemple a la

remarque 3 de (1.3.9)(ou la remarque 2 de (1.5.3)).

1.4.2 Couple continu

Exemple 1 : loi normale bidimensionnelle V ~ N> (11, X) ([7, page 90])

1 1 t -1
f(x,y)zm@(p{—i(v—u) by (’U—M)}

En utilisant la forme (1.4) , on a det ¥ = 0% 02 (1 — 6?) et

1 0% —Ooxoy

Yl
o%0% (1 —6?)

—fOoxoy Gg(
La densité de probabilité s’écrit alors

fla.y) S,
T,Y) =
Y 2roxoyv1 — 62

exp{_z((11_02>> [(x ;Xux)Q - 29(x—u§;£—uy) n (y ;YuYﬂ }

Si les v.a X et Y sont centrées et réduites, alors V' ~ N3 (0, I3) et la densitéo conjointe

devient

o) = g-exp 5 [ +27] ).

13
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Dans ce cas particulier, les densités marginales sont

fX(I):\/lz_ﬂexp{—%Q} ot fy(y):\/12_ﬂexp{—y;},

et les densités conditionnelles sont

Favle) = S e { -2 et oxtn) = e {21

On constate que fx|y(7) = fx(7) et fyx(y) = fy(y) sur R. Ceci entraine que

flz,y) = fx(2) fr (y)

et par conséquent les deux v.a X et Y sont indépendantes. D’ot le résultat de la Proposition
4.1l
Puisque X et Y sont de méme distribution N (0,1), alors I'espérance et les matrices de

covariance et de corrélation de V sont
0
E((V)= et Cov (V)= Cor (V)=

Proposition 1.4.1 Soit (X,Y) un couple aléatoire Gaussien. Alors les deux v.a X et'Y

sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées.

Exemple 2 : cet exemple est extrait du cours [2]. On suppose que la densité de probabilité

du couple V est définie sur R? par

F oy = 2exp{—(z+y)} si 0<z<y

0 sinon

14
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La densité marginale de X est définie, pour z > 0, par

fx(z) = /oof(ﬂf, y)dy = ZGXP(—JJ)/OO exp(—y)dy
= —2exp(—r) exp(—y) [3°) = 2exp(—2z),
c-a-d
fx(z) = 2exp(—2a:)1[07+00[(a:).

Par le méme raisonnement, on obtient la densité marginale de Y qui est définie pour y > 0

par

= [ " F y)dz = 2exp(—y) / " exp(—a)dz
= 2exp(—y)(—exp(—z) [§) = 2exp(—y)(1 — exp(—y)),
c-a~d
fr(y) = 2exp(—y)(1 — exp(—y)) 10, +00[(¥)-

La densité conditionnelle de Y (sachant X = x > 0) est

_ 2exp(— (z 4 ) Ljo<a<y)
frix (y) = 2 exp(—2x) :

= exp(l‘ — y)l{ongy}-

De la méme fagon, on trouve la densité conditionnelle de X (sachant Y =y > 0) est

_ 2exp(— (#+y)ljozasyy _ exp(—z)
2exp(—y)(1 —exp(—y)) (1 —exp(—y))

fxy ()

Lio<e<y}-

Remarque 1.4.2
e On constate que fx(x) est la densité de la loi exponentielle de paramétre 2, c-a-d la v.a

X ~£(2).

15
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e Le produit des densités marginales est

fx (@) fy(y) = dexp(— (27 +y))(1 — exp(=y)) L oo (T, ¥)-

Il est différent de la densité conjointe f(x,y), alors les v.a X et Y ne sont pas indépen-

dantes.

Espérance de V : elle est égale a

s>
—
h<
SN—
W N

En effet, puisque X ~ £(2) alors E(X) = 1/2. Pour lav.a Y, on a

B(Y) = / ufy (y)dy = 2 / " y(exp(—y) — exp(—2y))dy

R

=2 Uoooy exp(—y)dy — /Oooyexp(—Zy)dy] =:2[L, — Io].

Les valeurs

1
Ilzletlgzz,

sont obtenues par des intégrations par parties. D’ou E(Y) = 3/2.
Matrice de covariance de V

Ona X ~E&(2)— Var(X)=1/22=1/4; Var(Y) =2 et Cov(X,Y) = 1/4. D’'ou

L

Cov(V) =

= =
[\

Matrice de correlation de V

16
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D’aprés onaf= }l/ (% X \/5) = \/§/4 Donc de , on a

~[S

Cor(V) =

o -
—_
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Chapitre 2

Coeflicients de corrélation

Ce chapitre est consacré aux mesures d’association les plus populaires (Pearson,
Spearman, Kendall). Une attention particuliére est faite au coefficient de corréla-
tion linéaire de Pearson car c’est le plus important. Il est, entre autres, utilsé en régression

linéaire lors de I’ajustement d’une variable par rapport a une autre par une ralation affine.

2.1 Nuage de points

Une distribution statistique bidimensionnelle (X, Y") peut étre représentée graphiquement
sous la forme d’un nuage de points dans le plan. Chaque point a pour abscisse la valeur
de la v.a X et pour ordonnée la valeur de la v.a Y. L’allure globale du nuage permet
de caractériser la nature de la liaison qui peut exister entre les deux v.a. Les formes les
plus courantes sont représentées par la figure 2.1} La liaison linéaire positive signifie que
les deux v.a X et Y évoluent dans le méme sens alors que la liaison linéaire négative est
synonyme d’une évolution en sens inverses. L’absence de liaison veut dire que la valeur de

X ne donne aucune indication sur celle de Y et inversemment.

Exemple 2.1.1 ([1, page 335]) On s’intéresse a l’argent de poche donné a 10 jeunes

dont l’dge est compris entre 11 et 16 ans. On a mesuré pour chaque individu de [’échan-

18
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F1G. 2.1 — Liaison linéaire positive (gauche), absence de liaison (centre) et liaison linéaire
négative (droite).

tillon, l’dge (x) et le montant hebdomadaire moyen (y) (sur une année). La série observée

est donnée dans le tableu [2.]] et représentée graphiquent par la figure [2.3.

x| 12 |12 | 15 14 16 14 12|13 |11 |11
y|41134(11.3 (102 115|726 |78 |35|3

TAB. 2.1 — Age et argent de poche hebdomadaire de 10 enfants

Sur la figure 2.2} on voit que l’argent hebdomadaire moyen donné aux enfants a tendance
a varier dans le méme sens que leur age. Il s’agit donc d’une liaison linéaire positive entre

les deux variables.

2.2 Coefficient de corrélation de Pearson

2.2.1 Deéfinition et interprétation

Définition 2.2.1 (Pearson) Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson entre deux

v.a X et'Y est une normalisation de leur covariance par le proiduit de leur écarts-types.

Il est défini par la formule (1.3]) .
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10
[ ]

argent de poche
®

age

Fic. 2.2 — Représentation de ’argent hebdomadaire moyen attribué & 10 en fonction de
leur age.

Propriété 2.2.1 La corrélation posséde les propriétés suivantes :

1. On a —1 <0 <1 ou, en d’autres termes, |6 < 1.
2. Le coefficient 0 est indépendant des unités de mesure.
3. La corrélation d’une variable avec elle méme est Cor (X, X) = 1.

4. Si X et Y sont indépendantes, alors § = 0. La réciproque est fausse, sauf lorsque le

couple (X,Y’) suit une loi normale bivariée.

Interprétation

Selon la valeur du coefficient 6, on a les remarques suivantes :

e Si 0 est proche de 1, il existe une forte liaison linéaire positive entre X et Y (voir le
graphe de gauche de la figure [2.1).

e Si 0 est proche de 0, il n’y a pas de liaison linéaire entre X et Y (voir le graphe du

centre de la figure [2.1).

e Si 0 est proche de —1, il existe une forte liaison linéaire négative entre X et Y (voir le

graphe de droite de la figure [2.1)).

20



Chapitre 2. Coeflicients de corrélation

Remarque 2.2.1 Le signe de r indique le sens de la liaison tandis que sa valeur absolue

ndique 'intensité de la liaison.

2.2.2 Coefficient de corrélation empirique

Définition 2.2.2 Le coefficient de corrélation linéaire empirique est défini, a partir d’un

échantillon {(X1,Y1), ..., (X, Yo}, de taille n > 1, du couple (X,Y), par

SXY
Ri= XY
Sx Sy’

ol

IR —
Sxy = — X, —X)(Y;-Y),
Xy = ;1( ) )
représente la covariance empirique et

1 - 1 < -
5% = EZ(X,- —X)? et S = EZ(YZ» ~Y)?,
i=1

i=1

sont les variances empiriques respectives de X et'Y, avec

X = E;Xi etY = E;Yi,

étant les moyennes empiriques de X et'Y respectivement.

Remarque 2.2.2

1. Les v.a R, Sxy, S% et SZ sont les estimateurs naturels des paramétres 0, oxy, 0%

2 .
et oy respectivement.

2. R est un estimateur asymptotiquement non baisé et convergent de 6. On a

—9 (1) et Var (R) = —<1 — 62)2.

2n n

E(R)=0—
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Chapitre 2. Coeflicients de corrélation

3. Le coefficient de corrélation empirique R vérifient les mémes propriétés que son

équivalent théorique 0, avec la méme interprétation.

4. La valeur observée de la v.a R est

Exemple 2.2.1 Dans l'exemple|2.1.1], on a

moyenne | variance | covariance
X; 13 2.88 5.33
Y; 6.8 11.09

TAB. 2.2 — Paramétres statistiques des mesures de taille et de poids de 17 individus

La valeur du coefficient de corrélation est donc 0.94. Ceci indique qu’il y a une liaison

positive trés forte entre l’argent qu’on donne aux enfants et leur dge.

2.3 Coefficient de corrélation de Spearman

Ce coefficient, aussi appelé rho de Spearman, a été développé par Charles Spearman en
1904. 11 permet d’analyser les liaisons entre non pas les observations mais leurs rangs. Il est
égal au coefficient de corrélation de Pearson appliqué sur les rangs. Dans ce qui suit, on va
se concenter sur la version empirique de ce coefficient. Soit {(X;,Y;)}, ., un échantillon,

de taille n > 1, d’un couple aléatoire (X,Y"). On note les rangs observés de X et de Y par
R; = rang(X;) et S; = rang(Y;), i =1,...,n.

Définition 2.3.1 (rho de spearman) Le coefficient de corrélation de Spearman est donné
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Chapitre 2. Coeflicients de corrélation

(comme v.a) par

Sa valeur observée est égale a

i( T)(si —3)

RN ST

Le fait que les rangs soient des permutations de l’ensemble {1,...,n} simplifie les calculs

de ce coefficient. On a le résultat ci-dessous.

Proposition 2.3.1 La valeur du rho de Speraman est égale a

6 n
-1-— d?
P n(nQ—l);“

ou d; :==1; — s;, 1 = 1,...,n, représente la différence des rangs d’un méme objet selon les

deuz classements.

Preuve. En ’absence d’ex-aequo, on a

n+1 n?—1
T=35= t 52 = 5% = .
rT=35 et 5, p B
D’ou
12 (1 n+1,
_ 2 5, — _ 2.1
p n_l(nz (=5 >> 1)
On a
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Chapitre 2. Coeflicients de corrélation

Or la somme des carrés des n premiers entiers aturels est

iﬁ? _ isf _ n(n + 1)6(2n+ 1)7
i=1 i=1

d’ou on obtient

1 5, nn+1)2n+1)

En remplacant cette somme dans , on obtient le résultat de la proposition. m
Remarque 2.3.1

1. Ona—-1<p<l1.

2. Si p=1, alors les deux classements sont identiques.

Si p = —1, alors les deux classements sont inverses l'un de 'autre.

St p =0, alors il n’y a pas de relation entre les deux classements.

Exemple 2.3.1 ([1, page 348|) Deuz juges attribuent des points a 10 sportifs au cours

d’une compétition. Les notes présentées dans le tableau [2.3.

Sportif A |B |C |D|E|F G| H I J
note du 1* juge (z) [ 85| 7.6 9.1 /95|84 /69|92 |78 86|82
note du 2¢ juge (y) |79 |74]91/93|84|75[90[72|82]8.1

TAB. 2.3 — Notes attribuées par deux juges & 10 sportifs lors d’une compétition

A chaque note attribuée par un juge, on associe son rang et on résume les calculs dans le

tableau 2.41

Sportif [ A [B[C |[D|E |[F |G [H[I |J
m |5 |2]8 |10[6 |1 |9 [3 |7 |4
si |4 [2]9 [10[7 [3 [8 |16 |5
d; | =1]0 | =1]0 |[=1]=2]=1]2 [=1]-1
2 |1 (0|1 [0 |1 [4 [1 [4]1 [1

TAB. 2.4 — Résultats relatifs au calcul du coefficient de corrélation de Spearman

On trouve Z?Zl d? = 14 et la valeur de p est donc égale & 0.92. Ceci indique que les avis

des deux juges trés proches comme le montre la figure [2.3]
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85
I

juge 2

80
1

75
I

70 75 80 85 90 95

juge 1

Fic. 2.3 — Notes attribuées par 2 juges a 10 sportifs

2.4 Coeflicient de corrélation de Kendall

Le tau de Kendall sert a mesurer la liaison non linéaire entre deux v.a. Il donne une mesure
de la corrélation entre les rangs des observations. On peut 'exprimer de deux maniéres

différentes, soit en fonction des observations ou en fonction de la concordance.

2.4.1 Concept de concordance

Soit {(X1,Y1),... (Xp,Y,)} un échantillon, de taille n > 1, d’un couple aléatoire (X,Y).
Il existe C2 = n (n — 1) /2 paires d’observations distinctes (z;, y;) et (x;,y;). Ces couples

sont dite concordants ou disconcordants selon :
1. Concordants: (z; — ;) (y; —y;) > 0c-a-d (x; < z; et y; < y;)ou (z; > x; et y; > y;).

2. Discordants :(z; — z;) (y; — y;) < 0c-a-d (z; < x;j et y; > y;) ou (x; > z; et y; < y;).

Définition 2.4.1 (fonction de concordance) La fonction de concordance est la diffé-

rence entre la probabilité de concordance et celle de discordance entre deux couples (X1, Y1)
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et (X2,Y3). Elle est donnée par

Q= P[(X1 = X3) (Y1 = Y2) > 0] = P[(X; — X3) (Y1 — Y2) <0].

Remarque 2.4.1 Lorsque les deux v.a X et'Y sont continues, alors

Q=2P[(X; — Xo) (Y1 —Y2) > 0] — 1.

En effet, on a

Pl(X; = X5) (Y1 =Y2) <0] =1-P[(X; = X) (Y1 = ¥3) > 0].

2.4.2 Tau de Kendall

Définition 2.4.2 (tau de Kendall) Le tau de Kendall, noté 7, est défini par

7= P[(X) — Xa) (Vi — Ya) > 0] — P[(X; — Xa) (Vi — Ya) < 0].

Définition 2.4.3 (tau de Kendall empirique) L’équivalent empirique du tau de Ken-

dall est
Ne — Ng

Cc? n(n—1)

ol n. et ng désignent les nombres de paires concordantes et discordantes respectivement.

Remarque 2.4.2 1. Ona-1<7<1.
2. Si T =1, alors toutes les paires d’observations sont concordantes.
Si 7 = —1, alors toutes les paires d’observations sont disconcordantes.

St 7 =0, alors il n’y a pas de relation entre les deux classements.

Remarque 2.4.3 1l y a une relation entre le Tho de Spearman et le tau de Kendall (voir
[6, 59])

—1<3r—2p<1.
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Lorsque n est assez grand, et T, p pas trop proches de 1 :

Si le couple (X,Y) suit une loi normale bivariée, alors

2
T = — arcsin p.
m

Exemple 2.4.1 ([1, page 350]) On réordonne les individus de fagon & présenter les

notes du premier juge selon un ordre croissant, comme le montre le tableau[2.5.

Individus | F B/ H|J A|/E|I G|C|D
T 1121345 (6|7]8]9]10
S; 3121154 |7|6|9]8]10

concor. TI7T 71551331 (1]0

disconcor. |2 |1 |0 |10 ]1]|0]1|0]|O

TAB. 2.5 — Exemple de calcul du corrélation de Kendal

On a n. = 39 et ng = 6. Il s’ensuit que le taux de Kendall vaut 0.73.

2.4.3 Fonction R de calcul des coefficients de corrélation

La fonction cor() de R peut étre utilisée pour calculer le coefficient de corrélation entre

deux variables, X et Y.

Un format simplifié de cette fonction est :

cor(x,y,method=c("pearson","spearman","kendall"))

Exemple
x<-c(44.4,45.9,41.9,53.3,44.7,44.1,50.7,45.2,60.1)
y<-¢(2.6,3.1,2.5,5.0,3.6,4.0,5.2,2.8,3.8)

cor(x,y,method="pearson")
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[1] 0.5711816c¢or(x,y,method="spearman")
[1] 0.6
cor(x,y,method="kendall")

[1] 0.4444444
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Conclusion

La statistique est une science vaste et complete avec de multiples domaines d’ap-
plication. Parmi ces derniers, il 1 y a I’analyse de corrélation qui signifie I’étude
de relations entre deux ou plusioeurs variables. Son objectif principal est de déterminer la
direction et I'intensité de la relation qui varie de zéro (pas de corrélation) a une corrélation
compléte (négative ou positive). La mesure de la corrélation est nécessaire dans tous les
secteurs de ’activité humaine pour confirmer ou infirmer les liens qui peuvent exister entre

différents phénomeénes.

Dans ce mémoire, on s’est intéressé aux définitions et propriétés fondamentales des co-
efficients de corrélation les plus populaires, & savoir la coefficient de corrélation linéaire
de Pearson, le rho de Spearman et le tau de Kendall. Des exemples d’application ont été

traité par le logiciel d’analyse statistique R.

Il est & noter qu’il existe d’autres mesures d’association mais qui ne sont pas aussi large-

ment utilisées. Parmi ces derniéres, on peut citer le phi de Pearson, le V de Cramer,...
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Annexe A : Codes R

R Programming

1. Code de la figure
library (mvtnorm)
sigmal<- matrix(c(1,0.9,0.9,1), ncol=2)
vl<-rmvnorm(n=200, mean=c(0,0), sigma=sigmal)
sigma2<- matrix(c(1,0,0,1), ncol=2)
v2<-rmvnorm(n=200, mean=c(0,0), sigma=sigma2)
sigmald<- matrix(c(1,-0.9,-0.9,1), ncol=2)
v3<-rmvnorm(n=200, mean=c(0,0), sigma=sigma3)
x<-vl[,1];y<-v1[,2]
op <- par(mfrow=c(1,3))
plot(vl, col=4, pch=19, cex=1.5, xlab="x", ylab="y")
plot(v2, col=4, pch=19, cex=1.5, xlab="x", ylab="y")
plot(v3, col=4, pch=19, cex=1.5, xlab="x", ylab="y")
par(op)
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2. Code de la figure
x=c(12,12,15,14,16,14,12,13,11,11)
y=c(4.1,3.4,11.3,10.2,11.5,7.2,6,7.8,3.5,3)

plot(x,y, col=4, pch=19, cex=1.5, xlab="ége", ylab="argent de poche")

3. Code de la figure
x=c(8.5,7.6,9.1,9.5,8.4,6.9,9.2,7.8,8.6,8.2)
y=c(7.9,7.4,9.1,9.3,8.4,7.5,9,7.2,8.2,8.1)

plot(x,y, col=3, pch=19, cex=1.5, xlab="juge 1", ylab="juge 2")
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Annexe B : Abréviations et

Notations

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-

quées ci-dessous.

Notation Significations

c-a-d c’est-a-dire

Cor(X,Y) corrélation entre X et Y
Cov(X,Y) covariance entre X et Y

F(x,y) fonction de répartition conjointe
f(z,y) densité de probabilité conjointe
Fx(z), Fy(y) fonctions de repartition marginales
Ixiy, fyix densités conditionelles

Jo—y, fy—z densité conditionnelle.

Ne, Ny nombres de paires concordantes et discordantes.
=7 masse de probabilité.

Px (z;), Py (y;)  masse de probabilité marginale.
P, P;_; loi conditionnelle,cas discret.

Q fonction de concodance.
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coefficient de corrélation empirique
rang de Xj.

rho de Spearman.

rang de Y;.

covariance empirique entre X et Y
variances empiriques

tau de Kendall.

moyenne du couple.

moyenne de Z

variance de Z.

matrice de covariance.

coefficient de corrélation.

moyenne empirique

variable aléatoire

égalité par définition

fonction indicatrice.
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